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Kapitola 1

Uvod

1.1

Znaceni

Mnozinu realnych ¢isel oznac¢ime R a mnozinu komplexnich ¢isel C.

Vsechna maticova porovnani se provadéji po prvcich. Tedy, napriklad,
jsou-li matice A, B € R™*™:

To znamena, ze A > 0 znaci nezapornou matici, A > 0 matici kladnych
prvki a A # B 7e se A a B neshoduji ani na jedné pozici. Nerovnost
po prvcich se vSak obvykle nezavadi. Znamou nerovnost matic budeme
znacit =A = B nebo ji vyjadiime jinym opisem. Zaménam se vyhneme
tim, Ze nerovnost po prvcich pouzivat nebudeme.

Stejné tak se po prvcich provadéji i operace max a min.
Transpozici matice znac¢ime A” a konjugaci znac¢ime AX.

Pomoci A;. oznac¢ime i-ty rddek matice A a pomoci A.; j-ty sloupec
matice A.

Vektor je povazovan za matici s jednim sloupcem.

Pro matici (nebo vektor) A definujeme AT = maz{A,0} a obdobné
A~ = max{0,—A} = (—A)*, kde 0 je matice (vektor) samych nul
a prislusného tvaru; zjevné plati AT — A~ = A, nebof A' je shodné
s matici A az na to, Ze na misté zapornych prvka ma nuly, a —A~ je
shodna s matici A az na to, Ze ma nuly na misté prvka kladnych.



1 kdyzi=j
e Pouzijeme funkci §(i, j) = {0 N yiz J
jina,

e [ je matice identity pfislusného tvaru. Jejim zobecnénim je matice I,,, ,,,
kterd ma tvar m x n a prvky (I,,.)i; = 0(4,7), tj. ma jednotky na
diagonale a nuly vsude jinde.

e F je matice samych jednicek pfislusného tvaru. Je-li potieba specifiko-
vat tvar m X n, znac¢ime E,,,.

e Vyjimecné pouze pro vektory znacime e; vektor, ktery mé jednicku na
J-tém misté (fadku) a nuly vSude jinde, tj. j-ty sloupec matice /. Vektor
e je sloupec matice F/, ma tedy na vSech mistech jednicku. Explicitni
urceni rozmeéru v tomto pripadé oznacime eg»l) pro j-ty sloupec matice
I;; a e pro j-ty sloupec matice Ej;; a e®.

e Pro kapitolu 3 definujeme prostor vSech +1-vektoru: Y, = {1, -1},
tedy Y,, = {y € R™: |y| = e}. Jeji mohutnost je trividlné 2™.

e K matici A definujeme matici sgn(A) opét po prvcich:

41 kdyZz >0
(sgn(A))ij = sgn(Ai;), kde sgn(z) =<0  kdyz x =0
—1 kdyzx <0

Obdobné pro vektory. Zjevné sgn(x) € Y, pro kazdy vektor x € R™.

e Pro y € R™ definujeme diagonalni matici 7, jako

yi 0 - 0

‘ 0 yo --- O

T, = diag(y1, ..., Ym) = L ]
0 0 - yn

e Pro a,b € R ozna¢ime [a, b uzavieny interval témito ¢isly ohraniceny.

1.2 Intervalové matice

Definice 1 (Intervalova matice a vektor). Intervalovou matici AL C R™*"
nazyvame mnozinu matic, kterd splnuje podminku

JA Ac AT :VAec AT: A< A<A
Piseme Al = [A, A].



Intervalovy vektor je specialni ptipad intervalové matice pro n = 1.

Upozornéni: intervalova matice neni matice intervalt. Je to v urcitém
smyslu interval v prostoru matic pifslusnych dimenzi. A’ je tedy mnoZina
matic:

Al e P(R™™)

kde P(X) znaci potenéni mnozinu mnoziny X.

Intervalovou matici A’ miizeme téz ekvivalentné definovat pomoci tak-
zvané centralni matice A¢ a poloméru A:

AC — A+A

Potom totiz plati:

A =Ac—A
A =Ac+A

Nékdy se téz pouziva znaceni mid(A") = Ag, rad(A’) = A.

V piipadé m =n =1 mdme A = (a) a A = (@). A’ pak splyvd s redlnym
intervalem [a, @], ve shodé s tim, Ze jednoprvkova matice splyva s realnym
¢islem.

Definice 2 (Intervalové ohrazeni). Intervalovy vektor T nazgvdme interva-
lovym ohrazenim mnoZiny X, je-li X C 7.

Definice 3 (Intervalovy obal). Intervalovy vektor T nazgvame intervalovgm
obalem mnoziny X, je-li T = (\{Z|T je intervalové ohrazeni mnoZiny X }.

Intervalovy obal T je tedy (na rozdil od intervalového ohraniceni) ur-
¢en jednozna¢né a je roven nejmensimu intervalovému ohraniceni (ve smyslu
bézného usporadani mnozin na inkluzi).

1.3 Metoda nejmensich ¢tverca v algebre
Bud A € R™™ matice, b € R™ vektor. Rikdme, 7ze x € R" fesi Az = b

metodou nejmensich ¢tvercu (piSeme z fesi Az = b m.n.¢., nebo téz jen
Az = b m.n.c.), kdyz

||Az = bl| = min{|[Ay — b], y € R"}
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kde || - || je eukleidovska norma.
Ma-li soustava Az = b feSeni, pak plati:

rxTeSi Ar =bmmn.c. <= Ar=0»>
Pokud méa matice A linedrné nezavislé sloupce a je n < m, pak:
Ar =bmné. <= ATAz = ATh

Rovnosti ATAz = ATb se fik4 harmonickd rovnice a za uvedenych pod-
minek méa vzdy feSeni, protoze pak ATA je regularni. Z toho plyne, Ze
1o = (ATA)71AT) je feSenim harmonické rovnice a tudiz je feSenim Az = b
metodou nejmensich ¢tverci.

Stoji za zminku, Ze v tomto pripadé plati AT = (ATA)"1AT, kde AT je
Moore-Penroseova inverze matice A (viz. napt. [14]), takze zo = ATb. Moore-
Penroseova inverze vsak neni pfedmétem této prace.

1.4 Metoda nejmensich ¢tvercu ve statistice

Ve statistice se metoda nejmensich ¢tverci pouziva k nalezeni feSeni modelu
linearni regrese. Ten lze zapsat naptiklad takto:

b=Ar+e,AcR™" zeR" beR" n<m

kde A je znamé matice, x je vektor neznamych parametri, e je vektor od-
chylek (musi spliiovat E ¢ = 0, var e = ¢%I), b je vektor zndmych ndhodnyjch
veli¢in, které zavisi na neznamych nahodnych veli¢inach x.

Predpoklada se, ze matice A ma linearné nezavislé sloupce, tudiz méa svoji
plnou hodnost a AT A je symetrickd, regularni a pozitivné definitni.

Vektor x se pak odhaduje metodou nejmensich ¢tvercd, tj. z podminky,
ze (b— Az)T(b — Az) ma byt miniméalni. Za uvedenych predpokladi je o =
(AT A)~t ATD feSenim metodou nejmensich ¢tvercti. Tento odhad je nestranny.

Literatura: [3]

1.5 Intervalova analyza

P1i feseni matematickych tloh se nam z rozlicnych divodid miize stat, ze
nemame jedno presné zadani. Vstupni data mohou pochézet z nepfesnych
meéreni nebo odhadi. Pii jejich zpracovani mohlo dojit k zaokrouhleni — ob-
zvlasté nachylné je na to zpracovani v pocitaci, kde miizeme cisla reprezento-
vat pouze s omezenou presnosti. Nebo mtizeme pozadovat znalost feseni pro
néjakou ttidu tloh, reprezentovanou moznym rozsahem néjakych parametri.



Tento problém téz tzce souvisi se studiem perturbaci (napf. [17]), kde
chceme znat odhad na zménu feSeni tlohy, pokud zndme zménu zadani (per-
turbaci) — mizeme mit matici reprezentujici stabilni stav néjakého systému
a studovat chovani tohoto systému pfi malych zménéach.

Intervalovéa analyza prichdzi s tim, Ze (realnd) ¢isla obali do (redlnych)
intervali a v kazdém kroku vypoctu zarucuje, ze skute¢na hodnoty presnych
feSeni lezi nékde uvnitt téchto intervali. Nejprimitivnéjsim postupem je pak
primé metoda: postupuje se jako v pripadé presnych dat, pouze vsechny po-
¢etni operace jsou nahrazeny jejich intervalovymi rozsifenimi. Kazdou funkci

f(x1,x9,...,z,) (zde budeme za funkce povazovat i zakladni algebraické ope-
race +, —, *, /) nahradime rozsifenim f! definovanym jako
F(ln, T, [22,T2] - 20, 7))

= {f(x1,22,...,2,)| 21 € [21, 71,22 € [22,T2] ... Tn € [T, Tr)}

Tato metoda ma mnoho tiskali, nicméné vede alespon k néjakym zarucenym
vysledkiim.

Podrobnéjsimu tvodu do intervalové aritmetiky se vénuje vétsi pocet
praci, namatkou [2,6-9,16,18-20].

Ptedevsim [2] obsahuje pékny piehled historie intervalové analyzy uz od
dob Archimeda.

S rostouci slozitosti tlohy (a poc¢tem operaci potfebnych k jejimu vyfte-
Seni) v8ak roste nepfesnost takto ziskanych odhadi a pro pfesnéjsi vysledky
je potfeba pouzit metody prizpiisobené struktuie zadani. Tato prace se snazi
najit metodu prizptisobenou strukture tilohy nejmensich ¢tvercti.

1.6 Metoda nejmensich ¢tvercu s nepresnymi
daty

V tloze Az = b m.n.¢. jsou prvky matice A a vektoru b znamé pouze s urcitou
mirou tolerance. To miize zpusobit napriklad chyba méreni nebo pozadavek
na jedno feseni vyhovujici vice riznym situacim. Zajima néas, jakd vSechna x
musime vzit do tivahy, pokud chceme mit jistotu, Ze mezi nimi bude feseni
pro presné hodnoty, nebo té situace, ktera skutecné nastane.

Definice 4. Rikdme, e x 7esi wilohu A'x = b metodou nejmensich ctverci
(piseme x vesi Alz = bl m.n.¢., nebo jen Alx = bl m.n.¢.), kdyz

JA € AT b € b : Az = b metodou nejmensich ctverci
Ddle definujeme mnozinu vsech reseni ulohy:

X={z: Az =b" mn.c}



Tedy X € P(R™), nemusi to v8ak byt intervalovy vektor.

Budeme se zabyvat pouze pripadem n < m. V pripadé n > m nemtze
matice A mit linearné nezavislé sloupce.

Uloha je nyni najit co nejlepsi intervalové ohrazeni pro mnozinu X . Pesny
popis mnoziny X — a dokonce uz i pfesny popis jejiho intervalového obalu —
je pro obecnou ulohu intervalové metody nejmensich ¢tverctt NP-tézka tloha
(neexistuje deterministicky algoritmus, ktery by ji dokazal vyfesit v polyno-
midlnim ¢ase !). Spokojime se tedy s (vnéjsim) intervalovym ohrazenim:

T=[X,X|:XCZ

Plati tedy, Ze v € X — z € T.

1.7 Znamé prostredky
Nésledujici prostiedky budou dokazané postupné v dalsich kapitolach.

1 Je-li n < m a sloupce A jsou linedrné nezavislé, pak je AT A regularni
a plati
Az =bmn.é < ATAz = A"b

2 Pokud existuje A € Al takové, ze A m4 linedrné zavislé sloupce, pak X
je neomezena. Z toho vyplyva, Ze se mizeme omezit pouze na takové
Aj, ze vechny A € Al maji linedrné nezavislé sloupce.

3 Mame metodu, ktera umi v polynomialnim c¢ase najit velmi dobré in-
tervalové ohrazeni Y/ D Y pro ulohu Aly = b/, m = n, kde

Y ={y:3Ac A, bec b : Ay =10}
za podminky, Ze A! je silné regularni (podminka silné regularity zaroven
implikuje m = n, nebot pouze ¢tvercova matice mize byt reguldrni).

Definice silné regularity nasleduje.

Definice 5 (Spektralni polomér matice). p(A) je spektrdlni polomér matice
A e R™" kdyz

p(A) =max{|\| | Jr € C", 2 #0: Ax = Az, A € C}

Lalespoti pokud neplati P=NP; této rovnosti ovSem véfi mélokdo, pfestoze problém
zistava stale otevieny
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Ekvivalentné (trividlni Gprava):
p(A) = max{|\| | det(A — \I) =0,\ € C}

V obecném piipadé nemame zarucené, ze p(A) bude nékteré z vlastnich ¢isel
matice A.

Véta 1. A >0 — Jdx > 0,z # 0: Az = p(A)z. To znamend, Ze je-li A
nezdapornd, je p(A) vlastnim cislem matice A.

Definice 6 (Silné regularita). Intervalovou matici A" = [Ac — A, Ac + A]
nazjvdme silné requldrni, plati-li p(|Ag'Al) < 1

Plati, 7e je-li Ac regularni a p(|AZ'|A) < 1, pak kazdd A € Al je re-

gularni. Lze té7 ukazat, e kdyz maz{|A;'|A};; > 1, pak existuje A € A!
singularni.

1.8 Dalsi postup

Az = b m.n.c.

AT Az = ATb
AT(Az —b)= 0

e Polozime y = Az — b. Pak

0z 4+ ATy = 0
Az —Iy= b

(+5)6)-0)

). Tato matice je symetricka. Pak plati:

takze maticovée

0 AT

e Polozime A = (A 7

Tvrzeni 1. A je requldrni <= A md linedrné nezdvisle sloupce.

11



e Polozime Al =

(5 ) (5 7)) 7= 10): () o

tervalova matice a plati VA € AT : A € A!. O¢ividné je to nejmensi
takova intervalova matice, protoze A, A € A”.

Dale postupné rozvineme popis mnoziny X:

X = r:3Ac AL beb’ i Az =bmné. }

{

{ 2:3A€ Al bedT : ATA=ATb}
— . 1 T m ., 0 AT Y 0
= { x.EIAEA,bEb,yGR (A _— Y \b }
{x:ElAGAI,biijeRm:A(i):<O)}

T

= A{ —z2eR™ zeZ={z:Alz=b}}

8

Nalezneme tedy néjaké vhodné intervalové ohraniceni Z pro mnozinu
Z ={z: Alz = bI} Kdyz z prvkil této mnoziny Z vezmeme pouze
prvnich n slozek, dostaneme intervalové ohrani¢eni mnoziny X.

V dalsi fazi lze vyuzit toho, ze x; jsou spojitymi funkcemi vsech ay.
Staci jen aplikovat Cramerovo pravidlo, protoze predpokladame line-
arni nezavislost sloupcti matice A, a proto mame regularitu matice

0 AT e Dy 1 1
( A 1) Takto implicitné vyjadfenou funkci mizeme parcialné deri-

vovat podle ay; a zkoumat, jaky je vliv na x;.

Nésledné se pokusime vyuzit toho, Ze ndm staci omezit se na symetrické
Aec A

12



Kapitola 2

Linearni nezavislost

V této kapitole se pokusime shrnout néjaka kritéria pro linearni nezavislost
sloupcti matic A € Al

Definice 7. Intervalovd matice A' se nazijvd requldrni, je-li kazdd A € Al
requldrni. Intervalovd matice A' se nazjvd singuldrni, existuje-li A € Al
singuldrni (tj. A! je singuldrni prdvé kdyz neni requldrni).

Podle [13,15] je uz ovéieni regularity ¢tvercové A? NP-tiplny problém.

2.1 Vztah Aa A

Tvrzeni 2. Jestlize existuje A € Al takovd, Ze A md linedrné zdvislé sloupce,
pak mnoZina reseni X je neomezend.

Diikaz. Bud A € A’ s linearné zavislymi sloupci a Azg = b m.n.¢. (tedy
zo € X). Pak existuje 1 # 0 : Azx; = 0. To znamend, ze A(zxo + azy) =
Azg + aAxy = Axg,a € R, a tedy ze A(zg + ax;) = b m.n.¢. — mnozina X
tedy obsahuje celou pfimku {z + ax; | @ € R} a je neomezena. O

, s 7. s v s . s v 't AT .
Tvrzeni 3. A mad linedrné nezdvislé sloupce prdave kdyz A = <21 —I) je

requldrni.

Dukaz.

— (sporem) nemé-li A linearné nezavislé sloupce, pak uz prvnich n sloupcii

matice A je linearné zavislych a A je tedy singuldrni.

13



— (opét sporem) mé&j A linedrné nezavislé sloupce a bud A singulérni,

o .. (0 AT . a
tedy existuje = # 0 takové, ze A4 _7)*= 0. RozepiSeme z = L

takze
ATy =0
Aa — Ib =0
Proto Aa = Ib = b. Nemuze byt b = 0: A ma linearné nezavislé sloupce,
takze by muselo byt i a = 0, a to je spor s predpokladem x # 0.

Do ATh = 0 dosadime b = Aa a dostaneme AT Aa = 0. Pfenasobime
zleva vektorem a’ , ¢&im7z dostaneme a” AT Aa = || Aa||* = 0. To je mozné
pouze tak, ze Aa = 0. To je ovsem opét b = 0 a spor.

O

Vzhledem k této vété nam mohou stacit kritéria na ovéreni regularity
intervalové matice A”.

2.2 Pomocné véty

Maticové normy uvazujeme pouze submultiplikativni, to znamena, ze kromé
béznych podminek

Al =0
|A =0 — A=0
lecAll = laf - [|A]

A+ Bl < [Al+ B
musi slpnovat jesté submultiplikativni podminku
[AB| < [|A]l |B]]

Bézné pouzivané maticové normy

IAlr = D layl?
,J
m
IA; = max ) ayl
j=1l-n
=1
n
Al = max ) Jayl
i=1l—m
=1
”AH? = )‘max(AHA)

14



jsou v8echny submultiplikativni (dtikaz napfiklad [17]).

Normy || A||1, [[A]l2 a || A]|c jsou zvlastni ptipady Holderovych maticovych
norem, coz jsou normy tvaru ||A|, := maz{||Az|, | ||z||, = 1}, kde |||,
v definici je Holderova vektorova forma; || A||r se nazyva Frobeniova norma;
Amaz(A) je nejvétsi vlastni ¢islo A.

Véta 2 (Schurova triangula¢ni véta). Pro kaZdou ¢tvercovou komplexni ma-
tici A € C™" ezistuje unitdrni matice U takovd, e A = UTUY, kde T je
horni trojuhelnikovd matice, kterd md na diagondle vlastni ¢isla matice A
v libovolném (vybraném) potady.

Myslenka dtikazu: jelikoz U je unitarni, je UZU = I, U? = U~! a tedy
A =UTU™ . To znamen4, 7e matice A a T jsou podobné a tedy maji i stejna
vlastni ¢isla:

M—A=MN-UTU'=\UU' —UTU ' = U\ -T)U !
— det(A — A) = det(U) det(A] — T)det(U ') = det(\ — T)

Jelikoz T je trojuhelnikova, musi mit vlastni ¢isla na diagonale. Proto vlastni
¢isla A jsou pravé vSechny diagonalni prvky 7.

Diikaz. Dokazuje se indukci podle n.

Pro n = 1: stadi polozit U = (1), T = (A11).

Pron > 1: predpokladame, ze véta platiazdon—1 > 1, ze Ay, Ag, ..., A,
jsou vlastni ¢isla matice A ve zvoleném poradi a Zze = je ten vlastni vektor
prislusejici A, ktery mé ||z||; = 1.

Vektor x doplnime na unitarni matici U; = (2X). Potom

Ul AU, = (xH>A(9:X)

XH
(2P Ax 2HAX
o X7Ar XHAX

o )\1 QIHAX
o\ X XHAX
o >\1 IHAX
N 0 XTAX
Posledni tiprava Xz = 0 plati, protoZe (zX) je unitarni.
Matice U; je unitarni, proto A a U AU; jsou podobné a maji stejna
vlastni ¢isla. Vlastni ¢islo \; uz jsme pouzili, takZe na X AX zbyvaji vlastni

cisla Ao, ..., A,
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_ Podle indukéniho piedpokladu existuje unitarni matice U takové, ze T =
U2 X" AXU je horni trojthelnikovéa s diagonalnimi prvky As, ..., A,. Potom

H
(1 0\ 4 1 0\ (1 0 N 2PAXN /10
I= (0 0> Uy AU, (o U) - (0 0H> <o XHAX) (0 ﬁ)

- /\1 NZEHAX 1 Q
N 0 UHXHAX)\O0O U

0 UHXPAXU
. " . 1 0Y\ . . .. o
Takze polozime-li U = U, o 7)€ U (jako soucin dvou unitarnich
matic) unitdrni a plati A = UTU* | kde T je horni trojthelnikovd a ma na
diagonale prvky Aq,..., \,. O

Véta 3. Pro kaZdou matici A € C"*" a redlné € > 0 existuje maticovd norma
||« takovd, ze p(A) > ||A|l« — €.

Diikaz. Podle véty 2 existuje unitdrni matice U a horni trojihelnikova T’
takové, ze UP AU = T a T m4 na diagondle vlastni &isla matice A.

Definujme pro 7 € RT diagondlni matici D, := T(r,7%,...,7"), takZe
DY :=T(r7Y, 772 ..., 77"). Podivame se na matici H = D,TD;".

Plati H;; = TiTijT_i = Tj;. To znamend, ze Hy; =Ty, H;j = 0 kdyz 1 > j
(protoze pak i T;; = 0) a lim, .o H;; =0, kdyz i < j.

Proto H = D, U® AUD:! je horni trojihelnikova a pro dostatecns velké
To je v kazdém jejim sloupci soucet prvki nad diagonélou ZZ;(} T8 7] < e
Navic je matice H podobné matici A a proto ma na diagonale pravé jeji
vlastni ¢isla Ay, ..., \,.

Na tuto matici pouzijeme normu ||A||; = max; ) |A;;|. Podle pfedcho-
ziho odhadu:

D, U AUD. || < mjax(|)\j| +e¢) = max Al +€=p(A) +¢

Definujeme normu ||A|, := ||D,,U" AUD;!|. Zakladni vlastnosti mati-
covych norem spliiuje trivialné z toho, Ze je spliuje uz ||-||; a D, 1 U jsou
regularni. Zbyva ovétit submultiplikativni podminku || XY« < || X ||« - |V«

||XY||* - ||DT0UHXYUDT_01H1
— ||D,UTXUD;' D, UTYUD;|,
< ||DTOUHXUD;01||1 ’ ||D7_0UHYUD;01||1
= X 1Yl
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O

Véta 4. Pro kazdou matici A € R™" jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1

p(A) <1

8 320 A konverguje

Plati-li libovolné z téchto turzend, pak (I — A)™1 = > e A7,

Diikaz. Dtkaz ekvivalence provedeme v cyklu 3 — 2 — 1 — 3.

3— 2

Oznacime S, := Y7, A7 a B :=lim,_.,, S, (podle bodu 3 tato limita
existuje). Pak téz B = lim,, ., Sy11, z ¢ehoz plyne

J—o0 Jj—o0

Bud A € C,x € C™ néjaky par vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru
matice A, tedy Az = Az. Podle pfedpokladu je lim; .o, A7 = 0 a tedy i
lim; o A7z = lim;_ o Mz = 0 Protoze x # 0, musi byt lim; ., M/ =0,
coZ je mozné pouze tak, ze |\| < 1. Protoze A jsme volili libovolné, je i
p(A) = max{|)\|, Az = Az} < 1.

Zvolme € > 0 dost malé, aby p(A) + ¢ < 1. Podle véty 3 existuje
maticova norma ||-||. takova, ze ||Al|. < p(A) + € < 1. RozepiSeme nyni

|A™ 4+ A™F A2 L = AT+ A+ AT )],
<A™ T+ A+ A+ .
<A™ (0 + AL + AR+ 2)

Vime ze ||Al|« < 1, takZe posledni zavorka vpravo je soucet konvergentni
geometrické Fady a rovna se 1/(1 — ||A||+). Mame tedy

AL
JA™ + A" AT | <
1—[|A].

Opét proto, ze ||A|l. < 1, dokdzeme pro kazdé ¢ > 0 najit m dost

velké, aby [|A||7"/(1 —||All+) < e. Tim jsme ovéfili Bolzano-Cauchyovu
podminku konvergence rady.
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Déle jesté dokdzeme (I — A)~" =372 A7

Oznacime S™ := > ™" AV a S :=lim;_ . S™. Tato limita existuje podle
bodu 3.

Rozepiseme S = z;n:(_)l Al = [+ AS™. Limitnim piechodem na obou
strandch pro m — oo dostaneme S = I+ AS, tedy (I—A)S = I. To znamena,
ze (I — A)~" existuje a rovna se S = » 77 A, O

Diisledek: je-li A nezaporna a p(A) < 1, pak (I — A)™! existuje a je
nezéporné. Dokonce je (I — A)~! >= I, protoZe se rovnad [ + A+ A%+ ... a
vSechny cleny fady jsou nezaporné.

2.3 Regularita A

V nésledujicich vétach dokézeme, Ze kdyz A je regularni a sepktalni polo-
mér p (|(]A51)A) < 1, pak A je regularni. ProtoZe tuto podminku budeme
potiebovat pii pouziti véty 8 na tlohu A’z = !, nebudeme vlastné k ovéfent
linedrni nezavislosti sloupctt matic z A? potiebovat jiné podminky.

Nejdiive dokdzeme Oettli-Pragerovu charakterizaci:

Véta 5. Intervalovd matice Al je singuldrni prdavé tehdy, kdyz existuje ne-
trividlng Tesent soustavy nerovnosti |Acx| < Alz|.

Dikaz. «— Mame z # 0, které fesi soustavu |Acx| < A|z|. Definujeme
vektory y a z a matici A:

{(Acm/(mm kdyZ (Ala]); # 0
1

vi= jinak

Ry = ..
0 jinak
Aij = (Ac)ij — yiziAij
Je zjevné, Ze |y;] < 0 a |z] <0, takze A € A

Protoze A je nazdpornd matice a |z| nezdporny vektor, je (Alx]); =0
mozné pouze tak, ze A;j|z|; = 0 pro kazdé j. Po dosazeni tedy mame,
pii pouziti sgn(0) = 0, sgn(z;) = z; jinak:

=t ()

kde podil v zavorce definujeme jako 1, kdyz sgn(z;)A;; = 0.

18



Dale mame

(Az);. = (Z(Ac)ijxj> - <Z Eiﬁ;z (Sgn(ﬂij)fﬂinj))

J J

- Zj‘xj‘Aij

= (Aow)i = (Aen)is= "R T
(Acz)i — (Acz);

= 0

Proto Az = 0 a nalezli jsme singuldrni matici A € AL,

— Existuje A € A!| x # 0 takové, ze Az = 0. Definujme y a z stejné jako
v predchozi ¢asti. Pak

Acx = (A+T,AT,)z =T,Alx]
[Acz| = [ T,Alz] | < |Ty|Afz] < Afz]

kde T;, T, jsou diagonalni matice s y, respektive z na diagonale.
L]

Lemma 1. Je-li A>0,x >0 a Ax > x, pak pro kazdé n > 0 plati A"z > x

Dikaz. Indukci podle n:
Pro n =1 tvrzeni plati pifimo z predpokladu.
Pro n > 1: ozna¢me y := Ax. Protoze y > x, existuje z > 0 takové, ze
= x + 2. Z predpokladu A > 0 plyne A" > 0, tedy i A" 'z > 0. Mame
ted
Az = A" T Ax = AV ly = AV g 4 AV > ATy

a podle indukéniho predpokladu A" 'z > z. O
Véta 6. Je-li Ac requldrni a p(|A;'A) < 1, pak Al je requldrni.

Diikaz. Sporem: piedpokladejme, ze A je singuldrni, tedy podle véty 5 exis-
tuje x # 0 takové, Ze |Acz| < Alz|. RozepiSeme

2] = [Ag' Acz| < |Ag | Acz| < [AH Al

Méame tedy |Ag'|A|z| > |z|. Jelikoz soucin nedpornych matic je nezaporny
a |z| je také nezdporny vektor, je pro kazdé n podle tvrzeni lemmatu 1
(JAZHA) x| > |z|, takZe musi byt lim; .| A5 Al |z| > |z|. Vektor |z| je
netrividln{ a nezéporny, takze nemize byt lim; .. |AZ'AlY = 0. Ale podle
véty 4 z predpokladu p(|A;'|A) plyne, 7ze lim; ..|AZ A = 0, takZe musf
byt i lim; o |AZ'Al7|x| = 0, coZ je spor. O

19



Kapitola 3

Ctvercovy systém rovnosti
s nepresnymi daty

V této casti strucné zopakujeme postup, ktery vede k dikazu véty o ohrani-
¢eni mnoziny FeSeni étvercové soustavy intervalovych rovnic A’z = b!. Tato
véta je soucasti latky probirané v rdamci pfednasek Prof. RNDr J. Rohna a
je uvedena v jeho praci [13] jako véta Hansen-Bliek-Rohn.

Podle [13] je NP-tézké najit intervalovy obal (uz ve velmi specidlnim
ptipadeé).

Poznamka: tato tloha je specialni pripad tlohy nejmensich ¢tverct, nebot,
je-li Axzg = b pro néjaké xy, pak plati Ar = b <= Axr = b m.n.¢.: Nelze
najit « takové, aby ||Az — b|| < 0 (tedy z¢ Fesi tlohu Az = b m.n.¢.), navic
|Az — b|| = 0 <= Az = b. To znamena, ze z NP-obtiznosti této tlohy
plyne NP-obtiZznost tlohy nejmensich ¢tverct. Podle [10] je pak NP-obtizna
uz néjaka priblizna varianta této tlohy.

3.1 OQOettli-Pragerova véta

Piipomenmé si, %e v tloze Alzx = bf uvazujeme Al = [Ac — A, Ac + 4],
b = [be — 6, b, + ).

Definice 8. Vektor x € R" se nazyvd slabé veseni ulohy Alx = b' prdve
tehdy, kdyz existuje A € A, b € bl takové, Ze Ax = b.

Véta 7 (Oettli-Prager). Vektor x € R™ je slabé vesend ulohy Alx = bl prdve
tehdy, kdyz je fesenim soustavy |Acx — b.| < Alx| + 9.

Diikaz. — Predpokladame existenci A € A!, b € b’ takovych, ze Ax = b.
Dale pouzijeme fakt [b — b.| € [-d,0] a |Ac — A] € [-A, Al
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Pri¢teme nulu a rozepiseme:

|A0$—bc| = |(A0—A)$+Al'—bc|
= |(Ac — Az +b—1b,

< (Ao = Az +[b— be|
< |Ac — Allz|+ 6
< Alz|+46

Tim jsme dokdzali |Acx — be| < Alz| + 0.
— Predpokladame |Acx — be| < Alx| + 0. Definujeme vektor z jako sgn x

a vektor y vztahem

(Alz|+6):

Yotk kdyz (Alz]+6); > 0
T jinak

Poznamka: neni-li (Alz|+ 6); > 0, musi byt (A|z| + §); = 0, protoze
soucet nezapornych ¢isel (Alz| + §); je nezaporny.

Pro takto definované z a y plati |z| = T,z, |y;| <1 a

(Acw = bo)i = yi(Alz] +0); = (T, (Alz| +6)):

To znamena, ze

Acl’ — bo = Ty(ATZ.T + (5)

Nyni prevedeme slozky s vektorem x na jednu stranu:

(Ac — T,AT.)x = be + T,

Protoze |T,AT,| < |T,|A|T.| < A, je Ac — T,AT, € A’. Stejné tak je
be+T,0 € b, takze jsme nasli A := Ac —T,AT,, b := bc+T,0 takové,
ze Ac A, be bl a Ax = b, coz jsme chtéli dokazat.

]

Dosazenim b = [0, 0] a pfidanim podminky x # 0 na obé strany ekviva-
lence dostavame tvrzeni

JAc Az eR" 2 #0: Az =0 < T2 cR" 0 #0: |Acz| < Alz|

To je véta 5.
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3.2 Intervalové ohrazeni

Lemma 2. Jsou-li x, y vektory, x <y a A nezdpornd matice, pak Ax < Ab.

Diikaz. 7 piedpokladi méme x; < y;, tedy i ajx; < ajy;, protoze kazdé
a;; > 0. Sectenim téchto nerovnosti pfes ¢ pro pevné j dostaneme j-ty fadek
soustavy Axr < Ay. O

Vé&ta 8. Necht AT = [Ac — A, Ac + A] md tvar n X n a je silné requldrni
(p(JAG'A|) < 1). Pak mnoZinu X resend tilohy Alx = b1 b! = [b, — 6, b, + 9]
lze ohradit takto:

X C [min{z, T, 2}, max{z, T,2}]

kde
e min, max jsou brdny po prvcich
o M= (I—|A A)™!
o 1= (M1, M, ..., My,) je vektor diagondlnich prvki matice M

o T, = (2T, — I)™*; to je inverze diagnondlni matice, tudiz je to také
diagondlni matice

o 10 = A be
o ¥ = M(lao| +4:110)
o z; = —x" + Ty(zc + |zcl)
o T, =" +T,(vc— |zc]|)
Diikaz. Podle véty 7 mame
X ={z:|Acr — bc| < Alz|+ 6}
Budeme upravovat Oettli-Pragerovu podminku:
|Acx — be| < Alz| + 0
Vynésobime zleva nezdpornou matici |Ag"|
1A | Acr — bel < |AZ (Alz] +6)
Pouzijeme vztah |AB| < |A||B|, ktery plati, protoze |>_ a;b;| < > |a;||b;].
((Ach)(Aca = be)| < |AC|(Alz| +6)
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Na levé strané mutzeme roznasobit.
v — Ag'be| < |AGM[(Alz] + )
Oznacime podle tvrzeni véty z¢ = AalbC
|z — zc| < [AG'(Alz] +9)
Levou stranu odhadneme dvakrat podle vztaht

a < |al

la| = [b] < [la] — [0 < |a —b|
Tim dostaneme
(1) z-—xzc <l|z—ao| <|AS(A]z] + 0)
(2) x| —lzel <z —zo| <A (A]z] + 0)

Pak pro kazdé + = 1...n najdeme odhad pro x; sestavenim i-té nerovnosti
(1) a ostatnich rovnic (2).

21| = l(zehl < (A |(Al2] + )y
< L
jzima] = [(zc)ial < (A [(Alz] +6))ima
vi—(zc)i < (JAC|[(Alz] +9)):
ziv1] = [(zc)in| < (A (Alz] +6))ina
< L
[wal = (zc)al < (A (Al2] +0))n

Ptejdeme k vektortim pomoci vztaht

2] [(wo)]
2] [(w0):
o =t e | = el (@) = e
| i (ze)inl
2.l [N

Pak pro kazdé i = 1...n plati (¢len s z¢ pfevedeme na pravou stranu)

|+ (z; — |zi])es < |zel + ((me)i — |zcli)e: + A (Alz] + 6)
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Cleny s |z| pfevedeme na levou stranu a |z¢| posuneme doprava.
(I =AM D) 2] + (@i — |zi])e: < ((we)i — |zcli)es + |wol + A

Oznaéime M a z* podle tvrzeni véty. Protoze p(|Ag'Al) < 1, méme podle

véty 4 a jejiho disledku zarucenou existenci M a vztah M > I. Podle definic

ze znéni véty pak mame pu; > 1, 2u;, —1>1a 0< (1,)s =1/(2u; — 1) < 1.
Predchozi nerovnost prenasobime zleva M a dostaneme

lz| + M (z; — |zi|)e; < M((x0); — |xcli)e: + x*
Vytahneme i-tou nerovnost

|zi| + (25 — 23] ) (Me;)s

zi + ((zc)i — |voli) (Me;);

<
< 77 + ((zo)i — |2eli) Mii

Oznacime Z; podle tvrzeni véty, takze &; = xf+M;;((x¢)i—|zcl;) a provedeme
rozbor pripadt podle x.
x; > 0: |z =2; a

T, <@
x; < 0: || = —z; a
—xi + (zi + ) My <3y
xl<2Mll - 1) <
iUi(Ty)z'i_l < I
r, < (1,)ud;

Dale rozborem podle z;:

Z; < 0: Nemize byt T; > 0, tudiz je z; < (Ty)ni’z = max{i’i, (Tu)njz}y
protoie T; < 0, 0< (Ty)m <1la tedy T; < (Ty)mi'z

;> 0ax; >0: x; <& =max{¥;, (T,)ul;}, protoze Z; > 0,0 < (T,); <
1 atedy 7; > (1),)u;.

;> 0ax; <0:2; <0 <max{Z;, (1,)iT;}

Dohromady tedy mame horni mez pro x;:

x; <max{Z;, (T,)ul:}

coz je presn€ i-ta slozka horni meze ohrazeni z tvrzeni véty.
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Obraceny odhad dostaneme ze symetrie. Protoze Ax = b — —Ax = —b,

plati
Al(z) = [bo — 6,bc + 6] <= Al(—z) = [~bc — 6, —bc + §]

Kdyz zopakujeme predchozi dikaz s dosazenim —x misto x a —be misto
bc, dostaneme vsude —xz¢ misto xc. Matice M se nezméni. Velicina z* se
nezméni, protoze M (|—xc|+|Ag'|d = M(Jxc|+|Ag'|d. P¥i uréovani horniho
odhadu pro —z; pak misto z; dostaneme —gz;:

—z; = ] + My((—2c)i — |—2cli)
= —x; + Myu((xc)i + |vcls)

S

Déle mame —z; < max{—z,, —(T})ux;}, takze:
z; > min{z;, (T,)uz;}
Dohromady jsme tedy dostali

x; € min{z;, (T,)uz,; }, max{z;, (T,)uZ;}], i=1,....n
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Kapitola 4

Prvni aproximace

Definice 9. Pro A € R™ " definujeme sloupcovy prostor matice R(A) =
{Az,z € R"} a jidro N(A) = {z € R", Az = 0}

Definice 10. Je-li M podporostor néejakéeho skaldarniho prostoru V', oznacime
jeho komplementdrni podprostor M.

Komplementarni podprostor lze ziskat napiiklad tak, ze vezmeme libovol-
nou ortonormalni bazi uy, . . ., u, podprostoru M, rozsifime ji na ortonormalni
bézi uy, . .., u, prostoru V a za bazi podprostoru M+ vezmeme U, 41, . . ., Up.
Tato definice nezavisi na konkrétni volbé baze.

Trivialné pak plati, Ze pro kazdé © € M,y € M=+ je 2Ty = 0. Déle je
vidét, ze pro kazdé x € V existuje pravé jedno 2’ € M a pravé jedno z” € M+

takové, ze x = 2’ + 2 — staci x vyjadrit v bazi uq, ..., u, a rozdélit na ¢ast
v bazi uy,...,u, a na ¢ast v bazi u,,1,...,u,. Stejny argument ukazuje, ze
m/Tx// — O

Protoze a =b+c & a =b+ d — ¢ = d, mame navic
Tvrzeni 4. Je-lia€V,a=b+cabe& M, pakcec M.

Véta 9 (Closest point theorem). Bud M podprostor skaldrniho (linedrniho)
prostoru V, b € V, uq,...,u, libovolnd ortonormdalni baze M. Definujeme
Py = 22:1 uluZT Py se nazyvd ortonormdalni projekce na M. Potom exis-
tuje pravé jedno p € M : ||p — b|la = min,ep||p — bl|2. Toto p je rovno Pyb.

Pozn.: zjevné Py;b € M, nebof se jedné o linearni kombinaci vektort baze
M.

Diikaz. Existence: bud p = Pyb, pak:

e Pro kazdé m € M jep —m € M.
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e b—p = (I—Py)b € M+ podle tvrzeni 4, nebot (I — Py )b+Pyb=0beV
a PMb eM

o Tedy (p —m)"(b—p) = 0.

e 7 toho dale plyne

lb—mlz = llb—p+p—ml3
= o—plz+20-p)" (p—m)+lp—mlf
> |p—mlf

Protoze m € M jsme zvolili libovolné, mame
min[|b —mllz = [lp —ml

a rovnost nastava, protoze p € M a tudiz m vlevo miize nabyt i hodnoty p.
Jedinecnost: bud m € M a ||b — m|2 = ||b — pl||2. Protoze opét plati
(b —p)T(p — m) = 0 (vektory z navzdjem kolmjch podprostorti) a navic
b= mlla = b = pla, méme
lo—mlz = lb—p+p—ml;
= b= plE+ 26— p)T(p—m) + p—
= o= ml+ llp — m3

a musi byt |[p — m||3 = 0. To uz znamena, %e p = m. O

Je vidét, ze R(Py) = M, protoze Pyb € M pro kazdé b a z véty 9 plyne,
ze Pyym = m pro kazdé m € M.

Tvrzeni 5. R(A)* = N(Pga))

Diikaz. PYedevsim plati 0 € R(A), protoze A0 = 0, a dale 0 € N(Pga)),
protoZze Pr4)0 = 0. Dale

N(Prea)) = {y | Prayy =0}
y = Pray+ (I — Pra)y
Priyy € R(A)
(I — Pray)y € A)L podle tvrzeni 4
y € N(Pra)) — (I — Pray)y € R(A)*

Tim je dokézdno N(Pgay) C R(A)*:.
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Neni-li y € N(Pga), a y # 0: vektor y méa nenulovou ¢ast ortogonal-
niho rozkladu v mnoziné R(A), protoZe Pra)y # 0. Nemtze tedy existovat
ortogonalni rozklad y = 0 +y, 0 € R(A), y € R(A)*. Tim je dokézéno
R(A)* C N(Pga)) O

Tvrzeni 6. R(A)t = N(AT)

Diikaz. Aby x € R(A)*t, musi byt vyjadiitelné v n&jaké bazi prostoru R(A)*.
Ta je ortogonélnim dopliikem néjaké ortogonélni baze prostoru R(A). Baze
prostoru R(A) generuje pravé stejny prostor jako sloupce matice A. Proto
musi byt = ortogonalni na vSechny sloupce matice A, tedy z7A;,j =1...n.
To je dohromady z7A = 0T, po transpozici ATz = 0, coz je pravé tehdy,
kdyz x € N(AT). ]

Véta 10. Nasledugici je ekvivalentni:
1 x vesi AT Az = Ab
2 Ax = Prayb (Py je definovdno stejné jako ve vété 9)
3 | Az — b2 = minyern || Ay — b2
Diikaz. 1 < 2 : Nejdfive pouzijeme Az € R(A), takie PrayAx = Ax.

AZL‘:PR(A)Z) <~ PR(A)AZE:PR(A)Z)
e PR(A)(Ax—b)ZO
< AQZ—bGN(PR(A))

Podle tvrzeni 5 a 6 je N(Pga)) = R(A)* = N(A"). Pokracujeme ted

AQEZPR(A)Z) e AQZ—bGN(AT)
— AT(Az-b) =0
— ATAx = ATy

coz bylo dokazat.
2 <« 3 : Chceme dokazat, ze

Ax = Prayb <= ||Az — b, = ;relinnHAy — b2
Prepiseme p = Ax, dostaneme
= Prab = —b|lz = mi —-b
p = Pr(a) lp— bl pén]g&)ﬂp 2
To je znéni véty 9 pro M = R(A),V = R". O
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Predchozi véty dokazuji, Ze uloha Az = b m.n.¢. mé vzdy TeSeni a Ze
Az =bmn.é. <<= ATAx = A"b.

Nyni mtizeme zopakovat postup z ¢asti 1.8 az po vyjadieni mnoziny feSeni
X pomoci Z:

XC{m:<§):zERm”,zeZ:{z:flIz:bI}}

(G 4)(5 %)

Pomoci véty 8 najdeme ohrazeni Z pro mnozinu Z. Predpokladame-li
linedrni nezévislost sloupct pro vsechny matice A € A!, sta¢i ndm uz jen

siln4 regularita A, tedy podminka
0 AT
A 0 <1

(|2

Al =
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Kapitola 5

Dalsi zpresnéni

5.1 Vyuziti jinych metod

Rizné metody mohou dat feSeni, ktera se netrividlné prekryvaji. Protoze
kazda metoda zarucuje, ze jeji vystup mnozinu feseni X obsahuje, je X ob-
sazena i v pruniku feseni vSech metod, které pouzijeme.

Viimneme si, ze podle postupu z ¢asti 1.8 je feseni A’z = b’ m.n.¢.
ekvivalentn{ ,symetrickému” Fegeni A’z = bl:

_ . 1 T m ., 0 AT A 0

= {2:3Aec A A=A" et JyecR™: A4 (Zj”) — (2) }
Dostaneme tedy lepsi ohrazeni, pokud se omezime ne symetrické A.
Nasledujici prehled shrnuje nékteré metody, které se vénuji nalezeni né-
jakého intervalového ohrazeni mnoziny

Xgyyi={r:JAc AL, A=A Fbeb': Ax =1}

a tedy se daji pouzit k nalezeni potencialné lepsiho intervalového ohrazeni
mnoziny X.

Préce [1] vyuziva intervalovou variantu Fourier-Motzkinovy eleminace a
konstruktivné poskytuje popis mnoziny Xgy s pomoci soustavy linearnich a
kvadratickych nerovnosti. tento popis je presny, ale velikost systému (a tedy
i ¢as potiebny k feseni) je exponencidlni.

Préce [4] se zminuje o intervalové varianté Choleského metody, ktera ale
experimentalné nevychazi nejlépe. Dale se zminuje o metodé Hansen-Bliek-
Rohn-Ning-Kearfott, ktera je zaloZend na vlastnostech H-matic (viz. napii-
klad [12]). Také zavadi nékolik metod zalozenych na ) R-faktorizaci a inter-
valovych Householderovych transformacich.
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Kniha [17] se zabyvéa pfimo intervalovou tlohou nejmensich ¢tverci, ale
jako vysledek davéa pouze odhad pro normu ||z¢ — z||, kdyz z € X.

Vsechny tyto metody maji spolecnou tu vlastnost, ze kdyz dostaneme
néjaké ohrazeni pro mnozinu X, které neni neomezené, mame zaruceno, ze
viechny matice A € A’ maji linedrné nezavislé sloupce.

5.2 Vyuziti parcialnich derivaci bez symetrie

Podivejme se na ¢tvercovy systém Az = b s predpokladem, ze A’ je regularni
na néjakém malém okoli A, tj. Ze existuje € > 0 takové, ze [Ac —€eE, Ac+€E)|
je regularni intervalova matice.

Protoze x; 1ze podle Cramerova pravidla vyjadrit z koeficienti matice A
pouze pomoci zakladnich aritmetickych operaci, je x; jako funkce vSech ay,
Spojita.

Vyjadfime nyni parcialni derivovace ng]:l.

v . v (s 1s .9 o
Vsechny prvky matice A povazujeme za nezavislé, takze okl = 1,

9 o ..
Fag %ij = 0 jinak.

7 k-tého fadku Ax = b dostaneme

0 — 0
@Z(akﬂj) = %bk

j=1
“ 8akj 826]-
Z (aakl R day
7j=1
8akl - 893]-
9aki it/ I
day nt ]Zl (ak] day
" ox;
0ty (ka_) _ 0
j=1

a ze vsech ostatnich rfadku ¢ dostaneme

0 < 0
%Z_:(aij%) = aTklbi




Ve vektorové formé pak dohromady mame

AV, x = —zi€)
kde
Ox1
8akl
Vaklx - N
Oxn
day;

Polozme nyni B := A™!, takze V,,,© = —x;Bej. Vybranim [-tého fadku

dostaneme 5
Zy
— = —aB
Dary 1Dk
Zkonstruujeme intervalovou matici B! podle véty 8 a vztahti
AIB.I = €
AIB.Z' = €
A'B, = e,

kde vysledné ohrazeni X; pro B.; budeme brat jako i-ty sloupec B! v tom
smyslu, ze X; = B, a X; = B,;. Potom pro kazdé A € A’ existuje B € B’
takové, ze AB = I. Pro x takové, Ze existuje A € A’, b € b’ tak, ze AX =0
pak mame

—— € [min{—z,By,, —x,By.}, max{—z,By,, —x,By;,}|

Neni-li 0 € [By, B], znamend to, ze x;(ax) je monoténni pro z > 0 a
monoténni pro x < 0. To znamend, ze mize nabyvat pouze extrémi z;(ay,),
x1(ay) a x;(ag = 0. Pokud navic z predchozich vypoctt ohrazeni vime budto
x; > 0 nebo x; < 0, vime i ve kterém pripadé nastava ktery extrém a muzeme
vynechat moznost z; = 0.

Mtizeme nyni do¢asné nahradit intervalovou matici A’ intervalovymi ma-
ticemi F!, G! které budou mit F,, = Fyy = Ay, Gy, = Gr = Ay a ostatni
prvky shodné s A’.

Zopakujeme postup z kapitoly 4 a ze ziskanych ohrazeni vezmeme cast
odpovidajici ;. Tim jsme potencialné zlepsili uz ziskané ohrazeni.

Vysledné ohrazeni bude v [-té slozce prinikem [-tych slozek takto vznik-
Iych ohrazeni pro viechna k, pro kterd 0 ¢ [B,,, Bix] a ptivodniho ohrazeni
z kapitoly 3.
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Nakonec mtizeme vektor = (a jeho ohrazeni) opét rozlozit na puvodni z
a y (a jejich ohrazeni).

Tuto metodu bohuzel nemiizeme snadno rozsitit na postupnou eliminaci
nepiesnosti, protoze nemame zarucené, Ze rizna x;, x; budou nabyvat ex-
trémt soucasné. Protoze vSak x;(aiq,. .., an,) musi nabyvat globalniho ex-
trému pouze tam, kde nabyvaji extrému vSechny x;(a;;), mizeme jejich hle-
dani sloucit, tedy pro dané k vyzkouset vsechny kombinace

F,, = Fue{Ay Ay} kde 0 & [By,, Bu]
F. = A FZ] —A” jinak

—1) Zj?
a ze vzniklych ohrazeni vzit pro celkové ohrazeni v kazdé slozce minimum a
maximum.

Pokud pro nékteré k, [ vime, ktery extrém x; nastava pro kterou hodnotu
ay;, mizeme tuto tlohu dale rozdélit na vypocet ohrazeni pro maximalni
x; a vypocet ohrazeni pro miniméalni x;. Pti téchto vypoctech neuvazujeme
kombinace, o kterych vime, Ze v nich prislusny extrém nemuze nastat.

5.3 Vyuziti parcialnich derivaci se symetrii

Qagy __ Oay, __ Oasj _ (i
Uvazujeme-li symetrii, mame g =1 =1, 52=0 jinak.

Pro k = [ dostaneme stejny vysledek jako v predchozi Casti.
Pro k # [ z k-tého fadku Ax = b dostaneme

0 0
dag ; (arjz;) = %bk
"~ [ Day; oz \
Z (&zk T Clk;] 8akl) =0
7j=1
8akl 89@ .
%xl + Z ((Ik] aakl) =0

- 0x;

j=1
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7 [-tého Tfadku

a ze vSech ostatnich radku ¢

0 — 0
%Z(%’%) = a0

j=1
" 6@1‘]‘ (%j
. i = 0
Z (&lmx] * &]aakl)

Jj=1
" 8xj
E (aij%> = 0

Jj=1

Ve vektorové formé a se stejnou definici B a B! pak dohromady dostaneme

AV,,x = —xe, — T1E

V%x = —xlBek—kael

Vytazenim [-tého a k-tého fddku dostaneme diferencidlni soustavu

0
—x = —x By, —xiBy
8akl
0
—x, = —a; By, — 2By
8akl

Pokud mame z predchozich vypocti vhodné odhady pro z;, zr, By, B,
By a By, muzeme teoreticky dostat nové informace o monotonii z;(ax ) nebo
monotonii zx(ay,) a dale postupovat jako v predchozi ¢asti.

Mtizeme si zde také viimnout, Ze jsme se omezili na symetrické A € Al
a proto i jejich inverze B € B! nam sta¢i brat symetrické — to znamen4
Bix, = B
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Kapitola 6
Priklad

Pouzijeme stejny pfiklad, ktery byl pouzity v praci [4].

0,1 0,9 0,3 1,1

A = 89 0,4],(9,1 0,6

1 \0,9 6,9 1,1 7,1
(/0,8 1,2
— -0,21].10,2
|\ 1,8 2,2

Tedy

Préace [4] uvadi celkem 7 rtiznych feSeni, jejichZ prinik je roven ohrazeni

v _ [(~0,0558) (0,0232
710 00,2579 )7\ 0, 3485

Postupem podle kapitoly 4 dostavame:

0 0 0,290 1,0 0 0 0,1 0,1 0,1
0 0 1,0 0,5 7,0 0 0 0,1 0,1 0,1
Ac=10,2 1,0 =1 0 0|, A=|0101 0 0 0
90 0,6 0 —1 0 0,1 0,01 0 0 0
1,0 7,0 0 0 -1 0,1 0,01 0 0 0
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0 0
0 0
b=110], 6=10,2
0,0 0,2
2,0 0,2
1,01262533 0,01262533 0,00165285 0,00165285 0,00165285
0,01860471 1,01860471 0,00249901 0,00249901 0,00249901
M = ]0,11638913 0,11638913 1,00257230 0,00257230 0, 00257230
0,00250460 0,00250460 0,01321621 1,01321621 0,01321621
0,01858355 0,01858355 0,01544154 0,01544154 1,01544154
—0.01629608442 0.04690012726
0.3023017749 0.3474509669
z.= | —0.700957442 |, z*= | 0.9728884069
0.004486127629 0.02093576899
0.09981633974 0.1553385726
1.01262533 0 0 0 0
0 1.01860471 0 0 0
T, = 0 0 1.00257230 0 0
0 0 0 1.01321621 0
0 0 0 0 1.01544154
0.975371228 0 0 0 0
0 0.964125452 0 0 0
T, = 0 0 0.994881735 0 0
0 0 0 0.97424827 0
0 0 0 0 0.97004212
—0.04690012726 0.01389647145
0.2684010563 0.3474509669
r=| —0.9728884069 |, 7= | —0.4326326205
—0.01184493454 0.02093576899
0.04737674213 0.1553385726
—0.04574503473 0.01355421843
0.2587722898 0.3349863206
T,z = | —0.9679089059 |, T,# = | —0.4304182919
—0.01153990694 0.02039663663

0.04595743534

0.1506849581
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Zajimaji nas prvni dvé slozky vektortu min{z, T, z} a max{z, 7,z}. Timto
zpusobem ziskame ohrazeni

D% —0.04690012726 0.01389647145
0.2587722898 /)’ \ 0.3474509669
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