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Uvod

Faktorizace velkych cisel se povazuje za tézky problém, jehoz tikolem je rozlozit
dané ¢islo na soucin prvocisel [I]. Podle zakladni véty aritmetiky lze libovolné
celé ¢islo jednoznacné rozlozit na soucin jeho faktorti, avsak pokud jsou vstupni
c¢isla dostatecné velka, nezname zadny efektivni klasicky algoritmus fesici tento
problém v polynomialnim ¢ase. Na druhou stranu nebylo dokazano, ze takovy
efektivni algoritmus neexistuje. Tuto predpokladanou obtiznost problému vyu-
ziva napriklad siroce pouzivany kryptograficky protokol RSA a algoritmus, ktery
by efektivné faktorizoval celé ¢islo, by zpusobil prolomeni Sifrovani RSA [39)].

V roce 1994 americky matematik Peter Shor [7] predstavil kvantovy fakto-
rizacni algoritmus, ktery nalezne faktorizaci ¢isla v polynomialnim case. Jedna
se o jeden z prvnich kvantovych algoritmt, ktery je exponencidlné efektivnéjsi
nez klasicky algoritmus Tesici stejny problém (o sloZitosti tohoto problému vice v
knize Arory a Baraka [I]). Shortuv algoritmus vyuZiva toho, ze kvantovy systém
se muze vyskytovat v superpozici vSech stavii, neboli existuje v nékolika samo-
statnych stavech soucasné. To, co musi klasicky pocitac¢ spocitat postupné, muze
kvantovy systém fesit najednou. Mezi dalsi znamé kvantové algoritmy patii na-
priklad Grovertuv algoritmus [I] pro vyhleddni prvku v nesetfidéném poli v Case
umérném odmocniné z poc¢tu prvki nebo Simonsuv algoritmus [I], ktery se stal
inspiraci pro Shortv algoritmus.

Tato prace obsahuje strucny prehled principt kvantového systému a jeho za-
kladnich vlastnosti. Déle je zde zahrnut popis Shorova faktoriza¢niho algoritmu a
jeho implementace v programovacich jazycich Q#, QCL a Qiskit, které umoznuji
simulovat kvantové algoritmy na klasickém pocitaci.



1. Kvantovy systém

Kvantovy systém je urcity objekt nebo soubor objektii, které popisujeme pomoci
kvantové teorie. V kvantové mechanice kvantovy stav predstavuje reprezentaci
fyzikalni reality, kterd ma dvé hlavni c¢asti. Prvni je ¢ast klasického svéta, tou
druhou je svét kvantovy. Kazdy stav kvantového systému popisujeme vektorem z
komplexniho Hilbertova prostoru H, kde dimenze Hilbertova prostoru H je rovna
poctu stavu kvantového systému [31].

1.1 Hilbertiv vektorovy prostor H

Bra-ket notace, nebo-li Diracova notace [2], se vyuziva v linearni algebte na kom-
plexnich vektorovych prostorech. Je navrzena tak, aby usnadnila vypoéty v kvan-
tové mechanice, napriklad kvantovou superpozici lze popsat jako vektorové soucty
keti. Ket vektor znacime |v) a matematicky oznacCuje vektor v v komplexnim
vektorovém prostoru V', z pohledu fyziky predstavuje stav néjakého kvantového
systému. Piseme:

U1
vy =11 |,

Un

kde pocet slozek vektoru je roven poctu stavi kvantového systému.

Déle tadkovy bra vektor (u| matematicky znac¢i linedrni zobrazeni, které kazdy
vektor z V' zobrazi na komplexni ¢islo v roviné C. Tedy (u| je transponovany
komplexné sdruzeny vektor ke ket vektoru |v), piSeme

(ul = [v)" = [v)" = (o1--- ),

kde * oznacuje komplexné-sdruzenou transpozici [11].

Kazdy mozny stav kvantového systému je popsan vektorem v z Hilbertova
prostoru H [32]. Jednd se o komplexni vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem
(u,v) s nasledujicimi vlastnostmi:

(u? U) = Wa

(au, bv) = ab(u,v), pro Ya,b € C.

Vektory z Hilbertova prostoru znac¢ime v Diracové symbolice |v). Pak pro dva
vektory u,v € H definujeme skaldrni soucin [9], piSeme (u| - |v), zkracené (u|v),
nasledovné:
U1
(ul - Jo) = (@ um) - | ¢ | = Xy Wi

Un

a vnéjsi direktni soucin [9] definujeme jako:



ViU v V1lUyp

U2m e ’U2U7
o) ul = | | () = "

VU1 -+ Vplp

Tedy muzeme si predstavit, ze (u| je objekt, kterému v maticové reprezentaci
odpovida radkovy vektor se slozkami komplexné sdruzenymi ke slozkam vektoru
|u) [8]. Pak skalarni souéin je ddn prostym nésobenim matic [11].

Kazdy vektor v ma k sobé pritazené cislo, které predstavuje jeho normu
(délku) [9]. Pokud je v komplexnim vektorovém prostoru definovan skalarni sou-
¢in, pak lze normu vyjadrit jako:

[o]] = \/{vlv).

Nakonec budeme potiebovat, aby byl vektor normovan, tj. aby mél jednotkovou
délku:

[l = 1, tj. v + 0?4 v,” = 1.

Pro n-dimenzionélni Hilbertiv prostor definujeme ortonormalni systém jako mno-
zinu vektoru dimenze n

B = {|/61>7 |B2>7 T |ﬁn>}7

ve které jsou vSechny vektory normované a navzajem kolmé, tzn. skaldrni soucin
dvou rtznych vektorti je nula. Tvori tak bazi Hilbertova prostoru H dimenze n
a kazdy vektor |v) € H lze rozlozit na slozky podle jednotlivych vektortu tohoto
systému:

|v) = i, vil Bi).-

1.2 Kvantovy stav

Pro definici kvantového stavu si nejprve predstavme klasicky pocitac, ktery navic
muze délat nahodné rozhodnuti. Napriklad do daného bitu muze s pravdépodob-
nosti 1/2 ulozit nulu a s pravdépodobnosti 1/2 jednicku [2]. V takovém pripadé jiz
hodnoty bitl, se kterymi pocita¢ operuje, nemuzeme psat jen jako pouhou nulu
nebo jednicku, ale vhodna reprezentace kazdého bitu je v tomto pripadé linearni
kombinace dvou nezavislych vektori. Tyto vektory si nazveme |0) a |1). Pak stav
bitu, do kterého s pravdépodobnosti 1/2 pocita¢ ulozi nulu a s pravdépodobnosti
1/2 jednicku, miizeme reprezentovat jako $|0) + (1) [2].

Model kvantového pocitace je podobny tomuto modelu pravdépodobnost-
niho pocitace. AvSak zatimco k popisu pravdépodobnostniho pocitace pouzivame
piimo pravdépodobnosti, k popisu kvantového pocitace se pouzivaji tzv. ampli-
tudy, coz jsou komplexni ¢isla. Zatimco v klasickém pocitaci je nosicem informace
bit, v kvantovém pocitaci se jedné o jeho kvantovou variantu, nebo-li kvantovy bit,
zkracené qubit. Narozdil od klasického bitu, pouzitim principt kvantové fyziky
qubit mtze nést i kombinaci jednicky a nuly zaroven. Hodnoty jsou komplexni
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¢isla a druhd mocnina absolutni hodnoty odpovida jejich pravdépodobnosti. Kom-
binaci klasickych stavu se fikd superpozice stavi [2].

Obecné qubit je vektor ¢ = ¢1|0) + @o|1), kde 1 a s jsou dvé komplexni
&isla, p = @), pro ktery plati, ze [¢1]* 4 |@2|® = 1 [22].
2

Pro zapis stavu qubitu se pouziva komplexni sloupcovy vektor, kde pocet slozek
vektoru je roven poctu ruznych stavi. Podle bra-ket notace piseme:

-0 ()

Jednotlivé amplitudy ¢; a ¢y stavového vektoru |p) mizeme rozlozit na sou-
éin ¢y =|n| - €%, kde e je Eulerovo éfslo, i= v/—1 je imagindrni jednotka a
je realné cislo, které nazyvame kvantovd fdaze. Tato faze neméni pravdépodobnost
zakladnich stavi, ale je vyznamna pri kvantové interferenci, nebo-li spravnym po-
uzitim operaci mizeme snizit pravdépodobnost naméreni u nespravnych hodnot
a naopak (viz kapitola 2.1) [1].

Stejné jako v klasickém pocitaci i v kvantovém pocitaci potfebujeme definovat
pocetni operace s kvantovymi stavy [25]. Jiz jsme ukézali, Ze stav budeme psét
jako ket vektor

¥1
)= 1,
©On,

kde n je rovno poctu stavii. Déle jeho transponovany komplexné sdruzeny bra
vektor, piSeme

(el = (@1 Pn).

Definujme skaldrni soucin (¢|y) a souéin |p)(¢| stejné jako v Hilbertové prostoru.
Uvazujeme-li napiiklad t¥{ slozkové vektory |¢), (¢|, pak vnitini skaldrni soucin
generuje skalar:

®1
(9l) = (D1, P2, d3) X | 2 | = b1ep1 + Papo + D303
©3

a vnéjsi skaldrni soucin generuje v nasem pripadé matici 3 x 3:

Y1 o 801@ 801@ 801@
[P} (D] = | P2 | X (D1, ¢2,03) = | p201 P22 P23 |-
©3 P3P1 P3P P33

Skaldrni sou¢in mé primy fyzikalni vyznam. Je-li systém ve stavu |p), pak am-
plituda pravdépodobnosti nalezeni systému ve stavu |¢) je rovna (¢|p) a prav-
dépodobnost je rovna (¢|¢)® [5]. To znamens, Ze pokud provadime ve stavu |¢)
méreni systému, které umozni rozhodnout, zda je systém ve stavu |¢), pak prav-
dépodobnost odpovédi "ano"bude rovna |(¢]e)|*.



Jak uz bylo zminéno, jednotlivé amplitudy odpovidaji pravdépodobnosti toho,
ze se qubit nachazi v daném stavu. Konkrétné je tato pravdépodobnost rovna
druhé mocniné amplitudy, tedy zdlezi na velikosti, a ne na fazi [33]. Jelikoz soucet
pravdépodobnosti vysledkii méreni musi byt roven 1, potfebujeme, aby soucet
druhych mocnin amplitud byl roven jedné, ¢ili aby celkova velikost vektoru podle
vyse definované normy byla rovna jedné:

loll =1 =12 = [l = /igle) = (elo).

1.3 Kvantovy registr

A7z do této chvile jsme uvazovali jedno-qubitovy kvantovy systém, ale v praxi
potiebujeme pracovat s vice-qubitovym systémem. Model popisujici vice qubit
se v kvantové mechanice zapisuje jako direktni tenzorovy soucin vice stavi [25],
znacime ®. Formalné tak vytvarime novy prostor generovany tenzorovym sou-
¢inem [22]. Na priklad tenzorovy soucin dvou vektori z Hilbertovych prostort
lpa) € Hy a |pp) € Hy piSeme jako o) ® |@p), zkrdcené |pq.p), a definujeme jej
nasledovné:

Poa  Pob ¥00
Poa ©Pob Poa PL1b ©o1
a ® g ® ey ey pry a .
|<p) !%> (@1(1) (@11)) Pla  Pob $10 ‘90 b>
P1a P1b P11

Odtud dostavame novou sadu amplitud pravdépodobnosti, které odpovidaji slo-
zenym stavum |00), |01), |10), |11) [3I]. Tedy vysledkem je Hilbertiv prostor
dimenze n = 4 s bazemi

em= () () o] - m
wen=()e()- [ -
new=()o()- 1] -
wen=()o()- ] -

A analogickym zapisem k jedno-qubitovému systému ziskdme pamétovy registr
skladajici se ze dvou qubiti:

|©ab) = ©00|00) + ©01|01) + ©10/10) + @11|11).



Obecné méjme dva Hilbertovy prostory H; dimenze n a Hy dimenze m a necht
|0) € Hi, |¢) € H. Pak

) ® ) = {Qpi¢j}i:1,j:1n7m

a tento vektor bude nalezet do Hilbertova prostoru dimenze n - m [9].

Pokud {By,},_," jsou ortonormalni baze prostoru Hy a {B,, }jzlm jsou ortonor-
malni baze prostoru Hs, pak definujeme jejich tenzorovy souc¢in H = H; ® Hy
jako Hilbertitv prostor dimenze n-m s ortonormélni bazf {| By,) ® [Bs,)},_, ;"™
Z toho je jiz zfejmy obecny pripad. Pokud By, ..., By jsou ortonormalni baze pro-
stortt Hy, ..., Hy,, pak B = ®;-1*B; je ortonormalni bazi prostoru H = ®;_,*H,;
[11].

Slozitost simulace kvantovych systému roste exponencidlné s poc¢tem qubitil
registru. Kvantovy pocita¢ muze resit nékteré exponencialné slozité tlohy efek-
tivnéji nez klasicky pocitac. Na kvantovy registr v superpozici mizeme nahlizet
jako na exponencialné paralelizovanou verzi pamétového registru, ktery je scho-
pen pojmout 2" hodnot soucasné, kde n je pocet qubiti kvantového registru. Pak
kvantova operace nad takovym registrem muze manipulovat s 2" amplitudami
zaroven. Tedy vypocet s n dvoustavovymi qubity se bude pohybovat v Hilbertové
prostoru dimenze 2", ktery bude mit bazi z n-bitovych Fetézcu z {0,1}". Pak pri
praci s n-qubitovym registrem pracujeme soucasné s 2" moznymi stavy pouze na
n qubitech registru. Této vlastnosti se Tika kvantovy paralelismus a méa hlavni
vliv na efektivitu kvantovych algoritmu [11].

Dalsi vlastnosti kvantového stavu takového kvantového registru je moznost
provazani stavil. Vyse zminénou metodou tenzorového soucinu jsme schopni z na-
vzajem nezavislych qubitl sestavit vice qubitii popsané Hilbertovymi prostory.
Tedy jednotlivé qubity jsou na sobé zcela nezavislé. Avsak existuji fyzikalni pro-
cesy, jimiz vytvorime i jiné stavy, které nelze vyjadrit jako tenzorovy soucin jed-
notlivych qubiti. Tyto qubity nazyvame provazané a znamena to, ze jsou na sobé
qubity néjakym zptisobem zavislé. Pokud provedeme méteni jednoho qubitu, zjis-
time tim i hodnotu druhého qubitu bez dalsitho méteni[22].

1.4 Meéreni kvantového systému

Meéfteni kvantového stavu odpovida transformaci kvantové informace do klasické
informace, tedy zda je qubit nula nebo jedna, kde vysledky méreni odpovidaji
tomu, s jakou pravdépodobnosti se qubit nachazi ve stavu |0) nebo |1) [25].

V této praci se podivame jenom na zakladni zptisob méreni kvantového stavu,
a to na projekci. Méjme kvantovy systém v Hilbertové prostoru H dimenze n s
ortonormalni baz{ B = {v;},—1". Pak tento prostor mizeme rozdélit na direktn{
soucet mensich Hilbertovskych prostorti mensich dimenzi,
tj. H =5, ® --- ® S, rozdélenim bazovych vektori do m mnozin. Baze B je
ortonormalni, tudiz i baze podprostorii jsou ortonormalni a samotné podprostory
jsou také navzajem ortogonalni. Tedy kazdy takovy podprostor odpovidd moz-



nému vysledku métreni. Pak kazdy kvantovy stav pivodniho Hilbertova prostoru
H muzeme zapsat jako

|0) = 2 i),
kde «; je komplexni ¢islo a |p;) je kvantovy stav odpovidajici podprostoru H; [2].

Po provedeni méfeni systému ziskame ndhodné ¢islo X € {1,...,m} s pravdépo-
dobnosti

P[X = Z] = Oéi2,
pro i € {1,---,m}. Po méfeni kvantovy systém kolabuje do pfislusného stavu

|p), tedy mérenim vime, do kterého podprostoru systém zkolaboval. Z predcho-
ziho vypoctu pravdépodobnosti vidime, ze pokud néjaky stav ma mnohem vetsi
amplitudu nez ostatni stavy, pak pravdépodobnost naméreni tohoto stavu je tak-
téz vetsi.

Projektivni méteni lze vyjadiit maticové pomoci projektort [25]. Pro projekéni
operator A plati, ze A* = A, takovy, ze A*> = A [§]. M&jme naptiklad podprostor
tvoreny jednim bazovym vektorem v;, pak projektor je ¢tvercova matice A; s prave
jednou nenulovou hodnotou a;; = 1. Tedy kazdy podprostor S; miZzeme repre-
zentovat projektorem do tohoto podprostoru P;. Jednotlivé projektory muzeme
potom skladat a dostaneme identické zobrazeni, tj.

Y bB=1
Chovani projektoru si mizeme predstavit tak, ze nékteré amplitudy vektoru vynu-
luje a ostatni necha beze zmény. Obecné se jednd o soucet projektorti jednotlivych
bazovych vektoru cilového podprostoru [25], ¢ili je to soucet takovych jednotli-

vych projektort bazovych vektort, které jsou tvoreny vnéjsim soucinem bazového
vektoru sami se sebou,

P =3, A =% v;)(v;].
Napiiklad pro dvou-qubitovy systém {|00),|01),|10),|11)} muzeme pozadovat
projekci do podprostoru S; = {|00), |01) }. Pak odpovidajici projektor je

o o 1 000 « «
Bl gl oo o0 o0 gl fol

P1 ~ = (AOO —}—An) X ~ = 000 0 X ~ = 0 =
) ) 0 001 ) 0

Py (a]00) 4+ 3|01) + ~|10) + d]11)) = «|00) + 6|11).

Zmérenim kvantového stavu |p) dostaneme vysledek i s pravdépodobnosti

P(i) = | Blo)I* = (/ (¢l P x Pl))? = || P* x P} = || P x Pilg) = (¢l Pile)
a stav zkolabuje do
N _ Bile)
i VielPile)
Tedy puvodni hodnota |«;| se rovna pravé normé vektoru Pilp) a Pilp) = a;|¢;)
[11].

Pomoci projektori promitneme stavovy vektor do podprostoru a normalizu-
jeme jeho velikost. Tim nam ztstane jeden kvantovy stav v Hilbertové prostoru
S; a ostatni stavy jsou zni¢eny. Pokud chceme provést presnéjsi méreni, projekci
provedeme na mensich podprostorech a tim vice kvantovy systém zkolabuje.
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1.5 Vyvoj kvantového systému

Doted jsme se nezabyvali casovym vyvojem kvantového systému, pouze jeho sta-
vem v daném okamziku. Pro popis ¢asového vyvoje slouzi Schrodingerova rovnice
[13], kterd je deterministickd, linedrni a udavd pravé vyvoj stavu v ¢ase [0]. Sta-
vovy vektor kvantového systému obsahuje veskeré informace o systému, proto
stav systému v dané chvili urcéuje i vSechny pozdéjsi stavy. Tudiz pii znalosti
pocatecniho stavu systému a schopnosti vytesit Schrodingerovu rovnici miizeme
predpovédét budoucnost systému na libovolné dlouho dopredu (v tom je kvantova
mechanika deterministickd) [5].

Opét pracujeme s vektory vyjadirenymi pomoci bazovych vektori komplexniho
Hilbertova prostoru a chceme pouze takové operace, které zachovavaji operace sci-
tani a nasobeni komplexnim ¢islem, tedy operace chovajici se linedrné. V podstateé
se tedy jednd o linearni transformace vektoru amplitud.

Meéjme ortonormélni bazi B = {vy,--- ,v,} Hilbertova prostoru H dimenze
n. Pak definujeme operaci A pouze pro vektory této baze a nasledny efekt na
cely kvantovy systém plyne z linearity [31]. Tedy Vi, A : [v;) — >7_; a;:|vs), pro
néjaké koeficienty a;; € C [31].
Operaci A muzeme reprezentovat matici tvaru n x n:

ari1 Aair2 -+ Q1n

A= {a)  me_ |02 22 d
Wi li=1=1 : : : .

pi1 Qp2 *° Qpn

pro jedno qubitovy systém by pak matice operace vypadala tak, Ze prvni sloupe-
¢ek matice by udaval na jakou superpozici se zméni stav 0 a druhy sloupecek na
jakou superpozici se zméni stav 1.

Stav kvantového systému |p) po provedeni operace A zapisujeme jako

|<)02> - A|901>a

kde |¢1) znadi stary stav systému a |p9) novy stav kvantového systému.
Déle po kvantové operaci pozadujeme zachovani normy vektoru a navic, aby se
jednalo o unitarni transformaci, protoze chceme

el = 1|49
Viele) = /(Ap|Ap)
(o]} = (Alp))" x Alep)

(0| Elp) = (p|A* x Alp)
E=A"xA,

kde E jednotkova matice.

Z toho také plyne, Ze operaci lze obratit pouZitim operace A~!, ktera je dobfe
definovand jako komplexné sdruzena transponovand matice ptivodni operace, tedy
Al = A* = AT [2]. Tim jsme splnili i podminku plynouci ze Schrédingerovy
rovnice, ze operace musi byt reverzibilni, abychom mohli jeji pribéh jednoznacné
obratit. Pravé operacim splnujicim tyto vlastnosti fikame unitarni operace a jedna
se tedy o takové vyvoje, z jejichz vysledki, resp. vystupt, se daji jedine¢né odvodit
predchozi stavy, tj. vstupy.



1.6 Kvantova hradla (operace)

Kvili nutné reverzibilité kvantovych operaci nelze provadét vétsinu znamych a
pouzivanych operaci jako u klasickych pocitact, napriklad operace prirazovani
nebo mazani nepouzivanych registri nejsou vratné. V klasickém pocitaci s kla-
sickymi operacemi, jako je AND, NAND nebo OR, neni vzdy reverzibilita mezi
vstupy a vystupy zachovana. U klasického vypoctu vime, ze libovolnou logickou
funkci kombinac¢niho obvodu lze sestavit pouze pouzitim hradla NAND. Tato ope-
race ma ale pro vyuziti v kvantovém systému tu nevyhodu, ze z vystupu nejsme
schopni uré¢it jednoznac¢nou kombinaci vstup1, ¢ili neni reverzibilni. Musime tedy
nalézt jiné logické operace, které budou splnovat podminku reverzibility a jsou

3

navic unitarni [2].

Nejprve se podivame na jedno-qubitovy systém. Unitarni transformaci popi-
sujeme 2 X 2 matici, jejiz prvni sloupec urcuje superpozici, na jakou se zobrazi
stav |0) a druhy sloupec matice popisuje superpozici, na jakou se zobrazi stav |1)
[22].

Trividln{ unitarni operace na jedno-qubitovém systému je identita [2], stav |0)
zobrazi na nulu a stav |1) na jednicku, tedy

o) — o) 1) — . 7= 1)

Stejné jako v klasickém systému, i v kvantovém obvodu je dilezita operace negace
NOT [2],

0y — 1, [1) — |0), NOT = (g é)

kterd je zjevné opét unitarni a reverzibilni. Obecné jakakoliv transformace, ktera
pouze permutuje zakladni stavy, je vzdy unitarni a reverzibilni. Protoze pak A
je permutacni matice, kterda ma v kazdém tadku pravé jednu jednicku a plati, ze
A;; =1« |i) — [j). Po transpozici matice A mame A;; = 1 < |j) — i),
¢ili transpozice popisuje inverzni permutaci a slozenim A a A7 dostanu unitarni
matici.

Déle budeme pouzivat operaci fazového posunu [9]:

. w1 0
(0 4)

kde wy, wy jsou komplexni jednotky takové, Ze |wi| = 1 = |ws|. Tato operace je
opét unitarni, protoze
v 0
A* =
a tedy A*A=F.

Specialnim pripadem je operace vybérového otoceni faze, kdy otocime fazi u jed-
noho ze zakladnich stavt, napriklad
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=0 h)

Jiz z tohoto vidime, Ze kvantovych operaci je nekoneéné mnoho, nebot jen fazo-
vych posunt je nekone¢né mnoho.

Dalsi dilezité operace je Hadamardovo hradlo H [10], které ma zajimavé vlast-
nosti, nebot je sama sob& sdruzens a inverzni, tj. H?> = E.

1 1
H- (v :1><<1 1).
R R V|

Jedna aplikace Hadamardovy brany na qubit |0) nebo |1) vytvori kvantovy stav,
ktery bude nula nebo jednicka se stejnou pravdépodobnosti [2], tj.

H|0) — 75(10) + (1)),

H|1) — J5(10) = [1)).

To presné odpovida hodu férovou minci ve standardnim pravdépodobnostnim
modelu. Tedy pomoci Hadamardovy brany mizeme v kvantovém systému simu-
lovat nahodny generator. Pokud se vsak Hadamardova brana pouzije dvakrat za
sebou, pak je koneény stav roven pocatecnimu stavu, tj.

H|(75(10) + 1)) — 3(10) +[1)) + 5(/0) — 1)) = |0)
H|(75(10) = [1))) — 3(10) + 1)) = 5(0) — [1)) = [1).

V klasickém pocitaci muze byt Hadamardovo hradlo implementovino v O(n X
log(n)) krocich, kde n je pocet biti registru. Avsak v kvantovém systému ji lze
implementovat v ¢ase O(1), protoze tuto kvantovou branu muzeme paralelizovat.
Vypocet Hadamardovy transformace je pak diky tenzorovému soucinu aplikovani
Hadamardovy brany na kazdy qubit zvlast, coz vyzaduje O(log(n)) operaci [2].
Spousta kvantovych algoritmt vyuziva Hadamardovu operaci jako inicializa¢ni

.....

ortogonélnich stavi, kde |0) a |1) maji stejnou véhu.

Vsechny vyse zminéné operace se pouzivaji na jeden qubit, ale v jednom kroku
je mizeme aplikovat na vice qubiti najednou. Pokud méme vice-qubitovy systém
a chceme v ném provést lokalni operaci, pak vezmeme pozadované qubity a pouze
na né aplikujeme danou operaci.

Tim se dostavame k logickym operacim pracujicim s vice qubity. Prvni takova
operace je CNOT [27], z anglického controlled NOT, ktera operuje na 2 qubitech.
Prvni qubit vrati beze zmény, kdezto hodnotu druhého qubitu otoc¢i (neguje)
pravé tehdy, kdyz prvni qubit je |1). Tedy CNOT : |z,y) — |z,z @ y), kde &
znadi logickou operaci XOR (exkluzivni disjunkci). CNOT muzeme také popsat
nasledujici tabulkou:



nebo zapsat permutacni matici

1000
0100
CNOT = 000 1
0010

tedy jedna se o unitarni operaci.

Déle se podivejme na operaci CCNOT [27], controlled-controlled NOT, znéa-
mou téz jako Toffoliho brdna. Tato brana operuje se tremi qubity, CCNOT :
|z, y, 2) — |z, y, xy® z), tedy neguje z pravé tehdy, kdyz z a y jsou |1). Jedna se
tedy o reverzibilni operaci AND. Pravdivostni tabulka pak vypada nasledovneé:

10,0,0) — [0,0,0),
10,0,1) — (0,0, 1),

)
)
)
)
)
)

a permutacni matice je podobna CNOT, pouze je rozméru 8 x 8 se submatici
CNOT v pravém dolnim rohu,

CCNOT =

OO~ OO oo
OO OO o oo
_ O OO oo oo
O R OO oo oo

[l oNolololl S
(e eoloNoll S =)
OO oo+ OO O

~ [l eNoloNal "

Dalsi uzitecnou branou je SWAP [11],
tak funkci SWAP : |z,y) — |y, x),

tera spolu prohazuje dva qubity a provadi

1 00 0
0010
SWAP = 0100
0001

a Fredkinova brana [11]. Ta prohodi druhy a tteti qubit v pfipadé, Ze prvni qubit
je |0>7 |J],y, Z> — |J],TZ Dy, Ty O ZEZ>

Tedy z univerzalnich bran [[] je mozné konstruovat obvody rfiznych funkei a
slozitosti. Na zaveér si ukazeme problém kopirovani hodnot qubitii. Klasické kopi-
rovani neni reverzibilni, nikdy nebudeme umét prepsat jeden qubit druhym, ale

'Pomoci univerzalnich bran lze vyjad¥it jakoukoliv operaci. Mezi univerzalni operace patii
napiiklad NAND, dvojice operaci OR a NOT nebo napiiklad Toffoliho brana (vice o tomto
tématu [I1]).
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pokud mame k dispozici nulovy qubit, mizeme ho nastavit na hodnotu jiného
qubitu, a to je invertibilni.

1.7 Kvantova interference

Kvantova interference je jedna z dalsich vlastnosti kvantového svéta a odrazi se v
ni schopnost kvantového systému vyskytovat se v superpozici vice stavu. Interfe-
rence obecné znamena vzajemné prolinani, ovliviiovani nebo stretavani néjakych
vinovych funkci. To zptlisobuje, Ze se v nékterych bodech vzajemné zesiluji, za-
timco v jinych bodech se rusi [22]. Avsak existuji rozdily mezi kvantovou a kla-
sickou vlnovou interferenci. Pti klasické interferuji dvé vinové funkce, kdezto pti
kvantové interferenci mize interferovat i vlnova funkce sama se sebou. Daéle se lisi
pri samotném ziskani interference, protoze klasicka interference se ziskd jednodu-
chym sectenim fazovych posunti amplitud dvou vlnovych funkei. Vlnova funkce
kvantové interference je komplexni funkce a jeji pravdépodobnostni funkce je ne-
zaporna, na druhou stranu u klasické interference pracujeme s readlnymi funkcemi
a v kterémkoliv bod¢ je pozitivni nebo negativni [12].

Kvantova interference méa rozhodujici vyznam pri ziskavani vysledk z kvanto-
vého registru. Jako se elektronové viny navzajem interferencéné skladaji, dochazi i
mezi jednotlivymi qubity registru po dané unitarni operaci ke vzajemnym interfe-
renénim pusobenim. To mé za nésledek upravy amplitud pravdépodobnosti stavi
v superpozici. Kvantova interference je bud destruktivni nebo konstruktivni. Pti
destruktivni interferenci se amplitudy navzajem vyrusi. Na druhou stranu kon-
struktivni interference zvyraznuje nékteré frekvence v signalu nad jinymi a tim
uvadi registr do stavu, v némz namétime jeho hodnoty s riznymi pravdépodob-
nostmi [11].

Jinymi slovy, kvantova interference umoznuje pti provadéni kvantovych ope-
raci nad superpozici stavii ménit amplitudy pravdépodobnosti vlastnich stavi
tak, ze stav odpovidajici spravnému feseni méa co nejvyssi moznou klasickou
pravdépodobnost nasledného méreni. Tedy umozniuje spravna (prizniva) feseni
zvyraznit a neprizniva potlacit.
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2. Shoruv faktorizacni algoritmus

Problém faktorizace spo¢iva v procesu prevedeni ¢isla na soucin jeho faktort, tedy
rozkladu na prvocisla. Predpoklada se, ze faktorizace neni jednoduchy problém,
na ¢emz je zalozena bezpecnost nékterych sSifrovacich algoritmi, jako napriklad
RSA. Problémem faktorizace je jeji slozitost, protoze pokud vezmeme klasicky
algoritmus, ktery postupné zkousi délit ¢islo az do odmocniny, zdé se, Ze slozitost
je polynomidlni (rovna odmocniné z daného ¢isla). AvSak slozitost se pocitd na
zakladé velikosti dat, jedna se tedy o pocet mist v registru potrebnych k zakddo-
vani ¢isla v bindrni soustavé. Proto je slozitost klasického algoritmu exponencialni.

V této kapitole ukazeme Shoruv faktorizac¢ni algoritmus, ktery vyuziva kvan-
tovy systém a jeho ¢asova slozitost je praveé polynomidlni. Jesté predtim si musime
ukazat algoritmus pro kvantovou variantu Fourierovy transformace.

2.1 Kvantova Fourierova Transformace

Fourierova transformace zobrazuje funkce v casové doméné na funkce frekvenc-
niho spektra. Jedné se o zakladni nastroj pro zpracovani signald, dovoluje vza-
jemné jednoznacny prevod z/do ¢asové reprezentace f(t) do/z frekvenéni repre-
zentace F'(t) a tim umoziuje analyzovat spektrum (frekvencni obsah) signalu.
Z pohledu kvantové mechaniky Fourierova transformace vyvolava kvantovou in-
terferenci mezi qubity [10].

Kvantovou diskrétni Fourierovu transformaci (zkrdcené KF'T) [I] definujeme
jako vyvoj registru |a) = |aga; - -+ ) na |b) = |bob; - - - ) dany predpisem:

|CL> — \/% < Zl])\f:—ol 627riab/N|b>7

kde N je pocet qubiti v registru, 0 < a < N a (a,b) jsou souradnice prvku
unitarni matice Ay a jsou rovny ﬁ x e2meb/N - SQloupce a fadky matice Ay
jsou indexovany od nuly jako cela cisla, ktera odpovidaji binarnim reprezentacim
stavi.

Napiiklad stav |01) se pomoci KFT pfetransformuje na |00) —|01) +|10) —|11),
tedy z ptivodni delta funkce ziskame sinusoidu.

Klasicka Fourierova transformace je reverzibilni a jeji kvantova varianta tak-
téz. Tedy musime ukazat, ze KFT je unitarni operace. Necht

27Tza 4 /N =~ _ e27'riab/N
F=xhst ) {a'], T = Capo s la) (0.

Ukazeme, 7e F*F = E.

ﬁv*ﬁw 1« Za b= 627ri(a’b’—ab /N|6L> <CL,| — 1« Za 5 a/ 0 627ri(a’—a)b/N|a> <CL/| _

Yoo la)la’| = o5 \a>(a|
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Tedy KFT je unitarni operace [26].

Kvili efektivité kvantovych algoritmi vyuzivajici Kvantovou Fourierovu
Transformaci potrebujeme i efektivni algoritmus pro vypocet KFT. Takovy algo-
ritmus pro N = 2™ navrhl Peter Shor. Algoritmus vyuziva dva typy kvantovych
operaci. Prvnim typem je Hadamardovo hradlo H, které vyviji stav |0) do rov-
nomérné superpozice viech moznych 2V stavii. Druhym typem je operace pod-
minénych fazovych posunt S;; operujici s qubity na pozicich j a k [28§],

Sik =

)

OO O
o O = O
O = O O

kde 0)_; = /2*7. Pro vypocet KFT aplikujeme brény v pofadi zleva doprava
podle nasledujiciho schématu:

Hy1Sm—2m-1Hm—2Sm—3m—2 " H1S0 m-150m—2 - - - So,.2501Ho [L1].
Tedy pro vypocet potiebujeme jen O(m?) kvantovych bran. Naptiklad pro registr
obsahujici t¥i qubity aplikujeme brany HyS1 21502501 Hp a prislusny obvod KFT
by vypadal nasledovné. Po dokonceni KF'T je potfeba vysledny registr bitové in-

vertovat, nebotf tato operace vraci registr bitové prevraceny, tj. aplikujeme SWAP
branu na cely kvantovy registr [11].

2.2 Shoruv algoritmus

2.2.1 Algoritmus

Vstup: pfirozené Cislo N.
Vgstup: N = Nj, N, ---, Nj tak,
ze Ny, No, ..., N € N jsou prvolisla.

Vlastni algoritmus se sklddd z nékolika kroku [29]:
1. Pokud je N sudé, vrat faktor 2.

2. Pokud je N prvocislo, vrat 1 a N a skonci.
V tomto kroku pouzijeme libovolny test prvociselnosti, naptiklad Milleriv-
Rabintv test (popsan nize).

3. Pokud N = 2¥ pro x > 1, y > 2, pak vrat faktor x.
4. Jinak zvol ndhodné ¢islo a takové, ze 1 <a < N — 1.

5. Najdi nejvétsiho spolecného délitele ged(a, N) ¢isel a a N.
Pokud ged(a, N) > 1, vrat faktor ged(a, N).
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6. Jinak najdi rad r Cisla a tak, ze " = 1 mod N. Algoritmus hledani radu
prvku je popsan nize.

7. Pokud je r liché, vrat se na 4. krok.
8. Pokud a'/? = —1 mod N, vrat se na 3.krok.

9. Pokud ged(a’/? 4+ 1, N) je netrividlni faktor N, pak vrat faktor ged(a™/? +
1,N).

10. Pokud ged(a’/? — 1, N) je netrividlni faktor N, pak vrat faktor ged(a™/? —
1, N).

Cely algoritmus muzeme rozdélit do trech fazi. Prvni fazi jsou kroky 1 az
5, které implementujeme klasicky, tj. pomoci klasickych algoritmt. Druhou ¢asti
je krok 6, ktery pro hledani fadu prvku vold kvantovy vypocet, a tieti fazi jsou
kroky 7 az 10, které jsou opét stejné jako v klasickém pocitaci. Vypocet iterujeme
do té doby, nez najdeme faktorizaci c¢isla N.

Pro test prvociselnosti pouzijeme naptiklad Miller-Rabintuv algoritmus [34],
kde cely algoritmus iterujeme k-krat, pro k dané. Algoritmus prijima na vstupu
prirozené liché ¢islo N, pro které chceme rozhodnout, zda je prvocislo, a d liché
takové, ze N — 1 muzeme zapsat jako d x 2P, pro néjaké r > 0.

RabinMillerTest (int N, int d)
1. Vezmi ndhodné ¢islo a € 2, N —2.

2. Spo¢itej r = a® mod N.
3. Pokud = je 1 nebo N — 1, pak N je prvoclislo, vystup.
4. Jinak opakuj nadsledujici kroky, dokud d se nerovnd N — 1:

a) Spoéti * = (2?) mod N.
b) Pokud x je 1, pak dané N neni prvoéislo.
c) Pokud z je N — 1, pak dané N je prvocislo.

Test urci, zda je dané cislo N prvocislem s pravdépodobnosti chyby nejvyse
1 — 1/4% kde k je pocet iteraci testu. Casové slozitost jedné iterace testu je
rovna O(log’N) a cely test provadime k-krat, tedy celkova slozitost algoritmu je
O(k -1og’N) [34].

Nakonec pro spocitani nejvétsiho spolecného délitele pouzijeme Euklidiv al-
goritmus [35], ktery pro dvé dana prirozena ¢isla  a N nalezne nejvétsi spoleény
délitel priblizné v ¢ase O(logmin(xz, N)), kde min(x, N) je minimum z téchto
dvou c¢isel. Doba béhu programu je zavisla na poc¢tu opakovani hlavniho cyklu a
ten je maximalni, pokud x a N jsou po sobé jdouci ¢leny ve Fibonacciho posloup-
nosti 2

Euclid(x, N)

Opakuj, dokud NN neni nulové:
1. a = x mod N,

2. x = N,

3. N = a.

Na konci algoritmu je vysledek uloZen v proménné x.

2Fibonacciho posloupnost je nekone¢na posloupnost pfirozenych é&isel 0,1,1,2,3,5,8,13, ..
dand predpisem: F(N) = F(N — 1)+ F(N —2), kde F(0) =0 a F(1) = 1.
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2.2.2 Problém hledani radu prvku

Zameérime se pouze na popis kvantové casti algoritmu, a to na hledani radu prvku.
Mé¢jme dvé prirozena ¢isla a a N nesoudélnd takova, ze a < N, pak existuje » > 0
takové, ze a” =1 mod N [39]. Pfedpokladejme, ze r je nejmensi mozné. Pak

a"™ mod N = (a" x a*) mod N =a* mod N

Proto a® mod N je r-periodicka funkce pro vstup z. Tedy perioda r je rad prvku
a modulo N. Pokud existuje ro < r takové, ze a™ = a™*" mod N, pak af =1
mod N, a tudiz r neni nejmensi mozné.

Me¢jme napriklad a =5 a N = 9. Potom ¢* mod N =5,7,8,4,2,1,5,7, ..., tedy
v tomto pripadé je perioda 6.

Trividlni algoritmus na hledani periody prochazejici vsechny moznosti od 1 do
N —1 ma casovou slozitost O(2"), kde n je n-bitova velikost ¢isla NV, kdezto Sho-
riv algoritmus je polynomidlni. Zakladni myslenka spoc¢iva v tom, Ze provedeme
transpozici do superpozice vsech stavi, aplikujeme néjaké operace modulo N a
nakonec odhadneme periodu r pomoci namétenych hodnot [1].

Shortiv algoritmus zavisi na schopnosti kvantovych pocitact, a to na super-
pozici stavil a na kvantovém paralelismu. Abychom spocitali periodu funkce, vy-
hodnotime funkci ve vSech bodech soucasné. Avsak pokud mame néjakou funkci
f, kvantova teorie nedovoli spocitat jeji periodu primo, nebot mérenim ziskame
pouze jednu hodnotu ze vSech moznych hodnot a zni¢i vSechny ostatni. Proto
Shortiv algoritmus musi vytesit tfi problémy, kde vsechny musi byt implemento-
vany efektivné, tedy musi byt implementovany pouze polynomialnim mnozstvich
operaci vzhledem k logn [2].

1. Vytvor superpozici vSech stavi, bud pomoci Hadamardovy operace nebo
kvantové Fourierovy transformace.

2. Implementuj funkci f jako kvantovou transformaci.

3. Proved kvantovou Fourierovu transformaci pomoci podminénych fazovych
posunt a Hadamardovy transformace.

Po téchto tfech transformacich zméfenim ziskdme periodu r [1].

Algoritmus pottebuje k dispozici dva registry |x) a |y) takové, Ze prvni registr
|z) obsahuje n qubiti, pro piirozené ¢islo n spliiujici N? < 2" < 2N? a druhy
registr |y) obsahuje alespon log, N qubiti pro uloZeni |[a*modN) [1].

Déle si ozna¢me m = 2" /r.

Nejprve uvedeme registr |x) do superpozice vSech stavu tak, ze na cely registr
aplikujeme Hadamardovu operaci H. Tim se stav registru |z) prevede do

1 2an—1
N x Zl:O |l>a
a nésledné transformujeme registr |y) na

[©)]y) = [2)|0) — |)|a"modN).
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V tento moment provedeme méteni registru |y). Vysledek méreni nepotiebujeme,
avsak tim registr |y) zkolaboval do |a¥*modN), pro né&jaké yy, a proto |z) se
nachézi ve stavu

T X 2% lyo +7),

protoze m = 2" /r. Déle na registr |z) aplikujeme kvantovou Fourierovu transfor-
maci, tedy |zr) se poté nachazi v nasledujicim stavu:

2771(1}0+]T)k

|k> \/27\/7 2" 1[ ;n 1627r217glrk}€27r2ii0k’k>

on_ 1[ m01€27r7:1’]kj|627r;7937‘0k‘k> [ ]

22" 1 m—1
\/2" \/ j—0 €
7 i Lk

Nejprve vezméme néjaké k € {0,--- ,2" — 1} takové, ze k/m neni celé ¢islo. Pak
Z"iol eIt = 0, protoze m = 2P pro néjaké p. Tedy predchozi rovnost plati pouze
pro celé ¢éislo k/m. Zafixujme tedy libovolné k € {0, --- ;2" — 1} spliujici, ze k/m

je celé cislo. Pak

2mijk

em =1
a takovych k je piesné r a jsou rovny 0, 2-, 2x 2~ ... (r—1)x 2*. Pak nahrazenim
9 , . on r r s
redchozi rovnosti za k = = x [, pro [ =0,--- ,r — 1, dostavame:
r ) ) ) )
2mizgx2"1/r ang 27T'Lzol 9n]
Ly x R 2 Ly oy
2" l()

Po zméteni registru |x) ziskame vysledek C' = pro néjaké neznamé ly. Pokud
jsou ly a r nesoudélnd, ziskame r vypoctem nejvet81ho spole¢ného délitele se zna-
mym C' a 2". Pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prirozenych cisel
muzeme pouzit Euclidiv algoritmus.

Nas puvodni predpoklad byl, ze 2" = m x r. Pokud 2" # m x r, pak r je
aproximovatelny [39] nasledujicim 7 pomoci Fetézového zlomku [

c d

2n T2

1

< 2x2n

Pokud jsou d a ro nesoudélna, pak plati r = ry, jinak opakujeme algoritmus,
dokud nenajdeme Fad prvku r (vice o této aproximaci v [38]).

37 anglického continued fraction, vice v [37] nebo [39]

18



3. Shoruv algoritmus na simulaci
kvantového pocitace

3.1 Q Sharp

Q# [36] je pomérné novy open-sourcovy programovaci jazyk vyvinuty spolecnosti
Microsoft v roce 2017. Umoznuje efektivné implementovat kvantové algoritmy
pomoci jiz definovaného qubitu a fady zakladnich kvantovych operaci, jako je
na napiiklad Hadamardova brana, logické operace CNOT, NOT, SWAP, operace
fazového posunu a mnoho dalsich. Syntax jazyka Q# se podoba k jazykiim C# a
F#, avSak obsahuje i mnoho syntaktickych odlisnosti. Jazyk Q# je soucasti sady
Quantum Developer Kit (QDK) pro programy Visual Studio nebo Visual Studio
Code, pricemz program v Q# lze spoustét jako samostatny nebo volat z hostitel-
ského programu v .NET nebo Pythonu. Instalace QDK pro vytvareni kvantovych
simulaci je popsana v nasledujicim odkazu:

https://docs.microsoft.com/en-us/azure/quantum.

V priloze této bakalarské prace, nebo na nize uvedeném verejném repozitati

GitHub:
https://github.com/JosieChoco/Bakal-sk-pr-ce

s nazvem Program.qs, se nachazi zdrojovy kéd pro ndmi implementovany Sho-
riv faktorizacni algoritmus v jazyce Q# psany v programu Visual Studio Code.
Program obsahuje jak kéd pro nalezeni faktorizace a fadu prvku, tak i kvantové
aritmetické operace a kvantovou Fourierovu transformaci. Program pfijima na
vstupu prirozené ¢islo N, vystupem je pak jeho prvociselnd faktorizace. V této
praci se zamérime pouze na nejdulezitéjsi ¢asti tohoto programu.

3.1.1 Popis zdrojového kédu

Program dostane jako vstup pfirozené ¢islo N, pro které chceme najit jeho fak-
torizaci. Vysledkem bude mnozina prvocisel, jejichz sou¢in dava pozadované ¢islo
N. Samotny program poté obsahuje nékolik oddélenych casti pro vypocet klasické
casti a kvantového kroku algoritmu.

Prvni tti body jsou implementovany klasicky, kde pro testovani prvociselnosti
jsme pouzili Rabin-Milleriiv test a pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele jsme
implementovali Euklidiv algoritmus ukazany v predchozi kapitole.

Nasledny 4.krok algoritmu lze implementovat dvéma zpusoby - bud pouzijeme
klasicky generator nahodnych ¢isel anebo kvantovy. Pro kvantovou variantu po-
trebujeme dveé procedury. Jedna generuje nahodné qubity, poté hlavni procedura
prevede bitovy string na prirozené ¢islo. V jazyce Q# alokujeme jeden qubit vzdy
do stavu |0). Nésledujici dvé opérace slouzi jako generator nahodnych ¢isel pomoci
generovani nahodnych qubiti.
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operation GenerateRandomBit() : Result {
// Alokace qubitu, vZdy stav [0>
use qubit = Qubit();
// Superpozice qubitu
H(qubit);
// Zmé&¥eni qubitu -> vrati Zero nebo One
return M(qubit);

}

operation RandomNumberInRange(max : Int) : Int {

mutable output = 0;

repeat {
mutable bits = new Result[0];
// generujeme nahodné bity, dokud
// nemame poZadovanou délku do maxima
for indexBit in 1..BitSizeI(max) {

set bits += [GenerateRandomBit()];

}

// prevede bitovy string na pozitivni integer
set output = ResultArrayAsInt(bits);

} until (output <= max);

return output;

Nésleduje problém hledani radu prvku. Nejprve si ukazme, jak lze implemento-
vat kvantovou Fourierovu transformaci. Jazyk Q# jiz obsahuje preddefinovanou
variantu pomoci klicového slova Q FT, ktera jako parametry ptrijima kvantovy re-
gistr v big-endian reprezentaci (varianta s little-endian reprezentaci registru jako
QFTLE). Avsak implementace kvantové Fourierovy transformace neni tézké. N&-
sledujici funkce znazornuje jednu z variant:

// Vstup: jeden qubit, k >= 0
// Cil: zrotovat qubit o e?ixm / 2!
// stavu |1> -> pfeddefinovand operace Rl1Frac(Int, Int, Qubit)

operation RotationTransform(qubit : Qubit, k : Int) : Unit is Adj+Ctl{
R1Frac(2, k, qubit);
}

// Vstup: kvantovy registr

// Cil: SWAP bréna, kterad provede operaci registru |zyz > — > |zyxz >
// pouzitim pfeddefinované operace SWAP,

// kterad prohazuje dva qubity,

// vzdy prohodim prvni s poslednim, druhj s pfedposlednim, ...atd

operation SwapTransform(register : Qubit[]) : Unit is Adj+Ctl {
let length = Length(register);
for i in 0..length/2 - 1 {
SWAP (register[i], register[length - 1 - i]);
}
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}

// Vstup: kvantovy registr
// Cil: zménit stav regisru
// na 1/v2 % (|0) + eQisx7x0.xl.zn))]1) XOR (xl.zn),

// kde 0.rq1..r, je bindrni zlomek odpovidajici stavim registru |zj..x,)

operation BinExponentPlace(register : Qubit[]) : Unit is Adj+Ctl {
H(register[0]);
let length = Length(register);
for i in 1..Length(register) - 1 {
Controlled RotationTransform([register[il],
(register[0], i + 1));

}

// Vstup: Kvantovy registr s n stavy | z1, -+, Tp)
// Cil: provézt zménu registru do stavu 1/y2 x 3 e2#™k/2"| )
operation QuantumFourierTransform(register : Qubit[]) : Unit
is Adj+Ctl{
let length = Length(register);
for i in 0..length - 1 {
BinExponentPlace(register[i ...]);

}

SwapTransform(register);

Pouzitim tohoto kédu pro KFT mtzeme pokracovat na problém hledani radu
prvku. Jak je popsano v predchozi kapitole, budeme potiebovat dva registry:

// Potfebuju dva registry s velikostmi tak, ze N? < 2%¢l

let sizel = BitSizeI(N) * 2;
let size2 = BitSizeI(N);

use (registerl, register2) = (Qubit[sizel], Qubit[size2]);

// superpozice stavli prvniho registru

HadamardTransformOnRegister (registerl) ;

// |registerl) |register2 = 00..00) — > |registerl) |a"®9*!"L modulo N)
ComputeQuantumExponent (N, a, registerl, register2);

kde operace HadamardTransformOnRegister aplikuje Hadamardovu operaci na
kazdy qubit registru, tedy |registrl) —s H®N|registrl). Dale aplikujeme operaci
ComputeQuantumExponent, kde

[registrl)|registr2) = |registr1)|0) — |registrl)|a™9* ™ modN),

vyuzivajici operaci definovanou v knihovné jazyka jako
MultiplyByModularInteger, ktera transformuje vstupni registr x registr nasledu-
jicim zptsobem:

|z) — |(a-2z) mod N,
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pro vstupni celd ¢isla N, a. V nasem kédu jsme implementovali vlastni variantu,
kterd je ¢asové rychlejsi. AvSsak v tomto popisu algoritmu nam bude stacit pred-
definovand varianta (vice o moduldrni aritmetice viz [29] nebo [30]).

// Vstup: cela &isla N, a a dva kvantové registry |z), |y)
// Cil: Spoéti |z) |y) —> |z) |a® mod N)
operation ComputeQuantumExponent(N : Int, a : Int,
registerl : Qubit[], register2 : Qubit[]) : Unit {
let lengthl = Length(registerl);
let length2 = Length(register2);
X(register2[length2 - 1]);
// Aktualni stav: |y) = [00...01)

for i in 0..lengthl - 1 {
mutable aMod = 1;
for power in 1..ComputePower(2, (lengthl - 1) - i) {
set aMod = (aMod * a) % N;
}

//Controlled ComputeQuantumMultiplyModulus([register1[i]],
(N, aMod, register2));
Controlled MultiplyByModularInteger([register1[i]],
(aMod, N, (LittleEndian(register2))));
}

Déle zmérime druhy registr a od této chvile ho nebudeme potiebovat, prove-
deme KFT prvniho registru a opét zmérime vysledek:

// Zm&F druhy registr a vyresetuj ho

mutable resultTemp = new Result[size2];

for i in 0..size2 - 1 {
// Copy-and-update expressions
// original w/ itemAccess <- modification
set resultTemp w/= i <- MResetZ(register2[i]);

}

// Aplikuj Kvantovou Fourierovu Transformaci na prvni registr
QuantumFourierTransform(registerl);

// Zm&F prvni registr a vyresetuj ho
mutable result = new Result[sizel];
for i in 0..sizel - 1 {
set result w/= i <- MResetZ(register1[i]);
}

// Ziskej vysledek jako integer

let resultBool = [false] + ResultArrayAsBoolArray(result);
let resultBoolR = Reversed(resultBool);

let resultBigInt = BoolArrayAsBigInt(resultBoolR);

Nakonec ziskame periodu z namérenych hodnot. Jak je zminéno v predchozi
kapitole, potfebujeme aproximacni zlomek d/ry, kde ro < N zlomku C/2", kde
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C' je namérena hodnota prvniho registru, v tomto ptipadé ulozend v proménné
result. V tomto kodu jsme pouzili jiz definovanou funkci v knihovné Q# jako Conti-
nuedFractionConvergentL (fraction, denominatorBound), kterd nalezne pravé fe-
tézovy zlomek nejblize zlomku fraction se jmenovatelem mensim nebo rovno de-
nominatorBound.

// Spo&ti periodu - v8e musi byt datového typu Biglnt

mutable periodBiglInt = OL;

let tempBigInt = 2L8izel;

let gcdBigInt = GreatestCommonDivisorL(resultBigInt, tempBiglnt);

let numerator = resultBigInt / gcdBiglnt;

let denominator = tempBigInt / gcdBiglnt;

let NBigInt = IntAsBigInt(N);

let appFraction = ContinuedFractionConvergentL(
BigFraction(numerator, denominator), NBigInt);

let (appNumerator, appDenominator) = appFraction!;

if appDenominator < OL {
set periodBigInt = appDenominator * -1L;
} else {
set periodBiglnt
}

appDenominator;

set period = ConvertBigIntToInt(periodBigInt);

Tyto vSechny kroky na hledéni periody opakujeme, dokud a?*"*°% mod N = 1
a pertoda # 0.

Posledni body algoritmu jsou opét implementovany klasicky, kdy pouze zkon-
trolujeme, zda ged(a™? 4 1, N) jsou netrividlni faktory. Pro zkusebni vstup do-
staneme nasledujici vysledek:

dotnet run -N 21

This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 21, found factors:

[3,7]

dotnet run -N 16

This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 16, found factors:

[2,2,2,2]

dotnet run -N 18

This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 18, found factors:

[2,3,3]

Doba béhu programu zavisi na velikosti vstupniho ¢isla N a na volbé ndhodného
¢isla a, nebof pri nevhodném zvoleni prvniho ndhodného ¢isla a mtze byt rad
prvku r lichy. Pak se podle sedmého bodu program vraci zpét a generuje nové
nahodné ¢islo a. V tomto pripadé se funkce na hledani fadu prvku vola opakovaneé,
tedy hledani faktort vstupniho ¢isla trva delsi dobu. Napriklad pro N = 21 a
a = 6, vypocet skonci po necelé jedné sekundé, ale pro volbu a = 5 vypocet trva
zhruba deset sekund.
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3.2 Qiskit

Qiskit [16] je taktéz opensourcovy programovaci jazyk, vyvinuty spole¢nosti IBM
pro simulaci kvantovych obvodt a algoritmi. Umoznuje spusténi kvantovych pro-
gramt bud na cloud verzi IBM Quantum Lab nevyzadujici instalaci, dostupné z

https://qiskit.org,

nebo v lokalnim tulozisti. Jazyk Qiskit je primarné zalozeny na programovacim
jazyku Python obsahujici rozsitené knihovny pro inicializaci qubitu a kvantovych
operaci.

Qiskit jiz obsahuje funkci implementujici Shoruv faktorizacni algortimus,
ukazka jejiho pouziti je v nésledujicim programu, ktery nalezne faktory cisla
15:

from qiskit import IBMQ
from qgiskit.aqua import QuantumInstance
from qiskit.aqua.algorithms import Shor

provider = IBMQ.load_account ()
backend = provider.get_backend(’ibmq_gasm_simulator’)

print(’\n This is Shor’s factoring algorithm for given N ...’%)
print (’\n Factors: \n ’)

factors = Shor(15)
resultTemp = factors.run(QuantumInstance (backend, shots=1,
skip_qobj_validation = False))

result = resultTemp[’factors’]

print(result)

Vystup programu:

This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
Factors:

(5, 311

3.3 QCL - quantum computing language

QCL, neboli Quantum Computer Language, je jeden z nejstarsich kvantovych pro-
gramovacich jazykl zaloZeny na syntaxi jazyka C vytvoreny Bernhardem Ome-
rem, ktery ke klasickym datovym typtm jazyka C pridal typy pro qubity a pro
né vestavéné funkece (vice na [24]).

Zdrojovy kéd Shorova algoritmu je souc¢asti programového baliku simulatoru QCL.
Simulator je volné dostupny na domovské strance

http://tph.tuwien.ac.at/~oemer/qcl.html,
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véetné zdrojového kédu pro Shoriv faktorizacni algoritmus.

Ukéazeme si nékteré ¢asti z tohoto kddu [23] pro kvantovou faktorizaci. Nejprve
opét potrebujeme dva registry a metodu na generovani ndhodného ¢isla a v jazyce
QCL:

// bitova délka vstupniho &isla
int width=ceil(log(N,2));

// dva kvantové registry

qureg registerl[2*width];

qureg register2[width];

int gqmax=2%idth;

// generator ndhodného &isla

{
a=floor (random()* (N-3))+2;
} until gcd(a, N)==1;

Déle postupné aplikujeme Hadamardovu operaci Miz() na prvni registr, modu-
ldrni umocnovéani expn(), zméfeni druhého registru, aplikovani Fourierovy trans-
formace dft() na prvni registr a zméteni prvniho registru:

// Superpozice vSech stavi 1.registru
Mix(registerl);

// expon. modulo
expn(a,N,registerl,register2);

// zm&Feni 2.registru

measure register2;

// kvantova Fourierova transformace 1.registru
dft(registerl);

// zm&Feni 1.registru

measure registerl,m;

reset;

a rad prvku nalezneme nasledujicim zptisobem:

c=m*0.5(2*width) ;

// raciondlni aproximace
r=denominator (c,qgmax) ;
p=floor(g*m*c+0.5);

Pokud je r liché, pak se musime vratit zpét na zvoleni nového ¢isla a. Jinak
spoc¢itame faktory cisla V:

// vypolitej faktor

e=powmod (a,q/2,N);

f=(e+1) mod N;

b=(e+N-1) mod N;
factor=max(gcd(N,f),gcd(N,b));
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Cely zdrojovy kod funkce Shorova algoritmu pak vypada takto:

procedure shor(int N) {
// Vstupni ¢islo N musi byt liché
// nesmi byt prvocislo ani mocnina prvocisla
if N mod 2 == exit "N is Even";
if testprime(N) exit "N is prime number";
if testprimepower(N) exit "N is prime power"; ;

// bitova délka vstupniho &isla
int width=ceil(log(N,2));

// dva kvantové registry

qureg registerl[2*width];

qureg register2[width];

int gmax=2%idth;

int factor;

int a; int m;

{

// generadtor ndhodného &isla

{

a=floor (random()*(N-3))+2;
} until ged(a, N)==1;
Mix(registerl);
// expon. modulo
expn(a,N,registerl,register2);
// zm&Feni 2.registru
measure register?2;
// kvantova Fourierova transformace 1.registru
dft(registerl);
// zmé&feni 1.registru
measure registerl,m;
reset;

if m!=0 {
int c=m*0.5(2*width);
int r=denominator(c,qmax);
int p=floor(q*m*c+0.5) ;
if q mod 2==1 {
print "odd period";
} else {
int e=powmod(a,q/2,N);
int f=(e+1) mod N;
int b=(e+N-1) mod N;
factor=max(gcd(N,f),gcd(N,b));
}
}

} until factor<N and factor>1;

print "This is Shor’s factoring algorithm for given N ...

print "Factors: ",factor,", ",N/factor;
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Pro vstupni ¢islo 15 dostaneme nasledujici vysledek:

qcl> shor(15)

: This is Shor’s factoring algorithm for given N ...

: Factors: 5, 3
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Z.aver

Ukazali jsme, jak 1ze matematicky popsat kvantovy systém pomoci komplexni
algebry a zminili jsme zdkladni vlastnosti a operace kvantového pocitace. Pred-
stavili jsme Shortv algoritmus , ktery na rozdil od klasickych znamych algoritmu
provede faktorizaci ¢isla v polynomidlnim case vzhledem k poc¢tu bita vstupniho
¢isla. Shortiv algoritmus jsme rozdélili na dvé Casti - na ¢ast implementovanou
klasicky a na kroky vyuzivajici kvantovy systém.

Déle jsme se jiz zabyvali pouze kvantovou implementaci, kde pro nalezeni
faktort jsme vyuzili problém hledani fadu prvku, neboli nalezeni periody dané
funkce, a kvantovou Fourierovu transformaci. Ukazali jsme, ze problém nalezeni

vvvvvv

mace.

Nakonec jsme predstavili t¥i dostupné programovaci jazyky slouzici pro simu-
laci kvantového prostredi. V jazyce Q# jsme Shortuv algoritmus implementovali
a v jazyce Qiskit a QCL jsme ukézali feSeni Shorova algoritmu. V této praci jsou
zahrnuty pouze nejdulezitéjsi ¢asti Shorova algoritmu v jazyce Q#, ale cely zdro-
jovy kod je dostupny v priloze této prace.

Nevyhodou Shorova algoritmu je ta, ze tspésnost nalezeni spravného reseni
zévisi na pocitaci s velkym poctem kvantovych bitt [7]. V roce 2015 védci z MIT
a z University of Innsbruck predstavili kvantovy pocita¢ s péti atomy [I5]. Po-
¢itac vyuzival laserové pulsy k provedeni Shorova algoritmu na kazdém atomu,
aby spravné faktorizoval ¢islo 15. Cely systém byl navrzen tak, aby do néj bylo
mozné pridat vice atomi, a tim i vytvorit vétsi a rychlejsi kvantovy pocitac.

Vyvoj kvantovych systému nezlistal pouze v akademickém prostredi, jejich
stavbou se zacalo zabyvat nékolik firem. Mezi hlavni spolec¢nosti zabyvajicimi se
kvantovymi systémy patri naptiklad Google s jejich kvantovym pocitacem Syca-
more [18], IBM [15], Microsoft s programem Azure Quantum [2I], Atom Com-
puting [20] a Xanadu [19], jejichz cilem je sestrojit kvantovy pocitac, ktery bude
dostupny pro vsechny. V roce 2016 spolecnost IBM umistila prvni kvantovy poci-
tac¢ na cloud a o rok pozdéji jako prvni nabizela univerzalni kvantovy systém pres
IBM Q Network. V dnesni dobé disponuji s 65-qubitovym kvantovym pocitacem
a v roce 2023 planuji predstavit kvantovy pocita¢ s 1121-qubity [17].

Azure Quantum je opét cloudova sluzba spolec¢nosti Microsoft, kterd umoznuje
uzivatelim vzdaleny pristup ke kvantovym pocitacim a vyvijet programy v ja-

zyce Q.

V budoucnosti by kvantové pocitace mohly byt vyuzity v oblasti kryptografie,
nebof vétsina bezpecnostnich systému vyuziva problém faktorizace, molekularnim
modelovani nebo ve vyvoji umélé inteligence, protoze kvantovy systém by byl
schopen vyhodnotit velké mnoZstvi informaci najednou [21].
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