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Úvod
Faktorizace velkých čísel se považuje za těžký problém, jehož úkolem je rozložit
dané číslo na součin prvočísel [1]. Podle základní věty aritmetiky lze libovolné
celé číslo jednoznačně rozložit na součin jeho faktorů, avšak pokud jsou vstupní
čísla dostatečně velká, neznáme žádný efektivní klasický algoritmus řešící tento
problém v polynomiálním čase. Na druhou stranu nebylo dokázáno, že takový
efektivní algoritmus neexistuje. Tuto předpokládanou obtížnost problému vyu-
žívá například široce používaný kryptografický protokol RSA a algoritmus, který
by efektivně faktorizoval celé číslo, by způsobil prolomení šifrování RSA [39].

V roce 1994 americký matematik Peter Shor [7] představil kvantový fakto-
rizační algoritmus, který nalezne faktorizaci čísla v polynomiálním čase. Jedná
se o jeden z prvních kvantových algoritmů, který je exponenciálně efektivnější
než klasický algoritmus řešící stejný problém (o složitosti tohoto problému více v
knize Arory a Baraka [1]). Shorův algoritmus využívá toho, že kvantový systém
se může vyskytovat v superpozici všech stavů, neboli existuje v několika samo-
statných stavech současně. To, co musí klasický počítač spočítat postupně, může
kvantový systém řešit najednou. Mezi další známé kvantové algoritmy patří na-
příklad Groverův algoritmus [1] pro vyhledání prvku v nesetříděném poli v čase
úměrném odmocnině z počtu prvků nebo Simonsův algoritmus [1], který se stal
inspirací pro Shorův algoritmus.

Tato práce obsahuje stručný přehled principů kvantového systému a jeho zá-
kladních vlastností. Dále je zde zahrnut popis Shorova faktorizačního algoritmu a
jeho implementace v programovacích jazycích Q#, QCL a Qiskit, které umožňují
simulovat kvantové algoritmy na klasickém počítači.
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1. Kvantový systém
Kvantový systém je určitý objekt nebo soubor objektů, které popisujeme pomocí
kvantové teorie. V kvantové mechanice kvantový stav představuje reprezentaci
fyzikální reality, která má dvě hlavní části. První je část klasického světa, tou
druhou je svět kvantový. Každý stav kvantového systému popisujeme vektorem z
komplexního Hilbertova prostoru H, kde dimenze Hilbertova prostoru H je rovna
počtu stavů kvantového systému [31].

1.1 Hilbertův vektorový prostor H
Bra-ket notace, nebo-li Diracova notace [2], se využívá v lineární algebře na kom-
plexních vektorových prostorech. Je navržena tak, aby usnadnila výpočty v kvan-
tové mechanice, například kvantovou superpozici lze popsat jako vektorové součty
ketů. Ket vektor značíme |v⟩ a matematicky označuje vektor v v komplexním
vektorovém prostoru V , z pohledu fyziky představuje stav nějakého kvantového
systému. Píšeme:

|v⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
...

vn

⎞⎟⎟⎟⎠,

kde počet složek vektoru je roven počtu stavů kvantového systému.
Dále řádkový bra vektor ⟨u| matematicky značí lineární zobrazení, které každý
vektor z V zobrazí na komplexní číslo v rovině C. Tedy ⟨u| je transponovaný
komplexně sdružený vektor ke ket vektoru |v⟩, píšeme

⟨u| = |v⟩∗ = |v⟩T = (v1 · · · vn),

kde ∗ označuje komplexně-sdruženou transpozici [11].

Každý možný stav kvantového systému je popsán vektorem v z Hilbertova
prostoru H [32]. Jedná se o komplexní vektorový prostor se skalárním součinem
(u, v) s následujícími vlastnostmi:

(u, v) = (v, u),
(au, bv) = ab(u, v), pro ∀a, b ∈ C.

Vektory z Hilbertova prostoru značíme v Diracově symbolice |v⟩. Pak pro dva
vektory u, v ∈ H definujeme skalární součin [9], píšeme ⟨u| · |v⟩, zkráceně ⟨u|v⟩,
následovně:

⟨u| · |v⟩ = (u1 · · · un) ·

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
...

vn

⎞⎟⎟⎟⎠ = ∑︁n
i=1 uivi

a vnější direktní součin [9] definujeme jako:
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|v⟩ · ⟨u| =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
...

vn

⎞⎟⎟⎟⎠ · (u1 · · · un) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
v1u1 · · · v1un

v2u1 · · · v2un
... ... ...

vnu1 · · · vnun

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Tedy můžeme si představit, že ⟨u| je objekt, kterému v maticové reprezentaci
odpovídá řádkový vektor se složkami komplexně sdruženými ke složkám vektoru
|u⟩ [8]. Pak skalární součin je dán prostým násobením matic [11].

Každý vektor v má k sobě přiřazené číslo, které představuje jeho normu
(délku) [9]. Pokud je v komplexním vektorovém prostoru definován skalární sou-
čin, pak lze normu vyjádřit jako:

∥v∥ =
√︂

⟨v|v⟩.

Nakonec budeme potřebovat, aby byl vektor normován, tj. aby měl jednotkovou
délku:

∥v∥ = 1, tj. v1
2 + v2

2 + · · · + vn
2 = 1.

Pro n-dimenzionální Hilbertův prostor definujeme ortonormální systém jako mno-
žinu vektorů dimenze n

B = {|β1⟩, |β2⟩, · · · , |βn⟩},

ve které jsou všechny vektory normované a navzájem kolmé, tzn. skalární součin
dvou různých vektorů je nula. Tvoří tak bázi Hilbertova prostoru H dimenze n
a každý vektor |v⟩ ∈ H lze rozložit na složky podle jednotlivých vektorů tohoto
systému:

|v⟩ = ∑︁n
i=1 vi|βi⟩.

1.2 Kvantový stav
Pro definici kvantového stavu si nejprve představme klasický počítač, který navíc
může dělat náhodná rozhodnutí. Například do daného bitu může s pravděpodob-
ností 1/2 uložit nulu a s pravděpodobností 1/2 jedničku [2]. V takovém případě již
hodnoty bitů, se kterými počítač operuje, nemůžeme psát jen jako pouhou nulu
nebo jedničku, ale vhodná reprezentace každého bitu je v tomto případě lineární
kombinace dvou nezávislých vektorů. Tyto vektory si nazveme |0⟩ a |1⟩. Pak stav
bitu, do kterého s pravděpodobností 1/2 počítač uloží nulu a s pravděpodobností
1/2 jedničku, můžeme reprezentovat jako 1

2 |0⟩ + 1
2 |1⟩ [2].

Model kvantového počítače je podobný tomuto modelu pravděpodobnost-
ního počítače. Avšak zatímco k popisu pravděpodobnostního počítače používáme
přímo pravděpodobnosti, k popisu kvantového počítače se používají tzv. ampli-
tudy, což jsou komplexní čísla. Zatímco v klasickém počítači je nosičem informace
bit, v kvantovém počítači se jedná o jeho kvantovou variantu, nebo-li kvantový bit,
zkráceně qubit. Narozdíl od klasického bitu, použitím principů kvantové fyziky
qubit může nést i kombinaci jedničky a nuly zároveň. Hodnoty jsou komplexní
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čísla a druhá mocnina absolutní hodnoty odpovídá jejich pravděpodobnosti. Kom-
binaci klasických stavů se říká superpozice stavů [2].

Obecně qubit je vektor φ = φ1|0⟩ + φ2|1⟩, kde φ1 a φ2 jsou dvě komplexní

čísla, φ =
(︄

φ1
φ2

)︄
, pro který platí, že |φ1|2 + |φ2|2 = 1 [22].

Pro zápis stavu qubitu se používá komplexní sloupcový vektor, kde počet složek
vektoru je roven počtu různých stavů. Podle bra-ket notace píšeme:

|0⟩ =
(︄

1
0

)︄
, |1⟩ =

(︄
0
1

)︄
.

Jednotlivé amplitudy φ1 a φ2 stavového vektoru |φ⟩ můžeme rozložit na sou-
čin ϕk = |φk| · ei×θk , kde e je Eulerovo číslo, i=

√
−1 je imaginární jednotka a θ

je reálné číslo, které nazýváme kvantová fáze. Tato fáze nemění pravděpodobnost
základních stavů, ale je významná při kvantové interferenci, nebo-li správným po-
užitím operací můžeme snížit pravděpodobnost naměření u nesprávných hodnot
a naopak (viz kapitola 2.1) [1].

Stejně jako v klasickém počítači i v kvantovém počítači potřebujeme definovat
početní operace s kvantovými stavy [25]. Již jsme ukázali, že stav budeme psát
jako ket vektor

|φ⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎝
φ1
...

φn

⎞⎟⎟⎟⎠,

kde n je rovno počtu stavů. Dále jeho transponovaný komplexně sdružený bra
vektor, píšeme

⟨φ| = (φ1 · · · φn).

Definujme skalární součin ⟨ϕ|φ⟩ a součin |φ⟩⟨ϕ| stejně jako v Hilbertově prostoru.
Uvažujeme-li například tří složkové vektory |φ⟩, ⟨ϕ|, pak vnitřní skalární součin
generuje skalár:

⟨ϕ|φ⟩ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ×

⎛⎜⎜⎝φ1
φ2
φ3

⎞⎟⎟⎠ = ϕ1φ1 + ϕ2φ2 + ϕ3φ3

a vnější skalární součin generuje v našem případě matici 3 × 3:

|φ⟩⟨ϕ| =

⎛⎜⎜⎝φ1
φ2
φ3

⎞⎟⎟⎠× (ϕ1, ϕ2, ϕ3) =

⎛⎜⎜⎝φ1ϕ1 φ1ϕ2 φ1ϕ3
φ2ϕ1 φ2ϕ2 φ2ϕ3
φ3ϕ1 φ3ϕ2 φ3ϕ3

⎞⎟⎟⎠.

Skalární součin má přímý fyzikální význam. Je-li systém ve stavu |φ⟩, pak am-
plituda pravděpodobnosti nalezení systému ve stavu |ϕ⟩ je rovna ⟨ϕ|φ⟩ a prav-
děpodobnost je rovna ⟨ϕ|φ⟩2 [5]. To znamená, že pokud provádíme ve stavu |φ⟩
měření systému, které umožní rozhodnout, zda je systém ve stavu |ϕ⟩, pak prav-
děpodobnost odpovědi "ano"bude rovna |⟨ϕ|φ⟩|2.
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Jak už bylo zmíněno, jednotlivé amplitudy odpovídají pravděpodobnosti toho,
že se qubit nachází v daném stavu. Konkrétně je tato pravděpodobnost rovna
druhé mocnině amplitudy, tedy záleží na velikosti, a ne na fázi [33]. Jelikož součet
pravděpodobností výsledků měření musí být roven 1, potřebujeme, aby součet
druhých mocnin amplitud byl roven jedné, čili aby celková velikost vektoru podle
výše definované normy byla rovná jedné:

∥φ∥ = 1 = 12 = ∥φ∥2 =
√︂

⟨φ|φ⟩
2

= ⟨φ|φ⟩.

1.3 Kvantový registr
Až do této chvíle jsme uvažovali jedno-qubitový kvantový systém, ale v praxi
potřebujeme pracovat s více-qubitovým systémem. Model popisující více qubitů
se v kvantové mechanice zapisuje jako direktní tenzorový součin více stavů [25],
značíme ⊗. Formálně tak vytváříme nový prostor generovaný tenzorovým sou-
činem [22]. Na příklad tenzorový součin dvou vektorů z Hilbertových prostorů
|φa⟩ ∈ H1 a |φb⟩ ∈ H2 píšeme jako |φa⟩ ⊗ |φb⟩, zkráceně |φaφb⟩, a definujeme jej
následovně:

|φa⟩ ⊗ |φb⟩ =
(︄

φ0a

φ1a

)︄
⊗
(︄

φ0b

φ1b

)︄
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
φ0a φ0b

φ0a φ1b

φ1a φ0b

φ1a φ1b

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
φ00
φ01
φ10
φ11

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = |φab⟩.

Odtud dostáváme novou sadu amplitud pravděpodobností, které odpovídají slo-
ženým stavům |00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩ [31]. Tedy výsledkem je Hilbertův prostor
dimenze n = 4 s bázemi

|0⟩ ⊗ |0⟩ =
(︄

1
0

)︄
⊗
(︄

1
0

)︄
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = |00⟩,

|0⟩ ⊗ |1⟩ =
(︄

1
0

)︄
⊗
(︄

0
1

)︄
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = |01⟩,

|1⟩ ⊗ |0⟩ =
(︄

0
1

)︄
⊗
(︄

1
0

)︄
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = |10⟩,

|1⟩ ⊗ |1⟩ =
(︄

0
1

)︄
⊗
(︄

0
1

)︄
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = |11⟩.

A analogickým zápisem k jedno-qubitovému systému získáme paměťový registr
skládající se ze dvou qubitů:

|φab⟩ = φ00|00⟩ + φ01|01⟩ + φ10|10⟩ + φ11|11⟩.
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Obecně mějme dva Hilbertovy prostory H1 dimenze n a H2 dimenze m a nechť
|φ⟩ ∈ H1, |ϕ⟩ ∈ H2. Pak

|φ⟩ ⊗ |ϕ⟩ = {φiϕj}i=1,j=1
n,m

a tento vektor bude náležet do Hilbertova prostoru dimenze n · m [9].
Pokud {B1i

}i=1
n jsou ortonormální báze prostoru H1 a {B2j

}
j=1

m jsou ortonor-
mální báze prostoru H2, pak definujeme jejich tenzorový součin H = H1 ⊗ H2
jako Hilbertův prostor dimenze n·m s ortonormální bází {|B1i

⟩ ⊗ |B2j
⟩}

i=1,j=1
n,m.

Z toho je již zřejmý obecný případ. Pokud B1, ..., Bk jsou ortonormální báze pro-
storů H1, ..., Hk, pak B = ⊗i=1

kBi je ortonormální bází prostoru H = ⊗i=1
kHi

[11].

Složitost simulace kvantových systémů roste exponenciálně s počtem qubitů
registru. Kvantový počítač může řešit některé exponenciálně složité úlohy efek-
tivněji než klasický počítač. Na kvantový registr v superpozici můžeme nahlížet
jako na exponenciálně paralelizovanou verzi paměťového registru, který je scho-
pen pojmout 2n hodnot současně, kde n je počet qubitů kvantového registru. Pak
kvantová operace nad takovým registrem může manipulovat s 2n amplitudami
zároveň. Tedy výpočet s n dvoustavovými qubity se bude pohybovat v Hilbertově
prostoru dimenze 2n, který bude mít bázi z n-bitových řetězců z {0, 1}n. Pak při
práci s n-qubitovým registrem pracujeme současně s 2n možnými stavy pouze na
n qubitech registru. Této vlastnosti se říká kvantový paralelismus a má hlavní
vliv na efektivitu kvantových algoritmů [11].

Další vlastností kvantového stavu takového kvantového registru je možnost
provázání stavů. Výše zmíněnou metodou tenzorového součinu jsme schopni z na-
vzájem nezávislých qubitů sestavit více qubitů popsané Hilbertovými prostory.
Tedy jednotlivé qubity jsou na sobě zcela nezávislé. Avšak existují fyzikální pro-
cesy, jimiž vytvoříme i jiné stavy, které nelze vyjádřit jako tenzorový součin jed-
notlivých qubitů. Tyto qubity nazýváme provázané a znamená to, že jsou na sobě
qubity nějakým způsobem závislé. Pokud provedeme měření jednoho qubitu, zjis-
tíme tím i hodnotu druhého qubitu bez dalšího měření[22].

1.4 Měření kvantového systému
Měření kvantového stavu odpovídá transformaci kvantové informace do klasické
informace, tedy zda je qubit nula nebo jedna, kde výsledky měření odpovídají
tomu, s jakou pravděpodobností se qubit nachází ve stavu |0⟩ nebo |1⟩ [25].

V této práci se podíváme jenom na základní způsob měření kvantového stavu,
a to na projekci. Mějme kvantový systém v Hilbertově prostoru H dimenze n s
ortonormální bází B = {vi}i=1

n. Pak tento prostor můžeme rozdělit na direktní
součet menších Hilbertovských prostorů menších dimenzí,
tj. H = S1 ⊗ · · · ⊗ Sm, rozdělením bázových vektorů do m množin. Báze B je
ortonormální, tudíž i báze podprostorů jsou ortonormální a samotné podprostory
jsou také navzájem ortogonální. Tedy každý takový podprostor odpovídá mož-
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nému výsledku měření. Pak každý kvantový stav původního Hilbertova prostoru
H můžeme zapsat jako

|φ⟩ = ∑︁m
i=1 αi|φi⟩,

kde αi je komplexní číslo a |φi⟩ je kvantový stav odpovídající podprostoru Hi [2].
Po provedení měření systému získáme náhodné číslo X ∈ {1, . . . , m} s pravděpo-
dobností

P [X = i] = αi
2,

pro i ∈ {1, · · · , m}. Po měření kvantový systém kolabuje do příslušného stavu
|φ⟩, tedy měřením víme, do kterého podprostoru systém zkolaboval. Z předcho-
zího výpočtu pravděpodobnosti vidíme, že pokud nějaký stav má mnohem větší
amplitudu než ostatní stavy, pak pravděpodobnost naměření tohoto stavu je tak-
též větší.

Projektivní měření lze vyjádřit maticově pomocí projektorů [25]. Pro projekční
operátor A platí, že A∗ = A, takový, že A2 = A [8]. Mějme například podprostor
tvořený jedním bázovým vektorem vi, pak projektor je čtvercová matice Ai s právě
jednou nenulovou hodnotou ai,i = 1. Tedy každý podprostor Si můžeme repre-
zentovat projektorem do tohoto podprostoru Pi. Jednotlivé projektory můžeme
potom skládat a dostaneme identické zobrazení, tj.∑︁m

i=1 Pi = I.
Chování projektoru si můžeme představit tak, že některé amplitudy vektoru vynu-
luje a ostatní nechá beze změny. Obecně se jedná o součet projektorů jednotlivých
bázových vektorů cílového podprostoru [25], čili je to součet takových jednotli-
vých projektorů bázových vektorů, které jsou tvořeny vnějším součinem bázového
vektoru sami se sebou,

Pi = ∑︁
j Aj = ∑︁

j |vj⟩⟨vj|.
Například pro dvou-qubitový systém {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩} můžeme požadovat
projekci do podprostoru Si = {|00⟩, |01⟩}. Pak odpovídající projektor je

P1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α
β
γ
δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (A00 + A11) ×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α
β
γ
δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α
β
γ
δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α
0
0
δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

P1(α|00⟩ + β|01⟩ + γ|10⟩ + δ|11⟩) = α|00⟩ + δ|11⟩.
Změřením kvantového stavu |φ⟩ dostaneme výsledek i s pravděpodobností

P (i) = ∥Pi|φ⟩∥2 = (
√︂

⟨φ|Pi
∗ ×Pi|φ⟩)2 = |φ|Pi

∗ ×Pi|φ⟩ = |φ|Pi ×Pi|φ⟩ = ⟨φ|Pi|φ⟩
a stav zkolabuje do

|φi⟩ = Pi|φ⟩√
⟨φ|Pi|φ⟩

.

Tedy původní hodnota |αi| se rovná právě normě vektoru Pi|φ⟩ a Pi|φ⟩ = αi|φi⟩
[11].

Pomocí projektorů promítneme stavový vektor do podprostoru a normalizu-
jeme jeho velikost. Tím nám zůstane jeden kvantový stav v Hilbertově prostoru
Si a ostatní stavy jsou zničeny. Pokud chceme provést přesnější měření, projekci
provedeme na menších podprostorech a tím více kvantový systém zkolabuje.
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1.5 Vývoj kvantového systému
Doteď jsme se nezabývali časovým vývojem kvantového systému, pouze jeho sta-
vem v daném okamžiku. Pro popis časového vývoje slouží Schrödingerova rovnice
[13], která je deterministická, lineární a udává právě vývoj stavu v čase [5]. Sta-
vový vektor kvantového systému obsahuje veškeré informace o systému, proto
stav systému v dané chvíli určuje i všechny pozdější stavy. Tudíž při znalosti
počátečního stavu systému a schopnosti vyřešit Schrödingerovu rovnici můžeme
předpovědět budoucnost systému na libovolně dlouho dopředu (v tom je kvantová
mechanika deterministická) [5].

Opět pracujeme s vektory vyjádřenými pomocí bázových vektorů komplexního
Hilbertova prostoru a chceme pouze takové operace, které zachovávají operace sčí-
tání a násobení komplexním číslem, tedy operace chovající se lineárně. V podstatě
se tedy jedná o lineární transformace vektoru amplitud.

Mějme ortonormální bázi B = {v1, · · · , vn} Hilbertova prostoru H dimenze
n. Pak definujeme operaci A pouze pro vektory této báze a následný efekt na
celý kvantový systém plyne z linearity [31]. Tedy ∀i, A : |vi⟩ → ∑︁n

j=1 aj,i|vj⟩, pro
nějaké koeficienty ai,j ∈ C [31].
Operaci A můžeme reprezentovat maticí tvaru n × n:

A = {ai,j}i=1,j=1
n,n =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... ... ...

an,1 an,2 · · · an,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

pro jedno qubitový systém by pak matice operace vypadala tak, že první sloupe-
ček matice by udával na jakou superpozici se změní stav 0 a druhý sloupeček na
jakou superpozici se změní stav 1.
Stav kvantového systému |φ⟩ po provedení operace A zapisujeme jako

|φ2⟩ = A|φ1⟩,
kde |φ1⟩ značí starý stav systému a |φ2⟩ nový stav kvantového systému.
Dále po kvantové operaci požadujeme zachování normy vektoru a navíc, aby se
jednalo o unitární transformaci, protože chceme

∥|φ⟩∥ = ∥Aφ⟩∥√︂
⟨φ|φ⟩ =

√︂
⟨Aφ|Aφ⟩

⟨φ|⟩ = (A|φ⟩)∗ × A|φ⟩
⟨φ|E|φ⟩ = ⟨φ|A∗ × A|φ⟩

E = A∗ × A,
kde E jednotková matice.
Z toho také plyne, že operaci lze obrátit použitím operace A−1, která je dobře
definovaná jako komplexně sdružená transponovaná matice původní operace, tedy
A−1 = A∗ = AT [2]. Tím jsme splnili i podmínku plynoucí ze Schrödingerovy
rovnice, že operace musí být reverzibilní, abychom mohli její průběh jednoznačně
obrátit. Právě operacím splňujícím tyto vlastnosti říkáme unitární operace a jedná
se tedy o takové vývoje, z jejichž výsledků, resp. výstupů, se dají jedinečně odvodit
předchozí stavy, tj. vstupy.
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1.6 Kvantová hradla (operace)
Kvůli nutné reverzibilitě kvantových operací nelze provádět většinu známých a
používaných operací jako u klasických počítačů, například operace přiřazování
nebo mazání nepoužívaných registrů nejsou vratné. V klasickém počítači s kla-
sickými operacemi, jako je AND, NAND nebo OR, není vždy reverzibilita mezi
vstupy a výstupy zachována. U klasického výpočtu víme, že libovolnou logickou
funkci kombinačního obvodu lze sestavit pouze použitím hradla NAND. Tato ope-
race má ale pro využití v kvantovém systému tu nevýhodu, že z výstupu nejsme
schopni určit jednoznačnou kombinaci vstupů, čili není reverzibilní. Musíme tedy
nalézt jiné logické operace, které budou splňovat podmínku reverzibility a jsou
navíc unitární [2].

Nejprve se podíváme na jedno-qubitový systém. Unitární transformaci popi-
sujeme 2 × 2 maticí, jejíž první sloupec určuje superpozici, na jakou se zobrazí
stav |0⟩ a druhý sloupec matice popisuje superpozici, na jakou se zobrazí stav |1⟩
[22].

Triviální unitární operace na jedno-qubitovém systému je identita [2], stav |0⟩
zobrazí na nulu a stav |1⟩ na jedničku, tedy

|0⟩ −→ |0⟩, |1⟩ −→ |1⟩, I =
(︄

1 0
0 1

)︄
.

Stejně jako v klasickém systému, i v kvantovém obvodu je důležitá operace negace
NOT [2],

|0⟩ −→ |1⟩, |1⟩ −→ |0⟩, NOT =
(︄

0 1
1 0

)︄
.

která je zjevně opět unitární a reverzibilní. Obecně jakákoliv transformace, která
pouze permutuje základní stavy, je vždy unitární a reverzibilní. Protože pak A
je permutační matice, která má v každém řádku právě jednu jedničku a platí, že
Ai,j = 1 ⇔ |i⟩ −→ |j⟩. Po transpozici matice A máme Ai,j = 1 ⇔ |j⟩ −→ |i⟩,
čili transpozice popisuje inverzní permutaci a složením A a AT dostanu unitární
matici.

Dále budeme používat operaci fázového posunu [9]:

A =
(︄

ω1 0
0 ω2

)︄
,

kde ω1, ω2 jsou komplexní jednotky takové, že |ω1| = 1 = |ω2|. Tato operace je
opět unitární, protože

A∗ =
(︄

ω1 0
0 ω2

)︄

a tedy A∗A = E.
Speciálním případem je operace výběrového otočení fáze, kdy otočíme fázi u jed-
noho ze základních stavů, například
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A =
(︄

1 0
0 −1

)︄
.

Již z tohoto vidíme, že kvantových operací je nekonečně mnoho, neboť jen fázo-
vých posunů je nekonečně mnoho.

Další důležitá operace je Hadamardovo hradlo H [10], které má zajímavé vlast-
nosti, neboť je sama sobě sdružená a inverzní, tj. H2 = E.

H =
⎛⎝ 1√

2
1√
2

1√
2 − 1√

2

⎞⎠ = 1√
2 ×

(︄
1 1
1 −1

)︄
.

Jedna aplikace Hadamardovy brány na qubit |0⟩ nebo |1⟩ vytvoří kvantový stav,
který bude nula nebo jednička se stejnou pravděpodobností [2], tj.

H|0⟩ −→ 1√
2(|0⟩ + |1⟩),

H|1⟩ −→ 1√
2(|0⟩ − |1⟩).

To přesně odpovídá hodu férovou mincí ve standardním pravděpodobnostním
modelu. Tedy pomocí Hadamardovy brány můžeme v kvantovém systému simu-
lovat náhodný generátor. Pokud se však Hadamardova brána použije dvakrát za
sebou, pak je konečný stav roven počátečnímu stavu, tj.

H|( 1√
2(|0⟩ + |1⟩))⟩ −→ 1

2(|0⟩ + |1⟩) + 1
2(|0⟩ − |1⟩) = |0⟩

H|( 1√
2(|0⟩ − |1⟩))⟩ −→ 1

2(|0⟩ + |1⟩) − 1
2(|0⟩ − |1⟩) = |1⟩.

V klasickém počítači může být Hadamardovo hradlo implementováno v O(n ×
log(n)) krocích, kde n je počet bitů registru. Avšak v kvantovém systému ji lze
implementovat v čase O(1), protože tuto kvantovou bránu můžeme paralelizovat.
Výpočet Hadamardovy transformace je pak díky tenzorovému součinu aplikování
Hadamardovy brány na každý qubit zvlášť, což vyžaduje O(log(n)) operací [2].
Spousta kvantových algoritmů využívá Hadamardovu operaci jako inicializační
krok, protože zobrazí m qubitů inicializovaných na |0⟩ do superpozice všech 2m

ortogonálních stavů, kde |0⟩ a |1⟩ mají stejnou váhu.

Všechny výše zmíněné operace se používají na jeden qubit, ale v jednom kroku
je můžeme aplikovat na více qubitů najednou. Pokud máme více-qubitový systém
a chceme v něm provést lokální operaci, pak vezmeme požadované qubity a pouze
na ně aplikujeme danou operaci.

Tím se dostáváme k logickým operacím pracujícím s více qubity. První taková
operace je CNOT [27], z anglického controlled NOT, která operuje na 2 qubitech.
První qubit vrátí beze změny, kdežto hodnotu druhého qubitu otočí (neguje)
právě tehdy, když první qubit je |1⟩. Tedy CNOT : |x, y⟩ −→ |x, x ⊕ y⟩, kde ⊕
značí logickou operaci XOR (exkluzivní disjunkci). CNOT můžeme také popsat
následující tabulkou:

|0, 0⟩ −→ |0, 0⟩,
|0, 1⟩ −→ |0, 1⟩,
|1, 0⟩ −→ |1, 1⟩,
|1, 1⟩ −→ |1, 0⟩,
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nebo zapsat permutační maticí

CNOT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
tedy jedná se o unitární operaci.

Dále se podívejme na operaci CCNOT [27], controlled-controlled NOT, zná-
mou též jako Toffoliho brána. Tato brána operuje se třemi qubity, CCNOT :
|x, y, z⟩ −→ |x, y, xy ⊕z⟩, tedy neguje z právě tehdy, když x a y jsou |1⟩. Jedná se
tedy o reverzibilní operaci AND. Pravdivostní tabulka pak vypadá následovně:

|0, 0, 0⟩ −→ |0, 0, 0⟩,
|0, 0, 1⟩ −→ |0, 0, 1⟩,
|0, 1, 0⟩ −→ |0, 1, 0⟩,
|0, 1, 1⟩ −→ |0, 1, 1⟩,
|1, 0, 0⟩ −→ |1, 0, 0⟩,
|1, 0, 1⟩ −→ |1, 0, 1⟩,
|1, 1, 0⟩ −→ |1, 1, 1⟩,
|1, 1, 1⟩ −→ |1, 1, 0⟩

a permutační matice je podobná CNOT, pouze je rozměru 8 × 8 se submaticí
CNOT v pravém dolním rohu,

CCNOT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Další užitečnou bránou je SWAP [11], která spolu prohazuje dva qubity a provádí
tak funkci SWAP : |x, y⟩ −→ |y, x⟩,

SWAP =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
a Fredkinova brána [11]. Ta prohodí druhý a třetí qubit v případě, že první qubit
je |0⟩, |x, y, z⟩ −→ |x, xz ⊕ xy, xy ⊕ xz⟩.

Tedy z univerzálních bran 1 je možné konstruovat obvody různých funkcí a
složitostí. Na závěr si ukážeme problém kopírování hodnot qubitů. Klasické kopí-
rování není reverzibilní, nikdy nebudeme umět přepsat jeden qubit druhým, ale

1Pomocí univerzálních bran lze vyjádřit jakoukoliv operaci. Mezi univerzální operace patří
například NAND, dvojice operací OR a NOT nebo například Toffoliho brána (více o tomto
tématu [11]).
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pokud máme k dispozici nulový qubit, můžeme ho nastavit na hodnotu jiného
qubitu, a to je invertibilní.

1.7 Kvantová interference
Kvantová interference je jedna z dalších vlastností kvantového světa a odráží se v
ní schopnost kvantového systému vyskytovat se v superpozici více stavů. Interfe-
rence obecně znamená vzájemné prolínání, ovlivňování nebo střetávání nějakých
vlnových funkcí. To způsobuje, že se v některých bodech vzájemně zesilují, za-
tímco v jiných bodech se ruší [22]. Avšak existují rozdíly mezi kvantovou a kla-
sickou vlnovou interferencí. Při klasické interferují dvě vlnové funkce, kdežto při
kvantové interferenci může interferovat i vlnová funkce sama se sebou. Dále se liší
při samotném získání interference, protože klasická interference se získá jednodu-
chým sečtením fázových posunů amplitud dvou vlnových funkcí. Vlnová funkce
kvantové interference je komplexní funkce a její pravděpodobnostní funkce je ne-
záporná, na druhou stranu u klasické interference pracujeme s reálnými funkcemi
a v kterémkoliv bodě je pozitivní nebo negativní [12].

Kvantová interference má rozhodující význam při získávání výsledků z kvanto-
vého registru. Jako se elektronové vlny navzájem interferenčně skládají, dochází i
mezi jednotlivými qubity registru po dané unitární operaci ke vzájemným interfe-
renčním působením. To má za následek úpravy amplitud pravděpodobností stavů
v superpozici. Kvantová interference je buď destruktivní nebo konstruktivní. Při
destruktivní interferenci se amplitudy navzájem vyruší. Na druhou stranu kon-
struktivní interference zvýrazňuje některé frekvence v signálu nad jinými a tím
uvádí registr do stavu, v němž naměříme jeho hodnoty s různými pravděpodob-
nostmi [11].

Jinými slovy, kvantová interference umožňuje při provádění kvantových ope-
rací nad superpozicí stavů měnit amplitudy pravděpodobností vlastních stavů
tak, že stav odpovídající správnému řešení má co nejvyšší možnou klasickou
pravděpodobnost následného měření. Tedy umožňuje správná (příznivá) řešení
zvýraznit a nepříznivá potlačit.
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2. Shorův faktorizační algoritmus
Problém faktorizace spočívá v procesu převedení čísla na součin jeho faktorů, tedy
rozkladu na prvočísla. Předpokládá se, že faktorizace není jednoduchý problém,
na čemž je založena bezpečnost některých šifrovacích algoritmů, jako například
RSA. Problémem faktorizace je její složitost, protože pokud vezmeme klasický
algoritmus, který postupně zkouší dělit číslo až do odmocniny, zdá se, že složitost
je polynomiální (rovna odmocnině z daného čísla). Avšak složitost se počítá na
základě velikosti dat, jedná se tedy o počet míst v registru potřebných k zakódo-
vání čísla v binární soustavě. Proto je složitost klasického algoritmu exponenciální.

V této kapitole ukážeme Shorův faktorizační algoritmus, který využívá kvan-
tový systém a jeho časová složitost je právě polynomiální. Ještě předtím si musíme
ukázat algoritmus pro kvantovou variantu Fourierovy transformace.

2.1 Kvantová Fourierova Transformace
Fourierova transformace zobrazuje funkce v časové doméně na funkce frekvenč-
ního spektra. Jedná se o základní nástroj pro zpracování signálů, dovoluje vzá-
jemně jednoznačný převod z/do časové reprezentace f(t) do/z frekvenční repre-
zentace F (t) a tím umožňuje analyzovat spektrum (frekvenční obsah) signálu.
Z pohledu kvantové mechaniky Fourierova transformace vyvolává kvantovou in-
terferenci mezi qubity [10].

Kvantovou diskrétní Fourierovu transformaci (zkráceně KFT ) [1] definujeme
jako vývoj registru |a⟩ = |a0a1 · · · ⟩ na |b⟩ = |b0b1 · · · ⟩ daný předpisem:

|a⟩ −→ 1√
N

×∑︁N−1
b=0 e2πiab/N |b⟩,

kde N je počet qubitů v registru, 0 ≤ a < N a (a, b) jsou souřadnice prvků
unitární matice AN a jsou rovny 1√

N
× e2πiab/N . Sloupce a řádky matice AN

jsou indexovány od nuly jako celá čísla, která odpovídají binárním reprezentacím
stavů.

Například stav |01⟩ se pomocí KFT přetransformuje na |00⟩−|01⟩+|10⟩−|11⟩,
tedy z původní delta funkce získáme sinusoidu.

Klasická Fourierova transformace je reverzibilní a její kvantová varianta tak-
též. Tedy musíme ukázat, že KFT je unitární operace. Nechť

ˆ︁F = ∑︁N−1
a′,b′=0

e2πia′b′/N
√

N
|b′⟩⟨a′|, ˆ︁F † = ∑︁N−1

a,b=0
e2πiab/N

√
N

|a⟩⟨b|.

Ukážeme, že ˆ︁F ∗ ˆ︁F = E.
ˆ︁F ∗ ˆ︁F = 1

N
×∑︁N−1

a,b,a′,b′=0 e2πi(a′b′−ab)/N |a⟩⟨a′| = 1
N

×∑︁N−1
a,b,a′=0 e2πi(a′−a)b/N |a⟩⟨a′| =∑︁N−1

a,a′=0 |a⟩⟨a′| = ∑︁N−1
a=0 |a⟩⟨a| = E.
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Tedy KFT je unitární operace [26].

Kvůli efektivitě kvantových algoritmů využívající Kvantovou Fourierovu
Transformaci potřebujeme i efektivní algoritmus pro výpočet KFT. Takový algo-
ritmus pro N = 2m navrhl Peter Shor. Algoritmus využívá dva typy kvantových
operací. Prvním typem je Hadamardovo hradlo H, které vyvíjí stav |0⟩ do rov-
noměrné superpozice všech možných 2N stavů. Druhým typem je operace pod-
míněných fázových posunů Sj,k operující s qubity na pozicích j a k [28],

Sj,k =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiθk−j

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,

kde θk−j = π/2k−j. Pro výpočet KFT aplikujeme brány v pořadí zleva doprava
podle následujícího schématu:

Hm−1Sm−2,m−1Hm−2Sm−3,m−2 · · · H1S0,m−1S0,m−2 · · · S0,2S0,1H0 [11].

Tedy pro výpočet potřebujeme jen O(m2) kvantových bran. Například pro registr
obsahující tři qubity aplikujeme brány H2S1,2H1S0,2S0,1H0 a příslušný obvod KFT
by vypadal následovně. Po dokončení KFT je potřeba výsledný registr bitově in-
vertovat, neboť tato operace vrací registr bitově převrácený, tj. aplikujeme SWAP
bránu na celý kvantový registr [11].

2.2 Shorův algoritmus

2.2.1 Algoritmus
Vstup: přirozené číslo N.
Výstup: N = N1, N2, · · · , Nk tak,
že N1, N2, . . . , Nk ∈ N jsou prvočísla.

Vlastní algoritmus se skládá z několika kroků [29]:

1. Pokud je N sudé, vrať faktor 2.

2. Pokud je N prvočíslo, vrať 1 a N a skonči.
V tomto kroku použijeme libovolný test prvočíselnosti, například Millerův-
Rabinův test (popsán níže).

3. Pokud N = xy, pro x ≥ 1, y ≥ 2, pak vrať faktor x.

4. Jinak zvol náhodné číslo a takové, že 1 < a < N − 1.

5. Najdi největšího společného dělitele gcd(a, N) čísel a a N .
Pokud gcd(a, N) > 1, vrať faktor gcd(a, N).
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6. Jinak najdi řád r čísla a tak, že ar ≡ 1 mod N . Algoritmus hledání řádu
prvku je popsán níže.

7. Pokud je r liché, vrať se na 4. krok.

8. Pokud ar/2 ≡ −1 mod N , vrať se na 3.krok.

9. Pokud gcd(ar/2 + 1, N) je netriviální faktor N, pak vrať faktor gcd(ar/2 +
1, N).

10. Pokud gcd(ar/2 − 1, N) je netriviální faktor N, pak vrať faktor gcd(ar/2 −
1, N).

Celý algoritmus můžeme rozdělit do třech fází. První fází jsou kroky 1 až
5, které implementujeme klasicky, tj. pomocí klasických algoritmů. Druhou částí
je krok 6, který pro hledání řádu prvku volá kvantový výpočet, a třetí fází jsou
kroky 7 až 10, které jsou opět stejné jako v klasickém počítači. Výpočet iterujeme
do té doby, než najdeme faktorizaci čísla N .

Pro test prvočíselnosti použijeme například Miller-Rabinův algoritmus [34],
kde celý algoritmus iterujeme k-krát, pro k dané. Algoritmus přijímá na vstupu
přirozené liché číslo N , pro které chceme rozhodnout, zda je prvočíslo, a d liché
takové, že N − 1 můžeme zapsat jako d × 2p, pro nějaké r > 0.
RabinMillerTest(int N, int d)
1. Vezmi náhodné číslo a ∈ 2, N − 2.
2. Spočítej x = ad mod N.
3. Pokud x je 1 nebo N − 1, pak N je prvočíslo, vystup.
4. Jinak opakuj následující kroky, dokud d se nerovná N − 1:

a) Spočti x = (x2) mod N.
b) Pokud x je 1, pak dané N není prvočíslo.
c) Pokud x je N − 1, pak dané N je prvočíslo.

Test určí, zda je dané číslo N prvočíslem s pravděpodobností chyby nejvýše
1 − 1/4k, kde k je počet iterací testu. Časová složitost jedné iterace testu je
rovna O(log3N) a celý test provádíme k-krát, tedy celková složitost algoritmu je
O(k · log3N) [34].

Nakonec pro spočítání největšího společného dělitele použijeme Euklidův al-
goritmus [35], který pro dvě daná přirozená čísla x a N nalezne největší společný
dělitel přibližně v čase O(log min(x, N)), kde min(x, N) je minimum z těchto
dvou čísel. Doba běhu programu je závislá na počtu opakování hlavního cyklu a
ten je maximální, pokud x a N jsou po sobě jdoucí členy ve Fibonacciho posloup-
nosti 2.
Euclid(x, N)
Opakuj, dokud N není nulové:
1. a = x mod N,
2. x = N,
3. N = a.
Na konci algoritmu je výsledek uložen v proměnné x.

2Fibonacciho posloupnost je nekonečná posloupnost přirozených čísel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..
daná předpisem: F (N) = F (N − 1) + F (N − 2), kde F (0) = 0 a F (1) = 1.
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2.2.2 Problém hledání řádu prvku
Zaměříme se pouze na popis kvantové části algoritmu, a to na hledání řádu prvku.
Mějme dvě přirozená čísla a a N nesoudělná taková, že a < N , pak existuje r > 0
takové, že ar = 1 mod N [39]. Předpokládejme, že r je nejmenší možné. Pak

ar+x mod N = (ar × ax) mod N = ax mod N

Proto ax mod N je r-periodická funkce pro vstup x. Tedy perioda r je řád prvku
a modulo N . Pokud existuje r0 < r takové, že ax0 = ax0+r0 mod N , pak ar

0 = 1
mod N , a tudíž r není nejmenší možné.
Mějme například a = 5 a N = 9. Potom ax mod N = 5, 7, 8, 4, 2, 1, 5, 7, ..., tedy
v tomto případě je perioda 6.

Triviální algoritmus na hledání periody procházející všechny možnosti od 1 do
N − 1 má časovou složitost O(2n), kde n je n-bitová velikost čísla N , kdežto Sho-
rův algoritmus je polynomiální. Základní myšlenka spočívá v tom, že provedeme
transpozici do superpozice všech stavů, aplikujeme nějaké operace modulo N a
nakonec odhadneme periodu r pomocí naměřených hodnot [1].

Shorův algoritmus závisí na schopnosti kvantových počítačů, a to na super-
pozici stavů a na kvantovém paralelismu. Abychom spočítali periodu funkce, vy-
hodnotíme funkci ve všech bodech současně. Avšak pokud máme nějakou funkci
f , kvantová teorie nedovolí spočítat její periodu přímo, neboť měřením získáme
pouze jednu hodnotu ze všech možných hodnot a zničí všechny ostatní. Proto
Shorův algoritmus musí vyřešit tři problémy, kde všechny musí být implemento-
vány efektivně, tedy musí být implementovány pouze polynomiálním množstvích
operací vzhledem k log n [2].

1. Vytvoř superpozici všech stavů, buď pomocí Hadamardovy operace nebo
kvantové Fourierovy transformace.

2. Implementuj funkci f jako kvantovou transformaci.

3. Proveď kvantovou Fourierovu transformaci pomocí podmíněných fázových
posunů a Hadamardovy transformace.

Po těchto třech transformacích změřením získáme periodu r [1].

Algoritmus potřebuje k dispozici dva registry |x⟩ a |y⟩ takové, že první registr
|x⟩ obsahuje n qubitů, pro přirozené číslo n splňující N2 ≤ 2n < 2N2, a druhý
registr |y⟩ obsahuje alespoň log2 N qubitů pro uložení |axmodN⟩ [1].
Dále si označme m = 2n/r.

Nejprve uvedeme registr |x⟩ do superpozice všech stavů tak, že na celý registr
aplikujeme Hadamardovu operaci H. Tím se stav registru |x⟩ převede do

1√
2n ×∑︁2n−1

l=0 |l⟩,

a následně transformujeme registr |y⟩ na

|x⟩|y⟩ = |x⟩|0⟩ −→ |x⟩|axmodN⟩.
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V tento moment provedeme měření registru |y⟩. Výsledek měření nepotřebujeme,
avšak tím registr |y⟩ zkolaboval do |ay0modN⟩, pro nějaké y0, a proto |x⟩ se
nachází ve stavu

1√
m

×∑︁m−1
j=0 |y0 + jr⟩,

protože m = 2n/r. Dále na registr |x⟩ aplikujeme kvantovou Fourierovu transfor-
maci, tedy |x⟩ se poté nachází v následujícím stavu:

1√
2n

1√
m

∑︁2n−1
k=0

∑︁m−1
j=0 e

2πi(x0+jr)k

2n |k⟩ = 1√
2n

1√
m

∑︁2n−1
k=0 [∑︁m−1

j=0 e
2πijrk

2n ]e
2πix0k

2n |k⟩ =
1√
2n

1√
m

∑︁2n−1
k=0 [∑︁m−1

j=0 e
2πijk

m ]e
2πix0k

2n |k⟩ [39].

Nejprve vezměme nějaké k ∈ {0, · · · , 2n − 1} takové, že k/m není celé číslo. Pak∑︁m−1
j=0 e

2πijk
m = 0, protože m = 2p pro nějaké p. Tedy předchozí rovnost platí pouze

pro celé číslo k/m. Zafixujme tedy libovolné k ∈ {0, · · · , 2n −1} splňující, že k/m
je celé číslo. Pak

e
2πijk

m = 1

a takových k je přesně r a jsou rovny 0, 2n

r
, 2× 2n

r
, · · · , (r−1)× 2n

r
. Pak nahrazením

předchozí rovnosti za k = 2n

r
× l, pro l = 0, · · · , r − 1, dostáváme:

= 1√
2n

1√
m

∑︁r−1
l=0 m × e

2πix0×2nl/r

2n |2nl
r

⟩ = 1√
r

∑︁r−1
l=0 e

2πix0l

r |2nl
r

⟩.

Po změření registru |x⟩ získáme výsledek C = 2nl0
r

pro nějaké neznámé l0. Pokud
jsou l0 a r nesoudělná, získáme r výpočtem největšího společného dělitele se zná-
mým C a 2n. Pro výpočet největšího společného dělitele dvou přirozených čísel
můžeme použít Euclidův algoritmus.

Náš původní předpoklad byl, že 2n = m × r. Pokud 2n ̸= m × r, pak r je
aproximovatelný [39] následujícím r2 pomocí řetězového zlomku 3,⃓⃓⃓

C
2n − d

r2

⃓⃓⃓
< 1

2×2n .

Pokud jsou d a r2 nesoudělná, pak platí r = r2, jinak opakujeme algoritmus,
dokud nenajdeme řád prvku r (více o této aproximaci v [38]).

3z anglického continued fraction, více v [37] nebo [39]
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3. Shorův algoritmus na simulaci
kvantového počítače
3.1 Q Sharp
Q# [36] je poměrně nový open-sourcový programovací jazyk vyvinutý společností
Microsoft v roce 2017. Umožňuje efektivně implementovat kvantové algoritmy
pomocí již definovaného qubitu a řady základních kvantových operací, jako je
na například Hadamardova brána, logické operace CNOT, NOT, SWAP, operace
fázového posunu a mnoho dalších. Syntax jazyka Q# se podobá k jazykům C# a
F#, avšak obsahuje i mnoho syntaktických odlišností. Jazyk Q# je součástí sady
Quantum Developer Kit (QDK) pro programy Visual Studio nebo Visual Studio
Code, přičemž program v Q# lze spouštět jako samostatný nebo volat z hostitel-
ského programu v .NET nebo Pythonu. Instalace QDK pro vytváření kvantových
simulací je popsána v následujícím odkazu:

https://docs.microsoft.com/en-us/azure/quantum.

V příloze této bakalářské práce, nebo na níže uvedeném veřejném repozitáři
GitHub:

https://github.com/JosieChoco/Bakal-sk-pr-ce

s názvem Program.qs, se nachází zdrojový kód pro námi implementovaný Sho-
rův faktorizační algoritmus v jazyce Q# psaný v programu Visual Studio Code.
Program obsahuje jak kód pro nalezení faktorizace a řádu prvku, tak i kvantové
aritmetické operace a kvantovou Fourierovu transformaci. Program přijímá na
vstupu přirozené číslo N , výstupem je pak jeho prvočíselná faktorizace. V této
práci se zaměříme pouze na nejdůležitější části tohoto programu.

3.1.1 Popis zdrojového kódu
Program dostane jako vstup přirozené číslo N , pro které chceme najít jeho fak-
torizaci. Výsledkem bude množina prvočísel, jejichž součin dává požadované číslo
N . Samotný program poté obsahuje několik oddělených částí pro výpočet klasické
části a kvantového kroku algoritmu.

První tři body jsou implementovány klasicky, kde pro testování prvočíselnosti
jsme použili Rabin-Millerův test a pro nalezení největšího společného dělitele jsme
implementovali Euklidův algoritmus ukázaný v předchozí kapitole.

Následný 4.krok algoritmu lze implementovat dvěma způsoby - buď použijeme
klasický generátor náhodných čísel anebo kvantový. Pro kvantovou variantu po-
třebujeme dvě procedury. Jedna generuje náhodné qubity, poté hlavní procedura
převede bitový string na přirozené číslo. V jazyce Q# alokujeme jeden qubit vždy
do stavu |0⟩. Následující dvě opěrace slouží jako generátor náhodných čísel pomocí
generování náhodných qubitů.
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operation GenerateRandomBit() : Result {
// Alokace qubitu, vždy stav |0>
use qubit = Qubit();
// Superpozice qubitu
H(qubit);
// Změření qubitu -> vrátí Zero nebo One
return M(qubit);

}

operation RandomNumberInRange(max : Int) : Int {
mutable output = 0;
repeat {

mutable bits = new Result[0];
// generujeme náhodné bity, dokud
// nemáme požadovanou délku do maxima
for indexBit in 1..BitSizeI(max) {

set bits += [GenerateRandomBit()];
}
// převede bitový string na pozitivní integer
set output = ResultArrayAsInt(bits);

} until (output <= max);
return output;

}

Následuje problém hledání řádu prvku. Nejprve si ukažme, jak lze implemento-
vat kvantovou Fourierovu transformaci. Jazyk Q# již obsahuje předdefinovanou
variantu pomocí klíčového slova QFT , která jako parametry přijímá kvantový re-
gistr v big-endian reprezentaci (varianta s little-endian reprezentací registru jako
QFTLE). Avšak implementace kvantové Fourierovy transformace není těžká. Ná-
sledující funkce znázorňuje jednu z variant:

// Vstup: jeden qubit, k >= 0
// Cíl: zrotovat qubit o e2i ∗ π / 2i

// stavu |1> -> předdefinovaná operace R1Frac(Int, Int, Qubit)

operation RotationTransform(qubit : Qubit, k : Int) : Unit is Adj+Ctl{
R1Frac(2, k, qubit);

}

// Vstup: kvantový registr
// Cíl: SWAP brána, která provede operaci registru |xyz > − > |zyx >
// použitím předdefinované operace SWAP,
// která prohazuje dva qubity,
// vždy prohodím první s posledním, druhý s předposledním, ...atd

operation SwapTransform(register : Qubit[]) : Unit is Adj+Ctl {
let length = Length(register);
for i in 0..length/2 - 1 {

SWAP(register[i], register[length - 1 - i]);
}
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}

// Vstup: kvantový registr
// Cíl: změnit stav regisru
// na 1/

√
2 ∗ (|0⟩ + e(2i ∗ π ∗ 0.x1..xn))|1⟩ XOR (x1..xn),

// kde 0.x1..xn je binární zlomek odpovídající stavům registru |x1..xn⟩

operation BinExponentPlace(register : Qubit[]) : Unit is Adj+Ctl {
H(register[0]);
let length = Length(register);
for i in 1..Length(register) - 1 {

Controlled RotationTransform([register[i]],
(register[0], i + 1));

}
}

// Vstup: Kvantový registr s n stavy | x1, · · · , xn⟩
// Cíl: provézt změnu registru do stavu 1/

√
2 ×

∑︁
e2i∗π∗xk/2n | k⟩

operation QuantumFourierTransform(register : Qubit[]) : Unit
is Adj+Ctl{

let length = Length(register);
for i in 0..length - 1 {

BinExponentPlace(register[i ...]);
}

SwapTransform(register);
}

Použitím tohoto kódu pro KFT můžeme pokračovat na problém hledání řádu
prvku. Jak je popsáno v předchozí kapitole, budeme potřebovat dva registry:

// Potřebuju dva registry s velikostmi tak, že N2 ≤ 2size1

let size1 = BitSizeI(N) * 2;
let size2 = BitSizeI(N);

use (register1, register2) = (Qubit[size1], Qubit[size2]);
// superpozice stavů prvního registru
HadamardTransformOnRegister(register1);
// |register1⟩ |register2 = 00..00⟩ − > |register1⟩ |aregister1 modulo N⟩
ComputeQuantumExponent(N, a, register1, register2);

kde operace HadamardTransformOnRegister aplikuje Hadamardovu operaci na
každý qubit registru, tedy |registr1⟩ −→ H⊗N |registr1⟩. Dále aplikujeme operaci
ComputeQuantumExponent, kde

|registr1⟩|registr2⟩ = |registr1⟩|0⟩ −→ |registr1⟩|aregisrt1modN⟩,

využívající operaci definovanou v knihovně jazyka jako
MultiplyByModularInteger, která transformuje vstupní registr x registr následu-
jícím způsobem:

|x⟩ −→ |(a · x) mod N ,
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pro vstupní celá čísla N, a. V našem kódu jsme implementovali vlastní variantu,
která je časově rychlejší. Avšak v tomto popisu algoritmu nám bude stačit před-
definovaná varianta (více o modulární aritmetice viz [29] nebo [30]).

// Vstup: celá čísla N, a a dva kvantové registry |x⟩, |y⟩
// Cíl: Spočti |x⟩ |y⟩ − > |x⟩ |ax mod N⟩
operation ComputeQuantumExponent(N : Int, a : Int,

register1 : Qubit[], register2 : Qubit[]) : Unit {
let length1 = Length(register1);
let length2 = Length(register2);
X(register2[length2 - 1]);
// Aktuální stav: |y⟩ = |00...01⟩

for i in 0..length1 - 1 {
mutable aMod = 1;
for power in 1..ComputePower(2, (length1 - 1) - i) {

set aMod = (aMod * a) % N;
}

//Controlled ComputeQuantumMultiplyModulus([register1[i]],
(N, aMod, register2));

Controlled MultiplyByModularInteger([register1[i]],
(aMod, N, (LittleEndian(register2))));

}
}

Dále změříme druhý registr a od této chvíle ho nebudeme potřebovat, prove-
deme KFT prvního registru a opět změříme výsledek:

// Změř druhý registr a vyresetuj ho
mutable resultTemp = new Result[size2];
for i in 0..size2 - 1 {

// Copy-and-update expressions
// original w/ itemAccess <- modification
set resultTemp w/= i <- MResetZ(register2[i]);

}

// Aplikuj Kvantovou Fourierovu Transformaci na první registr
QuantumFourierTransform(register1);

// Změř první registr a vyresetuj ho
mutable result = new Result[size1];
for i in 0..size1 - 1 {

set result w/= i <- MResetZ(register1[i]);
}

// Získej výsledek jako integer
let resultBool = [false] + ResultArrayAsBoolArray(result);
let resultBoolR = Reversed(resultBool);
let resultBigInt = BoolArrayAsBigInt(resultBoolR);

Nakonec získáme periodu z naměřených hodnot. Jak je zmíněno v předchozí
kapitole, potřebujeme aproximační zlomek d/r2, kde r2 ≤ N zlomku C/2n, kde
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C je naměřená hodnota prvního registru, v tomto případě uložená v proměnné
result. V tomto kódu jsme použili již definovanou funkci v knihovně Q# jako Conti-
nuedFractionConvergentL(fraction, denominatorBound), která nalezne právě ře-
tězový zlomek nejblíže zlomku fraction se jmenovatelem menším nebo rovno de-
nominatorBound.
// Spočti periodu - vše musí být datového typu BigInt
mutable periodBigInt = 0L;
let tempBigInt = 2Lŝize1;
let gcdBigInt = GreatestCommonDivisorL(resultBigInt, tempBigInt);
let numerator = resultBigInt / gcdBigInt;
let denominator = tempBigInt / gcdBigInt;
let NBigInt = IntAsBigInt(N);
let appFraction = ContinuedFractionConvergentL(

BigFraction(numerator, denominator), NBigInt);
let (appNumerator, appDenominator) = appFraction!;

if appDenominator < 0L {
set periodBigInt = appDenominator * -1L;

} else {
set periodBigInt = appDenominator;

}

set period = ConvertBigIntToInt(periodBigInt);

Tyto všechny kroky na hledání periody opakujeme, dokud aperioda mod N = 1
a perioda ̸= 0.

Poslední body algoritmu jsou opět implementovány klasicky, kdy pouze zkon-
trolujeme, zda gcd(ar/2 ± 1, N) jsou netriviální faktory. Pro zkušební vstup do-
staneme následující výsledek:
dotnet run -N 21
This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 21, found factors:
[3,7]
dotnet run -N 16
This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 16, found factors:
[2,2,2,2]
dotnet run -N 18
This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
given number N = 18, found factors:
[2,3,3]

Doba běhu programu závisí na velikosti vstupního čísla N a na volbě náhodného
čísla a, neboť při nevhodném zvolení prvního náhodného čísla a může být řád
prvku r lichý. Pak se podle sedmého bodu program vrací zpět a generuje nové
náhodné číslo a. V tomto případě se funkce na hledání řádu prvku volá opakovaně,
tedy hledání faktorů vstupního čísla trvá delší dobu. Například pro N = 21 a
a = 6, výpočet skončí po necelé jedné sekundě, ale pro volbu a = 5 výpočet trvá
zhruba deset sekund.
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3.2 Qiskit
Qiskit [16] je taktéž opensourcový programovací jazyk, vyvinutý společností IBM
pro simulaci kvantových obvodů a algoritmů. Umožňuje spuštění kvantových pro-
gramů buď na cloud verzi IBM Quantum Lab nevyžadující instalaci, dostupné z

https://qiskit.org,

nebo v lokálním úložišti. Jazyk Qiskit je primárně založený na programovacím
jazyku Python obsahující rozšířené knihovny pro inicializaci qubitu a kvantových
operací.

Qiskit již obsahuje funkci implementující Shorův faktorizační algortimus,
ukázka jejího použití je v následujícím programu, který nalezne faktory čísla
15:

from qiskit import IBMQ
from qiskit.aqua import QuantumInstance
from qiskit.aqua.algorithms import Shor

provider = IBMQ.load_account()
backend = provider.get_backend(’ibmq_qasm_simulator’)

print(’\n This is Shor’s factoring algorithm for given N ...’)
print(’\n Factors: \n ’)

factors = Shor(15)

resultTemp = factors.run(QuantumInstance (backend, shots=1,
skip_qobj_validation = False))

result = resultTemp[’factors’]

print(result)

Výstup programu:

This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
Factors:
[[5, 3]]

3.3 QCL - quantum computing language
QCL, neboli Quantum Computer Language, je jeden z nejstarších kvantových pro-
gramovacích jazyků založený na syntaxi jazyka C vytvořený Bernhardem Öme-
rem, který ke klasickým datovým typům jazyka C přidal typy pro qubity a pro
ně vestavěné funkce (více na [24]).
Zdrojový kód Shorova algoritmu je součástí programového balíku simulátoru QCL.
Simulátor je volně dostupný na domovské stránce

http://tph.tuwien.ac.at/~oemer/qcl.html,
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včetně zdrojového kódu pro Shorův faktorizační algoritmus.

Ukážeme si některé části z tohoto kódu [23] pro kvantovou faktorizaci. Nejprve
opět potřebujeme dva registry a metodu na generování náhodného čísla a v jazyce
QCL:

// bitová délka vstupního čísla
int width=ceil(log(N,2));
// dva kvantové registry
qureg register1[2*width];
qureg register2[width];
int qmax=2ŵidth;
// generátor náhodného čísla
{

a=floor(random()*(N-3))+2;
} until gcd(a, N)==1;

Dále postupně aplikujeme Hadamardovu operaci Mix() na první registr, modu-
lární umocňování expn(), změření druhého registru, aplikování Fourierovy trans-
formace dft() na první registr a změření prvního registru:

// Superpozice všech stavů 1.registru
Mix(register1);
// expon. modulo
expn(a,N,register1,register2);
// změření 2.registru
measure register2;
// kvantová Fourierova transformace 1.registru
dft(register1);
// změření 1.registru
measure register1,m;
reset;

a řád prvku nalezneme následujícím způsobem:

c=m*0.5(̂2*width);
// racionální aproximace
r=denominator(c,qmax);
p=floor(q*m*c+0.5);

Pokud je r liché, pak se musíme vrátit zpět na zvolení nového čísla a. Jinak
spočítáme faktory čísla N :

// vypočítej faktor
e=powmod(a,q/2,N);
f=(e+1) mod N;
b=(e+N-1) mod N;
factor=max(gcd(N,f),gcd(N,b));
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Celý zdrojový kód funkce Shorova algoritmu pak vypadá takto:

procedure shor(int N) {
// Vstupní číslo N musí být liché
// nesmí být prvočíslo ani mocnina prvočísla
if N mod 2 == 0 exit "N is Even";
if testprime(N) exit "N is prime number";
if testprimepower(N) exit "N is prime power"; ;

// bitová délka vstupního čísla
int width=ceil(log(N,2));
// dva kvantové registry
qureg register1[2*width];
qureg register2[width];
int qmax=2ŵidth;
int factor;
int a; int m;
{

// generátor náhodného čísla
{

a=floor(random()*(N-3))+2;
} until gcd(a, N)==1;
Mix(register1);
// expon. modulo
expn(a,N,register1,register2);
// změření 2.registru
measure register2;
// kvantová Fourierova transformace 1.registru
dft(register1);
// změření 1.registru
measure register1,m;
reset;

if m!=0 {
int c=m*0.5(̂2*width);
int r=denominator(c,qmax);
int p=floor(q*m*c+0.5);
if q mod 2==1 {

print "odd period";
} else {

int e=powmod(a,q/2,N);
int f=(e+1) mod N;
int b=(e+N-1) mod N;
factor=max(gcd(N,f),gcd(N,b));

}
}

} until factor<N and factor>1;
print "This is Shor’s factoring algorithm for given N ...";
print "Factors: ",factor,", ",N/factor;

}
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Pro vstupní číslo 15 dostaneme následující výsledek:

qcl> shor(15)
: This is Shor’s factoring algorithm for given N ...
: Factors: 5, 3
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Závěr
Ukázali jsme, jak lze matematicky popsat kvantový systém pomocí komplexní
algebry a zmínili jsme základní vlastnosti a operace kvantového počítače. Před-
stavili jsme Shorův algoritmus , který na rozdíl od klasických známých algoritmů
provede faktorizaci čísla v polynomiálním čase vzhledem k počtu bitů vstupního
čísla. Shorův algoritmus jsme rozdělili na dvě části - na část implementovanou
klasicky a na kroky využívající kvantový systém.

Dále jsme se již zabývali pouze kvantovou implementací, kde pro nalezení
faktorů jsme využili problém hledání řádu prvku, neboli nalezení periody dané
funkce, a kvantovou Fourierovu transformaci. Ukázali jsme, že problém nalezení
periody funkce je mnohem složitější než samotná kvantová Fourierova transfor-
mace.

Nakonec jsme představili tři dostupné programovací jazyky sloužící pro simu-
laci kvantového prostředí. V jazyce Q# jsme Shorův algoritmus implementovali
a v jazyce Qiskit a QCL jsme ukázali řešení Shorova algoritmu. V této práci jsou
zahrnuty pouze nejdůležitější části Shorova algoritmu v jazyce Q#, ale celý zdro-
jový kód je dostupný v příloze této práce.

Nevýhodou Shorova algoritmu je ta, že úspěšnost nalezení správného řešení
závisí na počítači s velkým počtem kvantových bitů [7]. V roce 2015 vědci z MIT
a z University of Innsbruck představili kvantový počítač s pěti atomy [15]. Po-
čítač využíval laserové pulsy k provedení Shorova algoritmu na každém atomu,
aby správně faktorizoval číslo 15. Celý systém byl navržen tak, aby do něj bylo
možné přidat více atomů, a tím i vytvořit větší a rychlejší kvantový počítač.

Vývoj kvantových systémů nezůstal pouze v akademickém prostředí, jejich
stavbou se začalo zabývat několik firem. Mezi hlavní společnosti zabývajícími se
kvantovými systémy patří například Google s jejich kvantovým počítačem Syca-
more [18], IBM [15], Microsoft s programem Azure Quantum [21], Atom Com-
puting [20] a Xanadu [19], jejichž cílem je sestrojit kvantový počítač, který bude
dostupný pro všechny. V roce 2016 společnost IBM umístila první kvantový počí-
tač na cloud a o rok později jako první nabízela univerzální kvantový systém přes
IBM Q Network. V dnešní době disponují s 65-qubitovým kvantovým počítačem
a v roce 2023 plánují představit kvantový počítač s 1121-qubity [17].
Azure Quantum je opět cloudová služba společnosti Microsoft, která umožňuje
uživatelům vzdálený přístup ke kvantovým počítačům a vyvíjet programy v ja-
zyce Q#.

V budoucnosti by kvantové počítače mohly být využity v oblasti kryptografie,
neboť většina bezpečnostních systému využívá problém faktorizace, molekulárním
modelování nebo ve vývoji umělé inteligence, protože kvantový systém by byl
schopen vyhodnotit velké množství informací najednou [21].
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