MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

DIPLOMOVA PRACE

Be. Matuas Proner

Kombinatorické tlohy o klobukoch

Katedra didaktiky matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Antonin Slavik, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Ucitelstvi matematiky - Ucitelstvi
deskriptivni geometrie

Praha 2021



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Rad by som podakoval vediicemu prace za cenné rady, pozorné oko a nekonec¢nu
trpezlivost.

i



Nézev prace: Kombinatorické tlohy o klobtikoch
Autor: Be. Matas Proner
Katedra: Katedra didaktiky matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Antonin Slavik, Ph.D., Katedra didaktiky
matematiky
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pitelnt verziu, ktora je ¢loveku prijemna na poc¢tivanie a zamyslenie sa. Tato praca
citatelovi predstavi zaujimavy problém o klobuikoch, ktory, ako sa ukaze, prekvapi
mnozstvom variacii, réznorodostou postupov a necakanymi vysledkami. Praca
(sndd) poslizi ako zabavna matematicka literatira pre hocikoho, kto sa na tieto
problémy bude chciet pozriet, alebo ako dobry zdroj logickych problémov tohoto
druhu. Prva cast je preto pisand v uvolnenom jazyku a style, tlohy su zasadené
do deju jedného (mozno az prehnane rozpravkového) pribehu. V druhej casti je
predstavena matematika, ktora je za rieSeniami tloh schovana.
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Abstract: Many complicated problems have simple or at least understandable ver-
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ses with a number of variations, diversity of procedures and unexpected results.
Work will (hopefully) serve as entertaining mathematical literature for anyone
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Uvod

Praca sa venuje pomerne popularnym logickym problémom hadania farieb
klobikov. Problém méa velké mnozstvo variacii, ktorymi sa v poslednych rokoch
zaoberaju nielen matematici. Zaujem o problémy prejavila aj Sirsia verejnost a je
jasné preco. Mnoho z tloh ma zrozumitelné pravidla a riesenie sa da vymysliet
pomerne jednoducho. Caro tlohdm dodéva napétie, kedze ide hadajicim takpo-
vediac o zivot.

Samotné tlohy st ale viac, nez len rekreacnd matematika. Za riesenim sa scho-
vava okrem in¢ho kombinatorika a tedria grafov. Mnoho z loh je len zjednoduse-
nim moderného problému suvisiaceho s vednym oborom, ktory by nas za tlohou
nenapadlo hladat.

Praca mé za ciel tieto ulohy priblizit beznému citatelovi. Preto st pre co
naj-prijemnejsi zézitok z Citania tlohy zasadené do (snad) komického pribehu.
Co sa tyka matematiky, v samotnych rieSeniach tloh je jej iba nutné minimum,
to vSak neznamend, ze by bol citatel o nejakti ochudeny. V préaci st zhroméaz-
dené a usporiadané ulohy z réznych zdrojov vratane odbornych clankov, ktoré
pre bezného citatela nemusia byt zrozumitelné. Niektoré z rieseni a odévodneni
prichadzaju od autora prace.

Pre tych, ¢o s pribehom nechct stracat cas, su ilohy a ich rieSenia oddelitelné
od deja a zaobidu sa bez neho. V druhej casti sa uz nenachadza ni¢, iba ko-
rektnd matematika, terminoldgia je ale poupravena tak, aby odpovedala tiloham
v prvej Casti. V matematickej ¢asti sa nachadzaju vsetky vety, ktoré boli vyuzité
pri tvoreni rieseni, a az na par vynimiek si vsetky dokazané.



1. Trpaslici a klobuky

Bola raz jedna velmi vysokd veza mocného ¢arodejnika. Carodejnik sedel za
stolom na najvyssom poschodi veze, pozeral do dialky a uvazoval nad novymi
logickymi tilohami. Ale carodejnik je v nasom pribehu zaporak. Kladasovia st par
poschodi pod nim, v podzemi veze. Trpaslici sedeli zavrety v temnom sklipku, ¢o
bol na poslednti chvilu prerobeny na zalar. Pojem ,prerobeny na zaldr® znamena,
ze dvere boli zamknuté na dva krat. Skupinka trpaslikov tak smutne sedela a velmi
smutne spievala velmi smutné pesnicky, zatial ¢o smutne pili a jedli carodejnikove
zasoby. Ako sa tam dostali... to do tohoto pribehu nepatri, ale malo to nieco
s hadkou v cukrarni, ked sa nevedeli dohodntuf na kombinécii kolacikov, ktoré
si kupia. A je tazké sa dohodnuf, ked je tak vela moznosti vyberu... Teraz sedeli
v zalari, nesnazili sa vyjst von. VSade sa povravalo, Ze ¢arodejovi vo vezi strasi,
a nasi hrdinovia predsa neboli tak hrdinsky, aby sa postavili strasidlam.

Carodej si sedel za stolom a uvazoval nad vietkymi tilohami, s ktorymi bude
trapit trpaslikov. Uz dlho totiz dumé nad logickymi hadankami, ktoré nasiel
v knihe kuziel o tom, ako predpovedat budiicnost a ako duplikovat veci. A kazdy
carodejnik chce vediet duplikovat veci, lebo parovat ponozky je prilis zlozité, Tahsie
je si rovno vycarovat novu kopiu. Ked rozluskne vsetky hadanky a problémy, ktoré
nechali zaludny autori ,na cténém ctenari jako jednoduché cviceni“, bude uz len
maly kusok od toho nenosit kazdy den rozne ponozky.

Je rozhodnuté. Trpaslikom to prospeje, a jeho to naramne pobavi. Zisiel teda
dole do sklepa, ale este ked bol dobrych 5 poschodi nad zemou, pocul velmi smutny
spev trpaslikov, ako mu evidentne velmi smutne spotrebuvavajui jeho zasoby. Ich
smutok ale urcite trvat dlho nebude. Jediné vec, ktori maja nasi hrdinovia radse;j
ako logické tlohy, su logické ulohy, v ktorych ide o zZivot. A dobry carodejnik
predsa nezklame tuzby jeho hosti, Ze nie?

Trpaslicka banda bola tuplne zaskocend, ked im carodej povedal o matema-
tickych tulohéch, ktoré ich cakaju. Kazda tloha bude spocivat v tom, ze carodej
vycaruje trpaslikom na hlavy klobuky a trpaslici budi musiet hadat ich farby.
Ak prehrajui, carodej ich premeni na ropuchy. Ak vyhraja, ida na dalsiu tlohu.
Ulohy budt variovat v niekolkych faktoroch, a to pocet trpaslikov, ktory budd
hrat, pocet farieb klobtikov, kto vidi koho klobtik, ako sa chova ¢arodej pri vyca-
rovavani klobukov, ¢i musia trpaslici hadat naraz alebo maju ¢as, dostant nejakt
extra informaciu v Tubovolnej podobe alebo nie. Cely cas trpaslici nepodvadzaj,
sportovy duch je predsa ovela silnejsi ako pud sebazachovy.

1.1 Lahka rozcvicka

Na uplny zaciatok, ako poctivit mozgovi rozevicku dostali trpaslici tlohy, kde
nemusia odpovedat naraz. Sami si teda nejakym sposobom mézu dodat informa-
cie. Navyse ale, aby to nebolo prilis jednoduché, bude carodej citat trpaslikom
myslienky a zakazdym im vycaruje klobuky tak, aby ¢o najmensi pocet trpasli-
kov uhadol. Carodej totizto trpaslikmi Setrit nemusi, pretoze ich mé v sklepe n,
no a kazdy vie, ze ak mate v sklepe n trpaslikov, mate tam aj n + 1 trpaslikov
(je ich proste vela).



Uloha 1.1 [1] : Traja trpaslici sedia okolo stola, kazdému vycaruje ¢arodej na
hlavu zeleny alebo cerveny klobtuk. Ked sa im na hlavach objavia klobtuky, ¢arodej
poziada tych, ¢o vidia aspon jeden cerveny klobik, nech zdvihnt ruku. Na z&a-
klade toho, ¢o vidia a informacie v podobe zdvihnutych rik maju trpaslici urcit
farbu svojho klobika. Kto odpovie zle, bude premeneny na zabu. Moézu si vzdy
vsetci zachovat svoju podobu?

Riesenie 1.1 [I]: Mdme Styri moznosti, ako rozdelenie mohlo prebehnit. Mohli
padnuf vsetky klobuky zelené, dva zelené a jeden cerveny, jeden zeleny a dva
cervené alebo mohli byt vsetky cervené. V pripade vsetkych zelenych nikto ne-
zdvihne ruku, a vSetkym je jasné, ¢o maji na hlavach. V pripade, ze ma jeden
trpaslik cerveny klobik a dvaja zeleny, dvaja so zelenym klobtikom zdvihni ruku
a zaroven trpaslik s ¢ervenym klobikom ruku nezdvihne. ,Zelenym* je teda jasné,
ze ani jeden nema cerveny klobik a svoju farbu poznaju, rovnako ,cerveny* vie,
ze nejaky c¢erveny klobuk padol, a kedze ziaden nevidi, musi to byt on. V pripade,
ze padli dve cervené klobuky, vsetci traja trpaslici zdvihnta ruku. Dvaja z nich
ale vidia, ze zdvihol ruku niekto, kto vidi zeleny klobtik, teda ten druhy musi byt
cerveny a teda vedia svoju farbu. V tejto situacii ,zeleny* nevie urcit hned, ¢o
za farbu ma. Obe farby by totiz vyhovovali zdvihnutym rukam. Kedze ale nemu-
sia hadaf naraz, pocka si, ¢i ,Cerveni® budu vedief uhadnut svoju farbu. Ak ano,
tak im istotu dalo to, Ze on méa na hlave zeleny klobik. Zahlasi to teda neskor, ale
zahlasi spravne. Poslednd moznost, ked kazdy dostane na hlavu cerveny klobuk,
sposobi trapnu chvilu ticha. Kazdy z nich totiz zdvihne ruku, ale kazdy sa ocitne
na mieste neistého trpaslika z predchadzajiceho pripadu. Kedze sa ale nikto ne-
ozve, zistia, zZe su na tom vsetci rovnako a kazdy mé na hlave cervent.

Uloha 1.2 [1]: Okolo stola sedi 100 trpaslikov. Kazdému vycaruje ¢arodej na hla-
vu Cerveny alebo zeleny klobtik. Carodej oznami trpaslikom, Ze medzi nimi je as-
pon jeden zeleny klobik. Do stredu stola vycaruje hodiny, ktoré poc¢itaji mintuty.
Kazdd minitu sa mdze ozvat nejaky trpaslik (aj viacery naraz), a hadat, akd
farbu méa klobuik na ich hlave. Ak sa niekto ozve, ale neuhddne, vsetci trpaslici
sa zmenia v zaby. Ak sa nikto neozve az do stej mintty, vSetci sa zmenia v zaby.
Trpaslici teda uspeju a zachovaju si svoje povabné podoby iba ak aspon jeden
z nich bude hadat a zaroven kazdy vysloveny tip bude spravny.

Riesenie 1.2 [I]: Kazdy z trpaslikov vidi vSetkych okrem seba. Ak nejaky tr-
paslik vidi ¢ ¢ervenych klobukov, vie, Ze celkovy pocet ¢ervenych klobikov spolu
s jeho vlastnym je budto ¢ alebo ¢ + 1. Niekto, kto ma na hlave zeleny klobuk,
uvidi o jeden c¢erveny klobiik viac, ako niekto, kto ma na hlave cerveny klobtk.
Preto sa dohodnu takto. Kazdy zakri¢i v ¢ase 100 — ¢, Ze je jeho klobuk. Ti, ¢o st
skutocne zeleny, budi hadat svoju farbu minttu pred tymi, ¢o by sa zmylili. Svoju
farbu tak uhadnu vsSetci so zelenym klobikom. V momente ked niekto uhadne,
ostatni vedia, ze vyhrali a zostani mlcat. Tym, Ze v hre je aspon jeden zeleny
klobtik, trpaslici maji vyhernu stratégiu.

Uloha 1.3 [M]: Do zastupu sa postavi 100 trpaslikov. Vsetci sa pozeraju jed-
nym smerom, takze prvy v rade nevidi ziadneho z trpaslikov, druhy vidi jedného
pred sebou, a tak dalej, az posledny vidi vsetkych okrem seba. Kazdému z nich



je na hlave vycarovany klobtik ¢ervenej alebo zelenej farby. Carodej ozndmi tr-
paslikom, ze z kazdej farby je tam aspon jeden klobtuk. Tak zac¢ne od trpaslika
na konci zastupu (ktory vidi vsetky klobiiky okrem svojho), a spyta sa, akd farbu
méa klobtk na jeho hlave. Trpaslik méd moznost hadaf farbu alebo mlcat, ¢im
postva carodeja na trpaslika pred sebou. Tak sa carodej spyta predposledného
trpaslika v zastupe (ten vidi 98 klobikov pred sebou), spyta sa rovnaku otazku,
trpaslik ma rovnaké moznosti, a tak dalej, az sa ¢arodej spyta prvého. Ak hocik-
tory trpaslik skusi hadat farbu a netrafi, vSetci budi premeneni na zaby. Ak budu
vsetci mlcat, zase zaby. Znova teda vyhraja iba ak niekto bude hadat, a kazdy
vysloveny tip bude spravny.

RieSenie 1.3 [I]: Ak by sme verili, Ze ¢arodejnik rozdava klobiiky ¢estne podla
fér ndhody, mohli by sme sa pokusit o obycajny risk, a to tak, ze vSetci trpaslici
okrem prvého by mléali a prvy by tipol svoju farbu ndhodne. Sanca na tspech
by bola dobrych 50%, lepsia ako keby mal kazdy tipovat samostatne. Carodej
ale vidi do mysli trpaslikov, vie, aka stratégia bola zvolend a naschval sa bude
snazif o minimum spravnych odpovedi. Dolezity logicky krok pri uvazovani je,
ze sa v zastupe objavia urcité obe farby. Na tom bude zalozena vyhernd stra-
tégia. Posledny sa pozrie na klobiky pred sebou, a ak vidi dve rézne farby, tak
ostava ticho, ak uvidi iba jednu farbu, je mu jasné, ze je druha farba na jeho
hlave. V pripade, ze hadal farbu, je kazdému trpaslikovi pred nim jasné, Ze na
hlave méa druht farbu, nez td, ¢o bola prave uhadnuta. V pripade, zZe farbu ne-
hadal, trpaslik pred nim vie, ze v zastupe 99 trpaslikov st dve farby, a teda sa
jedna o rovnaky problém, ktory méa rovnaké riesnie, ale je tam o jedného trpaslika
menej. Takto mléia vSetci trpaslici az na prvych péar trpaslikov (kludne prvych
100), ktory uz svoje farby budu vedief s istotou uréit. Staci ale, aby takto tipol
farbu jeden a hra modze skoncit, pretoze vsetci ostatni moézu ostat ticho a tiez
vyhraju.

Poznamka 1: Tato uloha sa da lahko previest na tlohu 1.2, kde by sa trpas-
lici dohodli na ich usporiadani, a kazda od nultej minity by jeden tipoval alebo
by bol ticho.

Pozndmka 2: Stratégia by fungovala (len jemne upravend), aj keby im ¢arodej
oznamil, ze je tam urcite aspon jeden cerveny klobuk. Kazdy trpaslik by totiz
ostal ticho v pripade, Ze by pred sebou nejaki ¢ervenu videl, v opacnom pripade
by hlasil, Ze sdm je ¢ervena.

Poznamka 3: Ak by tam nebola pridana podmienka so zarucenostou vyskytu
farieb/farby, stratégia by nefungovala. Carodej by totiz rozdal vsetkym jednu
farbu, a hned prvy opytany trpaslik by spdsobil premnozenie roptich v okoli veze.

Poznamka 4: Ak by sme predsa len nemali garantovany vyskyt farieb/farby, ale
na druhu stranu by carodej priradzoval farby klobtikov ¢estne nahodne, dostali
by trpaslici celkom dobri Sancu na zachovanie svojej podoby. Stratégia s moznos-
tou ostat ticho alebo hléasit cerventu z poznamky 2 by sa rozbila iba ak by vsetci
dostali zelent farbu, ¢o je jedna z 2'°° moznosti rozdelenia farieb.



Uloha 1.4 [1]: Rovnako ako v tlohe 1.3, do zéstupu sa postavi 100 trpaslikov
a vsetci sa pozeraju jednym smerom, takze prvy v rade nevidi Ziadneho z trpasli-
kov, druhy vidi jedného pred sebou, a tak dalej, az posledny vidi vSetkych okrem
seba. Znova je kazdému z nich na hlave vycarovany klobik cervenej alebo zelenej
farby. Nemame podmienku, ze z kazdej farby musi padnit aspon jeden klobtk.
Znovu zacne ¢arodej od trpaslika na konci zastupu (ktory vidi vSetky klobiiky
okrem svojho), a spyta sa, aka farbu ma klobtk na jeho hlave. Trpaslik musi
hadat farbu svojho klobuika, nema moznost ostat ticho. Namiesto kolektivneho
trestu bude tentokrat ¢arodej zaklinat na zaby kazdého trpalika jednotlivo, podla
toho ¢i uhadol svoju farbu alebo nie. Cielom (prekvapivo) je, aby si ¢o najvitsi
pocet trpaslikov zachoval podobu.

Riesenie 1.4 [I]: Ak by mal kazdy trpaslik hddat sam za seba, aj v Cestnej
hre by mal iba 50% Sancu na zachovanie svojej honosnej meter dvadsat vysokej
podoby. A my vieme, ze o fér Sanci sa moze trpaslikom iba snivat. Potrebuja
nejaku extra informaciu. T4 dostani od posledného v rade. Ten vie, ze pri nefér
carodejnikovi ¢itajicemu mysle nema Sancu na spravne uhadnutie farby svojho
klobtika a moze zacat trénovat chytanie hmyzu jazykom. Moze ale svojou odpo-
vedou dodat potrebnu informéaciu, ktord pomdze vsetkym zvySnym trpaslikom.
Ako dat jednym slovom ,cerveny* alebo ,zeleny“ vedief ostatnym, na ktorych
miestach je akd moznost? Ak by zakrical farbu, ktora pred nim prevlada, zvy-
sil by sancu na prezitie. Kazdy by zopakoval tito farbu, a eventuelne by prezila
vacsina. Da sa byt vsak este efektivnejsi. Je treba si uvedomit, ze kazdy z trpas-
likov je schopny logického rozmyslania a poéitania (aspor bol, nez tak razantne
ubudlo z carodejnikovych zdsob v sklepe). Informécia, ktort im posledny trpaslik
v rade oznami, povie ostatnym, ¢i posledny trpaslik vidi parny alebo neparny po-
cet zelenych klobikov. Dohodnutéa stratégia bude, ze v pripade neparneho poctu
zelenych klobtkov zakri¢i zelend, inak cervena. Kazdy trpaslik pred nim pocuje,
aka farbu povedal, a na zaklade toho bude vedief urc¢it svoju farbu. Vezmime
si, ako sa rozhodne nejaky trpaslik. Poc¢ul napriklad, ako tiplne posledny trpaslik
kri¢i ,,Cervend“ (tak zablesk a kvdkanie novo-vzniknutej Zaby), a teda vie, ze pr-
vych 99 trpaslikov méa parny pocet zelenych klobtkov. Tak pocuje hadanie farieb
trpaslikov medzi nim a poslednym teraz-uz-zabou trpaslikom. Spocita, kolko krat
sa za nim ozvalo zelena a kolko zelenych klobukov vidi este pred sebou. Ak je to
parny pocet, tak on sam je cerveny, ak neparny tak on je jeden zo zelenych, ktory
to doplni do parneho poctu.

Pozndmka 5: Pridajme tomu nejaké ¢iselné vyjadrenie. Nech cerveny klobik ma
hodnotu 0, zeleny 1, nech hodnota farby klobtika na i-tom trpaslikovi je x;. Na za-
ciatku dostaneme informaciu, ¢i stcet hodnot klobtkov na prvych 99 pozicidch
je parny alebo neparny, ¢ize sucet farieb modulo 2 je nula alebo jedna. Potom si
uz n-ty trpaslik sdm za seba dopocita svoju hodnotu farby z rovnice

jeho hodnota

99 n—1 99
(in>mod2 :<in+ ’x/n\ + Z xl> mod 2
i=1

=1 i=n+1

pociatocnd informacia ¢o vidi &o pocul
Uloha 1.5[1]: Znovu, rovnako ako v tilohach 1.3 a 1.4, do zastupu sa postavi 100

6



trpaslikov a vSetci sa pozeraju jednym smerom, takze prvy v rade nevidi ziadneho
z trpaslikov, druhy vidi jedného pred sebou, a tak dalej, az posledny vidi vsetkych
okrem seba. Ale namiesto dvoch farieb mame farieb nejaké konkrétne mnozstvo
f farieb od 3 do 100 (trpaslici vedia, kolko moznych farieb je v hre). Carodej im
oznami, ze z kazdej farby je tam aspon jedna. Sposob pytania sa je rovnaky ako
v tlohach 1.3 a 1.4, trpaslici mozu mlcat. Znova vyhravajia, ak aspon jeden tip
na farbu bude spravny a zaroven nedojde k nespravnemu tipu.

Riesenie 1.5[I]: Nech moznych farieb je 3 < f < 100, podobne ako v rieseni
1.2, kazdy trpaslik mlci, ak z kazdej farby vidi aspon jeden klobuk. Prvy trpaslik,
ktory neuvidi vsetky farby teda bude vediet, Ze ma na hlave klobtk s farbou,
ktoru nevidi.

Poznamka 6: Na tspech v hre staci slabsia pomocnéa informécia. Trpaslikom staci
vediet iba o jedinej farbe klobtuka, ktora sa urcite objavi. Potom kazdy, kto vidi
klobtik s touto farbou pred sebou, ostava ticho, inak tipuje, ze prave tu farbu ma
jeho klobuk.

Uloha 1.6[1]: Naposledy rovnaky zastup stovky trpaslikov, ktorym sa na hlavy
vycaruju klobuiky f roznych farieb. Rovnaky spdsob pytania sa, trpaslici nemaju
moznost ostat ticho. Kazdy trpaslik sdm za seba, teda kazdy, kto neuhadne, je
premeneny v ropuchu (rovnako ako v 1.4).

Riesenie 1.6[1]: Podobne, ako v rieseni 1.4, posledny trpaslik vymeni bujni
bradu za informéaciu, ktord umozni zachovanie brady vsetkym ostatnym trpasli-
kom. Majme f roznych farieb klobikov. Potom farby vieme ocislovat 0 az f — 1.
Posledny trpaslik spocita vSetky hodnoty farieb, ktoré pred sebou vidi a tuto
informéaciu povie ostatnym ako svoj tip svojej farby. Kedze ale moéze zahlasit iba
¢islo medzi 0 a f—1, zahlasi cislo, ktoré dostane ako zvysok po celo¢iselnom déleni
f-kom. Oznac¢me znova hodnotu farby klobuka i-tého trpaslika z;. Potom n-ty
trpaslik bude vediet urcit svoju farbu podobnym vypoctom ako v poznamke 4.
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1.2 Zakerny pristup

Po kvalitnej rozcvicke sa rozhodol ¢arodej prejst ku skutoéne naroénym prob-
lémom. K problémom, v ktorych budi musiet trpaslici odpovedat naraz na tliesk-
nutie ¢arodeja, nie jeden po druhom, bez odmlky ¢ vyckavania na ostatnjch. Ca-
rodej bude nadalej pokracovat v zakernom ¢itani myslienok a imyselnom skodeni
trpaslikom. Bude teda vediet, aku stratégiu si zvolili trpaslici, a nastavi klobuiky
tak, aby padol vzdy ¢o najmensi pocet spravnych odpovedi. Takto ale trpaslici
budu v tak vyraznej nevyhode, ze urcite nastani pripady, kde trpaslici neuhadnu
svoju vlastnu farbu. Preto sa od teraz nadalej zmenia nielen vstupné pravidla
v hrach, ale aj podmienky, za ktorych trpaslici vyhraji. Na rozdiel od pred-
chadzajucich hier nebudeme hladat riesenia bez omylov, ale skor riesenia, ktoré
zarucia (aj napriek vsetkej ¢arodejovej snahe) nejaky minimalny pocet spravnych
uhadnuti, casto bude stacit jeden.

Uloha 2.1 [1): Carodej proti sebe posadi dvoch trpaslikov a kazdému d4 na hlavu
klobtik jednej z dvoch farieb, biely alebo cierny. Ulohou trpaslikov je dat aspon
jednu spravnu odpoved.

RieSenie 2.1 [I]: Stratégie, kde sa obaja dohodnt, Ze jeden bude hadat takuto
a druhy takito farbu a vo vacsine pripadov to vyjde, nefunguje, lebo carodej to
bude vediet a zvoli moznost, kde im to nevyjde, a hned bude o dva obojzivelniky
viac. Potrebuju stratégiu, ktora na ich dva tipy pokryje vsetky Styri moznosti,
ktoré mozu nastat. Trpaslici si uvedomili, zZe nastane jeden z dvoch pripadov,
bud budi mat na hlavach klobtiky rovnakej farby alebo nie. Preto bude jeden
z trpalikov hlasit rovnaku farbu, ako je ta na hlave druhého trpaslika, a druhy
trpaslik urobi naopak, a bude hadat opacnu farbu, nez t, ktora vidi. Takto vzdy
vyhra prave jeden.

Uloha 2.2 [1]: Okolo okriihleho stola sedi 100 trpaslikov, ¢arodej kazdému trpas-
likovi vykuzli klobtik s jednou zo 100 farieb. Ulohou trpaslikov je zariadif aspon
jeden spravny tip farby klobtka.

Riesenie 2.2 [I]: Trpaslici pouziju stratégiu z rieSenia 2.1, ale pred zobecne-
nim ju musia preformulovat. Namiesto uvazovania o réznych moznostiach kto ma
s kym rovnaku alebo réznu farbu, musia trpaslici prist s nie¢im inym. Debata
o tom kolko je klobiikov s rovnakou farbou a kolko s réznou sa rozpadne uz pri
troch trpaslikoch a troch farbach. Jeden mdéze stavit na to, ze maji vsetci rovnaké
farby, jeden na to, ze kazdy ma rozne a poslednému ostava moznost, kde maja
dvaja trpaslici rovankt farbu a jeden int. Problém je, ze zatial ¢o prvy dvaja maja
jednoznacne urceny tip, ¢o majui hadat, treti ma stale dve moznosti a ¢arodejovi
teda staci vybrat ti druhd moznost na to, aby trojica prehrala a zmenila farbu
nosov z ¢ervenej na tmavo-zelent. Preto stratégiu 2.1 preformulujeme tak, Ze za-
menime otdzku ,mame rovnaké alebo rozne klobuky?“ na otazku ,je sicet farieb
parny alebo neparny?“. Bielej farbe priradime nulu, ¢iernej jednotku, jeden tr-
paslik bude hadat, ze sucet farieb je parny, druhy naopak a takto opét vycerpaja
vsSetky moznosti. Takto formulovana stratégia ,,sa nerozbije® pre vyssie pocty tr-
paslikov a farieb. Ocislujeme farby od 0 do 99. Trpaslikom staci vytipovat vSetky



mozné vysledky suctu farieb mod 100. Preto sa na zaciatku v ramci stratégie
usporiadajui, a n-ty trpaslik stavi na to, ze celkovy sucet vsetkych farieb spolu
s tou jeho mod 100 je prave n. Svoju farbu teda vypocita ako

99 99 jeho farba
n:<2m1> mod 100:< Z T; + ’En\ ) mod 100
i=0 i=0,i£n
v ¢.d/

Tymto sposobom sa vzdy trafi prave jeden trpaslik, pretoze prave jeden z nich
spravne trafi, aky bude celkovy sucet farieb mod 100.

Uloha 2.3 [2, str. 402]: Okolo stola sedi t trpaslikov, na hlavy im ¢arodej vyca-
ruje klobuky f roznych farieb. Kazdy trpaslik vidi farby vsetkych klobikov okrem
vlastného. Ulohou je uhddnut ¢o najviac farieb.

Riesenie 2.3 [2] str. 3]: Rozdelime t trpaslikov do skupin o pocte f, a kazda
takato skupina nam da jednu spravnu odpoved stratégiou, ktori sme pouzili
v rieSeni 2.2. Spolu tak garantujeme |t/f] spravnych tipov. V pripade, Ze je fa-
rieb viac ako trpaslikov, trpaslici neuspeju.

Vyriesit tieto tlohy je vec jedna, ukazat si, ¢i to nejde nejako lepsie je vec
druha. No, ¢o sa tyka poctu spravnych tipov, ktoré su garantované, to lepsie
naozaj nejde a my si to ukdzeme v druhej kapitole. Vzhladom k tomu je tato
stratégia jednoduché a efektivna. Moze byt pozadovana vlastnost, aby spravne
odpovede, ktoré padni, tvorili akisi reprezentativnu vzorku farieb, ktoré boli vy-
carované. Napriklad, ak sa rozhodne carodej na hlavy nacarovat polku ciernych
a polku bielych klobtkov, spravne odpovede budi tiez rozdelené (v ramci moz-
nosti) napoly. Ako protipriklad zvolime v tlohe 2.3 t = 100, f = 2 a farby
klobiitkov mézu byt pridelené rovnomerne, 50 z kazdej. Ale pre nestastné poparo-
vanie trpaslikov sa moze stat, ze vSetci trpaslici s ¢iernymi klobukmi trafia svoju
farbu, zatial ¢o biely klobtik netipne ani jeden trpaslik.

Uloha 2.4 [2, str. 409]: Okolo stola sedi t trpaslikov, na hlavy im ¢arodej vyca-
ruje klobtky 2 roznych farieb. Kazdy trpaslik vidi farby vsetkych klobtikov okrem
vlastného. Ulohou je uhddnuf ¢o najviac farieb tak, aby pomer farieb uhddnu-
tych klobtikov odpovedal (v rdmci moznosti) pomeru farieb, ktoré boli skuto¢ne
na hlavach.

Uloha 2.5 [2, str. 410]: Okolo stola sedi t trpaslikov, na hlavy im ¢arodej vyca-
ruje klobiky f roznych farieb. Kazdy trpaslik vidi farby vsetkych klobtikov okrem
vlastného. Ulohou je uhddnut ¢o najviac farieb tak, aby pomer farieb uhddnutych
klobuikov medzi sebou odpovedal (v rdmci moznosti) pomeru vycarovanych farieb.

V poslednych dvoch tlohach je pozadovana zhodnost pomerov iba v ramci
moznosti“. Predstavme si napriklad hru so styrmi trpaslikmi a dvoma farbami.
Nech traja trpaslici maji na hlave klobuky jednej farby, stvrty ma druhiti. Pomer
farieb klobtkov je 3 : 1, ale pomer uhadnutych farieb moéze byt 2 : 0 alebo 1 : 1.
Presné definovanie tejto podmienky, rieSenie 2.4 a existenciu rieSenia 2.5 do-
dédme az v druhej casti, po tom, co si predstavime novy pohlad na vec. Zatial
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trpaslickemu trapeniu ulavime aspon s tym, ze stratégia, ktorou zvladnu alohy
2.4 a 2.5, skutocne existuje.

Carodej sa na chvilu zamyslel, ¢o by sa stalo, keby trpaslikom povedal, kolko
akych klobikov pouzije. Ved to by bolo jasné, kazdy by si zapamétal zoznam
farieb a potom hadal t1, ktorda na zozname chyba. Takze takto nie. Ale ¢o ak by
hrali tak, Ze nebude mat z kazdej farby klobtikov neobmedzene, ale iba nejaky
konkrétny pocet? Zlepsi sa nutne pocet uhadnutych farieb, alebo nie?

Uhola 2.6 [2, str. 411]: Okolo stola sedia traja trpaslici a ¢arodej im na hlavy
vyc¢aruje klobtuiky bielej alebo ¢iernej farby. Oznami im (Cestne), Ze z kazdej farby
vycaruje maximalne dva klobtky. Pomdze tento fakt trpaslikom na zlepsSenie vy-
sledkov oproti tlohe 2.37 Akt stratégiu maju trpaslici zvolit, aby zarucili ¢o naj-
Vacsi pocet spravnych tipov?

RieSenie 2.6 |2, str. 411]: Prvy tipne farbu opacni ako méa druhy trpaslik. Rov-
nako, druhy trpaslik tipne opacnu farbu klobika treticho trpaslika a treti zase
toho prvého, ¢im sa uzavrie kruh. Kedze sa farby klobikov musia vystriedat prave
dva krat, vzdy trafia svoj tip dvaja z troch trpaslikov. Bez extra informécie o ob-
medzenom pocte farieb mohli trpaslici dufat iba v jeden spravny tip.

Uloha 2.7 [2, str. 412]: Okolo stola sedia piati trpaslici, na hlavu st im vy-
carované klobtiky bielej alebo ¢iernej farby. Carodej im ale oznami, Ze z oboch
farieb nevycaruje viac ako tri klobtuky. Aku stratégiu maju zvolit, aby zarucili ¢o
najvacsi pocet spravnych tipov?

RieSenie 2.7: Znova budi trpaslici pracovat s farbami ako ¢slami 0 a 1. Styria
trpaslici sa uparuju do dvoch dvojic a piaty ostane samostatne, stratégiu rozde-
lime do troch krokov, prvé dva budt urcovat tipy poparovanej stvorice, treti krok
je pre tip piateho trpaslika.

Prvy, stratégia prvej dvojice bude tipovat, ze maji rovnaky sucet farieb ako
druhd dvojica (modulo 2). Naopak druhd dvojica bude tipovat, ze suéty farieb
st odlisné. To by zariadilo dva spravne tipy, pretoze bud sa trafi jedna dvojica,
alebo druha.

Druhy krok stratégie spociva v tom, ze ak niekto vidi tri rovnaké farby, bude
tipovat opacnu farbu. Druhy krok , prebija“ prvy. To sme vyuzili extra informéciu
o farbach, ktord nam tiez garantuje dva spravne tipy. My ale nevieme, ¢i to naho-
dou nebudu prave tie spravne tipy, ktoré sme ziskali v prvom kroku. No a do toho
vstupuje piaty trpaslik a treti krok.

Su totiz iba dve rozmiestnenia farieb, v ktorych prvé dva kroky zarucia iba
dva spravne tipy. V tychto situdciach ma prevladajicu farbu na hlavach dvoj-
ica, ktora sa zmyli a piaty trpaslik. V tychto situaciach bude tip piateho trpaslika
farba, ktori ma na hlavach dvojica, ktora sa zmyli (kedze ich vidi, vie si urcit, kto
sa zmyli). Vo vsetkych zvysnych situdcidch sa totizto trafi jedna dvojica a k tomu
este aspon jeden trpaslik s mensinovou farbou, ktory v nej nie je. Touto stratégiou
vieme garantovaf 3 spravne tipy.

Uloha 2.8 [2, str. 413]: Okolo stola sedia piati trpaslici, na hlavy st im vy-
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¢arované klobtiky bielej alebo &iernej farby. Carodej im ale oznami, Ze z bielej
farby nevycaruje viac ako tri klobtuky a z ¢iernej nie viac ako 4. Aku stratégiu
maju zvolit, aby zarucili ¢o najvacsi pocet spravnych tipov?

RieSenie 2.8: Konstrukciu tejto stratégie nechdme zatial do druhej ¢asti. Co
je ale zaujimavé je, ze existuje stratégia, pri ktorej sa trpaslici trafia vzdy v prave
troch pripadoch.

Ako vlastne vyzeraji mozné stratégie pre rozne obmedzenia poctov farieb?
Vidime, ze dve rdzne obmedzenia na pocty farieb, jedno silnejsie nez druhé, vra-
tili rovnaky garantovany spravny pocet tipov. Otvara sa otazka, ¢i sa trpaslikom
nemohlo v tlohe 2.7 podarit garantovat 4 spravne odpovede, ak pre horsiu situ-
aciu zvladli rovnaky vysledok. Kde lezi hranica toho, ¢o sa da uhadnut? V druhej
casti si ukazeme, ze to skutocne lepsSie neslo a preco tomu tak je. Na zaver pod-
kapitoly ale ddme este jednu tlohu s obecnym pravidlom.

Uloha 2.9 [3]: Okolo stola sedi t = 4k — 1 trpaslikov pre nejaké prirodzené k. Na
hlavy st im vycarované klobuky bielej alebo &ernej farby. Carodej im oznami,
ze 7z oboch farieb je maximalne 2k. Aky najvacsi pocet spravnych tipov vedia
trpaslici garantovat?

RieSenie 2.9 [3]: Z jednej farby sa na hlaviach objavi 2k klobikov, z druhe;
2k — 1. Vsetci trpaslici, ktori maji na hlavach mensinovu farbu, vidia 2k klobt-
kov vacsinovej farby a hned vedia urcit s istotou t svoju. Problém je u trpaslikov
s vacsinovou farbou, ti vidia z oboch farieb po 2k — 1 klobtkov a ich tip teda musi
prist z nejakej dopredu pevne danej stratégie. Chceme preto prist so stratégiou,
ktora by zarucila ¢o najvacsi pocet spravnych tipov vécsinovej farby. K tomu uz
vieme z riesenia 2.3, Ze pre Iubovolnu stratégiu, s ktorou tychto 2k trpaslikov
pride, budi vediet garantovat maximéalne |2k/2| = k spravnych tipov klobikov
s vacsinovou farbou.

Problém je v tom, Ze nech zvolime akékolvek skupinkovanie trpaslikov a nech
sparujeme skupinky Iubovolne, symetrické stratégie nebudi fungovat. Co to zna-
mena? Povedzme, Ze vytvorime dvojice trpaslikov ako v tlohe 2.3 pre 2 farby.
Této stratégia nam vie dat |4k — 1/2] = 2k — 1 spravnych tipov, a ¢arodej vie
klobtiky rozmiestnif tak, ze vSetky spravne tipy budd mensinovej farby. Alebo
ak by sme trpaslikov rozdelili na dve skupiny, kde jedna bude hédat, zZe sucet
vSetkych farieb (modulo 2) je parny a druhd, Ze neparny, dopadne to podobne,
jedna strana urcite neuhadne a carodej si klobiiky rozmiestni tak, aby to bola ta
vacsia. Potrebujeme preto nesymetricka stratégiu. Tu je jedna taka stratégia.

Kazdy trpaslik, ktory ma na hlave vacsinova farbu sa pozrie na 2k — 1 trpasli-
kov po svojej lavici (teda v smere hodinovych rucdi¢iek od neho) a bude tipovat ti
farbu, ktora medzi nimi prevlada. Takto tipne vacsinovi farbu presne k trpasli-
kov. Preco to funguje? Oznacme (v protismere hodinovych ruciciek) si trpaslikov
s vacsinovou farbou vy az vgy a pozrime sa na dvojicu trpaslikov vy a vy 1. Aby tr-
paslik vy tipol vacsinovi farbu touto stratégiou, musi sa medzi 2k — 1 trpaslikmi
po jeho lavici nachddzat aspon k trpaslikov s vacsinovou farbou. To znamena, ze
sa medzi nimi nachadza aj trpaslik v;. Naopak, aby svoju farbu trafil vy, musi
sa vg+1 nachddzat medzi 2k — 1 trpaslikmi po jeho lavici. Uréite nastane prave
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jedna z tychto dvoch moznosti, ¢im sa zaruc¢i jedna spravna odpoved pre kazdua
z dvojic v; a vy, Dostavame takto k spravnych tipov véacsinovej farby.

Dohromady touto stratégiou vedia trpaslici garantovat 2k — 1+ k = 3k — 1
spravnych tipov.
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1.3 Na c¢erstvom vzduchu

Ked sa snazili o predvedenie tloh s velkym poctom trpaslikov, zistili, Ze je
celkom zlozité, aby sa videli vSetci navzajom. To priviedlo ¢arodeja k napadom
o novych tlohéch, kde nedovoli, aby sa videli vSetci trpaslici navzajom, napriklad
ak by stali okolo budovy alebo v hustom lese. Ked trpaslikom oznamil, Ze pri par
dalsich hrach sa aj trochu rozhybaju, zozal hukot, piskot a vSeobecne kreativne
trpaslicke nadavky. Nerozumel, k ¢omu vsetkému mu prirovnali tie jeho napady
a kam poslali jeho klobtiky, a bol za to celkom rad. Vysvetlil trpaslikom, ako bude
vyzerat par dalsich hier.

Nebudu vidiet vsSetci na vSetkych, bude sa menit, kto koho uvidi. Rovnako sa
bude menit, ¢i sa trpaslici mézu otacat alebo nie, to znamend, ¢i bude platit, ze ak
vidi jeden druhého, plati to aj obratene. Znovu budu vsetci trpaslici nasledujuicich
par uloh hlésit svoje tipy naraz a bez moznosti ostat mlcaf.

Vysvetlenia a dékazy toho, ze vysledky, ktoré dostaneme sa zlepsit nedaju,
uvedieme v druhej casti. Rovnako tak aj niektoré casti rieseni ¢i celé postupy,
pokial budu nateraz prilis komplikované.

Uloha 3.1 [2, str. 402]: ¢ trpaslikov sa rozmiestni ndhodne v lese, stromy brénia
vo vyhlade medzi niektorymi trpaslikmi. Trpaslici sa mozu otacat. Trpaslikom
carodejnik vycaruje klobuiiky dvoch farieb. Kolko uhadnuti sa méze trpaslikom
podarit?

RieSenie 3.1 [2, str. 402]: Prirodzenou stratégiou pre trpaslikov je, Ze sa po-
paruju dvojice, ktoré na seba vidia, pricom kazdy trpaslik je v maximalne jednej
dvojici. Kazda takato dvojica postupuje ako v rieseni 2.1, ¢im zaruéi jednu
spravnu odpoved. Trpaslici sa preto poparuju najlepsia ako sa to d4, ¢im ziskaju
maximalny mozny pocet spravnych tipov.

Trpaslikom este ostava najst najlepsie mozné parovanie, ale to uz nejako
zvladnu. Inspirovat sa mozu napriklad v [4].

Uloha 3.2 [2, str. 403]: t trpaslikov sa rozmiestni okolo velkej skaly dookola tak,
ze kazdy vidi iba jedného trpaslika rovno po svojej pravici. Trpaslici sa nemozu
otacat. Trpaslikom carodejnik vycaruje klobuky dvoch farieb. Kolko uhadnuti
sa moze trpaslikom podarit?

Riesenie 3.2 [2] str. 403]: Napriek vSetkym snaham mali velky problém prist
s podobne tspesnou stratégiou ako ked sa mohli na seba pozerat vzajomne. Naj-
lepsia stratégia, s ktorou prisli, zarucila vzdy iba jednu spravnu odpoved. Vybral
sa jeden trpaslik, ktory tipoval, ze ma na hlave rovnakua farbu ako trpaslik, kto-
rého vidi, vSetci ostatni tipuju, ze maju opacnu farbu ako trpaslik, ktorého vidia.
V pripade, ze maju vsetci rovnaku farbu, uspeje prave jeden vybrany trpaslik, inak
uspeje aspon jeden zo zvysnych trpaslikov. Viac ako jeden spravny tip sa neda
garantovat.

Ako ukazku vezmeme pripad t = 4. VSetky moznosti farbeni a tipovania st

graficky zndzornené v obrazku (pojem graf viditelnosti a jeho vyuZitie sme
este nezaviedli, je to ale pomerne zrozumitelny priklad). Farba vrcholu je far-
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bou klobtka, farba kruznice je tip trpaslika. Spravny tip nastane, ked vrchol a
kruznica okolo neho maji rovnaku farbu. Trpaslik reprezentovany lavym dolnym
vrcholom hada rovnaku farbu, ako vidi, zvysni traja hadaju farbu opac¢ni. Cislo
pod stvoricou ukazuje, kolko trpaslikov trafilo svoju farbu pre dané farbenie.

P [0 S E— ‘I,.:,—’ .—><~ ’)
S e (e (§——e
1 1 3 3
7 WU SO U U SR S U
1 3 3 1

Obr. 1.1: VSetky moznosti farbenia a odpovedi prikladu 3.2

Poznamka 7: V pripade, ze by si trpaslici prehodili tilohy a traja tipovali rovnakua
farbu ako vidia a stvrty by tipoval opacni, uspeli by rovnako (vid. obrazok .
Vidime tiez, ze v kazdom farbeni, kde predtym uspel jeden, teraz uspeju traja a
naopak.

Uloha 3.3 [2, str. 404]: 4 trpaslici sa rozmiestnia okolo velkej skaly dookola tak,
ze kazdy vidi iba jedného trpaslika rovno po svojej pravici. Navyse ale na skalu
hore vylezie piaty trpaslik, ktory vidi vSetkych styroch dole a vsetci z dola vidia
trpaslika hore. Trpaslici dole sa nemé6zu otacat. Trpaslikom carodejnik vycaruje
klobiiky dvoch farieb, ¢ervené a zelené. Ulohou je prist so stratégiou zarucujicou
dva spravne tipy.

RieSenie 3.3 [2 str. 404]: Najprv trpaslikov napadlo parovat niektorého z tr-
paslikov dole s trpaslikom hore a nechaf tento par postupovat ako v tlohe 2.1,
zatial ¢o trpaslici dole sa budu pokusaf o stratégiu riesenia 3.3. Takyto mix ale
neprinesie pozadované ovocie, pretoze ¢arodejovi staci nastavif farby klobikov
tak, aby z dvojice a zo Stvorice uhddol farbu ten isty trpaslik, konciac tak hru len
s jednym spravnym tipom.

Styria trpaslici dole pouziji bud stratégiu z rieSenia 3.2 alebo z pozndmky 7.
To, ktort z dvoch stratégii si vybert bude zalezat na farbe klobika trpaslika
na skale. Ak bude maf na hlave zeleny klobik, budud trpaslici dole postupovat
ako v rieseni 3.2. Naopak, ak bude mat trpaslik na skale ¢erveny klobuk, budua
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Obr. 1.2: Vsetky moznosti farbenia a odpovedi prikladu 3.2

traja trpaslici postupovat ako v pozndmke 7. To znamena, ze sa Stvorica dole trafi
bud v prave jednom alebo v prave troch farbach.

Podme teraz na stratégiu trpaslika hore. Trpaslik na skale vie, ako postupuju
trpaslici dole a vie, ze im Carodej da na hlavu farby tak, aby uhadol iba jeden
z nich. Tipne teda, Ze ma na hlave taka farbu, pri ktorej si trpaslici dole zvolia
horsiu z moznosti a trafia sa iba do jednej farby. Takto sa zdvihne minimalny po-
et spravnych odpovedi na 2 (ak by sa totiz trpaslik na skale netrafil, znamenalo
by to, ze dole padli 3 spravne tipy).

Pozndmka 8: V podobnej tulohe, ktora by sa od ulohy 3.3 lisila iba tym, ze
na skale by boli dvaja trpaslici namiesto jedného, ktori sa navzajom vidia (a kto-
rych by znovu videli vSetci zdola a ktori by videli vsetkych styroch dole a seba
navzajom), mohli by trpaslici zarué¢it 3 spravne odpovede. Ak trpaslici dole vidia
na klobtikoch hore dve rovnaké farby, zvolia stratégiu z riesenia 3.2, inak zvolia
stratégiu z poznamky 7. Trpaslici hore predpokladaji, ze maji na hlavach také
farby, ze dole padne iba jeden spravny tip. Takto nastane jedna z dvoch moznosti,
bud sa trafi jeden trpaslik dole a dvojica hore, alebo sa trafia traja trpaslici dole
a hore ani jeden.

Uloha 3.4 [2| str. 405]: Carodej proti sebe postavi dva rady trpaslikov. Kazdy
trpaslik vidi vSetkych z opac¢nej rady, ale nikoho z vlastnej. Carodej im na hlavy
vycaruje klobuky f farieb. Existuje nejaky pocet trpaslikov, ktori musia stat
v jednotlivych radach a nejaka stratégia, ktorad zaruci aspon jeden spravny tip?

Riesenie 3.4 ukazeme v druhej casti, zatial ale mozu trpaslici pokojne pokraco-
vat, pretoze riesenie existuje.
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1.4 Koniec naschvalom

Zavrite trpaslikov do sklepa plného sudov a jedla, dajte im zaujimavé prob-
lémy, kde sa im moze celkom dobre darif, motivujte ich strachom zo straty podoby
a zo zmeny apetitu na viacej-nohé bytosti, a mate skvely recept na kopu zabavy
a k tomu zaujimavé vysledky logickych problémov.

Vezmite ale trpaslikov von, pre¢ od plnych stolov a nitte ich hybat sa na cers-
tvom vzduchu. Pridajte do toho problémy, v ktorych napriek hocijakej snahe
drviva véicsina neuspeje, a mate skvely recept na konflikt. To, Ze recept funguje,
si carodej overil empirickym pozorovanim. Po poslednej sade problémov hodili
klobtky po ¢arodejovi, zakricali pomerne dlhé vetné skladby a odobrali sa z lesa
spat do sklepa. Carodej opit nerozumel ani slovo, opét bol za to celkom rad.

Rozhodol sa dat trpaslikom kratky oddych a tak sa vydal za nimi. Ked dorazil
ku sklepu a zatlacil za dvere, ani s nimi nepohol. Posméatral po klaci, ze ich
odomkne, ale v tom sa z vnitra ozvalo hihnanie. Doslo mu, Ze dvere nie su
zamknuté, ale ze ich niekto z vnutra zablokoval. Skusil dvere otvorif nasilu, ¢o
viedlo k velkému tspechu. Pod tspechom rozumieme jedno carodejné narazené
rameno a buracajuci vybuch smiechu spojeny s trepanim péstami o stol spoza
dveri. Kuzla pouzit nemdze, dvere s cerstvo nalakované a povedzme, ze fyzicka
sila nepatrila medzi carodejove prednosti. Musel pouzit svoj sarm a charakter.
Takze to bol strateny boj.

Niekto by mohol oznacit ¢arodejov dalsi krok za priznanie porazky. To vsak
vobec nie je pravda. On len odisiel na vrchol veze do svojej pracovne a strategicky
si lahol spat. Ved nemo6zu byt nahnevani dlho. Prespi sa a zajtra to zkusi znova.

Jeho strategické vyspavanie sa ukazalo ako genidlny tah. Este za tmy ho zobu-
dil jeden z mladsich trpaslikov, zZe staresina dole s nim chce rozpravat. V nocnej
koseli (¢ize to samé Co cez den, ale ind farba) zisiel dole do sklepa a vypocul si,
k ¢comu trpaslici dosli. Zdelili mu, Ze dosli ku dnu sudov. A to je problém. Takze
ak ¢arodej vyriesi ten ich, tak oni na oplatku budu pokracovat v rieseni tych jeho.
Mali ale este jednu podmienku. Mali dost ¢arodejovho robenia naschval. Od teraz
dalej sa budu farby klobtikov urcovat ¢isto nahodne.

Carodej stihlasil, odomkol novii pasaz pivnice a siel si nazad lahnit. Uréite to
za to stoji.

V nasledujucich tlohach buda mat trpaslici moznost mlé¢at namiesto tipova-
nia svojej farby. Budu tipovat naraz a vyhrajui, ak aspon jeden z trpaslikov svoju
farbu uhadne a nikto netipne svoju farbu nespravne. Cielom bude prist so stra-
tégiou s ¢o najvacsou Sancou na uspech. Farby budu priradené nahodne.

Uloha 4.1 [5]: Traja trpaslici sedia okolo stola, vietci sa vidia navzajom. Ca-
rodej im na hlavy vycaruje Cierne alebo biele klobtiky nahodne. Aku stratégiu
maju trpaslici zvolif, aby mali ¢o najlepsiu Sancu na tspech?

Prvy napad, ktory prisiel, bol nech sa vyberie jeden z trpaslikov, ktori svoju
farbu tipne ndhodne, pretoze kazdy dalsi pokus len zvysuje sancu, ze sa niekto

netrafi a vSetci prehraji. To by bolo ale prilis jednoduché a urcite to ide lepsie.

RieSenie 4.1 [5]: V pripade, Ze trpaslici uvidia dve rézne farby na hlavach kole-
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gov, ostanu ticho. V pripade, ze na hlavach kolegov uvidia rovnaké farby klobu-
kov, budt tipovat, ze maji opacnu farbu. Pri tejto stratégii trpaslici prehraju iba
v pripade, ze maju vSetci na hlavach klobtky rovnakej farby, vo zvysnych Siestich
pripadoch uspeju.

Trpaslikom zostalo zodpovedat otazku, ¢i sa neda tento vysledok este zlepsit.
Ned4 sa nejako ukazat, ze neexistuje lepsia stratégia? D4 [I], podme na to po-
stupne. Pre kazdu stratégiu a kazdé rozlozenie farieb ma kazdy trpaslik pevne
dané, ako sa bude chovat. Kazdé spravne uhadnutie farby svojho klobtika je zrkad-
lené nespravnym tipom v rozlozeni farieb, ktoré sa lisi jedinym klobikom. No a
jeden nespravny tip, a celé hadanie farieb kond¢i a trpaslici idi domov. Vlastne,
¢arodej sa vyhrazal tou premenou na Zaby... TakZe! Cim viac jednotlivych ne-
spravnych tipov sa trpaslikom podari dat dohromady do jednej situdcie (¢ize do
jedného rozdelenia farieb), tym lepsia stratégia to bude.

Vezmime si, Ze existuje nejaka idedlna stratégia. V tejto stratégii sa podari
trpaslikom napchat vsSetky nespravne tipy do ¢o najmenej moznych situacii, a
naopak sa podari spravne tipy rozlozit do ¢o najviac moznych situacii. Povedzme,
ze mame t trpaslikov. Nech stucet poctov spravnych tipov fSetkych trpaslikov
za vsetky situacie je rovny ¢islu c. Rovnako je ¢ sucet vsSetkych nespravnych
tipov. Pre idedlnu stratégiu by trpaslici prehrali v [¢/t] situdciach, nenastala by
situacia, kde by zostali vSetci ticho a vo vSetkych zvysnych situaciach by tipoval
prave jeden trpaslik spravne. To ale znamend, Ze vyhernych situacii je prave c.
Pravdepodobnost, Ze nastane situacia, v ktorej sa trpaslikom podari vyhrat, by

bola
c

[c/t] +04+c

Toto plati pre perfektnu stratégiu pre obecny pocet trpaslikov. Pravdepodobnost
sa meni v zavislosti na pocte trpaslikov. Najvyssia pravdepodobnost nastane, ked
v situdciach, kde sa zmyli jeden, sa zmylia vSetci. To znamend, ze [c¢/t] = ¢/t
a teda

c _t-c
c/t+0+c cH+t-c t+1°
Prihodime fakt, ze pocet vSetkych moznych situacii, ako sa rozdaja klobuky, je
2! a pravdepodobnost tspechu pri tipovani je 57, dostdvame rovnicu

c-(t+1)=t-2".

Vsetky prvky tejto rovnice st prirodzené ¢isla, preto musi byt ¢ - 2° ndsobkom
t 4+ 1. Trpasici st aspon dvaja, hrat takuto hru sém je na blazinec (alebo na vr-
chné poschodie ¢arodejnej veze). Cisla t a t + 1 st teda nestidelné, ¢ize rovnica
dava zmysel, ak je ¢islo t + 1 mocninou dvojky. Preto najlepsia mozna pravdepo-
dobnost tspechu 1:4%1 moze nastat iba vtedy, ked ¢t = 2" — 1 pre prirodzené n > 2.
V takychto pripadoch pravdepodobnost rastie az k jednicke pre rastice n.

Pre n = 2 dostédvame pravdepodobnost vyhry pri idedlnej stratégii P = 3/4,
¢o stratégia z riesenia 4.1 spliuje, lepsiu stratégiu teda nevymyslime.

Ako idealna stratégia vyzerd pre vacsie n?
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Uloha 4.2 [1]: Okolo stola sedf t = 2" — 1 trpaslikov. Vsetci sa navzajom vi-
dia a kazdému je na hlavu ndhodne prideleny biely alebo ¢ierny klobtik. Ulohou
je prist so stratégiou, pri ktorej maja trpaslici pravdepodobnost tspechu t%l
Riesenie 4.2 [1]: Trpaslikov o¢islujeme od nuly do 2" —1, ale v dvojkovej ststave,
kde kazdému priradime n-ciferny bindrny koéd. Prvy bude mat ¢islo 000...01,
druhy 000. .. 10 a tak dalej az posledny (2" —1)-vy trpaslik dostane ¢islo 111 ... 11.
Po tom, co sa rozdaju klobiiky, sa kazdy trpaslik rozhliadne a spocita ¢isla, na kto-
rych vidi ¢ierny klobuik. Nespocita ale ¢isla oby¢ajne (preco inak by sme sa trapili
s bindrnym oc¢islovanim trpaslikov), ale nasledujicim sposobom. Spoé¢itaji sa jed-
notlivé cifry ¢isel modulo 2. To znamena, ze ak chcem spocitat dve cisla tymto
sposobom, na i-tej pozicii ¢isla napiSem nulu, ak maji dané ¢isla rovnaku cifru
na i-tej pozicii, a jednicku v pripade, Ze sa ¢isla v i-tej cifre 1isia. Oznacme takéto
sC¢itanie @, potom priklad takéhoto scitania je 1100 ¢ 1010 = 0101. Pri tomto
pocitani pre vSetky k plati k@ k = 0.

Kazdy trpaslik si tymto sposobom spocita vsetky cierne farby, ktoré vidi. Nech
je sucet @ vSetkych ¢iernych farieb s. Ak ma k-ty trpaslik cierny klobuk na hlave,
vidi stucet s @ k. Kazdy trpaslik s bielym klobtikom vidi stcet s. Trpaslici uréia
svoje tipy nasledovne. V pripade, Ze trpaslikovi vyjde nula (teda ¢islo 000 . .. 00),
tipne ¢iernu. V pripade, ze vyjde prave jeho ¢islo, tipne bielu a v pripade, ze vyjde
nejaké ¢islo iné od nuly a jeho vlastného ¢isla, ostane ticho a nebude tipovat.

V akych situaciach trpaslici uspeji, a v akych nie? Ak je stcet @ vsetkych
ciernych klobiikov nula, vSetci trpaslici s bielym klobtikom tipni ciernu farbu.
Vsetci trpaslici, ktory maji na hlavach c¢ierny klobtk, dostant ako sicet svoje
vlastné ¢islo a tipnu bielu. Takto sa vSetci naraz netrafia. Teraz nech je sucet
¢isel s ciernym klobtikom s # 0. Potom s-ty trpaslik tipne Ciernu, pretoze sucet
¢iernych farieb je z jeho pohladu s @& s = 0. Trpaslici s bielym klobikom vidia
vsetky ¢ierne klobiky, ktorych stcet je s, ¢o nie je ich ¢islo. Trpaslici s ¢iernym
klobiikom s ¢islom inym ako s po s¢itani nevidia stcet ani seba, ani nulu. Preto
vsetci okrem s-tého trpaslika ostanu ticho.

Vidime, ze pri tejto stratégii nenastane situdcia, v ktorej by nikto netipoval,
v situaciach, kde sa netrafi jeden, netrafia sa vsetci naraz a vsetky zvysné situacie
st vyherné. Dosiahli teda maximalnu moznu tspesnost.

Nage rieSenie 4.1 je presne tato stratégia pre n = 2. Cislovania trpaslikov
sa 01, 10 a 11, nulu ziska trpaslik iba ak su oba klobtuky, ktoré vidi, biele. Jeho
vlastné ¢islo mu vyjde prave vtedy, ked st oba klobiky ¢ierne. Prehrajui, ked st
vsetky tri klobuky stejnej farby, kedze 01 & 10 & 11 = 00.

Uloha 4.3 [6]: Okolo stola sedi t trpaslikov, vietci sa navzajom vidia. Na hlavu
im je vycarovany klobuk bielej alebo Ciernej farby, farby sa pridelené nahodne.
Zmenou bude, Ze vyhraju, ak uhddne aspon k > 1 trpaslikov (pre pripad k = 1

méame presne tlohu 4.2). Ulohou je prist s najlepSou moznou stratégiou tspechu.

Riesenie 4.3 zatial nechame sediet bokom a zodpovieme v druhej ¢asti.
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1.5 Nahoda nakoniec

Na zaver dna oznamil carodej, ze mu ostava uz len jedna tloha. V ociach tr-
paslikov sa miesala radost a strach. Na jednu stranu super, je koniec. Na druhq,
¢o si asi tak mohol preboha nechat ¢arodej na koniec?

Uloha 5.1 [7]: t trpaslikom st na hlavy vy¢arované kloubtiky f farieb (kaz-
dej farbe méme priradené jedno ¢islo z 1, ..., f), farby klobtikov urcuje carode;
a trpaslici tipuju vSetci naraz. NavySe je medzi nich (tak, aby ho vSetci videli
a poculi) polozeny pristroj, ktory na poziadanie vyberie ndhodné ¢islo (vyhovu-
juce pripadnym poziadavkam). Trpaslici musia tipnat jednu farbu, ktort m4 na
hlave aspon jeden z nich. VsSetci ale musia tipnut tu istu farbu, ak zazneje viac
ako jedna farba, trpaslici prehraji. Ulohou je prist so stratégiou, ktora by dala
trpaslikom ¢o najvacsiu sancu na vyhru.

Riesenie 5.1[8]: Kazdy trpaslik si predstavi f novych klobikov, z kazdej farby
jeden. Tie prida k tym, ktoré vidi a vsetkych t 4+ f — 1 klobtikov usporiada do ne-
klesajicej postupnosti. Pristroj na nahodné cisla vyberie celé ¢islo j medzi 1
at+ f —1. Potom kazdy trpaslik zakri¢i farbu j-teho klobuka zo svojho usporia-
daného zoznamu.

Takto kazdy trpaslik zakriéi farbu j-teho alebo (7 + 1)-vého klobika v nekle-
sajucom usporiadani vSetkych (skuto¢nych aj fiktivnych) klobikov. Ak ma totiz
trpaslik na hlave klobtk, ktory je v usporiadani pred j, bude jeho tip farba (j+1)-
vého klobuka. Naopak, ak je poradie jeho klobtika vacsie alebo rovné j, tipne j-ty
klobik v usporiadani. Trpaslici uspeju, ak st farby na j-tom a (j + 1)-vom klo-
buku rovnaké. Vtedy zakri¢ia vSetci rovnaku farbu, ktord je na aspon jednom
skuto¢nom klobtku.

Preco je tomu tak a aké je Sanca, ze st tieto dva klobiiky rovnakej farby? V ne-
klesajicom usporiadani vSetkych (skuto¢nych aj fiktivnych) klobtikov je prave je-
den fiktivny z kazdej farby. Ak st nejaké dva klobuky rovnakej farby, aspon jeden
z nich je skutoény a niekto ho ma na hlave. Predstavme si teraz, ze pri usporiada-
vani klobuikov postupovali trpaslici tak, ze najprv usporiadali skuto¢né klobuiky
a potom do usporiadania vlozili fiktivne klobtiky vzdy na posledné mozné miesto.
Takto je kazdy realny klobiik nasledovany klobtikom rovnakej farby, bud redlnym
(ktory je znova nasledovany rovnakou farbou) alebo fiktivnym, ktory je posledny
z danej farby v usporiadani. Preto trpaslici uspeju prave vtedy, ked nahodné ¢islo
J padne na realny klobuk v tomto usporiadani.

t

Pravdepodobnost vyhry pri tejto stratégii je teda T Ukazat, ze tato sanca

je najlepsia mozna bude pomerne zlozité, nechame si to na koniec druhej casti.
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2. Par dokazov

Od druhej kapitoly dalej sme rozoberali problémy a ich riesenia, miestami ale
bez korektnej matematiky. Preto dalej zavedieme pojmy, vety a dokazy, ktoré
nam v postupoch doposial sluzili a boli vynechané alebo len okrajovo spomenuté.
Ukéazeme niektoré riesenia alebo ich casti, ktoré sme pre komplikovanost vynechali
a dokazeme si, ze sa trpaslikom uz lepsie darif nemohlo.

Rozostavenia v hre reprezentujeme grafom. Mnozinu trpaslikov oznac¢ime T,
jednotlivych trpaslikov budeme znacit malymi pismenami s indexom aq,as, ... €
T. Mnozinu farieb oznac¢ime F', jednotlivé farby fi, fo, -+ € F budeme vo farbe-
niach reprezentovat celymi nezdpornymi ¢islami.

Definicia 1: (Orientovany graf) Orientovany graf G je usporiadand dvojica G =
(T\E), kde V je neprazdna mnoZina vrcholov grafu a E je mnoZina usporiadanych
dvojic vrcholov (u,v).

Definicia 2: (Neorientovany graf) Neorientovany graf G je usporiadand dvoj-
ica G = (T\E), kde V je neprdzdna mnozina vrcholov grafu a E je mnoZina
neusporiadangch dvojic vrcholov {u,v}.

Neorientovany graf mozeme chapat ako Specialny pripad orientovaného grafu,
kazdt neorientovani hranu mézeme nahradit dvojicou orientovanych hran.

Kazd tlohu moéZeme reprezentovat grafom G = (T,F), kde orientovana hrana
a; — a; vedie z vrcholu a; do vrcholu a; prave vtedy, ked trpaslik a; vidi tr-
paslika a;. V pripade, Ze sa vSetci trpaslici vidia navzdjom, nechdme hrany grafu
neorientované. Mnozinu trpaslikov, ktorych vidi trpaslik a, teda mnozinu vrcho-
lov, do ktorych vedie hrana z vrcholu a nazveme T, = {b € V, (a,b) € E} .

Obr. 2.1: Grafy zndzornujice tlohy 2.1 (vlavo) a 3.3 (vpravo)

Vo vsetkych problémoch plati, Zze si ziaden trpaslik nevidi vlastny klobrk,
uvazujeme teda iba grafy bez smyciek. Je dobré si uvedomit, ze jeden graf moze
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reprezentovat viacej tloh. Trpaslici sa mézu vidief rovnako v dvoch roznych tlo-
hach s odlisnymi pravidlami.

Definicia 3: (Indukovany podgraf) Hovorime, Ze graf I = (T',E’) je induko-
vanym podgrafom grafu G = (T\E), ak plati T' C T a zdarovenr Ya,b € T (a,b) €
E = (ab) € E.

Definicia 4: (ijlny graf) Neorientovany graf nazveme uplny, ak si kaZdé dva
vrcholy grafu spojené hranou.

Definicia 5: (Bipartitny graf) Bipartitngm grafom nazveme taky, ktorého mno-
zina vrcholov sa dd rozdelit na dve casti, pricom z vrcholov jednej casti vedi hrany
iba do vrcholov druhej casti a naopak. Pokial z kaZdého vrcholu jednej casti vedie
hrana do kazZdého vrcholu druhej casti, hovorime o uplnom bipartitnom grafe.

Definicia 6: (Cyklus) Cyklusom grafu G = (T,E) nazveme postupnost vrcho-
lov a hrdn (ag, €1, a1, ..., e, a; = ag), kde ag,ay,...,a;_1 € T si navzdjom rézne
vrcholy a Vi (a;_1,a;) € E.

Definicia 7: (Farbenie) Farbenim grafu G = (T,E) nazveme funkciuv ¢ : T — F.
MnoZinu vsetkych takijchto funkcii oznacime ®(T,F).

V pripade, ze st mnoziny T a F' lubovolné alebo je jasné, o aké mnoziny
sa jedna, budeme pisat iba ¢ a @. Pre kazdého trpaslika existuju rozne farbenia,
ktoré nedokaze rozlisit. Kvoli tomu priddme nasledujiicu definiciu.

Definicia 8: (Ekvivalencia farbenia) Majme graf viditelnosti G = (T,E), nech
a € T a majme dve farbenia @1, ps € (T, F) pre ktoré plati p1(b) = po(b) Vb €
T,. Potom tieto farbenia nazveme a-ekvivalentné, piseme 1 ~, @o.

Takze dve rozne vyfarbenia klobtikov nazveme a-ekvivalentné, ak trpaslik a
medzi nimi nepozna rozdiel, a teda sa lisia iba na niektorych z klobtikov, ktoré a
nevidi.

Definicia 9: (Stratégia) Stratégiou nazveme zobrazenie S : T x & — F, pre
ktoré plati, Ze pre lubolného trpaslika a € T a farbenia @1, € ® zobrazenie S
splriuje podmienku @1 =, s = S(a,p1) = S(a,p2).

Podmienka vyjadruje iba to, ze stratégia nie je zalozena na nahode a farba,
ktoru trpaslik a tipne je jednoznacne urcend iba farbami klobtikov, ktoré vidi. To,
ze trpaslik a trafi farbu svojho klobiiku pomocou stratégie S zapiseme vztahom

S(a, ) = ¢(a).

Definicia 10: (Minimélna stratégia) Minimdlnou stratégiou S nazveme taki stra-
tégiu, pre ktori platiNe € @ Ja €T, S(a,p) = p(a).

Minimalna stratégia teda zarucuje minimélne jeden spravny tip pre kazdé
jedno vyfarbenie klobtiikov. Okrem minimaéalnej stratégie prirodzene hladame opti-
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malnu stratégiu. Tou rozumieme taku stratégiu, ktora pre dany problém garantuje
najvacsi mozny pocet spravnych tipov.

Veta 1 [9, str. 12]: Majme |T| = t trpaslikov a |F| = f farieb klobikov, graf
popisujuci rozostavenie a vzajomnu viditelnost nech je lubovolny. Potom Ilubo-
volnd stratégia S dd priemerne % spravnych tipov (pricom priemer pocitame cez
vsetky farbenia).

Dékaz 1 [9, str. 12]: Vezmime Iubovolnu stratégiu S a trpaslika a. Priradme
farby vSetkym ostatnim trpaslikom a pevne tak urc¢me, aky bude tip trpaslika
a. Tento tip je spravny iba pre jedno z f moznych farbeni, ktoré mozu nastat.
Takze, priemerne sa lubovolny trpaslik trafi v jednom z f pripadov, a t trpaslikov
nam da priemerne % spravnych odpovedi.

Veta 2 [2, str. 402]: Nech |T| = |F| = t a nech graf G popisujici rozostave-
nie je neorientovany. Potom existuje minimdlna stratégia prive vtedy, ked je G
uplny graf.

Doékaz 2 [2, str. 402]: <= Existencia stratégie je dokdzanéd rieSenim 2.2 zo-
becnenym pre Iubovolné t.

— Implikaciu druhym smerom dokéZeme obmenou, a teda ak graf G nie je
uplny, tak neexistuje miniméalna stratégia. Nech teda existuje dvojica a,b € T,
pre ktoré {a,b} ¢ E. Potom pre Tubovolnu stratégiu S a lubovolné farbenie ¢ je
S(a,p) nezavisle na ¢(b), pretoze b ¢ T,. To plati tiez opatnym smerom, S(b, @)
je nezavislé na ¢(a). Vezmime Iubovolné farbenie ¢ také, kde S(a,p) = ¢(a). Na-
sledne zmenme farbu ¢(b) tak, aby pri tejto stratégii tiez nastalo S(b,) = (b).
Téato vymena farieb neovplyvni tip trpaslika a, takze sa zaroven trafia obaja tr-
paslici. Z vety 1 ale vieme, ze pre Iubovolnu stratégiu S dostaneme priemerne
% = 1 spravny tip cez vsetky ¢ € ®. My sme ukézali, ze pre kazdu stratégiu
existuje farbenie, ktoré da dva spravne tipy, a preto musi pre kazdu stratégiu tiez
existovat farbenie, v ktorom nepadne ziaden spravny tip.

Veta 3 [2, str. 402]: Nech |T| = t, |F| = f a G je dplny graf, potom exis-
tuje stratégia zarucujica [t/ f| spravnych tipov a neexistuje stratégia zarucujica
|t/ f] + 1 sprdvnych tipov.

Doékaz 3 |2, str. 402]: Existencia takejto stratégie je dokdzana rieSenim 2.3.
Neexistencia stratégie, ktord by zarucila aspon |t/f| + 1 spravnych tipov, je

priamym nasledkom vety 1. Ak by totiz takato stratégia existovala, priemerny

pocet spravnych odpovedi cez vietky ¢ € @ by bol ostro vicsi, nez &, ¢o je spor

s vetou 1.

Takto jednoducho sme ukazali, ze rieSenia 2.2 a 2.3 zarucia maximalny
mozny pocet uhadnutych farieb.

Definicia 11(Péarovanie grafu): Pdrovanim neorientovaného grafu nazveme vyber
hran ey, es, ... € E takijch, Ze Ziadne dve z nich nemaju spolocny vrchol. Pokial
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pre nejaké parovanie P plati, Ze neexistuje parovanie P’ s vdcsim poctom hrdn,
nazveme P maximdlne.

Veta Tutte-Berge [10]: Pre lubovolny graf G = (T,E) ezistuje mnozina U C T
takad, Ze prekazZdé maximdlne parovanie P plati
T+ U] —n(G -U)

2 )
kde G — U je indukovany podgraf grafu G s mnozinou vrcholov T\ U a n(G —U)
je pocet jeho komponentov s neparnym poctom vrcholowv.

1P| =

Veta 4 [2, str. 402]: Nech |T| = t, |F| = 2 a G je neorientovany graf, nech
P je maximalne pdarovanie na G. Potom mazimdlny mozny pocet garantovaniych
spravnych odpovedi je rovny |P|.

Doékaz 4 [2, str. 403]: Fakt, ze pocet spravnych tipov je aspon |P| prichddza
z riesenia 3.1.

K dokazaniu toho, ze maximalny mozny pocet garantovanych spravnych ti-
pov nepresiahne |P|, pouzijeme Tutte-Bergeho vetu. Majme graf G a pod-
mnozinu jeho vrcholov U, ktorej existenciu zarucuje Tutte-Bergeho veta. Nech
j =n(G — U), ozna¢me prislusné komponenty Ny, Na, ... N;, a zjednotenie vSet-
kych komponentov indukovaného podgrafu G — U s parnym poctom vrcholov
ozna¢me Y. Postupujme vo farbeni nasledovne. Za¢neme s U, umiestnime tam
farby Tubovolne, predpokladajme pre horny odhad, Ze sa trpaslikom z U podari
vsetkym uhadnut svoje farby. Ak mame toto urc¢ené, potom farbenim komponentu
N; jednoznac¢ne urcime tipy trpaslikov v N;, pretoze sa vidia iba medzi sebou a
pripadne s trpaslikmi z U. Z vety 3 vieme, Ze zaruceny pocet spravnych tipov,
ktoré padnti medzi trpaslikmi v V; je % Rovnako, farbenim Y st uréené tipy
trpaslikov z Y a zaruceny pocet spravnych tipov je %‘ Takze dohromady pocet
spravnych tipov je zhora obmedzeny ¢islom

Nl =1, [N~ 1 N =1 Y] _ [T]+]0] -
L

Pozrime sa na rieSenie 3.4. Ulohe odpoveda tplny bipartitny graf. Ukézeme,
ze trpaslici mozu uspiet, ak sa do lavej rady postavi [ = f—1 trpaslikov a napravo
p=fr " Takto prekvapivy pocet vychadza z nasledujicej stratégie hadania.

Veta 5 [2, str. 405]: Majme |F| = f > 2 a dplnyg bipartitng graf G, ktorého
casti maji (nalavo) f—1 a (napravo) 7 wrcholov. Potom pre problém existuje
minimalna stratégia.

Dékaz 5 [2, str. 405]: Oznacme ¢; vyfarbenie lavej strany G, mnozinu tychto
farbeni @;, rovnako ¢, a @, pre pravii stranu. Potom |&;] = f/~1  a teda pravd
strana mé presne fI%! vrcholov. To je rovnako vela, ako je moznych zobrazeni
v @ — {1,2,..., f}. i-ty trpaslik na pravej strane si vezme jedno takéto zo-
brazenie v; a tipuje farbu 7;(¢;). UkdzZeme, zZe pre takito stratégiu pravej strany
plati, Ze nech je farbenie ¢, zvolené Tubovolne, existuje maximélne f — 1 réznych
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farbeni lavej strany ¢y, ¢y, - .., pre ktoré vSetci trpaslici napravo netrafia svoju
farbu. Potom staci, aby si trpaslik a; z lavej strany zobral farbenie ¢;, a svoju
farbu tipoval na ¢y, (a;). Takto nalavo zarucia spravnu odpoved, ked prava strana
zlyha.

Ostéva este ukazat, ze pre pevné ¢, existuje maximalne f — 1 roéznych far-
beni ¢y, ¢, ..., pre ktoré vsetci trpaslici napravo netrafia svoju farbu. Pred-
pokladajme pre spor, Ze existuje mnozina f nejakych takychto farbeni lavej
strany &) = ¢y, ... ¢,. Potom existuje funkcia v, ktord &; zobraz{ na mnoZinu
{1,2,...,f} tak, ze v nadobudne f réznych hodnét na mnozine @;. Pre «y existuje
na pravej strane G vrchol b, ktory hada podla nej (p,(b) je pevne dané). Kedze
ale {v(¢1,),.-.,7(wi,)} obsahuje vsetkych f hodnét, trpaslik b musi trafit svoju
farbu pre jedno z farbeni z &), ¢im ziskavame spor s predpokladom.

Na teraz mozeme opustit druhu cast tloh a pozrief sa na stratégie z tej tretej.
Pre nesymetricku viditelnost pouzijeme orientované grafy. Na zaciatok si ukazeme
obecné pravidlo, kedy sa trpaslikom nepodari ani jeden spravny tip.

Definicia 12: Majme orientovany graf G = (V,E), indruktivne definujeme pod-
mnoziny B; nasledovne. Nech By je mnozina vrcholov, z ktorych nevychddza
Ziadna hrana, By je mnozina vrcholov z ktorych vychddzaju hrany iba do vrcholov
2 By, By mnozina vrcholov z ktorych vychddzaji hrany iba do By alebo By, a tak
dalej. Obecne ak v € B;, (u,w) € E = v e U{B,,j < i}. Zjednotenie mnozin
UsenB; oznacime B.

Definicia 13 (Topologické usporiadanie grafu): Majme orientovany graf G s n
vrcholmi. Topologickym usporiadanim grafu G nazveme priradenie cisel 1,....n
vrcholom tak, Ze kazdd hrana vedie z vrcholu s mensim cislom do vrcholu s vdacsim
cislom.

Inak povedané, ak poukladame vrcholy zlava doprava podla nejakého topo-
logického usporiadania, vSetky hrany budu sipky smerujice zlava doprava. Je
jasné, ze iba acyklické grafy sa daju topologicky usporiadat. Acyklickost grafu je
ale aj postacujica podmienka nato, aby sa graf dal topologicky usporiadat [11].

D

Obr. 2.2: Priklad grafu s topologicky usporiadanymi vrcholmi

Podobne sme mali usporiadanych trpaslikov napriklad v ilohe 1.3, kde kazdy
trpaslik videl vsetkych pred sebou, ale ziadneho za sebou. Ako topologicky uspo-
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riadat Tubovolny acyklicky graf mozeme najst napriklad v [11].

Pozndmka 9: V pozndmke 3 sme si uviedli, ze bez extra informacie nemaju tr-
paslici sancu na uspech. Ak mame totiz trpaslikov v zastupe, kde vsetci vidia
len jednym smerom, lahko moze byt vytvorené farbenie klobikov, v ktorom nikto
neuhadne. Carodej moze postupovat pri farbeni zprava dolava. Trpaslik Giplne na-
pravo nikoho nevidi, ma svoj tip pevne dany este pred farbenim, ¢arodej o nom
vie a d4 mu na hlavu inu farbu, potom postupuje dolava. Kazdy trpaslik urcuje
svoj tip na zéklade farieb napravo od neho. Ked k nemu pride carodej, trpaslik
uz ma svoj tip urcéeny. Ten ale ¢arodej poznd, trpaslik tak dostane na hlavu inta
farbu. Takto sa nikomu zo zastupu nepodari uspiet.

Podobne to plati pre [ubovolni mnozinu B definovani vyssie, ako hovori dal-
Sia veta.

Veta 6 [9, str. 4]: Nech G = (V,E) je lubovolny orientovany graf s podmnoZi-
nou vrcholov B definovanou vyssie. Potom pre lubovolné farbenie vrcholov V' \ B
plati, Ze sa da rozsirit na farbenie vsetkych vrcholov ¢ tak, Ze Ziaden trpaslik z B
svoju farbu neuhddne.

Doékaz 6 [9, str. 5]: Trpaslici z B nevidia nikoho mimo B, preto lubovolné farbe-
nie vrcholov V'\ B neovplyvni ich tipy. Mnozina B neobsahuje cyklus, mozeme
ju teda topologicky usporiadat. Farbenie takto usporiadanych vrcholov potom
prebieha rovnako ako v pozndmke 8, znovu nepadne jediny spravny tip.

Mobzeme si vsimnuf, Zze obecnu topologicky usporiadanou mnozinu mézeme do-
staf aj tak, ze odoberieme nezdporny pocet hran z grafu reprezentujtiiceho tlohu
1.3 pre obecny pocet trpaslikov (na obrdzku nizsie pre 5 vrcholov). Odobranim
hran odoberame informaécie, ¢im nemdzeme zvysit pocet spravnych tipov. Preto
ani tu ziaden trpaslik neuspeje.

Obr. 2.3: Odobranie hran z topologicky usporiadaného grafu

Veta 7 [9, str. 12]: Nech |T| = t, |F| = 2 a G je lubovolny orientovany graf,
potom existuje minimdlna stratégia prave vtedy, ked G obsahuje cyklus.

Doékaz 7 [9] str. 12]: <= Implikacia zprava dolava je dokazané existenciou ta-
kejto stratégie v rieseni 3.2.

—> Implikaciu zlava doprava dokdzeme obmenou - ak je orientovany graf G acyk-
licky, tak ziadna stratégia nezaruc¢i spravny tip. Priamo to vyplyva z faktu, ze
acyklicky graf mozeme topologicky usporiadat, a dostat znovu mnozinu B, na-
sledne pouzit vetu 6.
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Veta 8 [2] str. 403]: Nech |T'| =t, |F| = 2, nech G je orientovany graf. Nech ¢(G)
je mazximdlny pocet cyklov v G, ktoré nemaji Ziadny spolocny vrchol a nech o(Q)
je minimalny pocet vrcholov, ktoré treba odstrdnit, aby sa G stal acyklickym. Po-
tom je pocet garantovanych spravnych tipov obmedzeny zdola ¢(G) a zhora o(G).

Dokaz 8 [2], str. 403]: Dolné obmedzenie je priamym dosledkom riesenia 3.2,
kazdy cyklus ndm zaruc¢i minimélne jeden spravny tip.

Mnozinu vrcholov, po odstraneni ktorych ostane graf G acyklicky, ozna¢me
O. Po ich odstraneni ostane graf acyklicky a mdézeme ho topologicky usporiadat.
Predstavme si, ze vrcholy lezia na priamke a vsetky hrany vedu z lava doprava.
Napravo od nich vratime vrcholy z O a doplnime skor odobrané hrany. Takto
jediné hrany grafu, ktoré smeruju dolava, vychadzaji z vrcholov v O. Farbenie
grafu vytvorime tak, ze najprv Iubovolne vyfarbime vrcholy v O a nasledne po-
stupujeme dolava, rovnako ako v poznamke 8. Takto zarucime, ze vSetci trpaslici
z V'\ O neuhddnu svoju farbu, z kadial dostavame horni hranicu maximéalneho
garantovaného poctu spravnych tipov.

Vratme sa do druhej kapitoly k tloham 2.4 a dalej. Predstavime si novy po-
hlad na problém a iny sposob reprezentéacie tilohy grafom.

Definicia 14 (Graf Q,): Majme graf reprezentujici vrcholy n-dimenziondlnej
kocky. KaZdému z vrcholov priradime n-ticu jedniciek a nuliek tak, aby sa dva
susedné vrcholy lisili iba v jednom cisle (kazZdému z vrcholov si tak priradené jeho
suradnice, ak by bola kocka vhodne umiestnend do priestoru). Takgto graf spolu
s ocislovanim jeho vrcholov oznacime @Q,,.

Graf @), sa lisi od doposial zauzivaného grafu G. Tento graf nam tiez bude
reprezentovat tlohu, ale inak. Na hlavy trpaslikov priradia biele alebo ¢ierne
klobiiky, pre nas reprezentované jednickami a nulkami. Pocet vrcholov na @,
odpoveda takejto tlohe s n trpaslikmi, kazdy vrchol znac¢i jedno mozné vyfarbenie
. Kazda hrana spaja dva vrcholy, ktoré sa liSia iba v jednej i-tej stiradnici. Pre nas
to znamend, ze hrana reprezentuje mozné tipy i-tého trpaslika (predpokladdme,
ze trpaslik hdda, nateraz vynechdme moznost mlcat), tieto dva vrcholy si teda
dve 1—ekvivalentné farbenia. Stratégiu i-teho traslika stotoznime s orientaciou
hrany grafu, smer hrany bude znacif volbu.

Napriklad, majme hru, ktord hraju traja trpaslici. Treti trpaslik ¢ vidi bielu
farbu na prvom a ¢iernu na druhom kolegovi. Moznosti farbeni na grafe z jeho po-
hladu st vrcholy ¢; = {1,0,0} alebo s = {1,0,1}. Dajme tomu, ze stratégia kaze
tipnut svoju farbu bielu, potom na grafe orientujeme hranu {1,0,0} — {1,0,1},
viz. obrazok.

Hladanie stratégie S hadania trpaslikov sa nam takto zamiena s hladanim
orientacie hran grafu @),,. Pre Tubovolné farbenie ¢ je pocet spravnych odpovedi
rovny poctu hran vstupujtcich do vrcholu reprezentujiceho ¢. To znamend, ze
minimalny pocet spravnych tipov, ktoré stratégia garantuje, je rovny minimal-
nemu poctu vstupnych hran.

Hladanie optimalnej stratégie teda odpovedd maximalizacii minimalneho stu-
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{0,1,1} {1,1,1}
@)

{0,0,1} {1,0,1}
{071’0} {1’1’0}
J
{0,0,0} {1,0,0}

Obr. 2.4: Graf Q3 s jednou orientovanou hranou

pna. Teraz nas ale budu zaujimat tzv. vybalancované stratégie.

Definicia 15 (Vybalancovana stratégia): Nech hru hrd t trpaslikov, mnoZina fa-
rieb ma f prvkov. Stratégiu S nazveme vybalancovanou, ak plati, Ze pre lubovolné
farbenie ¢ € @ bude spliiat ndsledujicu podmienku. Ak sa pri farbeni ¢ vyfarbi tq
klobikov farby fi, ta klobikov farby fo a tak dalej (platit, +to+---+ty =1t), tak
sa medzi spravnymi tipmi objavi asporn |t1/f| klobikov farby fi, |ta/f| klobikov
farby fo a tak dalej, aZ [ty/f| spravnych tipov klobikov poslednej farby.

Ulohy 2.4 a 2.5 mozeme preformulovat ako hladanie vybalancovanej stratégie.

Veta 9 [2] str. 409]: Nech |T'| =t, |F| = 2, G je tplny graf. Potom pre problém
existuje vybalancovana stratégia.

Dékaz 9 [2] str. 409): Dokaz prevedieme konstrunkciou. Ciernu farbu reprezen-
tuje ¢islo 0, bielu 1. Najprv si usporiadame graf (), do ,,poschodi®, na jednom
poschodi budu vrcholy so stejnym poctom jedniciek. Oznacme h; pocet hran,
ktoré vedu z vrcholu na i-tom poschodi nahor a podobne d; pocet hran, ktoré
vedu dole.

Majme nejaké farbenie klobtikov ¢ reprezentované vrcholom na grafe. Hrana
smerujica do tohoto vrcholu zhora reprezentuje spravny tip trpaslika s ¢iernou
farbou, hrana smerujica do vrcholu zdola znamena spravny tip trpaslika s bielou
farbou. Nasa vybalancovana stratégia bude teda taka, v ktorej do kazdého vrcholu
na i-tom poschodi bude smerovat zhora | h; /2] a zdola |d;/2| hrén. Tym sa zarudi,
ze v kazdom farbeni sa trafi ,priblizne polovica® jak z bielych, tak ciernych
klobtkov.

Ak je n parne, potom si mézeme vybrat Tubovolny pociato¢ny vrchol grafu a
orientovaft jednu hranu od neho k inému vrcholu. Pokrac¢ujeme postupne dalej od
vrcholu k vrcholu. Jedind podmienka pre nés je, ze ak sme orientovali hranu medzi
vrcholmi, ktoré boli na i-tom a i 4+ 1-vom poschodi a méame moznost pokracovat
hranou medzi tymito poschodiami, potom tuto hranu vyberieme ako dalsiu (ak
takd hrana nie je, tak pokrac¢ujeme lubovolnou moznou). Ak sa nemame kam
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Poschodie 7 + 1

Spravny tip Nespravny tip
¢iernej farby bielej farby

Poschodie 7

Spravny tip Nespravny tip
bielej farby fiernej farby

Poschodie 7 — 1

Obr. 2.5: Znazornenie vyznamu orientovanych hran

pohnut dalej, ale este niesme hotovi, cely postup zopakujeme.

V pripade, Ze je n neparne, postup je rovnaky s jedinou vynimkou. Pociatoéné
hrany musime vyberat tak, aby smerovali budto nahor od vrcholu s neparnym h;,
alebo nadol od vrcholu s neparnym d;.

Na obazku je algorytmom z dokazu 9 vytvarana vybalancovana straté-
gia. Ako prv4 hrana bola zvolend {1,1,1,1} — {1,1,1,0}. Dosli moznosti prediZenia
orientovanej cesty, ako dalsi pociatoény bod bol zvoleny {0,0,0,0}, z ktorého bola
orientovand hrana do {0,0,1,0}. Druhym krokom boli vycerpané vsetky hrany a
vyslednu stratégiu miuzeme vidiet na obrazku 2.7

{0,1,1,1} {1,1,1,1}
@)

{0,1,1,0}

{0,0,1,0}

{0,0,0,0} {1,0,0,0}

Obr. 2.6: Prvy krok orientacie hran grafu @4

Ak by sme chceli hladat stratégie pre viacej nez dve farby, obyc¢ajné @),, a orien-
tacia hran grafu na to nestaci. Vybalancovani stratégiu sa stale da najst pre Iu-
bovolnu dvojicu ¢, f, postup je ale zalozeny na tokoch v siefach, preto uvedieme
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Obr. 2.7: Graf Q4 s vybalancovanou stratégiou

iba vetu nez dokazu.

Veta 10 [2| str. 410]: Nech |T| = ¢, |F| = f, G je tplny graf. Potom pre problém
existuje vybalancovand stratégia.

Pozrieme sa na posledné ulohy druhej kapitoly, kde trpaslici dostavaju ex-
tra informéaciu o obmedzeni farieb. Ukazeme si jednu moznu stratégiu tlohy 2.8
a potom ukazeme hornti hranicu poc¢tu spravnych tipov. Vyuzijeme pri tom uz
definovany graf @),,.

Riesenie 2.8: Nechame trpaslikov zkonstruovat jedno mozné rieSenie pomocou
Qs, kroky konstrukcie st znazornené na obrazkoch. Cielom je zkonstruovat orien-
taciu hran grafu tak, aby do kazdého vrcholu smerovali 3 hrany. Potom, ¢o si na-
kreslia graf, vyznacia si (v obrazku ¢ervenou) vsetky vrcholy, ktoré reprezentuji
farbenia, ktoré nenastanti. Tychto vrcholov je 7 - jeden s farbenim {0,0,0,0,0},
jeden s {1,1,1,1,1} a pét vrcholov s jednou nulkou a Styrma jednickami.
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O

{0,0,0,0,0}® o

Obr. 2.8: Krok 1

Pri urcovani orientacie hran do tychto vrcholov nebude smerovat Ziadna hrana,
preto moézeme orientovaf vsetky hrany s jednym koncovym cervenym vrcholom
(v obrazku zelenou). Hrany medzi dvoma ¢ervenymi vrcholmi (v obrazku ¢erve-
nou) reprezentuju rozhodovanie medzi dvoma nemoznymi situdciami, preto ich
ignorujeme (vid. obrazok [2.8)).

V druhom kroku si vyberieme jeden vrchol, ktory eSte nema vsetky s nim
incidentné hrany orientované. Hranu orientujeme prec, a postupne tvorime orien-
tovani cestu (modrd). Zakazdym, ked orientujeme hranu, zkontrolujeme, ¢i ne-
vznikol vrchol, ktory ma dve vystupné alebo tri vstupné hrany. V pripade, ze
taky vrchol vznikol, orientujeme potrebné hrany (oranzovou) tak, aby do daného
vrcholu vstupovali 3 a vystupovali dve hrany. Ak nemusime dopliiat ziadne takéto
potrebné hrany, pokracujeme v predlzovani orientovanej modrej cesty. Ked cestu
nemozeme dalej predlzit a nemdme eSte vSetky hrany orientované, zopakujeme

cely cyklus pre novy podciatoény vrchol (obrazky a[2.10)).
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Obr. 2.9: Orientované hrany po piatich cykloch

Obr. 2.10: Proces dokonceny po siedmich cykloch

Pocet cyklov a dizky modrych ciest mozu byt rozne. Ako mozeme vidiet,
vyuzili sme kazdi hranu na to, aby bol kazdy vrchol tipnuty prave tri krat. Do
kazdého vrcholu vedt presne 3 hrany, nezostala jedind volnéd hrana.

Preto lubovolna stratégia, pri ktorej by pre nejaké farbenie dostali trpaslici 4
spravne tipy, obsahovala tiez farbenie, kde by trafili maximélne 2. Ako teda vyze-
raju obecné pravidla pre maximalny mozny garantovany pocet spravnych tipov?

Definicia 17 (H(t,01,02,...,0f)): Majme tlohu s t trpaslikmi, f farbami,
a maj-me dané obmedzenie na maximélny pocet klobtikov z jednotlivych farieb.
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Potom maximalny pocet garantovanych spravnych tipov oznacime H(t; 01,09,
..,0y), ak pocet klobtikov s farbou f; je maximélne o;. Predpokladame, ze

o>t 1<, <t Vie{l,... [}

Veta 11 [2, str. 411]: Pre ¢islo H(t; 01,09, ..., 05) platia nasledujice vlastnosti:

G Htnt 1) = [1/f]
—
f krdt
(i) Ak plati oy + 09 + -+ -+ 0f = t, potom H(t;01,02,...,0f) =1

(iii) Ak je ¢islo m péarne alebo f neparne, potom

-2
H(mf—l;m,m,...,m):W+—m
N S 2
£ krdt

(iv) Pre Iubovolnt permutaciu o plati

H(t; 01,02, ... ,Of) = H(t; 00(1), 00(2), Ce ,Og(f))

(v) Akvplati o, >a; Vie{l,..., [}, potom

H(t;01,09,...,07) < H(t;ay,0a9,...,a5)

(vi) Maximalny pocet spranych tipov je zhora obmedzeny hodnotou

t! t!
Z all...af!/ Z ar!. .. ay!

CLZSOZV’LE{l,f} CLZSOZV’LE{l,f}

a1+'~~+af:t—1 a1+-~~+af:t

Dékaz 11 [2) str. 412]: (ii) plati priamo z Vety 3, (i) vyplyva z vety 3. (iv) plati
lebo pocet spravnych tipov nezavisi na tom, ktord farba je ktora.

(v): Tvrdenie vyplyva z toho, ze ak su jednotlivé pocty farbieb obmedzené
c¢islami aq, ..., ay, potom st urcite odmedzené aj cislami o, ..., 05.

(vi): Na tvrdenie vyuzijeme myslienku z ), ale zobecnime pre Iubovolné
mnozstvo farieb. Namiesto t-tice jednic¢iek a nuliek bude farbenie reprezentovat
t-tica ¢isel z 0, ..., f — 1. Ak by sme nemali obmedzenia pre pocty klobtikov jed-
notlivych farieb, bolo by moznych farbeni t/. Pre trpaslika a by boli a-ekvivalntné
farbenia f-tice farbeni lisiacich sa farbou jeho klobika. Jeho tipom bude vybra-
nie a ,oznacenie“ jedného z tychto farbeni. Napriklad, majme troch trpaslikov
a tri farby, prvy trpaslik vidi {?,2,0}. Ma na vyber tri moznosti, {0, 2,0}, {1,2,0}
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a {2,2,0}. Dajme tomu, Ze jeho stratégia mu kéze vybrat moznost {0,2,0}, tak
ju oznadi.

Dohromady vedia trpaslici garantovat pocet spravnych tipov rovny tomu,
kolko krat je oznacené najmenej oznacované farbenie. Idedlna stratégia rozmiestni
oznacenia vsetkych trpaslikov rovnomerne po vsetkych farbeniach. Preto

H(t ) < pocet vsetkych oznaceni farbeni
;01,02,...,0f) =

pocet vsetkych farbeni

Kolko oznaceni vrcholov mame? Trpaslik b mé jedno oznacenie pre kazda skupinu
b-ekvivalentnych farbeni (tieto skupiny mo6zu mat rézne pocty prvkov, zalezi na
obmedzeni farieb). To znamend, Ze dostaneme jedno oznacenie pre kazdu kombi-
naciu farieb pre zvysnych ¢ — 1 trpaslikov. Kolko takych kombinacii je? Vyberme
f—1ticu ¢isel a; < o; tak, aby a; +---+ay =t —1, to sme vybrali jednu moznost,
kolko klobtikov z kazdej farby pouzijeme. Kolkymi spdsobmi ich mézeme rozdelit
na hlavy? Jednd sa o permutéacie s opakovanim, takze dostavame % moz-
nych rozmiestneni. To dostaneme pre kazdy vyber ¢isel a; a moznosti s¢itame.
Na zaver, toto mozeme spravif pre kazdého z t trpaslikov, dohromady dostavame

pozadovany vyraz v Citateli

(t—1)! t!

t- 2 P 2 T
! 1ee.-Qf: ! Qp:...0f:
a; <o Vie{l,...f} a; <o;Vie{l,...f}
ay+---+ap=t—-1 ay+---+ap=t—-1

Menovatel zlomku ziskame rovnako, spoc¢itame vsetky mozné farbenia vset-
kych t trpaslikov a dostavame pozadovany zlomok.

(iii): Z podmienok ulohy plynie, Ze kazdé farbenie bude obsahovat m — 1 klo-
bukov z jednej farby a m klobtikov z f — 1 zvysnych farieb. Uré¢ime maximalny
mozny pocet garantovanych spravnych odpovedi, podobne ako v (vi), najprv pre
vsetkych trpaslikov, ktori svoju farbu nevedia hned a potom k nim pripocitame
m — 1 spravnych tipov trpaslikov, ktori z kazdej okrem jednej farby vidia m
klobukov.

Vyberieme dve farby, z ktorych trpaslik uvidi iba m —1 klobikov, tie rozmiest-
nime na hlavy, potom rozmiestnime zvysné, z kazdej farby po m. Takze pocet
oznaceni je

f (mf —2)!
(mf—l)'<2>'(m_l)!.(m_l)!-m!...m!'

Celkovy pocet moznych farbeni zisklame tak, Ze vyberieme jednu z f farieb, z
ktorej bude iba m — 1 klobtikov a potom znova premuracia s opakovanim.

(mf—1)!

(m—1)!-m!...m!

f .

Y

takze po dosadeni do zlomku sa nam vécsina faktoridlov zkrati a zostane

mf—2)!
(mf—1)- (];) ' (mfl)!g(n”f:f))!-m!,..m! f-1
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Po pri¢itani m — 1 garantovanych spravnych tipov, ktoré sme na zaciatku dali
bokom dostavame horni mez ™72,

Chceme teda prist so strateglou garantujucou horny odhad tipov. Kazda t-
tica a-ekvivalentnych farbeni ¢, ma dve moznosti. Budto obsahuje jedno farbenie,
ktoré sa da oznacit (pokial je a trpaslik, ktory vidi m klobtukov z kazdej farby
okrem jednej), alebo obsahuje dve farbenia, ktoré sa daji oznacit (ak a nevie hned
urcit, aki mé farbu). Kazdy vrchol sa nachddza v prave m — 1 t-ticiach prvého
typu, jedna za kazdy klobtk z mensinovej farby a v prave t — (m — 1) = mk —m
t-ticiach druhého typu.

Vytvorime bipartitny graf, ktorého prava strana vrcholov si farbenia, ktoré
este neboli oznacené a na lavej strane su t-tice a-ekvivalentnych farbeni, v ktorych
este nebolo oznacené farbenie. Pokial mdze nejaka t-tica oznacit nejaké farbenie,
spojime ich hranou. Takto do kazdého farbenia vstupuje mk —m hran a do kazdej
t-tice prave dve. Na pravej strane vytvorime M — 1 (z podmienky je mk —m
parne) kopif kazdého vrcholu a rozdelime hrany orlglnalneho vrcholu medzi kopie
tak, aby mal kazdy vrchol stupen 2. Teraz zostava orientovat hrany, to je ale
trivialne, kedze sme vlastne zkonstruovali jeden velky cyklus. Do kazdého vrcholu
tak vstupuje prave jedna hrana, teda je kazdé z farbeni tipnuté @ krat.

Ak k tomu pridame m — 1 garantovanych spravnych tipov zo zaciatku, dosta-
vame poZzadova-ni hodnotu 2£471=2,

Ako priklad mozeme vyuzitim vety 11 potvrdit, Ze rieSenia tiloh 2.7 a 2.9 sa uz
zlepsit nedaju:

2.7:
+ 2 + ol 70
H(5,3,3) — 3' 1' = 219! 113! =|—| =3
3191 + 21 3| 20
29 Ak + 2k — 2
H(4k — 1,2k 2k) = +2_ —3k—1

Podme sa pozriet na lohu 4.3. Vyhra prichddza v pripade, Ze svoju farbu
spravne uhadne aspon k trpaslikov. K rieseniu opat pouzijeme graf @),,. Trpaslici
v hre mo6zu mlcat, ¢o budeme v grafe (), reprezentovat neorientovanim hrany.
V grafe bude vyherné farbenie kazdy vrchol, do ktorého vstupi aspon k hran
a ziadna z neho nevychadza. Farbenie, v ktorom trpaslici neuspeji je vrchol,
ktory méa bud menej nez k£ hran, ktoré do neho vchadzaji, alebo méa aspon jednu
hranu, ktora z neho vychadza. Na obrazku si znazornené grafy ()3, jeden pre
tlohu s & = 1 (nalavo), druhy pre £ = 3 (napravo). VSimnime si tiez, ze graf
nalavo ma hrany orientované presne podla stratégie z tilohy 4.1.

V grafoch sa vitazné vrcholy oznacené zltou farbou, c¢ervenou zase vrcholy,
v ktorych trpaslici neuspeji. O chvilu tymto mnozinam priddme Specidlne pome-
novanie. Najprve ale ozna¢me maximalnu mozni pravdepodobnost vyhry v hre
s t trpaslikmi, kde sa pozaduje uhddnutie aspon k farieb P, .
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{0,1,1} {1,1,1} {0,1,1} {1,1,1}

{0,0,1} {1,0,1}
{0,1,0} {1,1,0}
{0,0,0} {1,0,0}

Veta 12 [6]: Pre maximalnu mozni pravdepodobnost P j plati

¢
P, < —
b=k

Dokaz 12: Majme pre dany pocet k& nejaky idedlny pocet t a graf @, s 2! vr-

cholmi. Majme nejakt idealnu stratégiu, v ktorej vyberieme z vrcholov grafu

a orientujeme z nich vSetky hrany smerom von. Tychto z vrcholov su vsetky
farbenia, v ktorych prehrame, mozeme teda pisat

z

Pp=1- o

Ak rozdelime hrany zo z vrcholov rovnomerne medzi zvysnych 2¢ — 2z vrcholov,
kazdému pripadne |z-t/(2" — z)| hrdn, ¢o m4 byt nase pozedované k. Dostévame
tak rovnicu

|z-t/(2" —2)| = k.
Z toho vieme vyvodit nerovnost

zot>2—2)-k .

T moézeme dalej upravit na

z-(t+k)>2"k

k
> ——
=t Tk
Nerovnost dosadime do rovnice pre Py
P.<1—_—tk_q__* __"
b= 21 t+k  t+k

Definicia 18: Podmnozinu vrcholov D C V neorientovaného grafu G = (V,E)
nazveme k-domi-nantnou, pokial je kazdy vrchol v € V'\ D spojeny hranou s as-
pon k vrcholmi v D.
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Veta 13 [6]: Nech D je k-dominantnd mnozina vrcholov grafu @, s minimal-
nym poc¢tom vrcholov, potom

Doékaz 13 [6]: Majme k-dominantnii mnozinu D, stratégia jednotlivych trpaslikov
by bola nasledovna. Na zaklade toho, ¢o vidi, vybera trpaslik z dvoch moznych
farbeni ¢ a ¢o. Ostane mlcat, ak sa ani jedno z tychto farbeni nenachadza v D.
Pokial sa jedno z tychto farbeni nachadza v mnozine D, trpaslik tipne to druhé,
ktoré v nej nie je. Pri pouziti tejto stratégie vyhraju trpaslici vtedy, ked je sku-
tocné farbenie vrcholom mimo D. Ak sa totiz farbenie reprezentované vrcholom
v, ktory sa nenachddza v mnozine D, existuje (aspon) k vrcholov neleziacich v D
spojenych hranou s vrcholom v. Tieto hrany reprezentuji volbu nejakého trpas-
lika, kde prave jeden z nich je v D, a teda |D| volieb tychto trpaslikov bude
spravne. Dostavame tak nerovnost

Opac¢ni nerovnost ziskavame nasledovne. Majme nejaku stratégiu zarucujicu
vyhru s pravdepodobnostou P, . Vezmime mnozinu Dy vrcholov reprezentuju-
cich farbenia, v ktorych trpaslici neuspeji. Potom plati |Dg| = (1 — P ) - 2" (fakt
plati priamo z definicie vyhernej pravdepodobnosti). Ukdzeme, Ze mnozina Dy
je k-dominantnd a budeme hotovi. Pre kazdy vrchol v ¢ Dqy aspon k trpaslikov
ai,...ay,... trafi svoju farbu. To ale znamenad, ze mame aspon k vrcholov, z kto-
rych vedd hrany do v, pre kazdé vyherné v. To robi z Dy k-dominantnii mnozinu,
¢im dostavame nasledujtice nerovnosti:

|D| <|Do| = (1 — P)-2"

¢im je rovnost dokazana.

Definicia 19: Rozdelenie vrcholov grafu @),, na dve disjunktné podmnoziny Vi, V4
ozna¢ime (dy,ds)-reguldrnym rozdelenim, ak je kazdy z vrcholov vo V; spojeny
hranou presne s d; vrcholmi z V5 a naopak kazdy vrchol vo V5 je spojeny hranou
s presne dy vrcholmi z V7.

Je dobré poznamenat, ze |V;| = dlildQ 22" a V| = dlc_l"f’dQ - 2™ Vyplyva to

z rovnice pre celkovy pocet vrcholov a
Vi + V2| = 2"
a z poc¢tu hran medzi vrcholmi V; a V5

d1|V1| :d2|V2|'
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Uvedieme par vlastnosti pre P, ; a pomerne jednoduchu stratégiu, ktorou sa
k nej dostaneme. K tomu vSetkému vyuzijeme k-dominantné mnoziny a (dy,ds)-
regularne rozdelenia.

Veta 14 [6]: Pre P, platia nasledujice vlastnosti:

(1) t2 > tl = Ptz,k‘ Z Ptl,k’

(ii) Py = t%k prave vtedy, ked existuje (t,k)-regularne rozdelenie.

(iii) Pre n € N plati Pu . > Py
Dékaz 14 [6]: (i) Majme @)y, a jeho k-dominantnt mnozinu Dy,. Tento graf nako-
pirujeme 2274 krat a vhodnym pospojovanim képii tak vytvorime Q;, (upravime
¢islovanie, o to ale teraz nejde). Tymto spdsobom sme kopirovanim | Dy, | vytvo-

rili k-dominantni mnozinu Dy, grafu ()y,, ktora ale nemusi byt najmensia mozna.
Z vety 13 potom dostavame nerovnost

|Dt2| 2tzitlll)tl| |Dt1|
Ptg,kzl_ ot :1_T:1_ ot :Pt1,k-
(ii) <= Majme nejaké (t,k)-regularne rozdelenie (V4,V3), potom je V; jednou k-
dominantnou mnozinou @ a plati |[Vi| = 2 - 2" a |[Va| = £ - 2. Dostévame
Pp=1-0=t
tk 28 T itk

= Nech plati P, = t%/w potom z vety 13 mame nejakt najmensiu moznu
k-dominantnt mnozinu D a plati [D| = & - 2'. Potom dvojica (D,Q, \ D) je
(t,k)-regularnym rozdelenim.

(iii) Nech @' € &, su farbenia t trpaslikov, ¢ € @™ si farbenia nt trpasli-
kov. Vytvorime zobrazenie P : @,;, — @, nasledovne. Rozdelime nt trpaslikov
do t skupin po n trpaslikoch. Sc¢itame farby kazdej skupiny, za kazdu skupinu
dostaneme jednu farbu a vytvorime tak farbenie ¢ klobikov.

o' (a;) = f: ©"(a;) i€{l,...t}

j=ni—n-+1

Teraz mozeme vysvetlit stratégiu nt trpaslikov a ukazat, ze nie je horsia ako
stratégia t trpaslikov, ktory pozivaju stratégiu S, s ktorou maju pravdepodob-
nost vyhry P, ;. Vezmime si trpaslikov z i-tej skupiny (tak, ako sme ich rozdelili).
Vsetei vedia uréit hodnoty ¢*(aq),. .., ¢"(ai—1),¢ (ais1), - . ., 9" (ar), takze si vedia
urcit, ako by sa choval i-ty medzi ¢ trpaslikmi pri pouziti stratégie S. Ak by ml-
cal, budu mlcat aj oni, ak by tipol nejaku farbu, budu tipovat, ze stucet farieb
i-tej skupiny je préave ta farba (a kedze vedia urcit sicet farieb, vedia urcit svoju
farbu). Takto sa celd i-t&4 skupina z nt trpaslikov trafi prave vtedy, ked sa trafi
i-ty z t trpaslikov a naopak. Dostavame tak vlastnost P nr > P k.

Ako posledné ukazeme, ze pravdepodobnost vyhry, ktoru trpaslici dosiahli
v rieSeni 5.1 je najlepsia mozna. Majme teda pravidla tlohy 5.1, potom plati
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nasledujica veta.

Veta 14 [12]: Pre lubovolni deterministicki stratégiu ¢ trpaslikov v hre s f

farbami plati, Ze pravdepodobnost vyhry je maximélne ; +]f_1.

V ¢lanku [12] sa nachddza odovodnenie zalozené na tedrii hier a ukazujuce, ze
rovnaky vysledok plati aj pre nedeterministické stratégie.

Doékaz 14 [12]: Nech carodej priraduje klobiky ndhodne nasledujicim spdso-
bom. Najprv vyberie neklesajiicu postupnost z &sel {1,..., f} dlzky ¢. Takychto
postupnosti je ((;;)) = (HJ;*I), jednd sa totiz o kombindacie s opakovanim. Na-
sledne ¢isla v postupnosti nahodne poprehadzuje a na zaklade tejto permutacie
priradi klobtky trpaslikom. Ak oznac¢ime f; pocet klobtkov farby ¢ vo farbeni ¢,

mozeme pravdepodobnost, Ze ¢arodej vyberie toto farbenie vyjadrif ako

1 1
P(@) = (t+f—1) ) Hft! : :
¢ i—1 i

Oznac¢me P* pravdepodobnost, Ze sa carodej trafi do farbenia, v ktorom trpaslici
vyhraji. Nasa snaha bude obmedzit P* zhora hodnotou Hf%l

Oznacme ¢, farbenia, v ktorych trpaslici vyhraji, mnozinu vsetkych takychto
farbeni @,. Pravdepodobnost, Ze sa ¢arodej trafi do nejakého vyherného farbenia
oznacme P(p,). Potom P* =3 s P(¢.).

Oznacéme farbenie ¢ — 1 klobtikov ¢’ a mnozinu vsetkych takychto farbeni @'.
Oznac¢me ¢ nahodny proces, ktory z vyherného farbenia odstrani jeden nahodny
klobtik vyhernej farby. Ak nejaké farbenie ¢t — 1 klobtikov vznikne z farbenia ¢,
tymto ndhodnym procesom, oznac¢ime ho ¢(p,).

Pre vsetky ¢, € @, a vietky ¢’ € ¢ oznacme P(ip,,¢') pravdepodobnost, ze
¢arodej vybral farbenie ¢, a Ze ¢’ = ¢(,). Dalej budeme pracovat s P(ip,,¢'),
pretoze

Plp,) = Y P(own,¢),

ped’

¢o moézeme vlozit do P* = 3", <4, P(p,) a dostat

P = 3" % Plp,¢).

P EDy ' ED’

V dalsich tpravach sa nam zide pravdepodobnost, Ze zo vSetkych farbeni ¢ — 1
klobtikov vyberieme jedno konkrétne farvene ¢’ € @' ktord chytro upravime.
Oznacme g; pocet farieb i vo farbeni ¢’, potom

1 1
N — .
P((p) - ((t,?iffl) 1_([3_1)! )
a i=1 9!

ktort prendsobime vhodonou konstantou a oznacime Q(¢’)
((t—1)+1f—1)
N=2\ t=1 / !
Q¥ = (t-i-f—l) P(¥").

t
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Ak rovnost sc¢itame cez vSetky ¢ € @', dostaneme
((t—1)+1f—1)

t—

Y. QY) = E:C+ﬁ4)'f7¢37

o'ed! pled’ f

konstantu vyberieme pred sumu a upravime na

(t+f=2)-¢-(f = t
@%/Q N RN ( ) ;E;/P Ttrfo1

Napravo sa objavila jednicka, pretoze s¢itame pravdepodobnosti cez vsetky mozné
javy. Teraz vidime, naco nam poslizi Q(¢'). Ak iou obmedzime 3, cq, P(¥0, ¢'),
dostaneme pozadované obmedzenie pre P*. Upravime Q(¢’) do tvaru, v ktorom
sa objavi neskor.

1 ot (f-1) [, gi! _ (f = 1)!-TIL, g

Q¢) = () ' H(tf—iw' Ct+f-D -1 (t+f 1)

Upravme teraz >, co, P(©0,¢"). Majme pevne zvolené nejaké ¢' € @'. Nech
Duys Pugs « -+ Pu, SU vSetky farbenia z &, pre ktoré moze nastat ¢(p,,) = ¢’
s nejakou nenulovou pravdepodobnostou. Potom pre toto zvolené ¢ mozeme
e, Plou ¢') prepisat ako

-t

k
Z ‘;01)’ Z Pravdepodobnosﬁ, ze gb((pm) = (10/) ’ P(@Uz)
i=1

Pu €D,

Chceme zistit, akd je Sanca, ze pri odstraneni nahodného klobuka z ¢,, sku-
tocne vznikne ¢’. Ozna¢me s(i) tipovanu farbu pre farbenie ¢, a oznaéme r;
pocet, kolko krét po sebe sa objavi klobiik s farbou s(i) v skupine, z ktorej
musime klobik odobrat pri tvorbe ¢'. Napriklad pre ¢, = {3,2,2,2,2,1,2,2}
a ¢ = {3,2,2,2,1,2,2} dostavame s(i) = 2 a r; = 4. Pripomenme, ze f; znaci
pocet klobtikov i-tej farby vo farbeni ¢,,, rovnako g; vo farbeni ¢'. Vidime, ze pri
tvorbe ¢’ musime odobrat jeden z r; klobtkov, pricom vyberdme ndhodne z f
moznosti (pretoze vyberdme jeden z klobikov farby s(i)). Dostavame

T
fs(z)

V pripade ¢,, = {3,2,2,2,2,1,2,2}, ¢’ = {3,2,2,2,1,2,2} dostdvame pravdepo-
dobnost 2/3, kedZe r; = 4 a fy;) = 6.

Pravdepodobnost vyberu farbenia ¢,, uz mame urcent. Vieme, Ze f; = g; pre
vSetky ¢ okrem s(i), pre s(i) plati fs;y = gsu) + 1. Dostavame tak

(Pravdepodobnost, ze ¢(p,,) = ¢') =
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k
Z P(p,,¢') = Z (Pravdepodobnost, ze ¢(p,,) = ¢') - P(py,) =

P €Dy =1
k EEGHNS § PN
— Z( T > ) r 1 Z L(f =1t st 1L 95~
i=1 fs(i) (H_J;_l) Hji!l 7 — s(i) t + f - 1) t!

k — Do g5 &
Z t+f—1 HJ t+f—1) D

Uz sme skoro hotovi, staci ukazat, ze Zi:l r; < t. Nerovnost ale priamo vy-
plyva z nasledujiceho argumentu. Majme pevne zvolené ¢’. Je iba ¢ miest, kde
mozeme do ¢’ pridat klobtik. Kazdy takto pridany klobik mé svoju farbu pevne
urc¢enu (pretoze trpaslik na danej pozicii urcuje svoj tip jednoznacne na zéklade
ostatnych farieb, a my priddvame klobik vyhernej farby). Kedze kazdé r; urcuje
pocet, z kolkych pozic mozno odstranit klobuk z ¢, a zdroven je maximalne ¢
moznosti, ako pridat klobik do ¢', aby sme dostali nejaké ¢,,, dostavame poza-
dovanu nerovnost Zle r; <t.

A velké findle:

Y. > Plen) =) > Plen¢)=

P EDy ' ED! ' €D p, €Dy

k
= Y Y (Pravdepodobnost, ze ¢(py,) = ¢') - P(py,) =

Q' ed’ i=1

_ glgy DTl 9,
-y ¥ t+f ZZ—Z t+f T

p'ed’ p'ed’

=D Q(%D/):tJrft_l

o'ed!
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Zaver

Carodej si sadol za stol na vrchole veZze. Dole sa skupina trpaslikov balila
na cestu domov. Co nestihli, budi mat na doma. Alebo aspon ako osviezenie
na cestu. Na to, ze ¢arodejovi vo vezi strasi, im molo celkom dobre. Urcite si to
niekedy zopakuju.

Carodej sedel a uvazoval. Bol to zaujimavy vikend. Ani zdaleka nestihol
vsetko, ¢o chcel. Na druhu stranu, este nikdy nestihol vsetko, ¢o chcel.

Mohol aspon spokojne otvorit knihu o predpovedani budicnosti a o dupliko-
vani veci. Nalistoval si stranky s logickymi hadankami, prelistoval az na koniec
kapitoly. Bol spokojny, stihol vac¢sinu tloh. Vlastne ich stihli trpaslici, musi ich
znova niekedy pozvat.

Carodej otoéil stranku. Zbledol a zavrel knihu. Kapitolu ,,Nekone¢né pripady“
si necha na inokedy. Naco si kazif naladu, vikend to bol dobry.

Clovek sa pobavil, pre zmenu so spolo¢nostou a nie izolovany. Snad aj tym
nepriamo zapojenym do pribehu alebo boénym pozorovatelom zazitok priniesol
aspon trochu uzito¢ného a maly kisok humorného.
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