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cesu? Nebo lze alespon nahodny proces modifikovat tak, aby jeho trajektorie jiz
spojité byly? Odpovéd nam dava Kolmogorovova-Cencovova véta, s jejimz tvrze-
nim a dikazem se v této praci seznamime. Nejprve zavedeme pojem redlného
nahodného procesu, urcitou pozornost vénujeme tzv. gaussovskym procesim.
Hlavnim bodem druhé kapitoly jsou Kolmogorovova-Cencovova véta s ditkazem
a tvrzeni, o ktera se dikaz véty opira. V zavérecné treti kapitole si ukazeme apli-
kace véty na znamych gaussovskych procesech, jako je tteba Wienertiv proces, ale
i dalsi. Naopak ze skupiny procestu, které podminku véty nesplnuji, se na zaver
zaméiime na Poissontiv proces.
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Chentsov theorem, whose statement and proof are the subject of this thesis. First,
we introduce the notion of a random process and briefly focus on the so-called
Gaussian processes. The main focus of the second chapter is the Kolmogorov-
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third chapter, we deal with the applications of the theorem to some well-known
Gaussian processes such as the Wiener process or the Brownian bridge. Finally,
we look into the Poisson process, which on the contrary does not satisfy the
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Uvod

Predlozend préace se zabyva Kolmogorovovou-Cencovovou vétou. Jeji tvrzeni
muzeme rozdélit na dvé ¢asti: v prvni ¢asti se tvrdi, ze za jistych podminek je
zaruCena existence spojité modifikace nadhodného procesu, coz dokézal rusky ma-
tematik A. N. Kolmogorov (poprvé publikovano v [I]). Tvrzeni véty pozdéji roz-
§fiil rusky matematik N. N. Cencov, ktery dokazal, Ze trajektorie modifikovaného
procesu jsou navic lokdlné holderovské (poprvé publikovéano v [2]).

V praci se nejdiive seznamime se samotnym pojmem nahodného procesu,
pricemz se zamérime na tzv. gaussovské procesy, které pro nas v souvislosti s
aplikacemi véty budou uzitecné.

Obsahem druhé kapitoly je jiz zminéna Kolmogorovova-Cencovova véta, kterd
je zde uvedena spolu s diikazem; diikaz véty se mj. opird o pomocné lemma a vétu,
které jsou zde zformulovany a téz dokazany.

V posledni, treti, kapitole pouzijeme vétu k dikazu existence spojité modi-
fikace Wienerova a dvou dalsich gaussovskych procesti - Ornstein-Uhlenbeckova
procesu a Brownova mostu. Na zavér se jesté zamérime na proces, ktery se této
skupiné vymyka, a tim je Poissontiv proces. Ukazeme si primo, pro¢ Poissontiv
proces nespliiuje podminku Kolmogorovovy-Cencovovy véty.



Symboly
e |-]... dolni celd ¢&st cisla
e I[P, pe[l,o0)...LP(Q,AP)
o XY nahodné veli¢iny; X 2y ... rozdéleni X se shoduje s rozdélenim Y

e s.j....skoro jisté

« (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor; prow € Q, D € A je

[ ) je-liw e D,
{wely = 0, jinak.

o X nadhodna veli¢ina, p € R, 02 > 0; X ~ N(u,0%)... X md normélni
rozdéleni se stiedni hodnotou y a rozptylem o2
o gama-funkce I'(y) = [;° e 't¥"'dt, y € C, Re y > 0

" nn—2)-...-6-4-2, jelin=2kkeN,
n!l =
nn—2)-...-5-3-1, jelin=2k—1keN



1 Nahodny proces

V sekei 1.1 se nejprve seznamime s pojmem realného ndhodného procesu a jeho
trajektoriemi a nésledné zadefinujeme gaussovsky nahodny proces. Rekneme si
také, jakou roli v souvislosti s gaussovskymi procesy hraji stfedni hodnota a au-
tokovarianéni funkce ndhodného procesu. V sekci 1.2 pak uvedeme vybrané pri-
klady ndhodnych procesti, konkrétné gaussovské procesy, o kterych ve treti ka-
pitole ukazeme, ze spliuji podminku Kolmogorovovy-Cencovovy véty, a zminime
i Poissontv proces, o kterém si ve treti kapitole zase fekneme, pro¢ podminku
véty splnovat nemuze.

1.1 Zakladni pojmy
Neni-li uvedeno jinak, obsah této podkapitoly byl ¢erpan z [3], str. 9, 10, 11.

Definice 1 (Ndhodny proces). Necht (0, A, P) je pravdépodobnostni prostor,
T # 0 je indexovd mnoZina a pro kazdé t € T bud X; : (2, A4) — (R,B(R))
redlnd ndhodnd velicina. Potom rodinu ndhodnyjch velicin {Xy,t € T} nazgvame
realny ndhodny proces.

Podle toho, jak indexova mnozina T vypada, pak rozliSujeme ndhodné procesy
nasledovné: Je-li T' C Z, casto T = N nebo T" = Ny, jedné se o ndhodny proces
s diskrétnim casem. Je-li T C R interval, casto T' = [a,b], T = (a,b),a,b € R,
a < b, piipadné T' = R anebo T" = [0, +00), hovorime o ndhodném procesu
se spojitym casem.

Definice 2 (Trajektorie ndhodného procesu). Bud X = {X;,t € T'} redlnyg nd-
hodngj proces definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Pak pro pevné
w € () trajektorii ndhodného procesu X rozumime funkci

& T — R,

Definice 3 (Gaussovsky nahodny proces). Rekneme, Ze redlny ndhodnsj proces
{Xi,t € T} je gaussovsky, pokud pro kazdé n € N a pro vSechny ty,....t, € T
plati, Ze ndhodny vektor X = (X;,,....X;,)T md n-rozmérné normdini rozdélent,
to jest X ~ N, (u, X), kde p = EX = (EXy,,...EX;, )T a

var Xy, cov(Xy, Xy,) ... cov(Xy, Xi,)
cov(Xy,, Xt,) varXy, cooocov( Xy, Xy,)
COV(th, th) ce ce Varth

V nésledujicim si fekneme, jak se takovy gaussovsky proces da definovat; jesté
predtim ale bude treba zavést pojmy jako stfedni hodnota a autokovarianéni
funkce nahodného procesu:

Definice 4. Necht X = {X;,t € T} je redlny ndhodny proces.

(i) Je-li Xy € L' pro kaZdét € T, potom definujeme stfedni hodnotu ndhodného
procesu X jako funkci T — R danou predpisem p(t) = EXy, t € T.
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(ii) Je-li X; € L* pro kazdé t € T, potom definujeme autokovariancni funkci
R :T? — R ndhodného procesu X predpisem R(t,s) = cov(Xy, X,),t,s € T.

Nésledujici tvrzeni i s myslenkou dikazu nalezneme v [4], str. 10, 11.

Tvrzeni 1. Gaussovsky proces {X;,t € T}, kde T # 0, lze jednoznacné defi-
novat autokovariancni funkci (s,t) — cov(Xs, Xy), s,t € T, a stredni hodnotou
t— EX;, tel.

Za timto tvrzenim stoji fakt, ze kazdy nahodny proces {X;,t € T} je jedno-
znacné urc¢en svymi konecné-rozmérnymi rozdélenimi, tj. rozdélenimi ndhodnych
vektori (X3, ..., X;, )T pro viechna n € N a viechny casy ty,...,t, € T. V pii-
padé gaussovskych procest jsou vSechna tato rozdéleni normalni, a tedy jedno-
znacné urcena vektorem stfednich hodnot a kovarianéni matici, a ty jsou zase
urceny prave stiedni hodnotou a autokovariancéni funkei procesu.

1.2 Priklady

Nyni se podivejme na priklady ndhodnych procesi. Procesy zde uvedené jsou
definovany dle [3] a [5]. Zacneme pravé s gaussovskymi procesy:

(i) Wieneruv proces. ([3], str. 16) Jednd se o ndhodny proces W = {W,,
t €1]0,00)} spliujici nasledujici podminky:
o« Wy =0s.j. a{W,te|0,00)} ma spojité trajektorie.

e Pro kazdé n € N a pro vSsechny 0 < t; < ty < ... < t,, ndhodné
veliciny Wy, , Wy, = Wy , Wiy — Wiy, ..., Wy, — W, | jsou nezavislé.

o Pro viechny 0 <t < s, Wy — W, ~ N(0,0%(s — t)), kde o2 je kladnd
konstanta.

(i) Brownuv most. ([5], str. 359) Browniv most definujeme jako gaussovsky
nahodny proces { X3, t € [0,1]} s nésledujici stfedni hodnotou a autokovari-
ancni funkef:

o E X, =0 pro vSechna t € [0,1],
o R(s,t) = min{s,t} — st, s,t € [0,1].

(iii) Ornstein-Uhlenbecktv proces. ([5], str. 358) Tento proces je definovan
jako gaussovsky ndhodny proces {U;,t € [0,00)}, jehoz stfedni hodnota
a autokovariancni funkce jsou dany nésledovneé:
e E X, =0 pro vSsechna t > 0,
e R(st)=e =8l st >0.

Mezi ndhodnymi procesy samoziejmeé ale také najdeme i takové, které gaus-
sovské nejsou - pro predstavu si uvedeme

(iv) Poissontiv proces. ([3], str. 16) Citaci ndhodny proces {N;,# > 0} na-
zveme Poissonovym procesem s parametrem A > 0, jestlize



N() =0 S.j.,
ma nezavislé prirastky, to znamena pro vsechny 0 < tp < ... < t,,,
n € N, jsou priristky

Ny, — Ny, 1y Ny — Ny,

nezavislé nahodné velic¢iny,

ma stacionarni priristky, tj. pro vSechny ¢, ¢, h > 0 plati, ze prirtstky
Ni +n — Nyyy Niyip — Np, maji stejné rozdélenti,

Ny ~ Po(At), t > 0, neboli

(A8

P(N, = k) = =

e M keNy,t>0.



2 Kolmogorovova-Cencovova véta

V této kapitole si pfedstavime znéni a ditkaz Kolmogorovovy-Cencovovy véty
a také formulujeme a dokazeme pomocna tvrzeni, o ktera se dikaz véty opira.
Budeme postupovat dle [6] a [5] za pomoci [7]. Za¢neme s nasledujicim lemmatem,
které jsme formulovali a dokdzali s vyuzitim [6], str. 18 a 19.

Lemma 2. Bud z : [0,1] — R deterministickd funkce. Ddle predpoklddejme,
ze existuji a > 0 an € Ny takové, Ze plati

|$(i+1)/2m_$i/2m| §27ma szn, VOSZSQm—l
Potom pro vsechny dyadické zlomky t,s € [0,1] splnujici |t — s| < 27" plati:
|z, — xs] < N(a)|t — s|*,

kde N(a) = 22¢t1(2% — 1)~L.

Diikaz. Necht t, s € [0,1] jsou dyadické zlomky. To znamend, ze

t=>e(i) 27, s=) eoi)-27,
i=0 i=0

kde €, (7) = 0 nebo 1 pro vsechna i € Ny, k = 1,2. Navic tyto sumy jsou kone¢né.
Dale necht

k
trk=>_e1(i) 27", sp=> (i) 27", keN.
) =0

Nynf si véimnéme, Ze kdykoli |t — s| < 27% k € N, potom bud t; = s, nebo
[ty — si| = 27F, anebo |t — si| = 2-27%. To plyne z nasledujiciho obrazku, ve kte-
rém e predstavuje ¢islo tvaru r - 27% pro jisté r € Ny.

122

o — 0 ——— 00— Oo0— @

 ——

\
L4

Pokud se t, nachéazi jako na obrazku, pak ¢ miize lezet pouze v oblasti vyznacené
kratsi ¢ernou Sipkou. Skutecné,

0 . 0 . 1
0<t—ty= Y &@)-27"< >y 27'=27"". =2k
i=k+1 i=k+1 1- 1/2

Potom nutné s lezi v oblasti vyznacené delsi sipkou, a jelikoz 0 < s —s;, < 27F
(ze stejného divodu, pro¢ to plati pro rozdil ¢ — t;), dostavame ¢, = s, nebo
[ty — sk| = 27% nebo [t — sp| =227

Necht tedy k > n a [t — s| < 27%. Potom miiZzeme psat

o o0
xt = xtk + Z ('rt'rrH»l - xtm)’ xs = a:sk + Z (x37n+1 - wSm)

m=k m=k



Odectenim obou vztahti a postupnym uplatnénim trojihelnikové nerovnosti ob-
drzime nasledujici nerovnost:

oo oo
|xt - x8| - |xtk — Ty, + Z (‘Ttm+1 - xtm) - Z ($5m+1 - 'Z‘Sm) |
m=k m=k
oo oo
S |xtk - xskl + | Z (Itm+1 - xtm) - Z <x5m+1 - 'r-sm)‘
m=k m=k
oo oo
S |xtk - xskl + ‘ Z (xtm+l - ‘rtm)l + ‘ Z (x5m+1 - xsm)’
m=k m=k
oo
<y, = 2o |+ D (Ttps = To| + [Tsyy — Ts,]- (1)
m=k

Zde t;, = r - 27% pro jisté r € Ny, coz ndm dava pro s, tyto moznosti:
1. bud s = r-27%, nebo
2. s, = (r£1)-27% anebo
3. sp=(r+2)-27%

Nastane-li moznost 1. nebo 2., potom |t — sx| < 27%, a tedy dle pfedpokladu
lemmatu plati

’xtk o xsk‘ < 27ka'
Nastane-li moznost 3., pak opét dle predpokladu lemmatu obdrzime nerovnost

|2y, — x5, | = |$r/2k - $(ri2)/2k‘
= |Ty ok — Trt1) /28 + T(rt1) /26 — T(raa))2]
< |Trjok = Tetryyor] + 1 Taar)2r — Traay ok
< gka | gka
=2.27ka,

Tim padem urcité plati odhad
2, — | <2275, (2)

Déle pro m > k plati, Ze |tyyp1 — tm] < 270" nebot 41 = ty, nebo 41
=ty + 27D Stejné tak [spp1 — Sm| < 270, TudiZ opét dle predpokladu

|,y — T, | < 270D ~ o, | < 2-(m+Da, (3)

|I5m+1

Spojenim nerovnosti , a tedy dostavame tuto nerovnost:

’1% o xs| S 9. 27160, +9 Z 27(m+1)a

m=k
=23y 2ma
m=k
2a+1

:2—19(1‘
20 —1°



Dokézali jsme tedy, Ze tato nerovnost plati, kdykoli k > n, |t — s| < 27F.
Nyni necht ¢,s € [0,1] jsou libovolné dyadické zlomky splnujici |t — s| < 277,
Polozme k = |log, (ﬁ)j Potom k > n. Skutecné,

1 1
1Og2 <|t_3|> Z IOgQ (2”) = 10g2(2n) = n.

Dle definice dolnf celé ¢asti &isla tudiz i & > n. Dale |t — s| < 27%; to ukdzeme
nasledovné: Plati k& = log, (ﬁ) — r pro néjaké r € [0,1). Potom

it —s| <|t—s| 2" = glogy(|t=s)) . or — 9—logsy(1/[t=s]) . or _ g—[logz(1/[t=s))=r] _ 9~k

Tudiz plati odhad :

2a+1

— x4 < .2—ka
o2l < 5y
a+1
_ 2 (gosalli=shye . gar
20 —1
2a+1 a a\T
=ga—q 1t—sl* (29
2a+1
< 2@_1~|t—3\a-2“
= N(a)|t — s|.

Tim je dikaz dokoncen.
O

Nyni zavedeme definici lokdlné holderovské funkce jako v [7], str. 6, a poté jiz
kone¢né formulujeme Kolmogorovovu-Cencovovu vétu. Jeji ditkaz si rozdélime do
dvou cCasti: nejprve dokazeme Cast tvrzeni o existenci spojité modifikace. Abychom
mohli provést dikaz druhé c¢asti véty, tj. holderovskosti, tak nejprve formulujeme
a dokdzeme vétu [4] Nésledné dikaz véty [3] dokoncime.

Definice 5. Necht € : [0,00) — R je funkce a bud 0 < v < 1. Rekneme, Ze &
je lokdlné ~v-holderovskd na [0,00), jestlize pro kaZdé t > 0 existuje 0 < & < 1
a0 < C < oo tak, Ze pro vSechna ti,ts > 0 spliugjici, Ze [t; —t| < e, |t —t| < g,
plati

(1) — E(t2)] < Clty — 1o,

Ve zbytku kapitoly uvazujeme realné nahodné procesy definované na tplném
pravdépodobnostnim prostoru (22, A, P).

Nésledujici véta byla formulovana a kompletni dikaz proveden za pomoci [6],
str. 20 a 21, a [5], str. 53, 54 a 55. Cerpano bylo také z [7], str. 8 a 9.

Véta 3 (Kolmogorovova-Cencovova). Necht X = {X,, t € [0,00)} je redlngj nd-
hodny proces. Jestlize existuji konstanty o > 0,8 > 0, N < oo takové, Ze

E|X,— XJ*<N|t—s|""" Vit s>0,



potom existuje spojitd modifikace X, tj. ndhodnyg proces X = {Xt,t € [0,00)}
takovy, Ze jeho trajektorie jsou spojité a pro vSechnat € [0,00) je P(X; = Xy) = 1.
Navic, trajektorie X jsou lokdlné ~-hélderovské pro vsechna 0 < v < /.

Diikaz spojitosti. Zvolme a = % a pro k,n € N definujme

Qe ={w e Q:sup  max 2™ X(i11)/2m(w) — Xjjom(w)| < 1}

m>n i=0,...,k2m—1

Déle definujme Q@ = () U Q. Jestlize w € Q. pak pro kazdé k € N méme,
k=1n=1

o
ze w € U Qun, tedy pro kazdé k € N existuje n € N tak, ze w € (,,. Formalnéji
n=1

vyjadieno,

VwueQVkeNIneNYm>nVi=0,... k2" —1:
[ X(it1)/2m (W) — Xijom (w)| <277

7 lemmatu 2| nyni vyplyva, ze pro kazdé w € Q a pro kazdé k € N existuje
n € N tak, ze pro vsechny dyadické zlomky ¢,s € [0,k] splnujici |t — s| < 27" plati
nerovnost

| Xi(w) = Xs(w)| < N(a)|t — s, ()

kde N(a) je jako v lemmatu 2| Jinymi slovy, pro kazdé w € Q" a pro kazdé k € N
je trajektorie t — X;(w) stejnomérné spojitda na D N [0,k], kde D zna¢i mnozinu
vsech dyadickych zlomki na R. To ukazeme nasledovneé:

Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme m € N,m > n tak, ze N(a)27™* < e.
Potom dle (j5)) plati

ViseD,|t—s| <27 | X (w) — Xs(w)] < N(a)|t —s|* < N(a)27™ < e. (6)

Nyni zvolme ¢ € [0,00). Potom pro vsechna zj,z, € D takova, ze |z — {|
< 27m7 2y — t] < 2771 plati:

‘21 — 2’2’ = |(21 — t) + (t — ZQ)’ < |Zl — t’ + ’t — 22‘ < g—m-1 -+ g-m-1 — Qim,
a tedy dle @ ziskavame nerovnost
Xz (W) = Xop ()] <e (7)

Tim padem je splnéna Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce ([8], str. 547),
a tedy existuje limita
ey X (0) = ) ®)

Takto plati, ze Y;(w) je spojitd na [0,00). Navic, kdykoli ¢ € D, tak plati
Viw) = Xifw). |

Timto zpusobem jsme definovali Y;(w) prow € €. Prow € Q\Q dodefinujme
Yi(w) = 0. To ndm dava spojity ndhodny proces Y = {Y;,t € [0,00)}.

Zbyva tedy dokazat, ze Y je modifikaci X.
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Nejprve dokdzeme, Ze P(Q) = 1. Za timto téelem ukdZeme, Zze pro kazdé

k€ Nje P(U Q) = 1. Tedy zvolme k € N. Potom (U Q) = N QF,. Déle
n=1 n=1 n=1

0f ={weQ:Im>nIic{01,... k2" —1}: X (w) - X, (w)] > 27}
oo k2™m—1

= U U IXaryer(w) = Xijgn(w)| > 277,

m=n =0

Oznacéime-li

k2™ —1
An = U [IXasyem — Xijam| > 277,
=0
pak
o0 C o0 o0 o0
P ((U Q,m> ) —p (ﬂ chn> oy (ﬂ U Am> —p (hm_)supAn) (9)
n=1 n=1 n=1m=n n—oo
Nyni pro n € N pocitejme:
k2" —1
P(A,) = P( U [| X (i1 /2n — Xijon| > 277)
1=0
k2™ —1
< > P(IXGrnyen — Xijam| > 2779
1=0
k2" —1
= > P([Xap1y/on — Xijon|* > 2779)
1=0

RILE | X (i41) /20 — Xijan|®

S Z 2—naa

=0
k2" —1 |ﬂ _ L'H—ﬁ
2n 2n
S Z N zfnaa
i=0
k2™ —1 —n(14+8)
= N2 = kN2 "8/2
—~ 2—naa )
7=

pficemz ve druhé nerovnosti jsme pouzili Markovovu nerovnost ([9], str. 75) a
pak ve treti nerovnosti predpoklad véty. A tudiz

9—B/2

n=1

Dle Borelova-Cantelliho lemmatu ([9], str. 132) proto P(lim supA ) =0, a tedy
z (9) dostaneme P( U Qpn) = 1 pro kazdé k € N. Jelikoz pro kazde n > 1 akazdé
k > 1 plati Q, D Q (k+1)n, tak také U O, D U Qrt1)n, a tedy ze spojitosti

neN
pravdépodobnostni miry méame

P(Q) = ﬂ U Q) = Jlim P(J Q) = 1.

k=1neN neN
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Jak jsme jiz poznamenali vyse, tak pro kazdé w € Q a pro kazdé t € D je
Yi(w) = Xy(w). Jinymi slovy, pro kazdé t € D plati P(Y; = X;) = 1. Koneé¢né,
je-li t € [0,00) \ D, pak si pfipomenme, ze Y;(w) := lim DXz(cu). 7 Fatouova

z—t, z€

lemmatu ([I0], str. 140) proto plyne
€ 1Y XJ" = E[_lim X, ~ X,

< liminf E | X, — X;|°

z—t, teD
< N liminf |z — ¢/
z—t, z€D
<N lim |z—t"? =0,
z—t, z€D

pricemz ve druhé nerovnosti jsme jesté pouzili predpoklad véty. To nam tedy
dava |Y; — X¢|* = 0 s.j. neboli P(Y; = X;) = 1. A tedy pro kazdé t € [0, 00) jsme
ukazali, ze P(Y; = X;) = 1.

[

Nyni se presuiime k diikazu posledni ¢asti véty [3] tedy k dukazu holderov-
skosti. K tomu bude zapottebi nasledujici véty, jejiz tvrzeni a diikaz byly napsany
na zakladé [5], str. 54 a 55, a [7], str. 8 a 9.

Véta 4. Bud {Y;,t € [0,00)} redlng ndhodny proces, pro néjz existuji konstanty
a>0, >0aN <o tak, Ze

EY,-YJ|*<NJt—s|"™ Vit s>0. (10)

Dile necht pro skoro viechna w € § je trajektorie t — Yi(w), t > 0, spojitd.
Potom pro skoro vsechna w € Q) je t — Y (w), t > 0, lokdlné vy-hélderovskd pro
kazdé 0 < v < f/a.

Diikaz. Dle predpokladu existuje N € A, P(N) = 0, takova, ze pro kazdé
w € Q\ N je funkce t — Y;(w) spojitd na [0,00). Zvolme v € (0,8/a) a pro
k,n € N definujme

O, =o€ Qs max Voo (@) — Vin ()] < 1}

m>n 1=0,...,

Q= U Y.

k=1n=1

Obdobné jako v ditkazu véty [3] str. 11, (s v namisto a), ukdZeme, ze P(€)?)
= 1. Proto existuje N7 € A,P(N?) =0, tak, ze Q7 = Q\ N7.

Stejnym zpusobem jako v dikazu véty [3] str. 10, dospéjeme k tomu, Ze pro
kazdé w € Q\ N” a pro kazdé k € N lze nalézt my(w) € N tak, Ze pro vsechny
t,s € DN[0,k] spliwjici |t — s| < 27™() plati, ze

Yi(w) = Ye(w)| < N()|t = 5|7, (11)

kde N(y) = 227127 — 1)~1. Polozme M” = N U N?. Budte w € Q\ M
a k € N. K nim nalezneme my(w) tak, ze plati. Volme tedy ¢,s € [0,k]

12



sphitujici |t — s| < 27™®) Bez jmy na obecnosti predpoklddejme, Ze s < t. Déle
budte {s, }nen, {tn }nen monoténni posloupnosti dyadickych zlomku takovych, ze
s < s, <t neN sn@s,asgtngt, n € N, tnTH—O>ot.Potomplati
tn,sn € DN[0K] a [t, — s, < |t — 8] < 27™®) pro viechna n € N, a tedy dle
(11) mame nerovnost

Yi, (@) = Yo, (@) S N()ltn — sn|” VR € N.

Ze spojitosti trajektorie ¢ — Yy(w) mdme, Ze Y}, (w) — Yi(w) a ¥, — Yi(w).
Dale pro kazdé n € N plati odhad

Yi(w) = Ye(w)| < Yi(w) = Vi, ()] + [V, (@) = Vi, (w)] + [V, (w) = Yi(w)]
< [Yi(w) = Yi, (@) + N(Y)ltn = sal" + Ve, (w) = Ya(w),

a tim padem také musi platit, ze

Yiw) — Yo)] < lim (Y5(w) = Yi, @)] + Nt — sal? + Vs, (@) = Yo(w)])
— N()lt - 8|

Neboli, trajektorie ¢ — Y;(w) je lokalné v-holderovskd na [0, k] pro pevné zvolené
v € (0, 8/a).

Nasim cilem ted bude najit mnozinu M pravdépodobnosti 1 tak, ze pro kazdé
w € M bude trajektorie t +— Yi(w),t > 0, lokdlné ~-holderovska pro kazdé
7€ (0,8/a).

Zvolme monoténni posloupnost {7, }nen takovou, ze 0 < v, < B/ a v, —
n [o.¢]

B /a, a definujme
M = U M'\/n'
n=1

Potom P(M) = 0, nebot jde o spocetné sjednoceni mnozin nulové pravdépodob-
nosti. Necht w € Q\ M a v € (0,/a). Pak nalezneme n € N tak, ze v, > 7.
Protoze w € Q\ M, tak t — Y;(w) je lokalné 7,-holderovska, a jelikoz v, > 7,
tak je i lokalné ~-holderovska. Tim je dikaz dokoncen.

m

S vyuzitim véty [ jiz muzeme provést dikaz holderovskosti ve vété [3
Diikaz hélderovskosti.

Nyni si uvédomme, ze ndhodny proces {Y;,¢ > 0}, definovany vyrazem ([8))
prow € Q aYy(w) =0 prow € Q\ Q, byl zkonstruovan tak, ze spliuje .
Navic dokonce vsechny jeho trajektorie jsou spojité, a tedy splnuje predpoklady
véty 4l Proto jsou skoro vsechny trajektorie {Y;,¢ > 0} y-holderovské pro kazdé
0 < v < fB/a. Tedy existuje D € A, P(D) = 0, takova, ze pro kazdé w € Q\ D
je trajektorie t — Y;(w),t > 0, lokalné y-hélderovska pro kazdé 0 < v < 3/a.

Pro t > 0 definujme

%) Yi(w), jeliwe Q\ D,
w) =
! 0, je-liw e D.

13



Potom muzeme psat Xt(w) = Iuea\ny Yi(w) pro kazdé ¢t > 0 a pro kazdé w € ,
a tedy zobrazeni

Xt : Q—>R,
w i X(w)

je méfitelné pro kazdé t > 0. Tedy {X,,t > 0} je redlny ndhodny proces.

Ziejmé trajektorie t — X, (w),t > 0, jsou spojité pro kazdé w € Q (nebot pro
we Q\Djet X (w) = Y;(w) je spojitd a pro w € D je funkce t — X, (w) = 0,
t > 0, téz spojitd). Dale pro kazdé w € Q je t — X,(w) lokdlné y-hélderovska pro
kazdé 0 < v < B/a, nebot pro w € @\ D je X;(w) = Yi(w) pro viechna t > 0
aprow € D jetr Xy(w)=0,t>0, téz lokdlné y-holderovské zobrazeni.

Co zbyvé ovéftit, je, ze {Xy,t > 0} je modifikaci {X,,t > 0}.

Necht ¢ > 0. Potom plati

[Xt#j(t] = [Xt#Xta Xt:Yt]U[Xt#Xt, Xt?’éY;f]
C[X: #Y]U X, # Y.

Dle definice X; mdme P(X; #Y;) = 0 a diky tomu, %e Y je modifikace X, plati,
ze také P(X; # Y;) = 0. Tedy i P(X; # X;) = 0. Tudiz {X;,t > 0} je hledana
modifikace s pozadovanymi vlastnostmi. Tvrzeni véty je dokazano.

]
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3 Aplikace Kolmogorovovy-Cencovovy véty

V prvni kapitole jsme si uvedli priklady gaussovskych nahodnych procesii.
Jedna se mj. pravé o ty procesy, které splnuji podminku Kolmogorovovy-Cenco-
vovy véty. O tom, ze tomu tak je, se presvéd¢ime v nasledujicim.

3.1 Aplikace véty na Wienertv proces

Bud {W;,t > 0} Wienerav proces. Vyuzijeme toho, Ze pro vSechna ¢t > s
> 0 plati W, — W, ~ N(0,0%(t — s)), 0? > 0. Naopak, je-li 0 < t < s, pak
plati W, — W, = —(W, — W;) ~ N(0,0%(s — t)). Tedy, pro s,t > 0 mdme,
ze Wy — Wy ~ N (0,02t — s]).

Tedy necht ¢,s > 0,t # s a a > 0. Potom

E (W, = Wi = [lal°

1 { x? }
———————eXpP\ 5y (T
% \/27r02\t—s] 20°2|t — |
2/:1:0‘ exp{— dx
5 \/27r02|t—3| 20°|t — s|

(2|t o S‘)a/20_a o0 g2 :L,a—l T
— /6 20‘2\15—&9\ . X
J (202]t — 5@ D72 g2]t — |

S

2l s) 0

/ e VyleD/2qy

204/2 o 1
\/f F(O‘;r )\t—s]a/Z, (12)
™

kde ve ¢tvrté rovnosti byla uzita substituce tvaru y =

N = W%F (C“TH> . Pak pro a > 2 dostavame

S

2
I , .
52 s Nyni oznac¢me

E W, — W,*= NIt —s|"" Vits>0,

kde 5 = «a/2 — 1. Podle véty |3 m& Wienertv proces modifikaci se spojitymi
trajektoriemi.

Pojdme se nyni podivat, jak je to s holderovskosti téchto trajektorii. Véta
dale tika, Ze jsou lokalné y-holderovské pro kazdé 0 < v < ﬂ o7l 1 l

« 2
7 toho snadno plyne, Ze jsou y-holderovské pro kazdé ~ € (0 ) Skutecné, necht
v € (0,1). Potom v = § — ¢ pro jisté 0 < ¢ < 1. K tomuto € nalezneme o > 2
tak, Ze £ < e. Tim padem v =5 —e < 5 — *.

«

Pozndmka. Uvédomme si, ze vysledek se da zobecnit. Je-li Y ~ N(0,~?),
pak pro a > 0 plati

W 207 ra+1 o
E [Y] =ﬁr( ) A
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Specialné, pti volbé o = 2n, n € N, obdrzime rovnost

E|Y|2n:7 ( + )
L) (e G
=1-3-5-...-(2n—1)(»")"
= (2n — 1) (v) (13)

3.2 Aplikace véty na Browniiv most

Ve vypoctu vyuzijeme nésledujiciho vztahu: Je-li {Wt,t € [0,00)} Wienertuv
proces, pak pro Brownuv most {X;,¢ € [0,1]} plati: X; = Pw, —tw,, te [0,1].
Zvolme t,s € [0,1],¢t # s a @ > 0. Potom plati

E|X; — X,|* = E |W, — tW; — W, + sW[*
=E [W, — W+ (s — )Wy |*
< E(W = Wil + [(s — )W ])*
< E (2max{|W; — W, |(s — )W [})*
= E 2% max{|W, — W,|%, |(s — t)W;|*}
< E2%(|[W; — W™ + [(s — )W)
= 2°(E |W; — W,|* + |s — t|" E [W4|%). (14)

Volbou t =1, s =0 plyne z (12), ze

o 2ege a i
E [W,|* = ﬁr< ; ) (15)
Dosadime-li | a ) do , ziskavame odhad

204/2 o 1 2a/2 a 1
E X, — X,[* < 2° 0F<O‘+ )\t—sya/2+ UF<O‘+ >|t—5\°‘
N > Jr >

2&/2 o 1 201/2 o 1
<2 “r(‘” )+ "r(“ ) It — 5|2,
N 2 /T 2

Oznadime-li K = 2¢ (zajfaf‘ (‘%l) + 2a\//2§&F (O‘T“», pak K < oo a obdrzime
nasledujici nerovnost:

E X, — X,|*<K|t—s|**Vtse[01].

Tedy opét, pro a > 2 plati podminka Kolmogorovovy-Cencovovy véty s volbou
f =a/2—1 a trajektorie jsou y-holderovské pro kazdé 0 < v < 1/2.

3.3 Aplikace véty na Ornstein-Uhlenbeckliv proces

Uvazujme Ornstein-Uhlenbeckiv proces {U;,t > 0}. Pro ucely vypoctu si
uvédomme nésledujici vlastnosti:
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(i) Proces {U;,t > 0} je gaussovsky, a tedy U; — Ug mé& normélni rozdéleni pro
vSechna t, s > 0.

(ii) Proces {U;,t > 0} je centrovany, tudiz E (U, — Us) = 0 pro vSechna ¢, s > 0.
(iii) Prot,s > 0 plati
var(U, — Uy) = E (U, — U,)?
=E U} -2E(UU,) +E U?
= R(t,t) — 2R(t,s) + R(s,s)
=1-2e 141
=2 — 2¢ 78I,
7 téchto vlastnosti vyplyva, ze U, — U, ~ N(0,2 — 2e71751), ¢, 5 > 0.
Zvolme t,s > 0,t # s, an € N. Potom dle plati:
E U, — UJ* = (2n — 1)11(2 — 2¢~It=#l)m
= 2"(2n — DI(1 — e~ It=5h)m, (16)
Déle si vSimnéme, ze pro vsechna ¢, s € R je
el > 1 —jt—s|=1—e sl <|t -5,
a tedy dle ([16) méme odhad
E|U, — U/ <2"2n— Dt —s|* Vit,s>0VneN. (17)
Nyni pron € N, n > 2 zvolme a =2n >0, N =2"2n— 1)l <occa f=n—1
> 0. Pak dle (17) plati
E|U, —UJ* <Nt —s|"™ Vit ,s>0,

tedy dle véty [3] existuje spojitd modifikace Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Za-
méime se jeSté na holderovskost trajektorii této modifikace. Véta [3] ndm fika,
7e trajektorie jsou lokalné y-holderovské pro kazdé v € (0, 3/a). Zde B/a =

2n
= % — % Z toho plyne, zZe trajektorie jsou lokélné holderovské az do fadu 1 2 Sku-
tecné, necht v € (0, 3). Potom médme, Ze v = 5 — e pro jisté € € (0, 3). K tomuto
€naleznemen€Ntak,2e < g, atud127—7—5<7—%

3.4 Poissoniiv proces

Jiz v tvodu préce bylo feceno, ze Poissontiv proces podminku véty |3[nesplnuje.
Toto je samozrejmé, nebot je zndmo, zZe Poissontiv proces spojité trajektorie nema,
a tedy podminku véty [3| splnovat nemize. My si ale tuto skutecnost ukazeme
primo.

Uvazujme libovolné ¢ € (0,1] a a > 0. Potom méame, ze

E|NV|* = Zka (N, = k) > P(N, = 1) = Me ™.
Podélime-li nerovnost ¢, dostaneme, ze

E |Nt|a > )\ef)\t'
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Odtud plyne nasledujici:

E | V.|«
c:= inf M > inf e MA=e\>0.
t€(0,1] t t€(0,1]

Tim padem

E |V = tEUtVt| > ct (18)
plati pro kazdé ¢ € (0,1]. Z toho vyplyvd, ze pro kazdé C' > 0, > 0,5 > 0
nalezneme t € (0,1] tak, Ze E |N;|® > Ct'*8. To dokaZeme sporem. Vime, Ze
plati , a pro spor necht tedy existuji ¢ > 0, > 0 a § > 0 tak, ze pro
viechna t € (0,1] je splnéna nerovnost E |N;|* < &8, Potom ale plat{ ct < &t1+#
pro kazdé t € (0,1]. Neboli, mame t < ¢/ct'*? ¢ € (0,1]. Z vlastnosti funkef
fitette(0,1],ag:tw ¢/ct'tP t € (0,1], jsme schopni najit § > 0 tak, Ze
pro viechna 0 < t < ¢ plati, ze t > ¢/ct'*#. To je spor, tedy Poissontiv proces
nespliiuje podminku véty [3

18



Zaveér

V této praci jsme se zabyvali Kolmogorovovou-Cencovovou vétou a jejimi apli-
kacemi. Zpracovali jsme diikaz této véty a podpirnych tvrzeni s pomoci citova-
nych zdroji; ditkazy byly rozsiteny, doplnény a upresnény. Dalsim smérem préace
by mohlo byt studium mnohych rozsfieni Kolmogorovovy-Cencovovy véty, napf.
rozsiteni pro nahodna pole.
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