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Uvod

Rozdelenie nahodného vektora sa najcastejsie definuje zdruzenou hustotou jeho
kartézskych suradnic. Niekedy nas vSak viac ako celé rozdelenie vektora zaujima
iba rozdelenie jeho vzdialenosti od pociatku alebo jeho smeru. Tiez nas moze
zaujimat podmienené rozdelenie ndhodného vektora v konkrétnom smere alebo
v konkrétnej vzdialenosti od pociatku. V takych pripadoch sa oplati namiesto
kartézskych stradnic pouzit polarne (resp. sférické) ¢i smerové suradnice.

S prevodom hustoty ndhodného vektora do iného stradnicového systému sa
viazu isté problémy. Pri prevode do polarnych siradnic vieme jednoducho pouzit
vetu o transformacii spojitych nahodnych vektorov.

Veta 1 (Transformdcia spojitych ndhodnych vektorov, Kulich (2018), str. 25).

Nech ndhodny vektor X = (X, ...,Xn)T s nosicom rozdelenia Sx C R"™ md
hustotu fx(x) vzhladom k Lebesqueovej miere. Nech g : R" — R", kde g =
(g1, -y 90)", g ' R* =R, i =1, ...,n je prosté zobrazenie a nech jeho jakobidn

Dy (x) ezistuje a je nenulovy pre skoro vsetky € € Sx. Potom'Y = g(X) mad
hustotu

fr(y) = fx(g7 () [Dy-1 (y) | Ly(s ) (y)

vzhladom k Lebesgueovej miere.

7 tejto hustoty vieme dalej integrovanim dostat marginalne a podmienené
rozdelenia jednotlivych zloziek suradnic. Avsak pri vektoroch v troch a viacerych
rozmeroch sa stane, ze vetu |1l nemozeme pouzif pre niektoré smery, pretoze je v
nich jakobian rovny nule.

Riesenie na tento problém pontkaji smerové suradnice. Na druhej strane, pri
smerovych suradniciach vo viac ako troch rozmeroch méze byt zlozité spocitat
integraly potrebné na vyjadrenie margindlnych hustot zloziek smerovych stiradnic.
Preto sa aj v tejto praci budeme smerovym stiradniciam venovat len v R? a R3.

Cielom préce je odvodit vztahy na vypocet hustot polarnych (resp. sférickych)
a smerovych stradnic ndhodnych vektorov, ilustrovat ich na niekolkych zaklad-
nych rozdeleniach a porovnat vyhody a nevyhody volby polarnych ¢i smerovych
sturadnic.

Praca sa v prvej kapitole zaobera polarnymi a smerovymi siradnicami nahod-
ného vektora z R?, vysvetluje postup odvodenia hustot polarnych a smerovych
suradnic ndhodného vektora a vSeobecné postupy ilustruje na zakladnych rozdele-
niach.

Druhé kapitola sa venuje sférickym a smerovym stradniciam v troch rozmeroch.
Podobne ako prva kapitola, dava navod ako vyjadrit hustotu nahodného vektora
v sférickom a smerovom siradnicovom systéme a na priklade ukazuje rozdiely a
mozné vyhody a nevyhody oboch typov sturadnic.

Posledna, tretia kapitola je venovanda hustote sférickych stradnic n-rozmerného
nahodného vektora. Hlavnou zlozkou tejto kapitoly je odvodenie jakobianu trans-
formécie medzi kartézskymi a sférickymi stiradnicami nahodného vektora.



1. Hustota dvojrozmerného
vektora v polarnych a smerovych
suradniciach

1.1 Hustota dvojrozmerného vektora v polarnych
suradniciach

Definicia 1 (Poldrne stradnice). Vektor (z,y)" € R?\ {(0,0)"} md poldrne
stiradnice (r,a)’, r >0, a € [0,27) prdve vtedy, ked

T = 1Ccosaq,

y =rsina.

Hodnota r je velkost vektora (z,y)" a a je velkost uhla, ktory zviera vektor (z,y)"
s kladnou x-ovou osou.

(x.y)7

v

Obr. 1.1: Poldrne stiradnice

Poznamka. Definicia[l| popisuje transforméaciu z polarnych stradnic do kartézskych.
Pre transformaciu z kartézskych stradnic do polarnych plati:

T:\/ma

arccos ———, y >0,
12+y2

21 — arccos —— y < 0.
/a2 4qy2’

Interval hodn6t o mézeme volit Tubovolne v tvare « € [k, k + 27) alebo
a € (k,k + 27| pre lubovolné k € R. Podla volby tohto intervalu definujeme
vypocet hodnoty a pre vektor (z,y)". Pre jednoduchost budeme pouzivat znacenie
«a = arccos r, ¢im sa mysli zobrazenie uvedené vyssie v tejto poznamke.

o =
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Uvazujme ndhodny vektor (X,Y)T # (0,0)" s hustotou f(z,y) vzhladom
k Lebesgueovej miere. Vyjadrime hustotu fp(r, a) jeho polarnych stradnic (R, A)T.
Oznacme transformaciu z kartézskych stiradnic do polarnych ako
()= (7) = (wron i)

D, G
A Y arccos 5=

Pre inverznu transformaciu potom plati

X\ 4 (R\ [(RsinA
v) =9 (4] " \RcosA)
Jakobidn inverznej transformécie g~1(r, ) je rovny

cosa —rsina

. =rcos’a+rsina=r.
sine  rcosu

Dy-1(r,a) =

Podla vety [1] je hustota fp(r, ) vektora (R, A)" rovna

fr(r,a) = f(g7'(r,@)) | Dy-1(r,a)| = rf(rcosa,rsina), r>0,a€|0,2r).
(1.1)
Priklad (Normované normélne rozdelenie). Uvazujme ndhodny vektor z dvojroz-
merného normovaného normélneho rozdelenia X = (X1, X3)" ~ Ny(0,1,). Jeho
hustota je rovna

1 1
Ix(z1,29) = 27Texp{—Q(xf +x§)}, x1,x9 € R.

Spocitame jeho zdruzené, marginalne a podmienené rozdelenie v polarnych
stradniciach. Zdruzend hustota vektora X # (0,0)" v jeho polarnych stiradniciach
(R, A)" je podla vztahu (1.1)) rovna

2
fe(r,a) =rfx(rcosa,rsina) = QLexp {—Z(COSQQ + sin? a)} =
s

2
- ;Texp{—;}, r>0,a€ [02n).

Marginalna hustota ndhodnej veli¢iny R je

fr(r) = 5 27reXp{—2} doz—rexp{—Q}, r>0.

Marginalna hustota ndhodnej veli¢iny A je rovna

fate) = [*Lep{ Vs ] 0= |5 LT,
Aaio o7 P 2 (" du=rdr 2 Jo c =

1
=—, aec|0,27).
o [0, 2)
Normované normélne rozdelenie patri medzi sféricky symetrické rozdelenia. Je
rovnomerne rozdelené vo vsetkych smeroch a jeho hustota je funkciou vzdialenosti
od pociatku.



Podmienent hustotu f(r|a) pre dané « € [0, 27) mdzeme vyjadrit ako

f(rle) = f;:zg) = %expl{_%} = TeXp{—%Q}> r>0

a podmienent hustotu f(alr) pre dané r > 0 mézeme vyjadrit ako

o =) < S 5 e

2

Mézeme si vS§imnit, ze f(r|la) = fr(r) a f(alr) = fa(a). To znamend, ze R a
A st nezavislé ndhodné veli¢iny.

Zdruzend hustotu normovaného normélneho rozdelenia N5 (0, o) v kartézskych
a polarnych stiradniciach ilustruji obrézky [I.2] a [1.3]

0.15 fme_
Fol 3y 0 )naok
k

Obr. 1.3: Hustota rozdelenia N3(0,15) v polarnych stiradniciach



Priklad (Normélne rozdelenie s roznymi rozptylmi). Mame nadhodny vektor z dvoj-

rozmerného norméalneho rozdelenia X = (X7, Xz)T ~ N3(0,%), kde X = ((1) 2)

Hustota X je rovna

fx(z a:)—#ex —l(x :c)(l y
X (L1, L2 271_@ p 9 1, 42 0 i
1

1 T
=5 P {_8 (4:1:% +x§)} , (m1,m3) €R™:

ZdruZent hustotu v polarnych sdradniciach spo¢itame pre vektor X # (0,0)"
podla (1.1 ako

1
fp(r,a) =rfx(rcosa,rsina) = 47‘exp{—8 (4r2 cos® a + r? sin” a)} =
T

2
4:TeXp{ ;(4cos2oz+sin2a)}, r>0,«a€|0,27).

Marginalna hustota ndhodnej veli¢iny A sa rovna

o 2
fala) = ; ;exp{ 2(40052a+sin2a)}dri

oo\*

s | u= ® (4 cos® o + sin? @) s
du =% (4cos® a + sin® o) dr

S 1 /°° u g
7 (4cos? a +sin? a) Jo

1
= 0,2m).
7 (4cos? a + sin? @)’ a € [0,2m)

Podmienend hustota f(r|a) ndhodnej veli¢iny R za podmienky A = a € [0, 27) je
rovna

F(rla) = fe(r,a) _ ﬁexp{ % (4(:10s o + sin a)} )

fala) (4 cos? octsin? o)

— % (4(:05204 + sin? a) exp {—T; (4(:03204 + sin? a)} , r>0.

Marginalnu hustotu vzdialenosti od pociatku R spocitame ako

2w
fr(r) = ; rexp{ g(4cos2a+sin2a)}da:
2w
= Lex { r— 1+30052a)}da:
o 4m

8
27 3 2

/ eXp{—rCOSQOé} da =

us 0 8
r ) 3 3r?

= —exp —— / exp{ ——coslap da, 1> 0.
s 8 | Jo 8



Posledné rovnost vyplyva z periodicity a symetrie funkcie cos? a. Tento integral
vieme spocitat numericky.

Zdruzent hustotu rozdelenia N(0,3) v kartézskych a polarnych stradniciach
ilustruju obrazky [I.4] a [I.5

I::--.

f "|:|.|:|4:
Py 2 )009%
ooz

.08
foll (o na "t
o0zt
III.IIII:Ir;r
e

Obr. 1.5: Hustota rozdelenia N»(0,3) v polarnych stradniciach

Pozndmka. Na vyjadrenie polarnych stiradnic norméalneho rozdelenia s rozptylovou
maticou X # I sa oplati miesto euklidovskej vzdialenosti vyuzit Mahalanobisovu

vzdialenost R = J (Xl, Xg) >l <X1>. Definujeme transforméciu

Xy
<R> I ERRGER
A arccos \/% ’

kde (?) -z (§1> Potom dostavame zdruzenu hustotu ndhodného vektora
2 2
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(R, A)T v tvare

r —r?
fp(’I",Oé): 5 XPy 5 (> ’I“>0,0é€ [OaQﬂ-)a
2 2

ktora zodpoveda zdruzenej hustote polarnych stradnic normovaného norméalneho
rozdelenia pri pouziti euklidovskej vzdialenosti.

Priklad (Rovnomerné rozdelenie na jednotkovej kruznici). Uvazujme nadhodny
vektor X = (X1, X»)", ktory ma rovnomerné rozdelenie na jednotkovej kruznici,
teda na mnozine K = {(xl,xg)T ER?*:0<ai+123 < 1}. Bod (0,0)" do mnoziny
K nezahrname preto, aby sme mohli vektoru X € K definovat polarne stradnice
(R, A)". MnoZina K m4 obsah 7, preto hustota f(x1,zs) je rovna

1
f(l’l,l'g) :;, 0<I%+l’% S 1.

Obrazom K v polarnych stradniciach je mnozina K’ definovand ako

K = {(T,Q)T €R?*:0 < (rcosa)* + (rsina)® < 1} =
= {(r, )T eR?:re(0,1],a c [0,27?)}.

Podla (1.1)) ma vektor (R, A)" hustotu

fp(r,a) =rf(rcosa,rsina) = Z, (r,a)’ € K'.
7T

Marginalna hustota ndhodnej veli¢iny R je rovna

2T r
fr(r) :/ —da=2r, re(0,1],
o
takze hustota nahodnej veli¢iny R je priamo imerna obvodu kruznice s polome-
rom 7, resp. samotnej vzdialenosti r od pociatku.
Marginalna hustota A je rovna

fala) = /lrdr: i, a € [0,2m),

0o T 27

teda nahodna velicina A mé rovnomerné rozdelenie vo vSetkych smeroch [0, 27).
Podmienenti hustotu ndhodnej velic¢iny R, ak je dané A = « € [0, 27), m6Zeme
vyjadrit ako

fP(T7 Oé) e
flrla) = = =2r re(01]
R AT o
Podmienend hustota ndhodnej veli¢iny A, ak je dané R = r € (0,1], je rovna
o fP(Tu a) _

1
=—, «a€]0,2m).

f(oz|7") - fR(/r) - QLT - 27'("

Rovnako ako pri normovanom norméalnom rozdeleni vidime, ze f(a|r) = fa(«a) a
f(r|a) = fr(r), teda R a A st nezavislé veli¢iny.



Priklad (Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom stvorci). Mame nahodny vek-
tor X = (X1, X5)", ktory ma rovnomerné rozdelenie na jednotkovom $tvorci
v norme ¢;, teda na mnozine S = {(:cl,xg)T ER?:0 < || + |22] < 1}. Bod
(0,0)" z mnoziny S vynechdvame, aby sa vektoru X € S dali vyjadrit jeho
polérne stradnice (R, A)T. Stvorec S mé obsah 2, preto hustota vektora X na
mnozine S je rovna

0< ‘Iﬂ + |JI2| < 1.

f(I1,$2) = ;7

Poldrne stradnice vektora X € S vytvaraju mnozinu S’, ktort mozeme zapisat
ako

S = {(r,a)T €R?*:0< |rcosal + |rsinal < 1} =
1
:{(r,a)TeRQ;re<0 ],ae[oagﬂ)}_

"cosal + |sinal
Podla (1.1)) je hustota zdruZeného rozdelenia (R, A)" rovna

fp(r,a) =rf(rcosa,rsina) = g, (r,a)T € 9.

Marginalnu hustotu ndhodnej veli¢iny A vieme vyjadrit ako

TeosaTtTema] T 1 1
fala) /0 2T ((] cos | + | sin ar|)? )

1
= 0,2m).
4(| cos a| + | sin a|)?’ a € [0,2m)

Pre vypocet margindlnej hustoty fr(r) potrebujeme vyjadrit medze ndhodne;
veli¢iny A pri danom R = 7. Pre r € (0,1/2/2] dostdvame a € [0,27). Ak
viak r € (1/2/2,1], potom mnoZina, do ktorej patri a, mé vyjadrenie v tvare
a€l0,plU[r/2 - B,7/2+ BlU[r — B, 7+ pBlU[37/2 — B,31/2 + BlU[2m — 3, 27],
kde = arctan (y/z) a dvojica (z,y) riesi sustavu

r+y=1,
P
x,y > 0.

Dostéavame riesenie v tvare

IR | Ry | |- Va? =1

x 5 Yy = 5 , [ = arctan TR
Potom marginalnu hustotu R vyjadrime ako
27 r
fr(r) = ida:m“, re (0,v2/2],
0
Br PR B FAB oy
= [ Sda+ [T Tdas [ Dda+ Ldo+ [ fda=
Jr(r) 0 2 18 2 —p 2 dm_g 2 2r—B 2

1—+v2r2 -1
L 8 = 4r arctan 4

2 14++v2r2 -1

e (vV2/2,1).

9



1.2 Hustota dvojrozmerného vektora v smero-
vych suradniciach

Definicia 2 (Smerové stiradnice). Nech n > 2. Vektor € = (1, ...,x,)" 2z mno-

Ziny R™\{0"} md smerové siradnice (s,u’)", s >0, uw = (uy, ...,u,)" €[—1,1]"
prdave vtedy, ked

_ 2
s = T3,

n

J
U=—=———, 1t=1,...,n0.

M
S n 2
j=1Lj

Hodnota s je velkost vektora x a w je jednotkovy vektor so smerom rovnakym
ako vektor x.

Pozndmka. Definicia [2| popisuje transformaciu z kartézskych siradnic do smero-
vych. Pre transformaciu zo smerovych stradnic do kartézskych plati

T, =Su;, t=1,...,n.

Pozndmka. Pre n = 2 a vektor (z,y)" € R?\ {(0,0)"} plati

s =22+,
_t__ 7
N A—
yl\
1 (xy)T
u (u15u2)T
1 X

Obr. 1.6: Smerové suradnice v dvoch rozmeroch

Uvazujme ndhodny vektor (X, Y)T € R2\{(0,0)"} s hustotou f(x,y) vzhladom
k Lebesgueovej miere. Vyjadrime margindlne hustoty jeho smerovych siradnic S

10



a U = (Uy,Uy)". Ozna¢me margindlnu hustotu vzdialenosti S od pociatku ako
fs(s) a marginalnu hustotu smeru U ako fy(u).
Pre hustotu f(z,y) musi platit

[ [ sy dras =1,

kde s = /2% + 32, S} = {(Jc, YT ER?: 22+ 92 = 32} a v je miera merajtca dlzku
obltka, teda [g1 1 dy = 27s.
Pre marginalnu hustotu S musi platit

/Ooo fs(s) ds =1,

takze pomocou predchadzajiceho vztahu dostavame, ze

fs(s)= [ f(z,y) dy.

S;

Tento integral spo¢itame parametriziciou kruznice S! pomocou krivky

¢(9> = (¢1(9>7¢2(9))T-

o ¢1(9) . scosf
<y> - <¢2(9)> B <ssm9 , 0el0,2m),
pre konstatntné s > 0. Potom pre derivaciu v'(6) plati

P'(0) = (Ziggg) = ( ssinf > . Y'(0) = \/52 sin? 0 + s2cos? 0 = s.

—scosf

Dostavame krivkovy integrél

2
fs(s) = /sl flz,y) dy = /0 s f(scosf,ssinf) df, s> 0. (1.2)

s

Marginélnu hustotu smeru U spo¢itame pomocou faktu, Ze kruznica S! m4

.....

s

) dy = [ s fy) dy.
/Slf(af y) dvy S%Sf(fﬂ y) dy
Pre hustoty f(z,y) a fy(w) musi platit
L] sty dsay =1, [ folu)dy=1,
st Jo S
z ¢oho vyplyva, ze
fu(u) = /Oosf(x,y) ds = /Oosf(sul,suz) ds, ui+us=1. (1.3)
0 0

Priklad (Normované norméalne rozdelenie). Nech ndhodny vektor X = (X1, X)"
mé4 normované normalne rozdelenie na R?\ {(0,0)"}. Potom je jeho hustota rovnd

fx(onm) = 5o {5t +ad)}, ()T <R\ {(0,0)7):

11



Marginalna hustota vzdialenosti S od pociatku je podla (1.2]) rovna
2
fs(s) = / s fx(scosf,ssinf) dj =

B 27ri _i 9 . 9 B
s exp |~ (cos” 0 +sin“0) p df =

| 2 2
—/ sexp{—i} d@zsexp{—SQ}, s> 0.

Margindlnu hustotu smeru U = (U, Uy) " spocitame podla ((1.3) ako

fu(u) = /OOOSfX(SU1,SU2) ds = /Oo 21 S exp {—Z(Uf —i—ug)} ds =

0 ™

$2 v = ﬁ S 1 fo'e)
_— -2 g 2 = — v fry
/ 7 ds = [dv =s ds] 2 /0 ¢ dv

Néhodny vektor U ma rovnomerné rozdelenie na 8§ a odpovedd rovnomernému
rozdeleniu ndhodnej veli¢iny A na [0, 27) v polarnych stradniciach. Tiez rozdelenie
S je rovnaké ako rozdelenie R v polarnych stradniciach.

Priklad (Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom kruhu). Nech ma ndhodny vektor
X = (X1, X5)" rovnomerné rozdelenie na jednotkovom kruhu, teda na mnozine
K = {(:L‘l, To) ER?2:0< 2?2+ 22 < 1}. Kruh K mé obsah 7, preto hustota X
na K je rovna

1
fx (21, 22) = e (z1,72)" € K.
Marginalna hustota ndhodnej veliciny S sa podla (1.2]) spocita ako
2 2m
fs(s) :/ s fx(scosf, ssinf) do :/ - 2s, se(0,1].
0 0

m
Podla (1.3)) m& marginalna hustota smeru U = (U;, Us) " tvar

1

1 1
fU(u):/O s fx(suq, sus) ds:/o %dSZ%, ui +us = 1.

Smer U m4 rovnomerné rozdelenie na S} a vzdialenost od pociatku S ma
hustotu, ktora rastie spolu s obvodom kruznice o polomere s. Hustoty S a U sa
zhoduju s hustotami R a A polarnych suradnic ndhodného vektora X.

Pozndmka. Jednym z problémov, s ktorymi sa stretavame pri polarnych a sme-
rovych siradniciach, je ten, ze v niektorych pripadoch nastane, Ze marginalna
hustota uhla A alebo smeru U vychddza rovna nekonecnu. Nastava to v takych
pripadoch, kedy pre hustotu f(x,y) ndhodného vektora (X,Y)" diverguje integral

[e.9]
/ rf(rcosa,rcosa) dr,
a

resp. integral
/ sf(suq, sug) ds.

na nejakom okoli nekonec¢na. Ilustraciou je nasledujuci priklad.
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Priklad. Uvazujme nezavislé ndhodné veliciny X a Y s hustotami

ul <1,
lu| > 1.

F(w) = fyu) = {1;

4u2 Y

Potom nahodny vektor (X,Y)" mé zdruZeni hustotu rovni

= ], [y] <1,
el > 1Lyl <1
fxv(z,y) = fx(@) fy(y) = S 16 T
161312’ |SE| S 17 |y‘ > 17
ﬁ7 ||, [y| > 1.

Potom pre smerové vektory (1,0), (0,1), (—1,0) a (0, —1) dostavame podla (|1.3])
margindlnu hustotu smeru U rovnu

Fo(1,0) = fur(0,1) = fir(—1,0) = fr(0,—1) — /01 Sds [T 1(135 ds — oo.

Pre polarne stradnice spocitame iba margindlnu hustotu pre uhol a = 0, ktory
odpovedd smeru (1,0) . Zdruzend hustota vektora polarnych stiradnic je podla
(1.1) na polpriamke odpovedajicej uhlu o = 0 rovna

16 € (0,1,
fp(r,0) =7 fxy(rcos0,rsin0) =r fxy(r,0) = {1(15 : >(1 )

16r°

a marginalna hustota A sa pre a = 0 rovna

f(O)—/ler+/001d7"—oo
AV ) 16 1 16r T

13



2. Hustota trojrozmerného
vektora v sférickych a smerovych
suradniciach

2.1 Hustota trojrozmerného vektora v sférickych
suradniciach

Definicia 3 (Sférické stiradnice). Vektor (x,y,2)" € R*\ {(0,0,0)"} md sférické
stiradnice (r,a, B)T € R®, r >0, a € [0,7], B € [0,27) prdve vtedy, ked

x =rsinacosf,
y = rsinasin 3,

Z = T COS Cx.

(x.y.2)T

Obr. 2.1: Sférické suradnice

Pozndmka. Definicia dava navod, ako previest sférické siradnice do kartézskych.
Sférické suradnice vieme z kartézskych vyjadrif nasledovne:

r =22+ y?+ 22,

z

N T
arccos ———=
5= Ve
21 — arccos ———, y < 0.
/$2+y2

Pre jednoduchost budeme znacit 5 = arccos

(= arccos

y >0,

x
x2+y2

14



UvaZzujme nadhodny vektor (X,Y,Z)" # (0,0,0)" s hustotou f(x,y,z) vzhla-
dom k Lebesgueovej miere. Vyjadrime hustotu fs(r, o, 3) jeho sférickych siuradnic
(R, A, B)". Ozna¢me transforméciu z kartézskych stiradnic do sférickych ako

R X VX2 +Y2+ 22
A =g Y = arCCOSﬁ
B 7 X

arccos W

Pre inverznu transformaciu plati

X R Rsin Acos B
Y|=¢g'|A|=|RsinAsinB
Z B Rcos A

Jakobién inverznej transformécie g~!(r, a, 3) je rovny

sinacosff rcosacosf —rsinasinf
Dy-1(r,o, ) = |sinasin B rcosasinf  rsinacosf | =
cos o —rsina 0

= r?sin® asin? B + r? sin o cos? a cos? f+

Sacos? B =

+ r?sin asin?  cos® a + 2 sin
= r?sin® a(sin? B + cos® B) + r? sin a cos® a(cos® 3 + sin® ) =
= r?sin® a4+ r’sinacos® o =
= r?sin a(sin® o 4 cos? o) =

= r2sin a.

D1 je nulovy pre a € {0, 7}, Comu odpovedaji vektory tvaru (0,0, Z)" leziace na
osi z. Transforméciu potom definujeme len pre o € (0, ), respektive pre vektory
(XY, Z)" z mnoziny {(X,Y,Z)T € R®: X £0VY #0}.

Podla vetyje hustota fs(r, a, B) vektora (R, A, B)" rovna

fS(TaO"B) :f(g_l(’l“,&,ﬁ)) |D9*1<r7a/75)| =
=r?sina f(rsinacos 3, rsinasin 8,7 cos a), (2.1)
r>0,a€(0,m),5¢€]|0,2n).

Priklad (Normované normélne rozdelenie). Mame X = (X;, X5, X3)T s normo-
vanym normélnym rozdelenim na R\ {(0,0, 2)", 2 € R}. Hustota X je potom
rovna

1 T
f@) = Grmer {5ttt D)}, @ R(0.0.2)7 2 R

Podla (2.1) mé hustota fp(r,a, 3) sférickych stradnic (R, A, B)" ndhodného
vektora X tvar

1 2
fe(r,a,B) = r*sina om)772 exp {—2(81112 acos® B + sin® asin® 3 + cos? a)} =

1
(271-)3/2

= r?sina

2
exp {—TQ}, r>0,a€c(0,7), 5 €l0,2n).
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Marginalna hustota ndhodnej veli¢iny R je rovna

fr(r) =r? (27r1)3/2 exp {_7’22} /07r sin « ( OQW 1 dﬁ) da =

2

=2 ! ex _ /Fsinozda—
V2 P 2] Jo

2 2
:”ﬂexp{—r}, r > 0.
s 2

ZdruZent hustotu dvojice (A, B)T moZeme vyjadrit ako

00 2
f(a76) - (271_1)3/2 SiIlO{/O 7‘2exp{_2} dr =

sin «v
A’

a€ (0,m), B €[0,2m).

Odtial dostaneme marginalne hustoty uhlov A a B ako

27 sin «v sin «

fA(a)—/O A8 =0 ae (0,
T Sin o 1

fo®) = [P da= - Belo,2m

2.2 Hustota trojrozmerného vektora v smero-
vych suradniciach

Pozndmka. Pre n = 3 a vektor (z,y,2)" € R*\ {(0,0,0)"} plati

;

s =/x2 4+ y? + 22,
x

VaZ +y? + 2%
Yy

IRNETE,

zZ
VETFETE

Uvazujme nahodny vektor (X,Y,;Z)" € R*\ {(0,0,0)"} s hustotou f(z,y, 2)
vo¢i Lebesgueovej miere. Nech vektor (X, Y, Z)" ma smerové stradnice (S,U")" =
(SJ U17 U27 U3)T'

Pre hustotu f(z,y, z) musi platit

Uy =

Uy =

Uz =

VR IR S VAR ING VAR

x,y,2) dyds =1,
[ty
kde s = a2 + y? + 22, sz{(x,y,z)T€R3:x2+y2+22:5‘2}ayje miera

merajica plochu Casti povrchu gule, teda [s. 1 dy = 475,
Marginalna hustota fs(s) vzdialenosti S od pociatku musi spliiat

/Oo fs(s)ds =1,
0

16



Obr. 2.2: Smerové suradnice v troch rozmeroch

takze fs(s) musi byt rovnd

fs(s) = /32 flx,y, z) dy.

s

Tento integral vypocitame pomocou parametrizacie plochy S? funkciou ¥ (a, 3)
definovanou nasledovne:

x 1 (o, B) ssin o cos 3
y| = v2a,8)| =|ssinasing |, «a€l0,x],5€]l0,2r),
z Ys(a, B) S COS (v
kde s > 0 je konStanta. Smerové vektory plochy 8% st rovné
0
(;p = (scosacos 3, s cos asin B, —ssin a),
Q
oy
ssin asin 3, s sin « cos
55 = (- 5, 3,0).
Normélovy vektor plochy S? je rovny
0 0
¢ (;ﬁb (s*sin? a cos 3, s sin? asin 3, 5% sin v cos @)
a jeho velkost je
0 0
H 7,[’ id H stsin* v cos? B + stsin* asin? B + stsin® acos? a =

st (sin* o (cos? B + sin? ) + sin® avcos? ) =

st (sin? a + sin? a cos? ) =

s*sin o (sin® a + cos? a) =

I
Ro = = <

sin .
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Velkost normalového vektora musi byt rozna od nuly, preto upravime hodnoty
parametra « na a € (0, 7). Hustotu fg(s) spocitame plosnym integralom ako

fs(s) = [, fay.2) dy =

s

2r
= / / s?sin o f(ssinacos 3, ssinasin 3, scosa) da dB, s> 0.
o Jo
(2.2)

Dalej spo¢itame margindlnu hustotu fy(u). Vieme, %e plocha S? mé s>-krat
vacsi obsah ako plocha S, preto aj

_ 2
/ng(x,y,Z) d’V—/st flz.y, 2) dvy.
Hustoty f(z,y,2) a fu(u) musia spliat

/S% /OOO s* f(x,y,2) ds dy =1, /S% fu(u) dy=1.
Odtial dostavame
Ju(u) = /Ooo s2 f(x,y,2) ds =
— /OOO s% f(suy, sug, suz) ds, uj+uy+uj=1. (2.3)

Pozndmka. V sférickych suradniciach sme nevedeli spoc¢itat hustotu pre nahodné
vektory leziace na priamke {(0, 0,2)", z € R}, teda také, ktoré prislichaji uhlom
a = 0 a a = m. Bolo to spésobené tym, ze pre « = 0 a a = 7 je jakobian
r2sin @ nulovy. Nulovost jakobidnu znamen4, Ze transformécia v danom bode nie
je bijekciou, teda dany vektor nema jednoznacne definované sférické suradnice.
V tomto pripade vektor leziaci na polpriamke {(0,0,2)", z > 0} ma sférické
stradnice (r,«, )T = (2,0,5)", kde 3 € [0,27) a vektor leziaci na polpriamke
{(0,0,2)7, 2 < 0} m4 sférické stradnice (r,a, 3)" = (2,7, 6)", B8 € [0,27).

V smerovych siradniciach tento problém nenastava, pretoze transformacia
(z,y,2)" = (suq, suy, suz)' je bijekciou na R3\ (0,0,0)" a jediny bod, v ktorom
nevieme vyjadrit hustotu, je pociatok.

Priklad (Normované norméalne rozdelenie). Nech nahodny vektor X = (X, Xo, X3)"
mé normované normalne rozdelenie na R3\ {(0,0,0)"}. X m4 potom hustotu

1

f@) = grmew {5+ +ad ], @R (0,007

Nech vektor X méa smerové stiradnice (S,U")" = (S, Uy, Uy, Us) ",

18



Marginalnu hustotu ndhodnej veli¢iny S spocitame podla (2.2)) ako

2m s
fs(s) = /0 (/o s?sina f(ssin a cos 3, s sin asin 3, s cos ) da) dp =
2

T 21 .
:/0 (/0 s?sina (2n)372 exp{ 28 (Sin2 a cos® B+sin? a sin? B+ cos? oz)}dﬁ) do =

1
)
82 82 ™ . 2w d d
:(2703/2exp{—2}/0 Slna<0 1 ﬁ) a =

Podla (2.3) je margindlna hustota ndhodného vektora U rovnd

fu(u) = /OOO s? f(suy, sug, sus) ds =

00 1 52
:/0 82(27T>3/26Xp{_2(u%+u§+u§)} dSI

(2m)3/2V 2 4x

Pozndmka. Porovnajme hustoty fr(r) a f(«, ) sférickych stradnic a hustoty
fs(s) a fu(u) smerovych stradnic ndhodného vektora X, ktory ma normované
normaéalne rozdelenie. Vidime, Ze marginalne hustoty veli¢in R a .S sa rovnaju.
Vyplyva to z toho, ze obe vyjadruju to isté, teda velkost ndhodného vektora X.

Na druhej strane, hustota dvojice uhlov (A, B) a hustota smeru U sa liSia.
Kedze hustota fy(u) je konstantnd, rozdelenie smeru U je rovnomerné na povrchu
jednotkovej gule. Ked sa vsak pozrieme na hustotu f(«, 3), vidime, Ze t nie je
konstantna, ale zavisi na sinuse uhla A. Dalej si moZeme vsimnut, Ze marginlna
hustota uhla B je konstantnd, ale hustota A je priamo timerna sin «. Dovod,
preco rozdelenie B je rovnomerné, ale rozdelenie A nie, je ten, Ze vektory X,
ktoré prislichaji jednému konkrétnemu uhlu 3, tvoria oblik, ktory ma rovnaka
dlzku pre kazdy uhol 3 € [0, 27), avsak mnozina vektorov X, ktoré prislichaji
jednému uhlu «, tvori kruznicu, ktorej obvod zavisi na sinuse uhla «. Kruznice
prislichajice roznym uhlom o maji rozne obvody, a preto marginalne rozdelenie
A nie je rovnomerné.
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3. Hustota n-rozmerného vektora
v sférickych sturadniciach

Definicia 4 (Sférické sturadnice v n rozmeroch). Nech n > 2. Potom vektor
s kartézskymi siradnicami @ = (v1, g, ..., 1,)" € R"\{0"} md sférické siradnice
(r," )", kder >0, o = (01,02, ..., pn_1)', @; €[0,7] prei € {1, ....,n—2} a
©n_1 € [0,27), prdve vtedy, ked plati

1 = 1COS Py,

To = T SiN 1 COS Y2,

T3 = T Sin (1 Sin @4 cos Y3,

Tp_1 = TSN 1 SN P9 . .. SIN Y, 9 COS Yy _1,

Ty = TSN (1 SIN g . . . 81N V), _9 SIN Y, 1.
Pozndmka. Prevod kartézskych siradnic na sférické vieme zapisat ako
r=\xi+ -+ a2,

€ T
(1 = arccos — = arccos

r Ja2 g a2

) T2
(g = arccos —; = arccos ,
T SN Y1 /x%—l—---—i-x%
Tp—2 T2
Op_9 = arccos — - = Arccos —= - ,
e _ 2
rsing; ...sine, o \/an +a2  + a2
Tn—1
arccos ————=— Tp >0
_ Vo =0
(pn_l - Tn—1
21 —arccos ————, 1z, <0.

Th—1 n

Pri vyjadreni sme pouzili fakt, Ze sin (arccosx) = v/1 — 22 pre € [—1, 1]. Uvedena

transformécia je dobre definovand, pretoze do funkcii arccos vstupuji hodnoty
z intervalu [0, 1], hodnoty ¢4, ..., p,_9 st z intervalu [0, 7] a ¢,_1 € [0,27).

v, 5 . v , v . T — v/ ’

Budeme pouzivat zjednodusené znacenie ¢,,_; = arccos ﬁ, ¢im sa mysli

vyjadrenie uvedené vyssie v tejto poznamke.

Uvazujme n-rozmerny nahodny vektor s kartézskymi stradnicami rovnymi
X = (X1, X5, ..., X,) ", ktory m4 hustotu f(x) vzhladom k Lebesgueovej
n-rozmernej miere. Vyjadrime jeho hustotu v sférickych stradniciach fs(r, ) =

= fs(r, 1, ..., Pn_1) pomocou transformacie
2 2
r ¥ VAR X2
1 X,
arccos ——==t——
(1)1 X2 VX34 X2
X9
B, s X | [arecos g
n—2 n—1 n
q)nfl Xn Xn,1

arccos ——=———
VX2 +X2
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a inverznej transformacie

X R R cos &,
Xo g1 R sin ®, cos Oy
=gt | = :
X1 D, _o Rsin ®;sin®,...sin®,,_5cosP,,_;
X, P, Rsin®sin®,...sin P, _osind,,_;

Jakobian inverznej transforméacie D ! (r, ) spocitame rekurentne pomocou na-
n
sledujucich tvrdeni.

Veta 2 (O rozvoji podla stipca, Barto a Tiimal (2019), str. 259). Nech A = (a;;)
je stvorcovd matica radun > 2 a j € {1, ...,n}. Potom

det A = Z CL”AZ],
=1

kde A;; = (—1)"7 det M;;, pricom M;; je matica rdadu n — 1, ktord vznikla z A
vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca.

Tvrdenie 3 (Barto a Tuma (2019), str. 252). Pre lubovolni stvorcovi maticu A
plati det A = det AT.

Tvrdenie 4 (Barto a Tuma (2019)), str. 253). Nechn € N, A = (a4]...|a,) je
Stvorcovd matica radu n a t € R. Potom pre lubovolné i € {1, ... ,n} plati

det (a1]...|ai-1|ta;|ait1] ... |a,) = tdet A.

Désledok. 7 tvrdeni |3 a 4] vyplyva, %e pre Stvorcovii maticu B = (b{]...|b) )"
radu n, pret € Rai € {1, ...,n} plati, ze

by

det | tb] | = tdet B.

Teraz moZeme vypocitat jakobidn zobrazenia g, '. Oznac¢me jakobian D,
ako D,,. Najprv odvodime rekurentny vzorec pre D, 1, ak pozname D,, a potom
s pomocou faktu, ze Dy = r, ktory sme spocitali v kapitole [, vyjadrime explicitny
vzorec pre D,.

Majme vektor € = (1, ...,z,)" € R™\ {0"} so sférickymi stradnicami
(r, o1, - on_1) " a vektor @ = (21, ..., 0541)" € R\ {071} so sférickymi
stradnicami (r, @1, ..., )" . Pre kartézske stradnice vektorov & a x’ plati

T1 =T COS P, Ty = rcosp,

Tp—1 =Tsin;...sinE,_sCosQY,_1, x;_l =7sine;...siny, oSy, 1,
Ty =TSNy ...8i0 @, 9sSinw, 1, x; =7rsiny; ...sin @, _osin @, 1 cos @,

/ o . . . .
Tpy1 =TSPy ... SN Yp_9 SN P17 SN Yy
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Mézeme si vsSimnut, Ze prvych n — 1 zloziek vektorov @ a «’ je rovnakych a
c v v ! / o .
tiez, Ze x;, = T, COS Y, & T, | = Ty, SIN Py,
Ozna¢me Jacobiho maticu zobrazenia g, ' ako J,, pre pocet rozmerov n > 2.
Oznacme dalej riadky matic J, a J,41 ako

. OT
.7;— 7'
Jn - s Jn+1 - :
In 3t
Riadok 7,/ ma tvar
3i =( )

O’ o B

a riadok '] ma tvar
ox, 0x 890;)
or’ 0p,” 0,
Dalej vyjadrime riadky j’ ZT matice J,,;1 pomocou riadkov j,' matice .J,,.
Prei e {1, ...,n— 1} plati 2} = x;, preto aj

T
/i:(

Ox;  Ox Ox;  Ow;

7 1

or ar dpr Oy,

prek e {l,...,n—1}.

Posledny ¢len riadku j’ ZT je rovny

on  Dpn
Dostévame teda, ze pre i € {1, ...,n — 1} mame
T .
],i = (JiTvo)'

Teraz vyjadrime riadok j’ I pomocou riadku j,". Plati 2/, = x,, cos ¢,,, takze
dostavame

oz, Oz, ox!

B = oy COSPm A 5

oz,
= _—cosy, preked{l, ...,n—1}.
Dor D, (P D { }

Posledny prvok riadku j’ I sa rovna

ox!

n

v, - Opn

(rsing ...sinp,_1cosp,) = —rsing; ...sing,.

Pre n-ty riadok matice J,, 1 dostavame, ze

3T = (cospn g, — rsing; .. .sing,).
Ako posledny vyjadrime riadok j’ I 41 pomocou riadku J.I. Vieme, Ze plati
T, . = ZTpsin @, z coho vyplyva, ze

/ /
0r, 1 O0Tpyr 0w, 4 _ 0%y

ar  or Sttt #n 8 ) 0Pk

singp,, preke{l,...,n—1}
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Posledny prvok riadku j’ Z 41 je rovny

!
O, O

Do = 2o (rsing; ...sinp,) =rsine; ...sin g, 1 cosg,.

Z toho vyplyva, ze riadok j’ TTL 41 vieme vyjadrif pomocou riadku 3.l ako
9T . . T . .
J's1 = (sing, g, rsingy .. sinp, 1 cosp,).

Schematicky vieme maticu J,, 1 zakreslit nasledujicim sposobom.

g\ 0
Tn+1 = o1 0
cos Pn 3,7 —7rsin; ...sing,

sin, 4, 7sing;...sing, 1cos e,
Ozna¢me prvky (n + 1)-ho stlpca matice J,,1 ako Jint1s -« s Jnt1nt1- Podla
vety [2] je D41 rovny

n+1
Dy =det Jpy1 = Z(_l)(l+n+1)ji,n+1 det M; 11,
i=1

kde M, ,+1 je matica, ktord vznikne z matice J,41 vynechanim ¢-teho riadka a
(n+1)-ho stlpca. Kedze prvok j; ,11 je rovny nule pre ¢ € {1, ..., n— 1}, mdzeme
pisat

Dn+1 - (_1>(2n+1)jn,n+1 det Mn,n—l—l + (_1)(2n+2)jn+1,n+1 det Mn+1,n+1 -

=rsing;...sinp, det M, 41 +rsineg; ...singp,_1 cos @, det My p41.

Matice My, 41 & Mp41p41 maji tvar

o—l— o—l—
I I
Mn,n—l—l - T ) Mn+1,n+1 - T )
n—1 T In-1 T
Sin @y, 7, COS ¥n Jn

teda mozeme povedat, Ze matica M, ,,+1 vznikla z matice J,, prenasobenim posled-
ného riadka prvkom sin ¢,, a matica M, 41,41 vznikla z matice J,, prenasobenim
posledného riadka prvkom cos ¢,,. Podla dosledku tvrdeni [3] a [4] plati

det M, 11 = sin g, det J,, = sing, D),
det M, 11 nt+1 = cos g, det J,, = cos @, D,,.

Po dosadeni det M, ,,+1 a det M, 41 5,41 do vztahu pre D, nakoniec dostavame
rekurentny vztah

Dy y1 =1rsine;...sinp,sing,D, + rsiny; ...sine,_1 cos ¢, cos ¢, D,
=rsing, ...sing,_i(sin® o, + cos® v,)D, =

=rsing;...sinp, 1D,.
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Pomocou faktu, ze plati Dy = r, ktory sme spocitali v kapitole [T}, dostdvame
explicitny vzorec pre vypocet D,, v tvare

D, = r"tsin" 2 @, sin" " g . . . sin 0, _o.
Napriklad pre n = 3 a n = 4 mame

Dy = r?sin V1,

D, = r3sin? V1 8in @s.

Jakobidn D,, je nenulovy prave vtedy, ked vSetky z hodndét sin ¢y, ..., sing, 1
si nenulové, ¢o nastane prave vtedy, ked vsSetky z uhlov o1, ..., ¢, o lezia v inter-
vale (0, 7). To znamenad, Ze pre vektory x také, ze ro = x3 =--- =z, = 0, teda

pre vektory leziace na osi 1, je jakobidn transformacie rovny nule. Preto hustotu
vektora @ v jeho polarnych stradniciach (r,¢")" vieme spoéitat iba na mnoZine

{xeR" 129 A0V a3 A0V -V, #0}.
Ked uz pozname jakobian D -1 = D, zobrazenia g,, 1 mozeme podla vety
vyjadrit hustotu fs(r,). T4 sa rovna

fs(rp) = F(g, (1)) | Dy (rp)| =
=" lgin" 2 1 sin™ 3 Yo .. .8IN P, o f(g;l(r,go)),
r>0,01, .., 0n2 € (0,7), 1 € [0,2m).
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Zaver

Cielom prace bolo odvodit vztahy na prevod hustoty ndhodného vektora
z kartézskych do polarnych a smerovych stradnic a nasledne vztahy aplikovat
na niektoré zakladné rozdelenia a diskutovat mozné problémy, s ktorymi sa moézeme
stretnut.

V prvej kapitole sme definovali polarne suradnice a uviedli vztah pre prevod
hustoty dvojrozmerného ndhodného vektora do polarnych siradnic. Venovali sme
sa prikladom normovaného normalneho rozdelenia, normalneho rozdelenia s roz-
nymi rozptylmi, rovnomerného rozdelenia na jednotkovom kruhu a rovnomerného
rozdelenia na jednotkovom stvorci v norme ;. Zistili sme, ze polarne stradnice
sa hodia najma pre rozdelenia, ktoré si stredovo symetrické a ze pre rozdelenia,
ktoré su nie st symetrické alebo st definované na nesymetrickej mnozine, moze byt
zdlhavé spoéitat hustotu ich poldrnych stradnic. V prikladoch sme spoéitali zdru-
zené, marginalne a podmienené hustoty polarnych siradnic. Dalej sme definovali
smerové suradnice, odvodili vztahy na vypocet marginalnych hustot smerovych
suradnic a tie pouzili na prikladoch normovaného normélneho rozdelenia a rovno-
merného rozdelenia na jednotkovom kruhu. Uviedli sme priklad, pre ktory sme
nevedeli najst hustotu polarnych ani smerovych stradnic v niektorych smeroch.

Druhé kapitola sa venovala sférickym a smerovym sturadniciam v troch rozme-
roch. Vyjadrili sme vzfahy na vypocet zdruzenej hustoty sférickych a smerovych
suradnic a ilustrovali ich na priklade normovaného normalneho rozdelenia. Pozna-
menali sme, Ze v troch a viacerych rozmeroch sa oplati pouzivat smerové siradnice,
kedze sférickym sa neda vyjadrif hustota vo vsetkych smeroch. Vysvetlili sme
rozdiel medzi marginalnou hustotou smeru a zdruzenou hustotou uhlov v troch
rozmeroch.

V tretej kapitole sme definovali n-rozmerné sférické suradnice, uviedli sme
podrobné odvodenie tvaru jakobidnu transformécie z kartézskych do sférickych
suradnic a pomocou neho uviedli vztah na vypocet hustoty sférickych stradnic
n-rozmerného ndhodného vektora.
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