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Uvod

V dnesni dobé se casto setkavame s daty a jejich interpretacemi. Takové
usudky mohou mit dalekosdhle negativni i pozitivni dopady na fungovani spo-
le¢nosti nebo firem.

Cilem statistického uceni je tvorba prediktivnich modelti, které ndm umoznuji
lépe porozumét riznym problematikam at uz jde o medicinu a farmacii, kde se
modeluje napriklad pravdépodobnost vyskytu urc¢itého onemocnéni, o algoritmy,
které prirazuji danym lidem personalizované reklamy s cilem maximalizovat pro-
deje, nebo o v této praci zkoumanou predikci pravdépodobnosti, zda je klient
schopny splacet uvér, nebo nikoliv na zakladé klientem poskytnutych informaci,
jeho dosavadniho chovani a jinych zjisténych skutecnostech.

Uceni takovychto modeli mize probihat jako wuceni s ucitelem (Supervised
learning), kde pro nezdvisle proménné, v textu je zaménovano s pojmy regresory,
prediktory, kovariaty nebo vysvétlujici veli¢iny, jako je napt. vék a priamérny pri-
jem zadatele o Uvér, zname spravnou odezvu v textu je zaménovano s pojmem
zavisle proménna, tedy zda klient ispésné splaci nebo nesplaci uvér. Klasickymi
priklady tohoto uceni je linedrni nebo logisticka regrese, kterou si v tomto textu
popiseme detailn¢ji. Moderni metody tohoto typu uceni jsou kuprikladu zobec-
nény aditivni model (GAM), boosting, metoda podptrnych vektori (Support
vector machines).

Jinym typem uceni, které musi vyuzivat modely, které sleduji méreni nezavisle
se nazyva ucent bez ucitele (Unsupervised learning). Takova situace muze nastat
treba pri hledani vzorcu chovani jednotlived nebo skupin spotiebitela na zakladé
dat bez informace o jejich nakupni historii nebo tendencich. Tomu slouzi metody
shlukové analyzy.

Tvorba modelt zavislosti odezvy na jinych nezavislych proménnych bude hlav-
nim predmétem naseho zkouméni. Konkrétné se budeme vénovat rozdéleni nula-
jednickové veliciny — Default ANO = 1, default NE = 0. Popiseme, jak zhodnotit
vliv jednotlivych regresorii (nezdvisle proménnych) na odezvu a jak zhodnotit
celkovou kvalitu modelu pomoci statistickych testti. Projdeme také, jak vhodné
nezavisle proménné vybrat, aby nedoslo k tzv. overfittingu nebo zahrnuti pro-
ménnych, které na predikci bud vliv nemaji nebo jeji kvalitu dokonce zhorsuji.



1. Co je statistické uceni

Obecné budeme hledat vztah zavisle proménné Y na prediktorech
X = (X1,Xs, ...,X,)". Tento vztah zapiSeme jako

Y = f(X) +e, (1.1)

kde f je pfedem dand, ale nezndma funkce f : X — R a ¢ je ndhodna velic¢ina,

jejiz Ee = 0, nazyvame ji chybovy clen (Error term). Ndhodna velicina X je

nezavisla na e. Predpokladame, ze vektor X muze ovliviiovat stfedni hodnotu Y,

ale ne Var(Y'). Zajima nés, jestli a jak jednotlivé prvky vektoru X ovliviiuji EY.
Rovnici [I.T] 1ze ekvivalentné zapsat jako

EY|X] = f(X), (1.2)
Var(Y|X) = &%,

Nalezeni f mlze byt motivovano rtzné. Prvni moznosti je, Ze chceme provést
predikci pro Y. To muze nastat, pokud bychom chtéli modelovat napr. EAD
(exposure at deafault) pro urcity tvér, skupinu uvéria nebo skupinu dluzniki.
V takovém pripadé véritele zajima co nejpresnéjsi odhad ocekavané ztraty pro
tvorbu rezerv. Druhou motivaci pak miize byt zajem o hlubsi porozuméni urcité
problematice. V situaci, kdy mame sice k dispozici velké mnozstvi prediktor,
ale jejich ziskavani je drahé, nas miuze zajimat, jaké prediktory maji na vystup
nejpodstatnéjsi vliv. Cilem pak miuze byt eliminace shéru nepotrebnych dat.

Odhad zapiSseme takto

V= f(X), (1.3)

kde f je néjakym odhadem funkce f a Vv je predikce odezvy zalozena na tomto
odhadu.

Jednoduchy priklad odhadu f si ukazeme na data setu prilozenému k |James
a kol.| (2013). Data obsahuji napozorované roéni prijmy v USD proti letem vzdé-
lani u 30 osob. V levém obrazku vidime, Ze by mohl existovat vztah mezi
dosazenym vzdélanim v podobé let stravenych ve skolském systému a mzdou.
Modré ktivka na pravém obrazku ukazuje mozny linearni vztah téchto veli¢in.
Sedé zvyraznéna oblast je 95% interval spolehlivosti tohoto vztahu pii uziti mo-
delu linearni regrese. Trividlni vhled, zda tento model funguje, nam poskytne
obrazek kde vidime graf residui linearnitho modelu, body tohoto grafu by
nemély vykazovat zadny trend, to by nasvédcovalo nelinearnimu vlivu dat.
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Obréazek 1.1: Income data set, prepocteno na K¢. Na dvojici obrazka vidime
napozorované mzdy a roky stravené ve skole.
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Obrazek 1.2: Residua modelu z obrazku .

1.1 Odhadovani

Zptsobt, jak odhadovat f, je mnoho. Abychom mohli uréit, kterd metoda je
pro dany problém vhodna je potieba popsat pottebny aparat.

Presnost predikce Y pomoci odhadu Y zévisi na dvou faktorech — redukova-
telnd (reducible) a neredukovatelnd (irreducible) chyba.

Véta 1. NechtY = f(X) je predem dang odhadY = f(X)+¢ a vektor prediktord
X,  je pevnd realizace tohoto nahodného vektoru. Podle znaceni v (1.1]) a (1.3)
lze chyby odhadu vyjadrit jako

N N 2
E[(Y = V)X =a] = (f(z) — f(z)) + Var(e),
kde pruni scitanec je redukovatelnd chyba a druhy neredukovatelnd chyba.

Diikaz. Rozepiseme:

+ER(£(X) = F(X))e|X = x] + E[]X = x].



Podle (l.1)) predpokladdme, ze Ee = 0. Protoze X a e jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny, plati

E[(Y - V)X = x] = (f(x) - J(x
2

kde posledni rovnost plyne z Fe = 0 a Var(e) = E[(e — E¢)?].
0

Kvalita odhadu } muze byt obecné rizna. Véta (1] nam ukazuje, ze pokud
chceme odhad vylepSovat, je to mozné pouze snizenim redukovatelné chyby naprt.
vhodnéjsi volbou metody odhadu f, jakkoliv blizko se dobrym odhadem dosta-
neme, chyby, kterou prinasi chybovy élen ¢, se zbavit nelze. Chybovy ¢len miize
obsahovat kupfiikladu ndmi nenamérené prediktory. My se budeme soustiedit
na snizovani redukovatelné chyby.

1.1.1 Meéreni kvality odhadu

Popisme si, co déla model ,dobrym*“. V dalsim textu bude chybovy ¢len e
mit vlastnosti popsané v (1.1). Uvazujme nyni, ze X = x a f(x) je ndhodnou
veli¢inou, protoze vznikéa na zakladé ndhodného vybéru.

Definice 1 (Podminéné vychyleni). Necht f(X) je odhadem Y = f(X) +¢ s
konecnou stredni hodnotou& x je pevnou realizaci nahodného vektoru X. Pak pod-
minéné vychyleni odhadu f je

Bias(f|2) = E[f(z)] — (). (1.4)

Definice 2 (Stfedni ¢tvercové odchylka (Mean squared error)). Necht f(X) je
odhadem Y = f(X) + ¢ s konecnym rozptylem. Pak stfedni ¢tvercova odchylka f
je

MSE(f) = E[f(X) — f(X)]*. (1.5)

Definice [2l nam dava zakladni nastroj k méreni presnosti odhadu } od napozo-
rovanych dat. Protoze, jak ukazuje véta[l], chceme snizovat redukovatelnou chybu,
je prirozené, Ze snizovani MSE(}’) bude k tomuto nasemu cili prispivat. Pro blizké
predpovézené hodnoty napozorovanym datiim dostaneme nizkou hodnotu MSE;,
naopak pro vysoké odchylky odhadu od namérenych dat je hodnota MSE vyssi.

Definice 3. Necht Dyyqining @ Diest jsou disjunktni mnoziny.
Dyyining = {(Yi, Xi) 1 i =12,.. .k}, Dt = {(Y;.X;) 1 j=12,.. .} ak+1=
n, pak definujeme

D= Dtraining U Dtest7

kde D jsou data, Dyrgining jsou tréninkovd data, Dy.s jsou testovaci data a n je
rozsah dat.
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Obrézek 1.3: Srovnani modelu linearni regrese s interpolaci Lagrangeovym poly-
nomem. Cerné f(z), modfe napozorovand tréninkova data, Sedé polynom Sestého
stupné, oranzové model linedrni regrese.

A

Pro model, ktery u¢ime na mnoziné Dy, 4ining, mize byt MSE(f) = 0, to ndm
ale nerika nic o prediktivnich schopnostech a vlastnostech modelu } na mnoziné
zatim nenapozorovanych dat Dy.s. Obecné nas totiz zajima hlavné jak spolehlivé
dokéaze dany model ptinaset predpovédi na datech, ktera nebyla vyuzita pro jeho
uceni. Pokud bychom napriklad vytvareli algoritmus, ktery predikuje vyvoj akci-
ovych trhii na zakladé historickych dat, nezajima nas, jak presné model dokaze
predikovat ceny pro minuly tyden, dilezité je jestli model spravné ur¢i vyvoj pro
nasledujici den.

Pokud pocitdme MSE z dat pouzitych pro uceni, nazveme jej tréninkovd
stredni ctvercovd odchylka, nebo tréninkova MSE, a znac¢ime MSE, qining. Nao-
pak MSE pro data, ktera nebyla vyuzita pro u¢eni modelu, dostavame testovaci
stredni ctvercovou odchylku, nebo testovaci MSE, a znacime MSE;..

Piiklad: Mgjme realizaci dat Diygining = {(y1,21) 7, (y2,22) ", ..., (yr,27) T}
a Dyest = {(ys,78) ", ..., (y13,713) " }. Funkee f : 2 — 3arctan(z), &; ~ N(0,1) a
yi = f(x;) + ;. Mé&me dva modely, prolozme tréninkova data ptimkou (linedrni
regrese) a provedme interpolaci tréninkovych dat pomoci Lagrangeova polynomu.

Interpolace ‘ Lin. regrese
MSEtraz’ning 0 673
MSE;cst 3,1 x 10° 28,4
Var 3,2 x 10° 1,5

Tabulka 1.1: Srovnani modelu linearni regrese s interpolaci Lagrangeovym poly-
nomem. Hodnoty byly zaokrouhleny.

Modely jsou zndzornény na obrazku [I.3] ze kterého vidime, Ze ackoliv inter-
polace byla na tréninkovych datech ,bezchybna®, kdyz doslo na predikce, byla



jednozna¢né prekondna modelem linedrn{ regrese, to ndm potvrzuje tabulka [I.1]
S rostouci flexibilitou metod uceni totiz klesdé MSE;qining, COZ 0vSem neznamena,
ze se snizi i MSE;.. Pokud zvolena metoda dosahuje nizkych hodnot MSE,qining.
ale vysokych hodnot MSE,., nazveme tento jev overfitting. Problém je zpiuso-
ben tim, Ze dand metoda nalézd v napozorovanych tréninkovych datech vzory,
které mohou vznikat pouze na zdkladé nahodné veli¢iny e, namisto hledané f(X).
Vsimnéme si také hodnot vybérového rozptylu obou modeli na ndhodném vybéru
tvorenym testovacimi daty:.

Pokud ve vété [1} oslabime predpoklady, dostaneme nasledujici.

Véta 2 (Bias variance tradeoff). Necht f(X) je ndhodnou velicinou a odhadem
Y = f(X) +¢, z je pevnou realizaci nahodného vektoru X a War(f(:c) - }(m)) je
konecny. Pak

E[(Y -Y)?X=a = (Bias(f]w))z + Var(}\a:) + Var(e),

kde Var(f|z) = E[(J(2) — E[}(2)])"].
Diikaz. RozepiSeme:
E[(Y — V)X =] = E[(Y - }(X)) X = x]
= E[(c+ f(x) — J(x)) ]
= E[(f(x) - Fx)) ]+ E.
Vyuzijeme, Ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu Z s konecnym rozptylem plati
Var(Z) = E[2°] - (E[2))%
Dostavame tedy, ze
E[(Y — V)X = x] = (E[f(x) — (x)])" + Var(f(x) = F(x)) + Var(e)
= (Bias(J[x))” + Var(f[x) + Var(e),
kde posledn{ rovnost plyne z definice [ a toho Ze,
[F(0) +e -] = E[Y|X = x] = f(x).
[(f(x) = F0) — ELf(x) = })) ]
[(f() = F0) — E[F(x)] + E[F(x)]) ]
[(F) = EF 1) ] = Var(F1x),

coz plati dle predpokladu (1.2).
[

Tato rovnost se da nazvat kompromisem pii hledani spravné metody, ktera na-
jde rovnovahu mezi dobrym prolozenim dat a nizkym rozptylem. Jak ndm ukazal
predchozi priklad, nebylo nijak obtizné najit funkci, ktera presné kopirovala data
ovsem za cenu vysokého rozptylu. Naopak linearni funkce, ktera sice dosahovala
nizkého rozptylu, ale nemusi byt vzdy vhodnou volbou modelu, jak si ukazeme
pozdéji.



1.2 Linearni regrese

Pripomenme si nejprve zakladni model, kterym je linedrni regrese. Ta zkouma
vztah mezi spojitou veli¢inou Y a p-rozmérnym vektorem X obsahujicim konecné
mnoho spojitych nebo diskrétnich veli¢in. Definice viz Kulich| (2014, Kapitola 10),
oznaceni parametrii upraveno.

Definice 4. Necht chybové cleny €; jsou nezdvislé nahodné veliciny, pro néz plati
Ele;] =0, Var(e;) = 0* (homoskedasticita), vektor 8 = (8,01, ,0,)" je vektor
nezndmijch parametri, kde 8 € RPYL. Pro data (Y;, X;),1=1,2,---,na X € RP
splnugjici linearni regresni model plati

Yi=Po+ S X + -+ BpXip + & (1.6)
Dle [Kulich| (2014} str. 88) mizeme definici zapsat jako

LY [Xi] = Bo + 51 Xa + - + BpXip, (1.7)
Var(Y;|X;) = o°. (1.8)

1.2.1 Vlastnosti

Vhodny odhad parametrii B, ktery minimalizuje euklidovskou vzdalenost Y,
od Y; dostaneme metodou nejmensich ctverci. Rovnice (|1.3) ma pak tvar

}A/i = Bo +31Xi1 + - +BpXip

pro data (Y;,X;),7 = 1,2,...,n. Metodu nejmensich ¢tverci muzeme pouzit,
protoze linearni regrese je linearni v hledanych parametrech.

Interpretace parametrt je v tomto piipadé piimocard a plyne z (1.7)), kde pro
j=1,2,---,pa0 e RP dostavame

Bi=EYilXu =21, Xiy=2;+ 1, Xy = x| -
- lED/”XZl =T1," 7XZ] =Tj," - 7Xip = xp]7
Bo = LY X; = 0],
tedy parametr ; udava zmeénu E[Y;] pii zméné zavisle proménné X;; o jedna, pii

ponechani zbylych regresort konstantnich. Parametr (5, nazyvame absolutni ¢len,
anglicky intercept.

Definice 5. Nech! Y, je néjaky odhad Yi,i=1,2,--- n a Y =157V, pak

TSS=Y (Y, —Y)? ... nazveme celkovy soucet ctverci,
i=1
RSS=> (Y, - V)2 ... nazveme residudlni soucet ctverci,
i=1
RSS
RSE = — ... nazveme residudlni standardni chyba
n—p-—

(residual standard error).



Pro ¢ ~ N,(0,0I,,) je RSE nestrannym a konsistentnim odhadem o viz véta
10.4 |Kulich! (2014} str. 93) a véta o spojité transformaci. Pro testovani hypotéz
o parametrech a jejich linedrnich kombinaci vyuzivame vétu 10.5 Kulich (2014
str. 94).

Véta 3. Necht plati linedrni model (1.6)), navic pro chybovy clen plati
e ~ N,(0,0%1,) a c € RPTY, pak

cTB — cT,B ;
_RSS_ c"(XTX) e el
n—p—1

Pro zjisténi, zda ma na model vliv jen ur¢itda podmnozina prediktori B vyu-
zivame F-test Kulich (2014} Véta 10.6). Bez ijmy na obecnosti volime testované
regresory jako poslednich d € Ny A d < p + 1 prvki vektoru 3.

Véta 4. Necht plati linedrni model (1.6), kde X = (1| Xa|Xg), B = (B1,85)",
Ba € RPTI4 Bp € RY. Pak model lze zapsat jako

Y = (1| X4)Ba + XpBp +¢.

Necht navic plati hypotéza Hy : B = 0, pak
n—p—1RSSy— RSS

F= ~ Fgn—p- ’
d RSS dnmpd
kde RSSy = 30, (Vi — (1|1 X4)(BL,07)T)?, tedy RSS na ,zuZeném“ modelu. Sym-
bol O zde oznacuje d-dimenziondlni nulovy vektor a 1 = (1,---,1)T € R™,

Definice 6 (Koeficient determinace). Velicinu

RSS
2=1- 222
R TSS

nazveme koeficient determinace nebo R? statistika.

V modelu linearni regrese, kde koeficienty 8 byly odhadnuty metodou nejmen-
sich ¢tverct, navic plati

RQ —1— Z?:l(}/l - }?1)2 _ 2?21(?1 - }:/)2 _ % :‘L:l(yi — }7_/)2
YY) YR, (Yi-Y)2 Ly (Yi-Y)?

Kde posledni vyraz odpovida podilu vybérového rozptylu odhadnuté odezvy v ¢i-
tateli a vybérového rozptylu napozorovanych dat ve jmenovateli. Dikaz v William!
(2009, str. 507).

Vsimnéme si, 7e hodnota R? je vidy v intervalu [0,1]. Hodnoty blizké 1 na-
znacuji dobré vysvétleni odezvy Y, hodnoty blizké nule napovidaji, ze linearni
regrese dostatecné nevysvétluje variabilitu dat. To miize byt zptisobeno tim, zZe je
model linearni regrese pro dany problém nevhodny, ze je rozptyl chybového ¢lenu
0% moc vysoky nebo oboj.



1.3 Klasifikace

Model linearni regrese je sice primocary a jednoduse interpretovatelny pro ur-
¢ity typ problému, jako je napriklad hledani vztahu mezi marketingovym rozpoc-
tem, jeho soucastmi, regresory, a trzbami z prodeje, odezvou. Problémem, ktery
se snazime Tesit v tomto textu, je ale posuzovani ,kvality“ Zadateli o uvéry, coz
nemusi nutné odpovidat linedrnimu modelu , obzvlasté pokud se je budeme
snazit rozfadit do skupin, napt. kazdy klient je bud dobry (akceptovatelny), nebo
Spatny (nedvérovatelny), skupiny a jejich pocet volime podle aplikace.

Necht (Y;,X;),i =1,2,--- ,naX € R jsoudataa y; € {1,2,--- k}, k € N.
Mezi hodnotami Y; nemusi existovat smysluplné usporadani, takova data nazy-
vame kategoridlni.

Definice 7 (Chybovost). Necht V. je odhadem Y;, proi=1,2,--- ,n, pak

1 n

iz
kde symbol 1 zde znaci charakteristickou funkci.

Cilem je opét minimalizace chybovosti.

1.3.1 Logisticka regrese

Uvazujme nyni, Ze mnozina skupin je dvouprvkova, tedy Y; € {0,1}, pro i =
1,2,...,n. Méjme data o bankovnich klientech, kterym byl v ur¢ity okamzik pri-
staven uvér. Rozdélme tyto klienty do vékovych skupin a podivejme se, jak velka
cast které skupiny tuspésné splaci své zavazky, tyto hodnoty najdeme v tabulce
[1.2] Z této tabulky si vSimnéme, Ze s rostoucim vékem klesd relativni Cetnost
Spatnych uvéri s vyjimkou skupiny seniorii, kterym jsou uvéry nabizeny a po-
skytovany pouze ziidka, to je ostatné vidét z nizkého poctu poskytnutych tvéra
v této skupiné. Hodnoty z tabulky [I.2] vidime na obrazku[I.4] kde byla invertovana
osa x z diivodu jasnéjsi interpretace. Vidime totiz, ze by krivka spojujici relativni
cetnosti mohla vzdalené pripominat zatim neznamou distribucni funkci néjaké
nahodné veli¢iny, na nasem data setu to neni tak evidentni, jako kdybychom ana-
lyzovali napt. vyskyt onemocnéni pro rizné vékové skupiny viz |[David W. Hosmer
a kol.| (2013] Figure 1.2).

Uvazujme nyni, ze relativni ¢etnosti z tabulky [1.2| jsou odhadem pro E[Y|X],
kde Y je dichotomickd zavisle proménnd a regresor X je vék. Zde je evidentné
model nevhodny, protoze pro libovolné X miize nabyvat libovolné hodnoty
mezi —oo a 400, zaroven ale jisté Vx € RP : 0 < E[Y|X = x] < 1. Vhodnou
funkci pro tuto aplikaci je logisticka ktivka, jejiz parametry jsou, jak uvidime,
jednodusSe interpretovatelné.

Znaceni prebirame z David W. Hosmer a kol.| (2013, Kapitola 2.2). Pro zjed-
noduseni budeme nyni oznacovat podminénou stfedni hodnotu odezvy jako:

m(X) = E[Y|X].

10



Veék. skupina n ‘ OK ‘ Default | Rel. cetnost deafult

18-23 823 618 205 0,332
23-30 2140 1813 327 0,180
30-40 2647 2372 275 0,116
40-50 1910 1750 160 0,091
50-65 1122 1059 63 0,059
65+ 261 243 18 0,074
Celkem | 8903 | 7855 1048 0,133

Tabulka 1.2: Default rate podle vékové skupiny. Intervaly jsou zleva uzaviené
a zprava oteviené.

o
N
a

o
)
=3

Rel. cetnost defaultu ve vekové skupine
o o
s o

o
=)
o

70 60 50 40 30 20
Vek

(a) Empirické relativni ¢etnosti po vék. skupinach.
1.00-

0.75-

0.50-

Odhad pst. defaultu

0.00-

70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 20
Vek

(b) Odhady defaultu pomoci log. regrese.

Obréazek 1.4: Odhad je zalozen na logistické regresi s parametry Gy = —0,544
a (1 = 0,0423, cervené je zvyraznéna oblast, kterda by nas v ramci analyzy zaji-
mala.

Definice 8. Nechl chybové cleny e; jsou nezdvislé nahodné veliciny, vektor B =

(Bo,B1, -+ ,Bp)" je vektor nezndmyjch parametri, kde B € RPTY. Pro data (Y;, X;),

i=1,2,....,n, X; € RP, Y; € {0,1} spliiujici model logistické regrese plati
ePotB1Xin+-+Pp Xip

i 1+ eﬂO+B1Xil+"'+ﬂpXip + & (110)

Ekvivalentné:
650+51Xi1+---+6pxip

(1.11)

ﬂ-( ) - ]_ —|— 6/60+/81Xi1+'“+ﬁpxip ’



Za pouziti logit transformace
m(X)
X)=1 1.12

dostavame, ze

9(X) = Bo+ B Xa + -+ BpXip. (1.13)

Odvodme vlastnosti chybového ¢lenu ¢; v definici[§] Vyznam tohoto chybového
¢lenu je evidentné jiny nez v chybového c¢lenu vystupujiciho v , tato nahodna
veli¢ina nemtze nabyvat jakékoliv hodnoty. Mohou nastat pouze dva pripady,
vyjadiime z Y; = 7(X;) + &,

Y,=1 Y, =0.
Tedy pro chybovy ¢len plati bud a nebo
gi=1—7(X;) g = —m(X;).
Protoze navic:
m(X;) = E[Y;| X;] = 1P[Y; = 1| X;] + 0P[Y; = 1|X;| = P[Y; = 1|1 X}],

z ¢ehoz vidime, ze

Nyni snadno dopoc¢itame momenty

Elei] = [1 — 7(X)]m(Xs) + (=1)7(X;)[1 — 7(X;)] = 0, (1.14)
Var(eg;) = [1 — 7(Xy)]*m(X;) + ( — 7T(X,'))2[1 —m(X;)] = 7(X)[1 — 7(X)].

Odhad parametria

Pro odhad parametri v modelu logistické regrese se pouziva metody maxi-
malni vérohodnosti. Predpokladejme, ze mame nahodny vybér o rozsahu n, hle-

ddme argmaxL,(3), kde vérohodnostni funkce mé tvar podle David W. Hosmer
BeRr+1

a kol.| (2013} (1.3))

logaritmickd vérohodnost je tedy rovna

1(B) = zY In(7(X:)) + (1~ ¥5) In(1 - 7(X,)). (1.15)

i=1

Hleddme takovy vektor B, Ze Vln(B) = 0. Budeme tedy parcialné derivovat
podle jednotlivych slozek vektoru 8. Polozime X,y = 1, pro i-ty sc¢itanec (|1.15)),
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7 =0,1,...,p dostavame

7T/<Xi) = 87;(;?) = Xij 1+ 650+7;1())((if‘)|‘"'+/3pXip, <1'16)
L(B) (X)) | o (X
oB; Y m(X;) +1-Y) 1—7(X;)
_ Y (Xy) = Yir' (Xa)w(XG) — ' (X) 7 (Xq) + Vi (Xq)m(X5)
m(X)[1 = 7(X,)]
YR (X) - m(X)r(X) _ F]Y, - (X)) .
m(X)[1 = 7(Xi)] m(Xo)[1 = m(Xi)] '
Po dosazeni ([1.16)) do ((1.17)) dostavame, ze
0ln(B) _ - _
08, 0& ;XU[(Y;) — m(X;)] = 0. (1.18)

Z (1.18) pro B; = [y dostavame, ze od modelu budeme pozadovat, aby
n
i=1
Protoze je vyraz (1.18) nelinedarni v parametrech ;, j = 0,1, ... ,p, neni mozné

ziskat B explicitni vyjadrenim a je nutné vyuzit numerickych metod. Ve statis-
tickém jazyce R je logisticka regrese implementovana pod

glm(formula, family = binomial, data, method = "glm. fit", ...)

Vychozi metoda této implementace, glm.fit, pouziva iterativné prevazovanou me-
todu nejmengich ctverci (Iteratively reweighted least squares — IRLS), nebude
déle rozebirano, vice k odhadim parametru napt. v textu Zvara (2019} kap. 12.2)
nebo v [Fahrmeir a kol. (2013 kap. 5.1.2).

Interpretace parametria

Poznamenejme nejprve, ze obecné, nez se budeme pokouset jakykoliv model
interpretovat, bychom méli jiz mit vhodné vyhodnocenou jeho vyznamnost.

Definice 9 (Pomér sanci (Odds ratio)). (David W. Hosmer a kol., 2015, (3.1))
Necht X, = (X1,...,a,...,X,),Xp = (X1,...,b,...,.X,)B € RFtlab € R jsou
hodnoty kovaridtu X;.Pak vjraz

OR(a,b) = =) (1.19)

nazyvame pomer Sanci.
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Pomér Sanci (|1.19)) 1ze zjednodusit na

7(X,) 1—m(Xy)
1 —7(X,) 7(Xp)
efot+Bjat+BpXp 1

OR(a,b) =

1 4 ePottBjat+B8pXp 1 4 ePote+Bibt+fpXp
o 1 ePot+Bibt+Bp Xy
1 + efottBjat+Bp Xy 3 T PottBibt 4B X,
Bot+Biat+BpX,

eBot+Bb++BpXp
— 6/8] (a’*b)'
Pokud je kovariat X; dichotomicky, dostavdme, Ze a =1 a b = 0, tedy Ze
OR(1,0) = €.
Interpretujeme, Ze subjekt s pifznakem X; = 1 ma e%-krdt véts{ Sanci na vyskyt
vystupu Y nez subjekt bez priznaku (X; = 0).

Pokud je kovariat X; spojity, budeme zkoumat jeho narist o pfedem urcenou
jednotku ¢ € R. Mame tedy, ze a = x + ¢, b = x, kde z € R, pak

OR(x + c,x) = €. (1.20)

Vhodné a snadno pochopitelné hodnoty ¢ pro spojité zmény kovariati jsou kupri-
kladu nasobky 2, 5 nebo 10 (vyska, vék aj.).

Statistickd vyznamnost modelu a podmodelt

Jakmile mame odhad B , je dilezité, abychom posoudili jeho kvalitu. Podmo-
dely je mozné testovat na zakladé dale popsanych testovych statistik, které maji
stejna asymptoticka rozdéleni.

Definice 10 (Deviance). (Zvdra, 2019, (12.12)) UvazZujme nejbohatsi mozny
model, ktery md pravé tolik parametri jako je riznych hodnot vektoru X;. Ta-
kovy model nazveme saturovany. Oznacme l,,q. maximalni hodnotu vérohodnostni
funkce v saturovaném modelu, pak

D(IB) = 2(lmaa: - ln(/B) (121)
nazyvame deviance.

Nésledujici pozadavky a véta dle Zvéra| (2019, A.3). Necht B € Q je maxi-
malné vérohodnym odhadem vektoru 8, B € w C €, vektor B je tedy vektorem
parametri v podmodelu. Pivodné byl tento test navrzen v ¢lanku Wilks| (1938)).

Véta 5 (Test vérohodnostnim pomérem (Wilksiv test)). Predpokldidejme, Ze jsou
splnény podminky reqularity, pak

= D(B) - D(B). (1.22)
Za platnosti nulové hypotézy Hy : plati podmodel
G 3 Xc217
kde q je rozdil dimenze prostori 2 a w (rozdil poctu parametri).
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Pokud tedy na hladiné a zamitame nulovou hypotézu, tak usuzujeme, ze ale-
spon jeden z testovanych vynechanych koeficientii je nenulovy.

Véta 6 (Waldav test). (David W. Hosmer a kol., |2013, str. 42)

AT —— A ]

W =8 [Var(B)'B,

kde odhad rozptylu je na zdkladé ndm zndmé Fischerovy informacni matice. Vice
v|Zvara (2019, A.3).
Za platnosti nulové hypotézy Hy: B =0 € RY plati

w2 XZ.
Specidlné pro jednu promennou
W= A/Bi 22 =N(0,1).
&(5i)
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2. T'vorba modelu

2.1 Typy promeénnych

Nez se pustime do tvorby modelu, vénujme par slov typtim regresorii, na které
muzeme narazit. Nejjednodussi déleni je na nominalni (kvantitativni) a kategori-
alni (kvalitativni). V nomindlnich datech, pod kterymi si predstavme napriklad
mesiéni obrat na 1c¢té, existuje usporadani. Pro kategorialni proménnou takové
usporadani existovat nemusi, mezi takové proménné patii napr. pohlavi, narod-
nost a dalsi. Uspordadani muze byt eticky nevhodné ¢i na urcité drovni zakazané
jako napt. jednotné tarify zivotnich pojisténi zen a muzt v EU. Abychom se fazeni
vyhnuli, zavadime designové nebo tzv. dummy proménné.

Prediktor se dvéma trovnémi

Uvazujme nyni nezavislou proménnou X; definovanou jako

X 0, je-li i-ty subjekt Zena,
O, je-li i-ty subjekt muz.

Dummy proménna nabyva pouze dvou moznych hodnot, pokud dale uvazujeme,
ze plati model

9(Xi) = Bo + /1 Xs,

specialné pro linearni regresi
Yi = Bo + 51 Xi + &,

pak nastavaji pouze tyto dva pripady:

Bo, je-li i-ty subjekt Zena,
9(Xi) = o )
Bo + B1, je-li i-ty subjekt muz.

Uvazujme, ze jde o logistickou regresi, kde g(X) je logit funkci. Zde interpretu-
jeme [y jako prumeérny logaritmus Sance defaultu pro zeny, By + 1 je prumérny
logaritmus Sance defaultu pro muze a ; je prumérny rozdil logaritmi Sance mezi
Zenami a muzi.
Pokud bychom ale uvazovali kédovani nezavisle proménné jako
X —1, je-li i-ty subjekt Zena,
T, je-li i-ty subjekt muz,
dostali bychom vyraz
(X)) = Bo — B1, je-li i-ty subjekt zena,
PV 8o+ Br, jecli -ty subjekt muz.

Pri tomto kédovani interpretujeme [y jako primeérny logaritmus sance v celém
nahodném vybéru a ; je rozdil logaritmt Sance muzi a zen od priméru. Pro
nas data set, kde byly proménné pohlavi koédovany v souladu s pravé popsanym,
dostavame koeficienty viz tabulka [2.1] Dilezité je, Ze predikce jsou pro oba tyto
pripady totozné, rozdilna je pouze interpretace proménnych.
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Kodovani | 3, | B,
0/1 | —223110,332
-1/1 | —2,065 | 0,166

Tabulka 2.1: Porovnani odhadu koeficient pro rizné kédovani kategorialni pro-
ménné.

Nérodnost | baseline | Xi | Xip | Xiz | Xig | Xis

CR 1 ololo] o] o
EU 1 1| o]0/l o01]oO0
mimo EU 1 0 1 0 0 0
PL 1 0Oolo0 /] 1]01]0
SR 1 0olo0/]0]11]0
UA 1 0l0 ] 0] o0]1

Tabulka 2.2: Designova matice pro narodnosti.

Prediktor s vice irovnémi

Uvazujeme nyni, Ze proménna statni pislusnost X; nabyva Sesti hodnot: CR,
SR, PL, Mimo EU (kromé& UA), UA, EU (jiné nez PL, SR, CR) — dile bude
oznacovano pouze jako EU. Jedna dummy proménnd v tomto pripadé nemiize re-
prezentovat vSechny mozné hodnoty, proto nadefinujeme celkem pét proménnych

1, je-li statni prislusnost i-tého subjektu EU,
0, mneni-li statni prislusnost -tého subjektu EU,

x {1, je-li statni prislusnost i-tého subjektu mimo EU,
i2 =

0, mneni-li statni prislusnost i-tého subjektu mimo EU,

1, je-li statni prislusnost i-tého subjektu PL,

0, mneni-li statni prislusnost -tého subjektu PL,

{1, je-li statnf pifslusnost i-tého subjektu SR,

0, mneni-li statni prislusnost i-tého subjektu SR,

o 1, je-li statni prislusnost i-tého subjektu UA,
© 0, meni-li statni ptislusnost i-tého subjektu UA.

Jiny zpusob definice je tzv. designovd matice, ktera by pro tento pripad vypadala
jako [2.2] Sy se nazyva baseline. Takto definované proménné pak muzeme pouzit
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Nérodnost n Koeficient Odhé.ld p — hodnota
koeficientu

CR 7883 Bo —2,15 0,00

EU 64 51 1,13 0,00
mimo EU 101 [o —0,18 0,62

PL 47 B3 1,29 0,00

SR 716 B4 0,98 0,00

UA 92 Bs 0,59 0,03

Tabulka 2.3: Koeficienty logistické regrese na zakladé statni prislusnosti.

pro tvorbu regresniho modelu

Bo + (1, je-li statni prislusnost EU,
Bo + B2, je-li statni prislusnost mimo EU,
Bo + B3, je-li statni prislusnost PL,
Bo + B4, je-li statni prislusnost SR,
Bo + Bs, je-li statni prislusnost UA,
Bo, je-li statni pifslusnost CR.

Parametr (5 zde interpretujeme jako primérnou logaritmickou sanci defaultu pro
Cecha, zbylé parametry 3;,7 = 1,...,5 jako rozdil logaritm@ Sance mezi CR a j-
tou kategorii.

V tabulce[2.3]vidime vysledné odhady parametru. Z tabulky na zakladé p-hod-
not vidime, ze vsechny koeficienty az na 5 jsou statisticky vyznamné, p-hodnota
je zde pocitana na zakladé Waldova testu pro jednu proménnou, nemiizeme ale
vyloucit, ze kategorie ,mimo EU“ ma stejny logaritmus Sance jako kategorie
LCR*.

Otestujme jesté hypotézu Hy : B = 85 = 0 pomoci Waldova testu. Dostavame
hodnotu testové statistiky W = 19,999 a p-hodnotu 4,542 x 107°. Hypotézu H,
tedy zamitame na hladiné a = 0,05 ve prospéch alternativy H;i : alespon jeden
z koeficientti 35,05 je nenulovy.

2.2 Strategie tvorby modelu

Statistické testy, které byly popsany v diivéjsich kapitolach, nam umoznuji
urcit, které ze zavisle proménnych jsou vyznamné. Jak tedy urcéit a vyloucit ty
regresory, které danému modelu nijak neprospivaji, a jak vybrat mezi rozdilnymi
obdobné schopnymi modely? Pro porovnani modeltt budeme vyuzivat nékterou
z nasledujicich statistik, od nich pozadujeme, aby braly v potaz nejen kvalitu fitu,
ale néjakym zpusobem adresovaly problém overfittingu.

Definice 11 (AIC). (Zvdra, 2019, kap 10.1.7) Necht p + 1 je pocet slozek ma-
zimdlné vérohodného odhadu vektoru B a l,(B) je logaritmickd vérohodnostni
funkce, pak

A

AIC = —20,(B) +2(p + 1) (2.1)

se nazyvd Akaikeho informacni kritérium.
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Vybavime-li si definici @ vidime, Ze klasick4 definice R? statistiky nebude pro
srovnavani model vhodné, protoze nebere v potaz pocet pouzitych proménnych
a vzdy uprednostni blizsi odhad. Zaroven formulace neni vhodna pro nelinearni
model.

Definice 12 (Zobecnény koeficient determinace). |Coz a Snell (1989) Necht n
je rozsah ndhodného vybéru, 1,(0) je verohodnost nulového modelu (obsahujiciho
pouze intercept) a l,,(B) je vérohodnost modelu s vektorem parametri B. Velicinu

s o (LO\"
R, =1 (ln(ﬁ)> , (2.2)

nazveme zobecnény koeficient determinace.

Existuji i jiné definice napr. od Nagelkerke| (1991)).

Valida¢ni mnoziny a krizova validace

V oddilu jsme se zabyvali rozdilem mezi testovou chybou a tréninkovou
chybou. Pripomenme, ze chceme co nejnizsi testovou chybu. Alternativnim zpt-
sobem k porovnani modeli je odhadovani testové chyby, to ale vzhledem k tomu,
ze ve vétsiné pripadii nebudeme mit testova data k dispozici, vyzaduje specificky
pristup. Myslenka spoc¢iva v nahodném rozdéleni dostupnych dat na tréninkovou
a valida¢ni mnozinu.

Bohuzel nahodné déleni dat s sebou prinasi moznou variabilitu vysledka.
Uceni na datech o mensim rozsahu mize mit za vysledek horsi kvalitu modelu,
tedy muze dojit k nadhodnocovani testové chyby. Tento problém napravuje LO-
OCV wvalidace (Leave-One-Out-CV)(James a kol., 2013, kapitola 5.1). Ta spoc¢iva
ve vynechani pravé jednoho pozorovani (Y;,X;) a u¢eni modelu na zbylé mnoziné.
Primérnou testovou chybu spocteme postupnym vynechanim vsech pozorovani.
Pro klasifikacni problém vypada odhad testové chyby jako

n

2 Liypvy: (2:3)

[t

Pro rozséahlé nahodné vybéry je tento zptisob vypocetné naro¢ny, protoze jsou pa-
rametry modelu odhadovany n-krat, proto jako kompromis mezi LOOCV a déle-
nim na dvé ndhodné mnoziny zavadime k-nasobnou LOOCV, kde data D nahodné
rozdélime na k disjunktnich mnozin Dy j,7 = 1,...,k s alespon piiblizné stej-
nym poctem prvki. LOOCV je pak specidlnim pfipadem, kdy & = n. Necht Err;
znaci chybovost, viz definice [7], na j-té testové podmnoziné Dy ;, pak odhad
testové chyby pomoci k-nasobné LOOCYV ziskame jako

1

Pro linedrni regresi bychom v definicich pouzili MSE namisto Err; pro danou
podmnozinu dat.
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Residua v binarni logistické regresi

7 linearni regrese vime, ze pro méreni kvality modelu byvaji pouzivany residua,
ty ale v pripadé nelinearnich modeli nemusi jit jednoduse vyuzit k jejich analyze.
Podle David W. Hosmer a kol.| (2013 5.2.1) zavadime nésledujici znaceni. Necht
X;.j = 1,2,...,J znaci jednotlivé riazné konfigurace kovariatu X, pokud se pro
néktera pozorovani hodnoty shoduji, pak J < n. Oznaéme m;, 57 = 1,2,...,J pocet
subjektt s konfiguraci X;. Necht dale y; je pocet m;, pro néz y = 1. Podotknéme,
ze je Casté, ze J = n.

Pro j-tou konfiguraci dostavame

@j = mjﬁ'(Xj), (25)

kde 7 je odhadem v souladu s (l.11)). Pro konkrétni konfiguraci kovaridtu X

definujeme Pearsonovo residuum jako
= Y- mt(Xy)
V(X)) (1 = #(X)))

<

r(y; 7 (X (2.6)

Déle za vyziti zépisu (2.5) definujeme deviancni residuum jako

1
d(y; #(X,)) = 732 [y (£ (7Y U (o
(y;,7(X;)) = sgnly; — ;) 2 |y In | == | + (my —yy) In | ——= - (2.7)
Yj mj —Y;
Na zakladé téchto residui je zalozen Pearsoniiv Chi-kvadrat test a D test, které
jsou zadefinovany v David W. Hosmer a kol.| (2013} (5.2),(5.4)).
Residua jsou casto vyobrazovana v podobé grafii, existuje nékolik moznych
pristupt s cilem odhalit nendhodné chovani. Residua mtzeme vyobrazit proti
jednotlivym regresoriim nebo naptiklad vici ¢asu.

2.2.1 Vybér proménnych

Méjme nyni p prediktori, z nichz budeme vybirat nejlepsi kombinace, ve smys-
lu vylepSovani statistik nebo (2.2)). Podet takovych kombinaci je 27, tedy
potencialné velmi vysoky. Proto jsou pro vybér vhodné podmnoziny regresort
z mnoziny vsech jejich kombinaci vyuzivany zjednodusujici postupy. Vybér miize
probihat napiiklad podle dale popsanych dvou postupt a ¢astéji jejich kombinaci
(James a kol., 2013 kap. 6.1.2). Takto vzniklé modely ovSem nemusi byt témi
nejlepsimi ze vsech moznych.
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Vzestupny vybér
1. Necht My je nulovy model neobsahujici zadny z prediktort.

2. Prok=0,...p—1:

e najdeme vsech p— k modeli, které do modelu M, pridavaji jeden dalsi
prediktor,

o 7 téchto modelil vybereme nejlepsi a oznac¢ime ho My ;. Nejlepsi model

je ten s nejnizsi hodnotou AIC nebo RZ,,.

3. Z mnoziny modelt My, ...,M, vybereme celkové nejlepsi podle odhadu tes-
tové chyby kiizovou validaci, AIC, R;m nebo porovnanim AUC.

Namisto 2” modelt zde uvazujeme pouze 14+ 35—} (p—k) = 1+p(p+1)/2 modeld,
coz je znacné ulehcent.
Sestupny vybér

1. Necht M, je iplny model obsahujici vSechny prediktory.

2. Prok=pp—1,...,1:

o najdeme vsech k£ modelu, které z modelu M}, odebiraji jeden prediktor,

o 7 téchto modeli vybereme nejlepsi a oznacime ho Mj_;. Nejlepsi model
je ten s nejnizsi hodnotou AIC nebo R?

gen*
3. Z mnoziny modell My, ...,M, vybereme celkové nejlepsi podle odhadu tes-
tové chyby kfizovou validaci, AIC, Rgen nebo porovnanim AUC.

Opét uvazujeme pouze 1+ p(p + 1)/2 modelt.

2.3 Diskriminac¢ni schopnost modelu

Binarni klasifika¢ni model miize udélat pouze dva typy chyb. Pokud se bu-
deme jiz déale bavit o modelech defaultu daného klienta, tak bud klienta, ktery
zdefaultuje, pritadi do kategorie radné splacejicich, nebo klienta, ktery by splacel,
pritadi do kategorie defaultujicich. Pro nds bude dulezité mezi témito chybami
rozliSovat, proto zavedeme tzv. confusion matriz. V souvislosti s timto zavadime
pojmy senzitivita a specificita a dalsi, které si vysvétlime na tabulce 2.4 a v na-
sledujici definici.

Definice 13. Pozitivni chdpejme jako hodnotu 1, ma vlastnost, negativni chd-
pejme jako hodnotu 0, nemd vlastnost, pak definujeme tyto pojmy:

o P — Condition positive — pozitivni z celého ndhodného vijbéru,
o N — Condition negative — negativni z celého nahodného vybéru,

e PP — Predicted condition positive — predikovani pozitivni,
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Realny status

0 ‘ 1 ‘ celkem
Predikovany 0 TN FN PN
status 1 FP TP PP
celkem ‘ N ‘ P ‘ n

Tabulka 2.4: Confusion matrix pro binarni klasifikdtor obecné.

e PN — Predicted condition negative — predikovani negativnt,

o TP — True positive — pozitivni z predikovanych pozitivnich,

o TN — True negative — negativni z predikovanich negativnich,
o FP — False positive — negationi z predikovanych pozitivnich,
o F'N — Fulse negative — pozitivni z predikovangch negativnich.

Na zdkladé techto pojmu pak
TPR = ?nazveme senzitivita,

TNR = Wnazveme specificita.

Prahem rozhodnuti nazveme treshold € (0,1), jestlize klasifikacni model rozhoduje
podle

v 1, je-li PlY; = 1|X;] > treshold,
"o, Jinak.

V dalsim textu budou vyuzivany prevazné zkratky téchto pojmi. Pro model,
jehoz vystup vidime v tabulce [2.5], spoc¢teme tyto hodnoty jednoduse. Senzitivita
vychézi 216/1048, coz je pouze 20,1%. Specificita je 7152/7855, tedy 91%.

Tabulky jako jsou zalozeny pouze na jedné hodnoté treshold. Lepsi by
bylo uvazovat téchto hodnot vice. Graficky se rtizné hodnoty typicky vyobrazuji
pomoci tzv. ROC krivky, jejiz nazev pochézi z teorie detekce signalu (Receiver
Operating Characteristic), a AUC — plochou pod ROC krivkou (David W. Hosmer
a kol.| |2013], kap 5.2.4). Graf vyobrazuje pravdépodobnost detekce TP, tedy TPR,
proti pravdépodobnost detekce FP, tedy 1 — TNR = 1 — spcificita pro rtzné
hodnoty prahu. Plocha pod ROC kfivkou je z intervalu [0,5 , 1] a méfi schopnost

Realny status defaultu

OK ‘ Default ‘ celkem
Predikovany OK 7152 832 7984
status Default | 703 216 919
defaultu celkem | 7855 | 1048 | 8903

Tabulka 2.5: Confusion matrix pro model a prah 0,11.
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modelu diskriminovat mezi subjekty, kteri vykazuji zkoumanou vlastnost a témi,
kteri ne. Podle téze kapitoly |David W. Hosmer a kol.| (2013) vyhodnocujeme AUC
takto:

AUC = 0,5, diskriminace je na trovni hodu minci,
0,5 < AUC < 0,7, diskrimina¢ni schopnost je spise nizka,
Pokud = 4 0:7 < AUC < 0,8, diskriminaé{li schopnost je ak- (2.8)
ceptovatelna,
0,8 < AUC < 0,9, diskriminac¢ni schopnost je dobra,
AUC > 0,9, diskriminac¢ni schopnost je vynikajici.

V programovacim jazyce R v aplikacni ¢asti budeme pro znédzornéni ROC kiivky
pouzivat knihovnu Robin a kol.| (2011)).
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3. Aplikace

S vybudovanym aparatem se nyni muzeme pustit do jiz kompletni analyzy
data setu a nikoliv pouze samostatnych ¢asti, jak bylo v ramci demonstrativnich
prikladi ukazano v predchozich kapitolach. Budeme vysetrovat skutecnou sedmi-
letou historii ivért poskytnutych jednou z ¢eskych bank a sledovat zavislosti mezi
informacemi, které jsou bankou o klientech uchovavany, dvéma indikatory zve-
fejiovanymi Ceskym statistickym tiadem, konkrétné kvartalni nezaméstnanost
a kvartalni primérnd mzda, velikostmi okrestt v CR podle podle poétu obyvatel
ze sc¢itani lidu v roce 2011, a tim, zda byl klient schopen radné a bez prodleni spla-
cet zavazky plynouci z poskytnutych uvért, coz uvazujeme, ze je dichotomicka
zavisle proménna.

3.1 Popis datového souboru

K analyze mame k data o rozsahu n = 8903, nejstarsi ze zaznamt je z 1.1.2012
a nejnovéjsi z 30.3.2019, povahou jsou data velmi citliva, nebudou tedy az na né-
které vybérové charakteristiky sdilena. Referenc¢ni kvartal je Q4 2011, k némuz
jsou vztazeny data ze CSU, vyobrazeno na . Kazdému ze zadznamu je prirazena
hodnota nezaméstnanosti a primérné mzdy z predchoziho kvartalu nez v tom,
v némz byl avér poskytnut. Cilem naseho modelu je odhad selhani v okamziku
podéani nové zadosti o uvér a hodnoty jsou statistickym tradem zverejnovany se
zpozdénim, proto zdznamim prirazujeme starsi obdobi.

3.1.1 Dvouturovinové regresory
O kazdém klientovi vime, zda pro néj plati nasledujici:

1. je muz,

‘ Zeny — 0 ‘ Muzi — 1
Rel. ¢etnost | 0,3775 | 0,6225

2. je vysokoskolsky vzdélany — uvedl v bance svij titul,

75%= 34000 Kc -
7 %=
6.5%-
6 %=

32000 Kc -

5.5 %~
5%-
4.5 %~
4%-
5%-
3 %=
25%-

2%= 24000 K -
Q4-2011 4 8 12 16 20 24 Q4-2018 Q4-2011 4 8 12 16 20 24 Q4-2018

Kvartalu od referencniho Kvartalu od referencniho

30000 Ke -

28000 Kc -

Mira nezamestnatnosti
Prumerna mesicni mzda

w

26000 Kc -

(a) Mira nezaméstnanosti v celé CR. (b) Prumérnd mési¢ni mzda v celé CR.

Obrézek 3.1: Data z CSU, kvartdlné pro celou CR.
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Vlastnosti Ne — 0 ‘ Ano—1

VS 0,8969 | 0,1031
OSVC 0,8554 | 0,1446
OSVC - tcet 0,8682 | 0,1318
Jiny Gvér 0,9589 | 0,0411
Spor. ucet 0,7921 | 0,2079

Not. tschova 0,9997 | 0,0003
Term. vklad 0,9817 | 0,0183
BU v ciz{ mené | 0,8690 | 0,1310

Tabulka 3.1: Vybérové charakteristiky dvoutroviiovych kategoridlnich promeén-
nych.

3. je podnikatel — v databézi pfifazeno ICO,

4. ma podnikatelsky tcet — alespon jeden z jeho ucti je v databazi veden jako
podnikatelsky (jiné podminky nez pro spotrebitele),

5. ma alespon jeden dalsi vér od nasi banky,

6. ma v bance sporici ucet,

7. alespon jeden z 1c¢tu je notarskou uschovou,

8. ma v bance terminovany vklad,

9. alespon jeden z uc¢th klienta je v jiné méné nez K¢.

Vlastnosti 3 a 4 chapeme jako oddéleni podnikatelil od klasického spotrebitele, 1ze
napifklad ocekdvat, ze aktivita na iétech OSVC bude vyssi nebo alespon rozdilna
nez u spotrebitele, icel Gvéru se mezi spottrebiteli a podnikateli taktéz casto lisi
napt. podnikatel muze chtit pouze vylepsit svou likviditu, naopak spotiebitel
si za uver néco koupi. Vlastnostem 5-9 zase rozumime tak, ze nékteri klienti
vyuzivaji dalsich sluzeb banky. Rozdéleni v nasich datech vidime v tabulce [3.1]

3.1.2 Viceurovinové regresory
Okresy

Vzhledem k tomu, ze pocet okrestt v CR je 77 véetné hlavniho mésta Prahy,
celkem uvazujeme 78 pti zapocteni kategorie , Slovensko a jiné“. Testem vérohod-
nostnim pomérem ovérime, zda je vhodné tento faktor uvazovat. Méjme
uplny model a model, z néhoz vypoustime prediktory ,,okres“. Testova statistika
G = 248,13 > 98,48 = x2.(1 — «), tedy na hladiné o = 0,05 zamitdme hypotézu,
ze by vektor parametri faktoru okresy byl sdruzené nulovy. Vidime tedy, ze uva-
zovat tento faktor v modelu mé vyznam, ovSem pocet tirovni s sebou prinasi uskali
v podobé numerické stability modelu. Proto ve prospéch interpretability modelu
a zlepSeni numerické stability byla proménna nahrazena kategoriemi okrest podle
poctu obyvatel, ty jsou definovany podle [3.2] Okrestim v jinych zemich byla pfi-
fazena prumeérna hodnota.
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Obrazek 3.2: Prumérné celkové ptulroc¢ni prijmy podle kategorie okresu bydlisté.

Statni prislusnost

Statni prislusnost byva v praxi uvazovana ve spojeni s délkou pobytu v zemi,
kde klient o uvér zada, a jinymi vazbami na ni. Absence takovych vazeb miize
indikovat finan¢ni problémy v zahranici, pripadné jiné problémy spojené s AML
smérnicemi. Takovou kombinaci dat k dispozici nemame, proto uvazujeme pouze
tuto proménnou s celkem Sesti trovnémi. Jak jsou uvéry déleny vidime na |3.3
Pocty a jednotlivé irovné jiz zname z [2.3]

3.1.3 Diskrétni regresory

Kazdého klienta charakterizuji tyto celoc¢iselné charakteristiky:

1. vék pfi poskytnuti — vypocteno jako rozdil mezi rokem poskytnuti a rokem
narozeni klienta, detailnéjsi informaci nezname,

2. dni klientem pti poskytnuti — pocet dni mezi poskytnutim uvéru a prvni
registraci klienta v bance,

likost nv. v kategorii
kost nv. v kategorii

el

7000~
500
4500~
Default Default
2000~
Ne Ne
[ | 2501 [ |
1000~ [ #no [ o
T 50- = 150-
= 2s0- > 100-
0 [] N
1 - 10- — — — —
& [T - B | -
cR EU SR ua EU SR ua

MimoEU L Mimo EU PL
Statni prislusnost Statni prislusnost

(a) Poskytnuté uvéry podle stat. pii- (b) Poskytnuté uvéry podle stat. pii-
slusnosti, kvadraticka stupnice. slusnosti bez CR.

Obréazek 3.3: Pocty poskytnutych avért podle statni prislusnosti.
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(a) Histogram proménné vék pii poskytnuti.
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(b) Histogram proménné dni klientem banky pfi poskytnuti.
Obrazek 3.4: Histogramy véku klient a délky jejich historie v bance s délenim
na spotrebitele a podnikatele, modre zvyraznény vybérové prumery.
3. pocet uctu v bance — kolik uctu je k dané osobé v databazi vedeno,
4. pocet prichozich plateb na vSech tctech,

5. pocet odchozich plateb na vsech uctech.

Rozdéleni 1 a 2 vidime v histogramech [3.4] Hodnoty proménnych 4 a 5 jsou
kumulativni za Sestimési¢ni obdobi pred poskytnutim tuvéru.

3.1.4 Spojité regresory
Dalsi charakteristiky tvori
1. nezaméstnanost v minulém kvartalu,
2. normované prijmy,

3. normované vydaje.
Hodnoty nezaméstnanosti jsou jiz diive zminované hodnoty ukazateli od statis-

tického uradu, tedy nikoliv pivodné soucéasti datového souboru, tyto informace
banka ke klientiim neeviduje.
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Obrézek 3.5: Poéty evidovanych plateb v zavislosti na poc¢tu ucti daného klienta
s délenim na podnikatele a spotiebitele.

Regresor ‘ Min. ‘ 1. kvartil ‘ Median ‘ 3. kvartil ‘ Max.
Norm. piijmy 0 2,801 4,366 7,449 | 517,814
Norm. vydaje | —510,018 —7,501 | —4.352 | —2,723 0

Tabulka 3.2: Vybérové charakteristiky normovanych prijmu, vydaju.

Pod pojmem normované prijmy nebo vydaje rozumime sumu ptichozich pla-
teb respektive vydajt vydélenych primérnou mzdou v predchozim kvartale, nez
byl poskytnut uvér. Cilem této normalizace je brat v potaz rist primérné mzdy
v prubéhu sedmi sledovanych let. Vybérové charakteristiky pro tyto veli¢iny na-
jdeme v tabulce Jak se normované prijmy lisi mezi okresy podle velikosti
vidime na 3.2l

3.2 Tvorba modelu

Podotknéme nejprve, ze vysledny model bude vybran na zakladé statistik
popsanych v kapitole Ukéazeme si vlastnosti popsané v kapitole [2.3] Pokud
nebude mozné jednoznac¢né rozhodnout na zakladé téchto vlastnosti, dame pred-
nost modelu s nizsim poctem kovariati.

Nyni se jiz mizeme pustit do modelovani. Vytvorme tedy uplny model se
vSemi vysSe popsanymi proménnymi. Podivejme se do tabulky na hodnoty
koeficient a jejich signifikantnost. Vidime, ze u mnohych z kovariati nemuzeme
vyloucit, ze po jednom nemaji vliv na odezvu. V tabulce si téz vSimnéme, zZe
na zakladé Waldovy statistiky W a p-hodnoty zamitame hypotézu, ze je koeficient
kovariatu ,,Dni klientem pii poskytnuti“ nulovy, presnéjsi hodnota jeho odhadu
je —5,451 x 107*, regresor totiz nabyva hodnot od jednotek po tisice, v zadjmu
zachovani prehledného formatu tabulky tuto informaci zminujeme zde.

Pokusme se o eliminaci nevyznamnych nezavisle proménnych. Provedme tedy
vzestupny a sestupny vybér regresorti. Vzhledem k poctu kovariatt vyuzijeme
zabudovanou funkci v R, ktera pro porovnani modeli v jednotlivych krocich po-
uziva statistiku AIC, coz nam s ohledem k postupu popsaném v podkapitole
vyhovuje.
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> step(fit.glm.all, direction = "forward")
> step(fit.glm.all, direction = "backward")

Dostavame dva modely, s nimiz budeme ddle pracovat. Vzestupnym vybérem
dostavame opét uplny model, sestupny vybér nam ovsem dava jiz rozdilny model,
podivejme se na jejich srovnani do tabulky Vidime, ze z modelu byly vypus-
tény regresory ,Alespon jeden ucet v cizi méné, Jiny uver, Kategorie okresu,
Normované vydaje, Notarska tuschova“ a ,,Podnikatel, Podnikatelsky ucet“. Tato
informace je prekvapiva hlavné u informaci o jiném jiz poskytnutém tvéru nebo
u identifikace podnikatele. Jiné uvery si lze vysvétlit, ze banka, ve snaze udrzet
si klienta, poskytne dalsi uvér, ktery je vyhodnocen jako rizikovéjsi a dojde k de-
likvencim. Nizkou vyznamnost identifikace podnikatele si mizeme vysvétlit tak,
ze odlisné chovani podnikatele od spottebitele je dostatecné vysvétleno uz jeho
nakladanim s ucty, tedy prijmy, pocty prijma a pocty vydaji. VSimnéme si také
zmény p-hodnot v uzsim modelu, vidime, ze skoro vSechny regresory v modelu
sestupného vybéru jsou vyznamné, s vyjimkou , Terminovany vklad“ a faktoru
statni prislusnosti ,mimo EU“, coz je samo o sobé velmi Siroka skupina shrnujici
zemé od USA a Kanady az po Bélorusko nebo Srbsko, tedy lze chépat, ze chovani
v rdmci této skupiny nebude jednotné.

3.2.1 Vyhodnoceni modeli

Ktery z model je tedy lepsi? Porovnejme jejich vlastnosti v tabulce [3.5 Pozo-
rujeme, ze AIC je lepsi pro model sestupného vybéru, vérohodnost a z ni poc¢itané
statistiky deviance a Rgen jsou lepsi pro uplny model. Odhad chybovosti pomoci
kiizové validace je témér identicky a ani AUC nam neukazuje jasnou prevahu
jednoho modelu nad druhym, na obrazku vidime ROC krivku modelu sestup-
ného vybéru. Poznamenejme, Ze oba modely podle dfive popsanych pravidel viz
hodnotime diskriminaci obou modelti jako akceptovatelna. Zvolme pro dalsi
zkoumani model s niz$im poc¢tem parametrii, tedy model, ktery vznikl sestupnym
vybérem. Pro tento model se rozhodujeme na zakladé AIC a preference modelu
s nizsSim poctem parametri.

3.2.2 Analyza residui

Podivejme se na residua vybraného modelu. Nejprve se zaméime na to, zda
se v prubéhu Casu neprojevuje trend, ktery by bylo potieba zachytit, to vidime
na grafech 3.7, kde zaroven vidime rozdil mezi dfive nadefinovanymi Pearsono-
vymi residui a devianénimi residui (2.7). Modra kfivka vyrovnavd data
pomoci geom__smooth() knihovny ggplot v R, my chceme, aby byla co nejblize 0,
tedy ose z viz vlastnosti residua (1.14). Pokud by se hodnota vyznamné vychy-
lovala od hodnoty 0, znamenalo by to, ze v datech je néjaky casovy trend, nebo
sok, ktery se na zakladé nasich prediktorti nepodarilo zachytit. Pod pojmem Sok si
muzeme predstavit napt. nucené uzavirani podnikt kvili pandemii, jinym proje-
vem by mohly byt ekonomické cykly, zadnou takovou informaci ale z grafu residui
nezjistujeme.

Podivejme se nyni na a [3.8D] kde jsou vyobrazeny Pearsonovy residua
vzhledem ke dvéma regresorum. Hleddame zde opét jakékoliv vychyleni modré
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Obrézek 3.6: ROC pro model vznikly sestupnym vybérem.

° [ ]
3- o ° o L T - s Q .
o o 4 ° +o @ o | & RS0 ® ‘e
[ ]
g ° " l."\ f‘.‘: ":' .' ‘l’?' ~ ..Q.
5 2- R Q .‘Q&: 0 o :ﬂ‘.."
3 ° % ’t el .‘.,'P" 9 "o @
- “ .-.‘.- S AR o e e
5 % ‘e e 2% - e ©® o o©
o 1 .
c
o
>
[0
a o-
-
2012 2014 2016 2018
Datum poskytnuti
(a) Deviancni residua.
L ]
30-
[ ]
©
>
o
gZO-
©
3 c .
c
2 ) r
@ 10- . . Lo e .
o °
a °
O.

2012 2014 2016 2018
Datum poskytnuti

(b) Pearsonova residua.

Obrazek 3.7: Residua pro model sestupného vybéru vzhledem k casu.
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Odhad Waldova

koeficientu  statistika p-hodnota
(Intercept) —0,51 —2.,09 0,04
Pohlavi 0,34 4,50 0,00
VS vzdélani —0,82 —4.,65 0,00
Vék pri poskytnuti —0,04 —11,14 0,00
Dni klientem pii poskytnuti 0,00 —6,18 0,00
Podnikatel 0,03 0,10 0,92
Podnikatelsky tucet —0,20 —0,71 0,48
Pocet ucti —0,24 —-3,91 0,00
Jiny tavér —0,34 —1,24 0,21
Sporici ucet —0,59 —4,20 0,00
Notarska tschova —9,83 —0,06 0,95
Terminovany vklad —1,05 —1,72 0,09
Alespon jeden tcet v cizi méneé —0,04 —0,26 0,80
Pocet prijmu 0,01 4,75 0,00
Pocet vydaju —0,01 —7,85 0,00
Mira nezaméstnanosti 0,17 7,35 0,00
Normované prijmy —0,02 —-1,30 0,19
Normované vydaje —0,01 —0,72 0,47
Statni prislusnost: EU 1,34 4,33 0,00
Statni prislusnost: mimo EU 0,22 0,61 0,54
Statni prislusnost: PL 1,40 4,11 0,00
Statni prislusnost: SR 0,95 8,74 0,00
Statni prislusnost: UA 0,72 2,39 0,02
Kategorie okresu —0,02 —0,43 0,67

Tabulka 3.3: Shrnuti tplného modelu.

kiivky od osy z, ale nenachézime jej, coz je pozitivni informace. Posledni vy-
obrazeni residui je graf [3.8d, kde sledujeme devianc¢ni residua podle predikované
pravdépodobnosti vyskytu delikvence dané modelem sestupného vybéru. Z tohoto
grafu vidime, zZe nas model je zna¢né chybovy.

3.2.3 Chybovost modelu

Pripomenime, ze default rate v celém datovém souboru je 13,3%. Zvolme nyni
hodnotu treshold = 0,1 a podivejme se na confusion matrix. Dostavame hodnoty

839
= — = 1
TPR 1043 0,801,
ATT75
TNR = —— = 0,608.
R 7855 ’

Porovname-li tyto hodnoty s modelem zalozenym pouze na statni prislusnosti viz
2.5 vidime, Ze na dané trovni treshold jsme s bohatsim modelem odhalili daleko
vice true positive subjektt. Na tkor senzitivity (TPR) je nizsi specificita (TNR),
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Vzestupny vybér Sestupny vybér
Odhad Odhad
koeficientu p-hodnota koeficientu p-hodnota

(Intercept) —0,51 0,04 —0,54 0,01
A'le:‘spovni]eden ucet v 0,04 0.80
cizi méné
Do klientem 0,00 0,00 0,00 0,00
pri poskytnuti
Jiny avér —0,34 0,21
Kategorie okresu —0,02 0,67
Mira nezaméstnanosti 0,17 0,00 0,17 0,00
Normované prijmy —0,02 0,19 —0,01 0,02
Normované vydaje —0,01 0,47
Notarska tschova —9,83 0,95
Pocet prijmu 0,01 0,00 0,01 0,00
Pocet uctu —0,24 0,00 —0,27 0,00
Pocet vydaju —0,01 0,00 —0,01 0,00
Podnikatel 0,03 0,92
Podnikatelsky tucet —0,20 0,48
Pohlavi 0,34 0,00 0,33 0,00
Sporici ucet —0,59 0,00 —0,55 0,00
Statni prislusnost: EU 1,34 0,00 1,34 0,00
St‘atm prislusnost: 0.22 0,54 0.24 0,51
mimo EU
Statni prislusnost: PL 1,40 0,00 1,40 0,00
Statni prislusnost: SR 0,95 0,00 0,94 0,00
Statni prislusnost: UA 0,72 0,02 0,73 0,01
Terminovany vklad —1,05 0,09 —0,98 0,10
Vék pri poskytnuti —0,04 0,00 —0,04 0,00
VS vzdélani —0,82 0,00 —0,82 0,00

Tabulka 3.4: Porovnani odhadu koeficientti modelt vzniklych rtznymi postupy
jejich vybéru.

Plny model | Vzestupny vybér ‘ Sestupny vybeér
AIC 5591,376 5591,376 5581,451
Log. vérohodnost | —2771,688 —2771,688 —2773,725
Deviance 5543,376 5543,376 5547,451
Rgm 0,0970 0,0970 0,0966
C'Viooo 0,0924 0,0923 0,0924
AUC 0,7729 0,7729 0,7727

Tabulka 3.5: Porovnani vlastnosti modelt. Doba vypoctu CViggo byla v priméru

141 vterin pro plny a vzestupny model, pro sestupny pak 68 vterin.
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Obrézek 3.8: Residua pro model sestupného vybéru vzhledem regresortim a pre-
dikované pravdépodobnosti defaultu v modelu sestupného vybéru.
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Realny status

0 ‘ 1 ‘ celkem

Predikovany 0 4775 209 4984
status 1 3080 839 3919
celkem | 7855 | 1048 | 8903

Tabulka 3.6: Confusion matrix pro model vznikly sestupnym vybérem, prah 0,1.

vidime, Ze vice nez tretina true negative subjekti by byla modelem odmitnuta.
Celkovy odhad testové chyby modelu zndme z kiizové validace v[3.4] jeho hodnota
je 9,24%, coz je stale nezanedbatelné zlepseni oproti dosavadnimu postupu banky.

3.2.4 Interpretace parametru

S vybranym modelem a vyhodnocenim signifikantnosti jednotlivych kovariati
se pustme do interpretace odhadnutych parametrii. Baseline tohoto modelu je
zena s ¢eskym obcanstvim, ale bez vysokoskolského vzdélani, nepodnika, neméa
v bance zfizené jiné sluzby (spofici icet nebo terminovany vklad). Pomeéry Sanci
pro dvoutrovnové, diskrétni a spojité prediktory jsou

O Rponiavi(1,0) — 1,3044147,
Oszdelani(lao) = 0,4387678,
ORsporeni(L(]) = 0,5775808,
ORterminovanyvklad(LO) - 0,3738339,
ORdniklientem<x + 18071') — 0,9065396,
6
ORpm'jmy (13 + 10,&3) = 09927107,
ORpocetpm’jmu('r + 171;) = 1,0107185,
ORpocetvydaju(l. + 5,3:) - 0,9462485,
OR pocetucta (@ + 1,2) = 0,7615487,
1
ORnezemestnanost (l‘ + Q;x) - 1,090557,
ORyer(z + 5,2) = 0,8261504.

Jak bylo zminéno v ({1.20)), je nutné vhodné volit volby ¢ € R, volime tedy takto:

e dni klientem: ¢ = 180, zména poméru sanci s kazdym dalsim ptl rokem,
kdy je subjekt klientem banky;,

e normované prijmy: ¢ = 0,6, jde o narist mési¢ni mzdy o desetinu priimérné
mésicéni mzdy v daném obdobi,

e pocet prijmi: ¢ = 1, kazda dalsi prichozi platba,

e pocet vydaju: ¢ = 5, kazdych dalsich 5 odchozich plateb, hodnota ¢ = 1 je
v tomto pripadé nizka, spotfebitel muze platit i nékolikrat denné,
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e pocet ucti: ¢ = 1, kazdy dalsi tcet navic,
o nezameéstnanost: ¢ = 0,5, naruast nezaméstnanosti o 50bp,
o vek: ¢ = 5, kazdych 5 let véku klienta.

Pro vicetroviovy prediktor statni prislusnosti, dostavame, ze v porovnani s oso-
bou o ¢eské statni prislusnosti jsou poméry sanci

ORgy(1,0) = 3,825179,
ORpimoru(1,0) = 1,268159,
ORp(1,0) = 4,074064,
ORsr(1,0) = 2,555765,
ORya(1,0) = 2,077609.

3.3 Shrnuti modelovani

V této kapitole jsme se podivali na realna data ceskych bankovnich klienti,
zvazili jsme jejich kategorizaci a provedli jsme logistickou regresi, z niz jsme vy-
tvorili dva modely, ze kterych byl jeden shodny s uplnym modelem. Jejich klasifi-
kacni vlastnosti byly obdobné, a tak byl pro hlubsi analyzu vybran model s nizsim
poctem parametri. Podivali jsme se na chovani jeho residui a pokusili jsme se
o interpretaci vysledkai.

Zjistili jsme, ze odhad pravdépodobnosti selhani vyznamné ovliviiuje vzdélant,
dale model zvyhodnuje ty klienty, kteri vyuzivaji co nejvice béznych bankovnich
sluzeb co nejcastéji. Vliv vysSe prijmi na odhad selhani neni tak vysoky, jako
bychom mohli ocekavat, to mize byt ddno tim, Ze nezname prislusné vyse iveért.
Ukazalo se, Ze muzi jsou v porovnani se zenami vyznamneé rizikovéjsimi potenci-
alnimi dluzniky.

Dalsim vyznamnym faktorem je statni prislusnost klienta, zistava ale otazkou,
zda by tento faktor mél byt zvazovan i v praxi. Vysledkem naseho badani je, ze
na zakladé dat je tento faktor podstatnym indikatorem rizikovosti zadateli o ivér.
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Z.aver

Modelovani ma v prostfedi nejen ekonomie a financi své misto, popsali jsme
si zbézné zakladni model linearni regrese, abychom jej zobecnili na v praxi hojné
vyuzivany model logistické regrese, ktery je pro bindrni klasifika¢ni problémy
na rozdil od linearni regrese vhodny. S popsanym modelem jsme si ukazali odhad
jeho parametri a nutnost vyuziti numerickych metod. Seznamili jsme se s Wal-
dovym a Wilksovym testem statistické vyznamnosti parametri a jejich podmno-
zin. Vénovali jsme prostor rozboru kategorialnich proménnych, jejich interpretaci
a uskali. Popsali jsme, jak s danou mnozinou regresorti vytvorit co nejlepsi model
vybranim z mnoziny vsSech modeli a poté jsme se spokojili s iterativnim vy-
bérem proménnych. Pro vyhodnoceni modelu jsme zavedli Akaikeho informacni
kritérium, zobecnény koeficient determinace a ROC ktivku pro grafické znazor-
néni diverzifikaéni schopnosti modelu. V zavéreéné kapitole jsme tyto poznatky
aplikovali na data o bankovnich klientech spolu s daty od Ceského statistického
uradu. Prekvapenim bylo, Ze se nékteré z regresorti ukazaly jako nevyznamné.
Odhadovana testova chyba vybraného modelu byla ovSem stale vysoka.
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