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¢eno vSemi rozdélenimi projekei (X,u), pro u z jednotkové sféry. Cilem prace je
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Uvod

Vyuziti Fourierovy transformace v teorii pravdépodobnosti a definovani cha-
rakteristickych funkci otevielo dvere mnoha novym poznatkim. Jednim z nich je
véta, kterou v roce 1936 publikovalo duo svédskych matematiki Herman Wold
a Harald Cramér. V jejich praci (Cramér a Wold, |1936) dokazuji, ze rozdéleni
nahodného vektoru o dvou a vice slozkach je jednoznacéné urceno vsemi jeho jed-
norozmérnymi projekcemi.

Znéni Cramérovy-Woldovy véty je kratké a srozumitelné, za jejim dikazem se
ale skryva spousta teorie, kterou se v této praci budeme zabyvat. V prvni kapitole
si ukazeme tii rizné postupy, jak tuto vétu dokézat. V dalsich kapitolach pro-
zkoumdame i problémy, které po vysloveni této véty vyvstaly. Cramérova-Woldova
véta tvrdi, ze pro jednoznacnost rozdéleni potfebujeme znat vSechny jeho jedno-
rozmérné projekce, nicméné existuje nékolik rozdéleni nahodného vektoru, pro je-
jichz jednoznacné urceni nam staci konecné ¢i spocetné mnoho jednorozmérnych
projekci. V druhé a treti ¢asti této prace se budeme zabyvat tim, jak vlastnosti
rozdéleni nahodného vektoru ovliviiuji pocet projekci, ktery je na jednoznacné
urceni rozdéleni nutny. Pokud nevyuzivame vSechny projekce, nemtzeme pro re-
konstrukci vyuzit teorii z tvrzeni Cramérovy-Woldovy véty, a tudiz kromé jedno-
znacnosti musime fesit také problém rekonstrukce.

Ve druhé kapitole budeme tesit problém potiebného poctu projekei a rekon-
strukce pro diskrétné rozdéleny nahodny vektor. Nejdiive se budeme zabyvat
potiebnym poctem projekci pro rovnomeérné rozdéleni na diskrétni mnoziné, poté
budeme studovat dalsi omezeni na rozdéleni, kterd snizi pocet nutnych projekc-
nich primek. Nakonec budeme problém fesit pro obecné diskrétni rozdéleni.

Ve treti kapitole budeme hledat podminky, pri kterych je obecné rozdéleni
ndhodného vektoru charakterizovano spocetnym nekoneénem projekei. Jak totiz
ukazeme, na urceni vétsiny obecnych nediskrétnich rozdéleni kone¢né mnoho pro-
jekel nestaci. Pri studii obecnych rozdéleni vyuzijeme poznatky pro diskrétni roz-
déleni ziskané z druhé kapitoly.
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1. Cramérova-Woldova véta a jeji
diukaz

1.1 Charakteristicka funkce

Abychom mohli Cramérovu-Woldovu vétu dokazat, predstavime si nejdiive
teorii charakteristickych funkei. Ukazeme si postupné, ze rozdéleni ndhodného
vektoru X je jednozna¢né urceno hodnotami E[f(X)], kde f je omezena a spojit4,
jeho charakteristickou funkci, a nakonec i rozdélenim jeho projekeci do primek.

Definice 1 (charakteristickd funkce). Necht X = (Xi,...,Xy)" je d-rozmérny
redlny nahodny vektor. Potom funkce definovand predpisem

Px(t) = B[e*X), t € R,

se nazyvd charakteristickd funkce ndhodného vektoru X. Charakteristickou funkci
A(t) pravdépodobnostni miry p rozumime charakteristickou funkci nahodného vek-
toru s rozdeélenim p.

Pozdéji si ukazeme, ze pokud zndme hodnoty charakteristické funkce na ce-
lém prostoru R?, pak uz zndme i rozdéleni ndhodného vektoru X. Pfedtim ale
potiebujeme jesté nékolik tvrzeni.

Definice 2. Pro r > 0 oznacme Gon, mnozinu vsech goniometrickych polynomi
definovanych na R?, které maji v kazdé sloZce x periodu r, tj. funkci

a(x) = é/\j sin {Q;T(kj,x>} + igpj cos {2:(lj,x>} prox € RY, (1.1)

J=0

kde Xos ..o, Ans @05 -, on ER, ko, ... ko o, ..., 1, € Z% a mn € N.

Lemma 1 (Lachout, 2004, str. 84). Pokud je funkce f : R* — R spojitd a
omezend, r >0 a1 >¢e >0, potom existuje funkce a € Gony, takovd, Ze

mase [a(0)| < sup [£(0)| + 1, (1.2)
x€Rd xeRd
a
r?ax}d la(x) — f(x)] < e. (1.3)
xXe|—nr,r



Diikaz. Necht mame zadany f,r, e z predpokladt lemmatu, oznacme
Parpr = {h|=r 23 h € Gong, }.

Pomoci véty [28| z prilohy ukdZeme, Ze Py, je hustd v mnoziné spojitych funkei
z [—r,r]¢ do R. MnoZina Gony, obsahuje funkci cos((0,x)) = 1, takZe Pirjr ob-
sahuje nenulovou konstantni funkci. Dale pro libovolné dvé rtzné funkce h, g €
Gony, zndme jejich tvar z (1.1)), z Cehoz vidime, Ze ndsobek h(x)g(x) budou ¢tyfi
dvojité sumy, jejichz vyrazy budou v jednom z tvari

Asin {i:(k,@} @ sin {Z(l,x)} : (1.4)
Asin{ii(k,x)}wcos{ij(l,x)}, (1.5)
A oS {i:(k,x)} © Cos {i:(l,x)} : (1.6)

Miizeme ale pouzit trigonomické vzorce a vyrazy upravit. Dostavame

(1.4) = A; (cos{ij(k — l,x>} — COS {i:(k+ l,x)}) ,
(1.5) = )\; <sin{i:(k—l— l,x}} +sin{i7;<k — l,x)}) ,

(1.6) = )\2<p (cos {i:(k — l,x)} + cos{i:(k+ 1,x)}> .

Ve vSech pifpadech bude h(x)g(x) suma, jejiz vyrazy jsou tvaru ¢F (2 (t,x)),
kde F je bud sin nebo cos, t € Z¢ a ¢ je realna konstanta. Bude tedy zapsatelnd
ve tvaru . To znamend, Ze Gony, je uzaviend na nasobeni, proto je i Py,
coz z nf déla subalgebru mnoziny spojitych funkei z [—r,r]¢ do R. Ukazeme, 7e
Py déli body v [—r,r]e.

Necht x,y € [~r,r]?, x # y. Potom existuje index j € {1,...,d} tak, Ze plati
x; # y;. Necht e; oznacuje j-ty prvek kanonické baze R?. Potom

(T
sin {2T<ej,x)} li=rjd € Parlr

a plati

. ™ . ™
sm{%(ej,x)}—81n{%<ej,y>}
g} o 5]
=sin{d —x;p —sin< —y.
o 27’%

trig. vzorec 7T . m
= 2COS{4T(IL‘]‘—|—yj)}Sln{4T([L‘j—’yj)}. (1.7)

T(x; — y;)) se rovna nule pravé tehdy, kdyz “L%
x; — y; ale patii z definice do intervalu [—2r2r], takie L% je celé &islo <
zj —y; = 0. To ale neplati, nebot jsme vybrali index j tak, ze z; # y;. Takze

plati sin(-(z; —y;)) # 0.

Vyraz sin( je celé cislo. Vyraz



Vyraz cos({-(x; + y;)) se rovna nule pravé tehdy, kdyz wﬁy]

¢islo. Také x; 4+ y; patii z definice do intervalu [—2r,2r], takze je liché celé
¢islo & x; +y; = £2r. To by ale z definice z; a y, znamenalo Tj =y =T
nebo z; = y; = —r, coz ale nemize nastat, nebot vime, Ze z; # y;. Diky tomu
zjistujeme, ze vyraz cos( - (z; + y;)) i pivodni vyraz jsou nenulové, coz

implikuje
sin {;(ej,x)} # sm{ <e],y>}

Mnozina Py, tedy opravdu déli body v [—r,r]%. Z véty |28 vime, Ze existuje ¢ €
Gony, takové, ze maxXye[_, 4 |q(x) — f(x)| < €/2. Ve vyrazu jsme misto suprema
mohli pouzit maximum, nebot pracujeme se spojitymi funkcemi na kompaktu.
Polozme dale K := supycpa |f(x)| +¢/2 a definujme funkei z : R — R,

je liché celé
ocg-i-y]

2(y) =91 ¥ y € (-K,K), (1.8)
K y > K.

Na [—r,r]? z predchoziho plati |q(x)| < K, takze z plati z(¢(x)) = q(x).
Funkce ¢ je spojitd, 4r-periodickd a omezen, takze na R¢ nabyvd minima, ma-
xima, i véech hodnot mezi nimi. MiZeme psat {q(x); x € R?} = [a,b]. Z Weier-
strassovy véty (véta uvedend v priloze) existuje polynom p v R takovy, ze
maxyefap |2(y) — p(y)| < /2. PoloZzme a(x) = p(q(x)). Potom plati

1.

max |a(x)| = max Ip(q(x))]

x€R4
= Imax
max |p(y)
< max |2(y)| + =
max (2 -
" y€la,b] y 2
(L8] €
< K+ 5

< sup |f(x)| + 1.

x€R4

Plati tedy (1.2]).

2.
9
max |a(x) = f(x)] < max |p(g(x)) —q(x)[+
x€[—r,r]d x€[—r,r]d 2
9
= max |2(y) —pW)| + 5

<e.

Plati tedy (1.3]).

Zbyva jesté ukazat, ze funkce a(x) je také goniometricky polynom z Gony,.
Z vyrazu (|1.1)) vidime, ze pokud pouzijeme goniometricky polynom z mnoziny
Gony, jako argument polynomu p, vysledkem bude suma vyrazi tvaru

Co H ()\ sm{ (k; X>})nj ﬁ <g0t oS {Z(lhx)}y% : (1.9)

t=0



kde ¢y je realnd konstanta a n;, n; jsou ¢isla z N U {0}, kterd zalezi na tvaru
polynomu p. Vyraz ((1.9)) lze vytknutim a preznaCenim konstant prepsat do pri-
jemnéjsiho tvaru

cljﬁo (sin {i:(kj,x)}ylj ﬁ (cos {Z(lt,@})m : (1.10)

t=0

Tento vyraz je produkt 377" ,n; sint a 33" (n; cosini. Tyto rady ale muzeme
postupné zmensovat. Dokud plati N := 77" on; + >3 gn, > 1, mizeme pouzit
vzorce odvozené z rovnic , a . Vsechny prevedou ¢len o cel-
kové mocniné N na soucet dvou jinych clent ve stejném tvaru, obou o celkové
mocniné N — 1. Tento proces muzeme rekurentné opakovat, ktery z vzorct pou-
zijeme zalezi na konkrétnich mocnindch vyrazi. Nakonec ndm zbyde suma 2V~1
prvki, které bodou v jednom z tvari

(27
co sin {4T<k,x>} ,
27
c3coss —(1,x) ¢,

’ {47°< >}
kde ¢y, c3 jsou realné konstanty, a k, 1 € R Takovy vyraz uz je ale goniomet-
ricky polynom. Zaroven je ziejmé, ze soucet goniometrickych polynomii o stejné

periodé je opét goniometricky polynom o téze periodé.
O

V nésledujici ¢asti si ukdzeme, Ze hodnoty E[f(X)] pro vSechny funkce f spo-
jité omezené uz jednoznacné urcuji rozdéleni nadhodného vektoru. Goniometrické
polynomy potom pouzijeme pro aproximaci téchto funkci f, nebof maji blizkou
souvislost s charakteristickou funkeci.

Véta 2 (Lachout|, 2004, str. 73). Necht E = (F,d) je metricky prostor, P,Q jsou
dvé pravdépodobnostni miry definované na borelovské o-algebre B(E), pro které
plati:

[ rap= [ raq
E E
pro kaZdou funkci f : E— R spojitou omezenou. Potom plati P = ().

Diikaz. Definujme M = {B € B(E); P(B) = Q(B)}. Zfejmé nam pro dikaz
tvrzeni staci ukazat B(E) C M. Oznac¢me F(F) systém vSech uzavienych mnozin
v E. Ovérime, 7ze M obsahuje tento systém, tedy F(E) C M.

Ziejmé () € M. Necht F' € F(F) je neprazdna. Potom pro Vn € N definujeme
fo(z) == (1 — n d(x,F))", kde d je metrika prostoru E. Funkce f, se na F
rovnaji jedné, a jejich funkéni hodnota klesa s rostouci vzdalenosti od mnoziny
F. Z definice vidime, Ze plati 15 < f, < 1proVn € N, a také lim fn(z) = 1p(x)
pro vSechna x € F. Funkce f, jsou spojité omezené, tedy dle predpokladu plati:

/EfndP:/EfndQ Vn € N.

7



Limitnim prechodem nhﬁrglo za pouziti Lebesgueovy véty (Billingsley, 1995, tvr-

zeni 16.4), kde za integrovatelnou majorantu bereme konstantu 1, ziskame:

P(F) = [ 1pdP = [ 1,4 = Q(F),

atedy i F' € M.

Mnozina F(FE) je uzaviena na konefné pruniky, tedy je to m-systém, ktery
je obsazeny v M. Z Dynkinovy véty (véta 30| v priloze) plyne pozadovany zavér
o(F(F)) =B(E) =M.

O

Lemma 3 (Lachout, 2004, str. 56). Necht E = (E,d) je separabilni iplnyg me-
tricky prostor a p je pravdépodobnostni mira definovand na B(E). Potom je
tésnd.

Diikaz. Dukaz je popséan v praci Lachout| (2004, str. 56), k dokézani tésnosti
je jesté treba ukazat regularitu p a predstavit postacujici podminku pro tésnost
regularnich mér.

O

Lemma 4. Necht ji je borelovskd pravdépodobnostni mira na R?. Potom pro kaZdé
e > 0 existuje r > 0 tak, Ze p([—r,r]?) > 1 —¢.

Diikaz. Lemma je piimym dusledkem lemmatu [3]

]

Nyni uz mame dostatecnou teorii na to, abychom ukazali dilezitost charak-
teristickych funkci. Zakladem je nasledujici véta.

Véta 5 (Lachout), [2004} str. 84). Rozdéleni redlného ndhodného vektoru je jedno-
znacné urceno jeho charakteristickou funkct.

Dikaz. Zname-li charakteristickou funkci redlného ndhodného vektoru X, uka-
zeme, ze potom zname hodnoty E[f(X)] pro vSechny spojité omezené funkce, a
tedy i rozdéleni vektoru X.

Necht f : R? — R je omezend a spojitd funkce, ¢ > 0. Diky lemmatu
najdeme r > 0 takové, ze P(X ¢ [—r,r]¢) < e. Podle lemmatu [1| pak pro funkci
f a nalezené r existuje goniometricky polynom a € Gony, spliujici (1.2) a (1.3)).
Pocitejme:

| [E[f(X)] - Ela(X)]]

< EIf(X) = aX)Ixeprmall + [E[(f(X) = a(X))Lxgrm]l

2
e + [BIf(X)Lxgrrmll + [E[a(X)1xg )]
(1.3)+lemma 4]
Edremel. 4 sup @)l e + (sup [f0]+1) €
xERI x€eR9
- 2 (sup |[f(x)|+ 1) e.
xcRd



Pro nalezené a € Gony, plati z (1.1

2T

Ela(X)] = i Aj Im (lSX(ij)) + i@j Re (f’x(le))-

Hodnotu E[f(X)] tedy dokdzeme libovolné pfesné aproximovat pomoci hod-
noty E[a(X)], kterou zndme diky znalosti charakteristické funkce. Funkce f byla
libovolna spojitda omezend, takze podle véty |2/ uz zname i rozdéleni X.

m

Nyni uz méame dostatecnou teorii pro dokazani Cramérovy-Woldovy véty.

Véta 6 (Cramérova-Woldova). Rozdéleni ndhodného vektoru X = (Xi,..., Xq)"
je jednoznacne urceno rozdélenimi jeho projekci do vsech primek, tj. rozdélenimz
ndhodngjch velicin (t,X) pro vechna t € RY.

Diikaz. Necht t € RY. Jelikoz zname rozdéleni ndhodné veli¢iny X; := (t,X),
zname i hodnotu jeji charakteristické funkce v 1, co je Py, (1) = E[e!(&X)0] =
E[e/tX)] = Px(t), tedy zname hodnotu charakteristické funkce ndhodného vek-
toru X na celém prostoru R%. To podle véty |5/ urcuje rozdéleni ndhodného vektoru
X.

]

1.2 Inverzni vzorec pro charakteristické funkce

Je ztejmé, ze Cramérova-Woldova véta je pouhym disledkem faktu, ze roz-
déleni je jednoznacné urceno charakteristickou funkci. Je ale vice zptisobi, jak
toto tvrzeni dokazat. Jednim takovym dikazem je naptiklad nalezeni inverzniho
vzorce, diky kterému z charakteristické funkce explicitné ziskdme pravdépodob-
nostni miru. V nasledujici sekci uvidime, jak tento vzorec vypada, a dokdzeme si
jeho platnost.

Véta 7 (Billingsley, 1995, str. 382). Necht u je pravdépodobnostni mira na R?
a ji(x) jeji charakteristickd funkce. Necht je ddle A omezeny kvddr v R? tvaru
A={xeRY a; <z; <bj, 1 <j<d}, kde a; < b; pro vsechna j z mnoZiny
{1,...,d}. Pokud hranice A md nulovou pravdépodobnost, tj. 1(0A) = 0, tak plati

i 1 e~tibi |
p(A) = Jim /BT 7 }M(t)dt, t=(t,... ta), (111

kde Br = {t e R% |t;| <T,1<j<d}, adt=dt;---dt,.

Jj=1

Dukaz. Polozme

d

Ir= (271r)d /BT [

—itja; __ ,—it; bj
R ] fu(t)dt.
j Zt]'

1

9



Rozepisme si charakteristickou funkci do tvaru

—Zt i% — e ’itjbj )
i(t,x)
e du(x)dt. 1.12
BT] 1 /Rd /L< ) ( )

Vyraz - je dvojity integral pies mnozinu By x R?, kterd ma koneénou v)\d X
p miru. Navic je integrand po dodefinovani v t; = 0 spojity (lim;—o emita_e—tb

it
b — a) a omezeny, nebot pro x a « redlné, o > O plati

t . 1 .
/ e MT g — _f[efazt o 1]’
0 ai
N e~ita _ p—ith | — ai [y e= " dx + bi [ e " d|
it |t]

lal Jo le=**|dz + bl Jy le~***|dz_ al[t]|1] + [b]|t]|1]

< <
i i

= la| + 0],
Dvojity integral v (1.12) tedy existuje a dle Fubiniho véty (Billingsleyl, [1995|
tvrzeni 18.3) mizeme vyménit poradi integrali:
—it;b

1 d —lt a5 __ e 305 e
Iy = (27r)d/Rd / H % dt | dp(x).

J

Vnitini integral mizeme Vymsht pomoci Fubiniho véty a rozepsani integrandu

pres Eulertav vzorec
eiti(zi—aj) _ pitj(z;—bj)
/ : dt| du(x)
Br ;. it

- /. l/ T (eos sz, —am—<cos+isiﬂ><tj<“’j_bj))dt] dp(x)

Ir =

T i) 2mit;

llchost
R4
Fubini /

Rd

su@st/
d
RE -5

/Rd 11 [/T sin(t;(x; aj))dtj B /OT sin(t;(x; — bj))dtj‘| d(x)

i mt; mt;

/ ﬁ ZSIH — a'j)) — iSin(tj(ZEj - b]))dt] dﬂ(x) (113)

BT 27Titj

I~

[/T sin(t;(x; — a;)) — sin(t;(z; — bj))dtj] dp(x)

1 T 27th

<

=

7th

VOT sin(; (z; — a;)) — sin(t;(z; — bj))dtj] d(x)

<
I

(2;—a;) (2;-b;)

d [ (Tlay—asl sin(s; {2=2) Tle;—b;| sin(s; =4
LR[S a0

j=1 TSj S
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- [ L[ s, - o) - =B sy, )] duce

™

(1.15)

Yy sint

kde S(y) := /0 Tdt proy > 0.

Ve vyrazu jsme pro dva vnitini integraly pouzili substituce s; = t;|z; —
a;| pro prvni integrél a s; = t;|z;—b;| pro druhy integral. Cosiny nam z integrandu
zmizely, nebot jsme ve vyraze integrovali pfes mnoziny [—~T,T] a “=* je
lichd funkce. Jelikoz lim S(z) = 3 (dikaz tohoto faktu miZeme najit napifklad
v Billingsley|, 1995/ na strané 235) a integrand v ([1.15)) je omezeny, mtuZeme pouZit

Lebesgueovu vétu (Billingsleyl 1995, tvrzeni 16.4), a plati
Jim 1z

= /Rd ﬁ Tlim lsgn(xj_aj)s(ﬂxj —a;|) — WS(T’% _ bj\)] dp(x)

™

d SgN(Tr,; — a; SgN(xr; — 05
:/Rdj:l l gn( 32 i) _ 58 ( 12 bj)] dpu(x)
= [ I o) + 500 + L)) [ du). (116)

Z predpokladu p(0A) = 0 muzeme z integrandu ve (|1.16) vynechat druhou
a treti indikatorovou funkci, protoze jejich integral vzhledem k p bude nulovy
pres celé RY. Diky tomu uz dostavame pozadovany vzorec

i 7o = [T [l (0)] dx) = ()

T—o00

Vzorec z véty 7| jsme ziskali diky tomu, Ze charakteristicka funkce fi(t)
je integral goniometrickych funkci, u nichz jsme vyuzili jejich lichost a sudost.
Charakteristickou funkci jsme vynésobili vhodnou lichou funkci tak, aby nam
cosiny diky sudosti pfi integraci pres t vymizely (vyraz (1.13])) a zbyl ndm intergal

sinu tvaru 0 at
% sina
fla) = / dt.
0 t

Vzapéti jsme ale zjistili (vyraz ), ze pro a nulové je i f(a) rovné nule,
pro nenulové a hodnota f(a) zélezi pouze na znaminku a. Pokud je pro nenulovy
argument a absolutni hodnota |f(a)| pevnd a méni se pouze znaménko f(a), lze
takovy vyraz upravit na funkeci signum (staci funkei vynasobit vhodnou konstan-
tou, proto je na zacatku inverzniho vzorce z véty [7| konstanta obsahujici 27). Siny
a cosiny, které jsme v charakteristické funkci integrovali vzhledem k i, jsme timto
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prevedli na indikatorové funkce, jejichz stfedni hodnota vzhledem k p se rovna
pravdépodobnosti mnoziny vystupujici v indikatorové mnoziné, tj.

E 1= [ 14(x) du(x) = p(A).

Problém s hranici ale nastava, protoze sgn(0) = 0, pri¢emz bychom chtéli sgn(0) =
1. Kvilli tomu nedokézeme kraje indikatorové funkce presné vyjadrit pomoci
funkei signum, a vzorec (1.11)) misto p(®(a;, b;]) vyjadiuje

1 1
P (05, 0)) + 5 wO@ o b))~ 5 2 wl(x)),
XEKa,b
kde K,; je mnozina vektori x € RY, které spliuji x; = a; nebo x; = b,

pro V5 € {1,...,d}, d > 2. Zda se, ze i znalost téchto pravdépodobnosti uz
urcuje rozdéleni, nebot nepresnost pravdépodobnosti hranice miizeme odstranit,
kdyz najdeme hodnotu vzorce pro kvadr, jehoz vnitiek obsahuje hranici pred-
choziho. To také vede k nésledujici ivaze. Pro méritelny kvadr B zkonstruujeme
posloupnost méritelnych kvadria {B,;n € N}, kterd konverguje k B, a navic
B,+1 C B, pro vsechna n € N. Pokud oznacime vzorec jako funkci V' (A),
potom ze spojitosti miry plati
lim V(B,) > V(B). (1.17)

Zaroven ale vime, ze hodnota obou stran rovnice se bude liSit leda o néjaky
nasobek miry hranice B. Proto ve vyraze nastane nerovnost pravé tehdy,
kdyz je mira hranice mnoziny B nenulova. Mame tedy cestu jak zkontrolovat,
jestli vzorec ([1.11f) opravdu odpovidd mite mnoziny B. Ukazuje se ale, Ze misto
prace s limitnim prechodem je leh¢i najit hustou mnozinu, na které neptresnost
na hranici mizi.

Odvozeny vzorec (1.11)) jesté nerika, ze charakteristicka funkce plné urcuje
rozdéleni ndhodné veli¢iny, a to kvili predpokladu p(0A) = 0. Nicméné se da
ukazat, ze tento predpoklad 1ze chytie obejit.

Lemma 8. Pro kaZdé dvé borelovské pravdépodobnostni miry pu,v na R? existuje
D C R hustd v R takovd, Ze u(0A) = v(0A) = 0 pro vsechny kvddry A C R se
souradnicemi v D.

Diikaz.  Tvrzeni nejdiive dokdzeme pro pripad d = 1. Polozme D = {z €
R; u({z}) = v({z}) = 0}. Pfedpoklddejme, Ze D neni hustd, tedy ze A := R\ D
je neprazdné otevienda mnozina v R. Pranik D N A je prazdny a A je oteviena,
takze obsahuje nespocetné mnoho bodu z, pro které plati bud pu(x) # 0 nebo
v(z) # 0. Protoze sjednoceni dvou spocetnych mnozin je také spocetné, musi
byt bud {z € R; u(z) # 0} nebo {z € R; v(zx) # 0} nespocetni. BUNO
predpokladejme {x € R; p(z) # 0} nespocetna. Potom In € N takové, ze
Sp = A{x € R; pu(x) > L} je nespocetnd a plati

= u(®) > () > Y=o,

€S,

coz je ziejmeé spor. Tedy D je hustd v R, a pro vSechny kvadry v R se souradnicemi
v D, tedy tvaru [a,b], a,b € D, plati u({a,b}) = v({a,b}) = 0.
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Necht d > 1. Najdeme maximalni D C R tak, Ze vSechny méftitelné kvadry
v R? se soufadnicemi v D maji nulovou hranici vzhledem k obou mirdm. Mnozina
D je neprazdna. Pokud by tomu tak nebylo, pak pro kazdy kvadr tvaru [a, b]?
je jeden z vyrazii u(9[a, b]?), v(da,b]?) nenulovy (jinak by {a,b} C D). Pak ale
z libovolné nespocetné mnoziny v R dokazeme zkonstruovat nespocetnou mnozinu
disjunktnich méfitelnych kvadri v RY, jejichz hranice jsou vzhledem k néjaké
z mér u, v nenulové. To stejnou tvahou jako v prvni ¢asti diikazu vede ke sporu.

Pokud D nenf hustd v D, pak A := R\ D je oteviena, a pro kazdé a € A
existuje méfitelny kvadr tvaru {x € R%; a; < z; <b;, 1 < j < d} v R? takovy, Ze
alespon jedna jeho souradnice je rovna a, a pritom jeho hranice vzhledem k p nebo
v neni nulova. Mnozina A je nespocetnd, takze jedna z podmnozin A,, A, C A
bodl a v R, pro které existuje méritelny kvadr se souradnici v a o nenulové mite
hranice bud vzhledem k z nebo v je také nespoéetni. BUNO bud A, nespocetna.
Pro kazdé b € R oznac¢me

L] = {x e RY z; = b},

d .
Lb::{XeRd; 3]6{177d}7mJ:b}: UL{’
j=1

Necht pro néjaké a € A, plati u(L,) = 0. Potom body v hranici libovolného
kvadru se souradnicemi v D U {a} jsou budto obsazeny v hranici jiného kvadru
se soufadnicemi v D, nebo v L,. Ve vSech ptipadech je potom mira hranice
vzhledem k p nulova, a tedy a € D. To je ale spor. Pro vSechny a € A, tedy plati
p(Lg) > 0. Také plati

0<p(La) =p(lJ L)< Z:u(Lﬁ;%

j=

kde jsme vyuzili Booleovu nerovnost. Pro kazdé a € A, tedy existuje index j
takovy, ze u(L?) > 0. Index miZze nabyvat pouze d riznych hodnot, a protoze
A, je nespocetnd, musi alespoii pro jeden index k € {1,...,d} platit, Ze mnozina
{a € A,; u(L%) > 0} je nespocetna. Uvazujme nyni k-té marginalni rozdélenf
miry u, oznac¢me ho py. Pro a € A, plati

u(LE) > 0= pi(a) > 0.

Tvrzeni uz primo plyne z pripadu pro dimenzi d = 1. Tedy jsme ukazali, ze D je
husta v R i pro pripad d > 1.
O

Véta 9 (Cramérova-Woldova, druhy dikaz). Cramérova-Woldova véta (véta @
je dusledkem véty 7 a lemmatu[§.

Diikaz. Necht 11 a v jsou dvé borelovské miry na RY, které maji identické pro-
jekce do vSech piimek. Potom maji z tvrzeni v dikazu véty [0] také identické
charakteristické funkce. Z lemmatu [§] najdeme mnozinu D. Pokud A a B jsou
meéritelné kvadry se souradnicemi v D, pak jejich prinik je také méritelny kvadr
se soutadnicemi v D. Plati tedy, ze mnozina [p, definovana jako mnozina vsech
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méritelnych kvadri se souradnicemi v D, je w-systém. Zaroven pro VA € [p plati
p(0A) = v(0A) = 0 z vlastnosti mnoziny D. To ale podle véty [7| znamena, ze
u(A) = v(A), nebot pro obé hodnoty mame vzorec, ktery je pro stejné charak-
teristické funkce také stejny. Mame tedy splnény vsSechny predpoklady véty
z prilohy, kterd uz dokazuje pu = v.

O

1.3 Alternativni dukaz bez uziti charakteristic-
kych funkci

V predchozich sekcich jsme ukazali dva zptsoby, jak dokézat vétu [5], ktera tvr-
dila, ze charakteristicka funkce jednoznacné urcuje rozdéleni. Cramérova- Woldova
véta (Véta@ potom byla zfejmym disledkem. Dlouho se predpokladalo, ze bez po-
uziti charakteristickych funkei vétu EI ani nelze dokézat. Ze to neni pravda ukazal
v roce 1997 némecky matematik Guenther Walther. V této sekci ukézeme, ze
Cramérova-Woldova véta plyne uz z véty [2

Lemma 10. Necht Z je n-rozmérny nahodny vektor, jehoZ prvky jsou nezdvislé
ndhodné veliciny ze standardniho normdlniho rozdelent, tj.

Zy

Zo
Z = . ~ Nn<0n7]:n><n)

Zy,
Pak pro n-rozmérny vektor konstant C plati:
C'Z~N(0,C|).
Diikaz. Lemma plyne z nasledujiciho faktu:

Z~N,(t,¥) = C'Z~ N(C'pu,C"2C).

]

Lemma 11 (Walther| |1997, str. 315). Pro m € N a 2m + 1 rizngch redlnych

cisel ¢1, ..., Gome1 existuji redlnd cisla aq, ..., asmy1 tak, Ze funkce
2m—+1
g(t) == D a;®(¢it), t >0, (1.18)

i=1
kde ® je distribucni funkce standardniho normdlniho rozdélent, je vadu O(t>™+1)
prot — 0. Tedy g(t)/t*™ ! je lebesqueovsky integrovatelnd, a plati

/Ooo 90 4 4 (1.19)

t2m+1
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Diikaz. Dikaz existence ¢isel ay,...,as,+1 lze nalézt v knize Pollard] [2010,
strana 204. Dtikaz s konstrukei téchto ¢isel pro jednu konkrétni mnozinu éisel
O1y -y Pami1, ve které jesté k funkei g(t) priddme konstantu, aby platilo g(0) = 0,
se nachazi v praci |Walther], 1997, strana 316.

m

K dikazu nésledujici véty by nam stacil fakt, ze existuji ¢isla @1, ..., domr1,
ai, ..., Qg1 spliiujicl zéveéry lemmatu [I1], jelikoz jejich konkrétni hodnoty nés
zajimat nebudou. To, ze ¢, ..., ¢9, 11 muzeme volit libovolné, je ale prijemny
fakt, ktery je vhodné zminit.

Véta 12 (Pollard), 2010, str. 203). Necht h : R*™ — R je omezend spojitd funkce,
a X je 2m-rozmérny ndhodny vektor s rozdélenim p. Potom je hodnota E[h(X)]
jednoznacné uréena rozdélenimi ndhodngjch velicin (t,X) pro Vt € R*™,

Dikaz. Zvolme libovolné konstanty ¢q, ..., ¢omi1, k nim najdeme aq, ..., agpmi1
z lemmatu [I1] Definujme

1
F:R™ =R, F(x) :zg(),
[l

kde ¢ je definovano jako v ([1.18)). Plati:

1

[l

Fa\m = - g< ) d\?™(x)

R2m

olarni souradnice > 1 _
Fomisteice [Tg (D) [ 1am i) dr
0 T/ Jyll=r
> 1 2m—1
= / g() Comr dr
0 T
r 0 (1.19)
t= 1/ Com / g(t)/t2m+l dt ? 0,
0

kde CY,, je plocha jednotkové koule v dimenzi 2m. Mizeme tedy definovat F) :=

Jgzm F dA?™, a vime, Ze je nenulové. Zabyvejme se nyni vyrazem
lim / / h(x + ay)F(y) dy du(x). (1.20)
a—0t JRrR2m JR2m
Funkce F' a h jsou integrovatelné, mizeme pouzit Lebesgueovu vétu

Jim /R . /R , h(x+ay)F(y) dy du(x)

- /]R2m/]R lim h(x + ay)F(y) dy du(x)

2m q—0t
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- /Rm /RQm h(x)F(y) dy dp(x) = E[R(X)]F). (1.21)

Jelikoz vyraz F) zndme a je nenulovy, muzeme jim délit a pro znalost E[A(X)]
podle (1.21)) sta¢i znit hodnotu

/RZm /RZM h(x + ay)F(y) dy du(x) pro V o > 0. (1.22)

Necht o > 0. Pocitejme

/R2m /Rzm h(x +ay)F(y) dy du(x)

_ /R N /R _ h(x+ay)F(y) d\"(y) du(x)

y:(t;x)/a 72m/ / htF(t_X) d)\th d
o [ [ wwE (Y (t) du()

R I T, <t_x) dp(x) dA2"(t). (1.23)

«

Zkoumejme nejdiive vnitini integral ve vyrazu (1.23). Pro pevné o > 0, t €
R?™ nas zajima hodnota vyrazu EX[F(%)] Rozepisme si funkci F' podle jeji

definice:
t—X «
w7 ()] = o ().
a It —X]|
2m—+1 2m—+1
(1.18 aQ;
= ' Z a; EX ) <||t—¢)(||> = Z a; EX {PZNN(O,l) (Ht — XHZ S Oéqbz)} .
i=1 =1

(1.24)

V poslednim vyrazu jsme si rozepsali chybovou funkci @ jako pravdépodobnost
urcitého jevu pro Z ~ N(0,1) nezavislé na X. Pokud mame X pevné, vime
z vlastnost{ normalniho rozdéleni, Ze ||t —X||Z ma N(0,||t —X||?) rozdéleni. To je
ale podle lemmatu [10| stejné rozdéleni jako rozdéleni nahodné velic¢iny (t — X, Z).
Rozdéleni tohoto vektoru ale podle predpokladi zndme, protoze pro kazdé Z
pevné je (t — X, Z) projekce. Zbyva nam upravit do tvaru s projekcemi:

Ex [Pz-noy (It = X[ Z < a¢))]
= Ex [PZNNgm(O,I) ((t—-X,Z) < O@i)}
= /Rm /Rm L{t-xz)<asy APz dp(x)
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P sz zan dulx) dPy. (1.25)

Vidime, 7Ze vnitini integral dokazeme vycislit i bez znalosti p, sta¢i ndm znat
rozdéleni projekci X do vSech primek. Diky tomu ale zname i , ,
a po limitnim pfechodu lim,_,o+ a vydéleni vyrazem F) uz zname i samotné
E[h(X)]. To jsme chtéli dokazat.

m

Cramerova-Woldova véta je disledkem predchozi véty. Pro sudé dimenze nam
iikd, Ze rozdéleni projekei do pfimek jednoznacné urcuje E[h(X)] pro libovolnou
spojitou a omezenou funkci h, coz podle véty [2| uz jednoznacné urcuje rozdéleni
X, tedy Cramerova-Woldova véta plati. Pokud ale plati v dimenzi 2m, musi také
platit v dimenzi 2m — 1. Pokud by to tak nebylo a existovaly by ndhodné vektory
X,Y o 2m—1 slozkach, které maji stejné rozdéleni projekci do primek, ale rozdilné
celkové rozdéleni, pak mizeme definovat 2m-rozmérné nahodné vektory X', Y’,
pro které plati X} = Y] = 0s.j., a prvnich 2m — 1 slozek mé stejné rozdéleni

jako vektory X, Y, tj.
, (X . (Y .
X' = (1 s.J, Y = 1] s

Z konstrukce plyne, ze X’ a Y’ maji stejné vlastnosti jako X a Y, totiz jejich
projekce do primek maji stejna rozdéleni, ale celkova rozdéleni se nerovnaji. To
je ale spor, nebot pro sudou dimenzi uz jsme Cramerovu-Woldovu vétu dokazali.

Diikaz véty [I2]na prvni pohled pfipomina dikaz véty[7] V obou piipadech zjis-
tujeme hodnotu integralu po vynasobeni dalsim integralem, ktery potom pomoci
Fubiniovy véty vycislime diive. Zatimco v prvnim piipadé jsou funkce konstru-
ovany s cilem vhodné hodnoty jejich integralu, ve druhém ptipadé nepouzivame
Fourierovu transformaci, proto si musime pridat integraci vlastni, ktera ma prav-
dépodobnostni inerpretaci. V pripadé dikazu véty [12] jde o konvoluci mér.

Definice 3. Necht u, v jsou dvé konecné borelovské miry na prostoru R%. Defi-
nujme borelovskou miru predpisem

pxv(E) = /Rd /]Rd 1p(x +y)dux)v(y)

pro kaZdou borelovskou mnozinu E na RY. Vijraz pu* v nazjvdme konvoluce mér
[av.

Z definice [3] neni tézké ovérit, ze
[ p)des ) = [ [ b+ y)dux)v(y).
R4 R JRd
coz pripomind vyraz vyskytujici se v ([1.20)). Sice v tomto vyraze nejsou obé miry

pravdépodobnostni (pracujeme s Lebesgueovou mirou), nicméné to oSetfime tim,
ze integrujeme funkei slozenou z distribuc¢nich funkei standardniho normalniho
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rozdéleni, které nam postupné Lebesgueovu miru transformuji na miru standard-
niho normalniho rozdéleni, jak vidime ve vyraze . K takové transformaci
obecné muzeme vyuzit libovolnou distribuc¢ni funkci, my pouzivame ® kviili vlast-
nostem popsanym v lemmatu[I0]a lemmatu[T1} K aplnému pochopeni idei dikazu
ale musime jesté lehce preformulovat Cramérovu-Woldovu vétu.

Véta 13 (Cramérova-Woldova, alternativni znéni). Rozdéleni pravdépodobnostni
miry p nahodného vektoru X definované na R? je jednoznacné uréeno pravdépo-
dobnostmi poloprosturi, tj. hodnotami

pl(x,w) < ¢)

pro vsechny jednotkové vektory u € R? a viechny konstanty ¢ € R.

Diikaz. Necht t € RY. Potom zndme vyraz

t
(%, W> <¢)

pro vsechny konstanty c, takze zname distribuc¢ni funkci a tedy i rozdéleni na-
hodné veli¢iny (X, t) pro vSechny t € R%. To uZ je tvrzeni véty @
O

Idea dikazu je misto stfedni hodnoty funkce h hledat stiedni hodnotu indi-
katorovych funkci poloprostorti, tedy funkei tvaru

X = 1x)<e}

pro pevné t € R, ¢ € R. V nasem konkrétnim piipadé je t nahodny vektor z mno-
horozmérného normalniho rozdéleni a ¢ zalezi na konstantach ¢; z lemmatu |11}
Nebot zname rozdéleni projekei do primek, zname i stfedni hodnoty funkci tohoto
tvaru.
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2. Cramérova-Woldova véta pro
diskrétni rozdéleni

Pro nahodny vektor s diskrétnim rozdélenim si dokazeme projekce do primek
predstavit vizualné. Pokud vektor v R? mtize nabyvat pouze n riiznych hodnot,
muze se zdat, ze znalost vsech projekci je vic nez potiebujeme pro jednoznacné
urceni rozdéleni. V této kapitole se budeme zabyvat, jak se Cramérova-Woldova
véta zjednodusuje pro rizna diskrétni rozdéleni.

2.1 Rovnomérné rozdéleni na n bodech

Pokud je p pravdépodobnostni mira s rovhomérnym rozdélenim na n bodech
v R?, mtiZzeme ekvivalentné pracovat s mirou nu, kterd uz pravdépodobnostni
neni, nicméné nosi¢ miry a rovnomeérnost rozdéleni jsou zachovany. Proto mi-
zeme tento problém interpretovat jako problém rekonstrukce n bodu z projekci
do primek. Rekonstrukeci geometrickych objektt z jejich projekei se zabyva obor
zvany geometrickd tomografie. V nasledujici sekci se budeme bavit o rekonstrukeci
bodii, které v ptivodnim problému s mirou p tvoti jeji nosic.

Znaceni. Symbolem A, budeme v této kapitole znacit néjakou n-bodovou mno-
zinu v R?, tedy A, C R% |A,| = n. Dimenze d bude zfejm4 z dimenze konkrétniho
problému.

Definice 4. Smérem u v této kapitole budeme rozumét jednotkovy vektor v R,
Duva smery uy, us nazveme ruzné, pokud uy # tus.

Projekci do primky budeme v této kapitole oznacovat jako projekci do sméru,
ktery je s ni rovnobézny. Nebof mnozina piimek rovnobéznych s danym smérem
je nekonecna, budeme pro jednoznacnost uvazovat jen projekce do primek pro-
chézejicich pocatkem. Sméry jsme si definovali tak, aby rtizné sméry odpovidaly
riznym primkam.

Definice 5. Rekneme, Ze smery uq, ..., u, projekéné urcuji mnoZinu A,, pokud
pro kazdou n-bodovou mnoZinu Al,, kterd md stejné projekce do smeri uy, . .., Up,
jako mnozina A, plati A, = A,.

Ziejmé nas bude zajimat, jaky je vztah mezi ¢isly n a m z definice [ Je
ale zfejmé, Ze pro projekce nezédlezi pouze na poctu sméri, ale také na jejich
vzajemném polozeni. Naptiklad v dimenzi d = 3 mizeme vzit libovolné mnoho
riznych smért s nulovou treti souradnici, a z projekci do nich negzjistime nic o
treti souradnici projektované mnoziny.

Definice 6. Pro dimenzi d > 1 a sméry ui, ..., u, vR? definujeme
fa(uy, ... ) == max{n; uy, ..., u, projekéné urcuje VA, C R}
Ddle definujme
Fd(m) ‘= sup fd(ula"'yum)‘

ULy Um
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Pokud plati Fy(m) = n, vime, %e na rekonstrukci n bodii v prostoru R? ndm
sta¢i m projekci do primek. Konkrétni sméry pfimek nas v tomto pripadé nezaji-
maji, zato hodnoty Fy(m) ano. Za¢neme zkouménim téchto hodnot pro dimenzi
d=2.

2.1.1 Pripad n bodu v dimenzi 2

V dimenzi d = 2 dokdzeme hodnoty F;(m) pro mensi hodnoty m najit presné.
Pro jeden bod ndm staci pro rekonstrukci dva rizné sméry, pro dva body t¥i rtizné
sméry, pro 3 body 4 rizné sméry (na obrazku vidime, Ze 3 sméry stacit ne-
musf). Obecné se zd4, Ze s kazdym novym smérem, do kterého zjistujeme projekei,
nam pomuze zrekonstruovat novy bod. Jinak feceno, Fy(m) je rostouci funkce.
Neni jasné, jestli tato domnénka plati, zato ale vime, ze Fy(m) je neklesajici, a
je zdola omezend rostouci funkci. Prvni fakt je ziejmy z definice Fy(m), druhy
dokazuje nasledujici véta.

Obrézek 2.1: Tti sméry neurcuji t¥i body.

Véta 14 (Matousek a kol., 2008, str. 1605). Plati Fy(m) > m — 1.

Diikaz. Necht mame pro spor mnozinu m riiznych sméri v R? a dvé riizné mnoziny
A1, B—1 0 m — 1 bodech, které maji stejné projekce v danych smérech. Zafi-
xujme libovolny bod a € A,,_1 \ By—1. Pro i-ty smér musi existovat b; € B,,_1,
které ma stejnou projekci do i-tého sméru jako a. Nebot sméry jsou vzajemné
rizné, musi byt i body b; riazné. Sméru je m, tedy bodu b; musi byt také m. To
je ale ve sporu s tim, ze B,,_; je mnozina o m — 1 bodech.

O

Nasli jsme tedy dolni odhad pro hodnotu Fy(m). Dalsi otdzka by méla byt,
jestli existuje néjaky horni odhad. Existuje néjaka koneéna mnozina bodi, ktera
dokaze projekéné urcit libovolnou spocetnou mnozinu boda? Nahled na tento
problém nam da nasledujici priklad.
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Priklad. Nechf pracujeme v dimenzi d = 2, ve které mame m sméri, jejichz
odpovidajici ptimky tvoii osy stran pravidelného 2m-ihelniku. Pak miizeme roz-
delit jeho vrcholy do dvou mnozin A a B o m prvcich tak, aby v zadné z mnozin
neexistovali dva sousedici vrcholy. Vrchol, ktery patii do mnoziny A, pak sousedi
jen s vrcholy z B, a opa¢né, jak mizeme vidét na obrézku [2.2] na kterém je vy-
obrazen pripad m = 4. Protoze body na obvodu stiidaji mnozinu, do které patii,
pro libovolnou osu stran bude platit, ze body z A jsou podle této piimky osové
soumérné s body mnoziny B. To ale znamend, ze do této pfimky maji stejné
projekce.

ul

J A * u2

u3

ud

Obrazek 2.2: Rovnobéznikova konstrukee.

Konstrukei s rovnobéznikem nemtzeme vyuzit pro libovolnou mnozinu smér,
nicméné nam priklad dava navod na obdobnou konstrukci pro obecnou mnozinu
smert.

Véta 15 (Matousek a kol., 2008, str. 1606). Plati Fy(m) < 2™ L.

Diikaz. Pro libovolnou mnozinu m sméri uy, . . ., u,, zkonstruujeme dvé mnoziny
Agm-1, Bym-1 0 27! bodech, které maji ve viech smérech stejné projekce. Necht
ai, ...,y jsou nenulové konstanty, napiiklad volme «; = 2071, Definujme vektory
v, := o;l; pro i € {1,...,m}, kde 1; je n&jaky jednotkovy vektor kolmy na smér
u;. PoloZzme
A:={> v;; I c{l,...,m}, |I] suda },
icl
B:={Y v;; I c{l,...,m}, |I| lich4 }.
iel
Vidime, Ze mnoziny A a B jsou ruzné (napiiklad prvek tvoreny souctem vsech
vektoru v; dle nasi volby konstant «; muze lezet jen v jedné mnoziné), a pocet
prvki v jejich sjednoceni se rovna poc¢tu podmnozin mnoziny {1,...,m}, tedy
2™ Diky vété 3T uvedené v piiloze vime, Ze obé mnoZiny maji stejny pocet prvki,
tedy 2m~ 1.
Pro necht a je libovolny prvek mnoziny A. Pak pro kazdy smér u; existuje
pravé jeden prvek B tvaru a + v;, ktery ma stejnou projekci do sméru w; (zna-
ménko zélezi na tvaru prvku a, konkrétné na tom, jestli v; je sCitanec v definici
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prvku a, pokud neni, bude ve vyrazu plus, jinak minus). V kazdém sméru jsou
tedy projekce bodii z A a B stejné. To jsme chtéli ukazat.
O

Dokézali jsme tedy, 7ze plati m—1 < Fy(m) < 2™~1—1. Horn{ i dolnf mez jesté
vylepsime nasledujicimi tvrzenimi, které ale prezentujeme bez diikazl, nebof ty

vvvvvv

Véta 16 (Matousek a kol., 2008, str. 1606). Pro kazdé mg > 0 existuje konstanta
c > 0 takovad, Ze plati o
Fy(m) > 2Tes(m)

pro Ym > my.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v praci [Matousek a kol (2008) na strandch 1608 az
1618. Ideou je vyuziti teorie grafi, kde konkrétné pro m rtznych sméri obarvime
graf m barvami, a zkoumame obarveni strom.

]

Definice 7. Necht f(x), g(z) jsou dvé redlné funkce. Symbolem
f(z) = O(y(x))

rikame, Ze existuje pozitivni konstanta M a xq redlné takové, Ze pro wvsechna
x > xg plati

|f(2)] < Mg(z).
Pokud jsou funkce f(x), g(x) definované na prirozenych cislech, obdobnd notace
rikd, Ze existuje pozitivni konstanta M a ng prirozené takové, Ze pro wvsechna
prirozend n > ng plati

[f(n)| < Mg(n).
Véta 17 (Matousek a kol., 2008, str. 1607). Plati Fo(m) = O(6

w\E

).

Diikaz. Dukaz lze nalézt v praci Matousek a kol (2008) na stranach 1619 az
1621. Idea dukazu je podobnd jako u dikazu véty [15] nicméné v tomto piipadé
volime konstanty «; v zavislosti na smérech tak, aby se nékteré body mnozin A a
B prekryvali. Potom je mizeme z obou mnozin odebrat bez toho, zZe by se zménil
rozdil mezi projekcemi téchto mnozin.

]

Vylepsili jsme tedy horni i dolni mez pro dimenzi d = 2, nebot plati 65 ~
1.817. Lepsi odhad Fy(m) uz ale neznéame.

2.1.2 Pripad n bod® v obecné dimenzi d

Ukazuje se, ze spoustu poznatkll z dimenze d = 2 lze pouzit i ve vyssich
dimenzich. Napiiklad v dukazech véty [14] a véty [15] nijak nevyuzivime dimenzi,
a proto uplné stejnym zpusobem muzeme ukazat, ze plati m — 1 < Fy(m) <
2m=1 1 pro libovolné pfirozené d > 1. Prezentujeme jesté dvé tvrzeni o horni
mezi pro Fy(m).
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Véta 18 (Matousek a kol.| 2008, str. 1607). Plati Fy(m) < Fy(m).

Diikaz. Predpokladejme pro spor, ze plati Fy(m) > Fy(m). Necht je uq, ..., upy,
je mnozina sméru, pro které plati Fy(m) = fa(ui,...,un), a necht II; 5 je or-
togonalni projekce do prvnich dvou soutradnic, tj. pro vSechny body ve tvaru
x = (21,20, T3, ...,3q) v R? plati

H172(($1,l’2,$3, s 7$d)) = (gjly'x?voa s 70)

Necht je A C R? libovolnd mnozina bodt, kterou nelze v R? jednoznacné urcit
m sméry, tedy téchto bodu je vice nez Fy(m), necht jich je Fy(m). Kdyz bereme
mnozinu A jako mnozinu bodi v R?, pak vime, Ze sméry ui, ..., U, ji projekéné
urcuji (z predpokladu |A| = Fy(m)). Nebot body z A maji nenulové jen prvni
dvé souradnice, dostavame z jejich projekci do uq, ..., u,, stejnou informaci jako
z projekci do Iy o(uq), . .., II; 2(w,). Tyto sméry ale mizeme chapat jako sméry
v R?, které v R? urcuji mnozinu A. Sméri je ale m, coZ je ve sporu s tim, 7e A
nelze urcit m sméry.

]

Véta 19 (Matousek a kol., 2008, str. 1607). Pro kaZdé d > 1 existuje redlné cislo
pa > 0 takové, Ze Fy(m) = O((2 — pas)™).

Diikaz. Dukaz je zaloZen na stejné myslence jako dukaz véty [I7 K tomu ale
potiebujeme podmnoziny sméri, které jsou linearné zavislé. Pocet sméria v nej-
vétsi linedrné nezavislé mnoziné zavisi na dimenzi d (piimo se ji rovnd), proto
vystupuje i v samotné horni mezi.

[

2.2 Vhodna omezeni pro diskrétni rozdéleni

Pro nerovnomeérna diskrétni rozdéleni nemtizeme problém jejich rekonstrukce
prevést na rekonstrukci bodu. Presto lze predpokladat, ze pro vhodna diskrétni
rozdéleni lze vyuzit teorii rekonstrukce bodui nebo jiné rekonstrukéni metody.
Predstavme si néjaké rozdéleni blizké rovnomérnému, naptiklad rozéleni, ve kte-
rém ma m — 1 boda pravdépodobnost 1/(m + 1), a jeden bod pravdépodobnost
2/(m + 1). Vidime, ze potiebujeme zobecnit nasi predstavu o mnoziné bodu.

Definice 8. Multisetem v R? o n bodech nazveme néjaké zobrazeni z {1,...,n}
do R?. Projekcemi multisetu do néjakého sméru u rozumime projekce obrazu to-
hoto zobrazeni do sméru, kdy zapocitaivame multiplicitu. To znamend, Ze do bodu
b na projekcni primce p urcené smeérem u se promitne pocet bodi odpovidajici po-
tu Cisel z mmoZiny {1,...,n}, které multiset zobrazi do bodu v R?, jehoZ projekce
do primky p je v bodé b.

Jednim pripadem multisetu o n bodech je mnozina n rtiznych boda. Koncept
je ale rozsiten o fakt, ze multiset nemusi byt prosty. Pak si mizeme predstavit,
7e kazdy bod v R? z obrazu multisetu mé silu odpovidajici velikosti vzoru tohoto
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bodu. Pti projekci v néjakém sméru ma pak bod o sile m stejnou projekci jako
m bodl o sile 1 lezicich na kolmici ke sméru. Pomoci tohoto konceptu si mii-
zeme predstavit diivejsi priklad jako multiset o m + 1 bodech. Pokud dokazeme
odvodit obdobné meze jako v pripadé n bodi, muzeme je vyuzit pro diskrétni
rozdéleni, ktera sice nejsou rovnomérna, ale pravdépodobnosti bodl v jejich no-
si¢i jsou racionalni, tedy maji nejvétsi spoleény délitel. V tom pripadé musi byt
tvaru 1/n pro néjaké prirozené n. Pak problém urceni rozdéleni z projekei miu-
zeme interpretovat jako problém urceni multisetu o n bodech, pficemz bodu s
pravdépodobnosti [/n odpovidd bod multisetu o sile [.

Nebot predchozi kapitola byla specialnim ptripadem multisetu, dava smysl, ze
pro rekonstrukci multisetu o n bodech budeme potirebovat minimalné tolik smért
jako pro rekonstrukci n riznych bodi. Pokud tedy definujeme f7uti a [t
pro multisety obdobné jako v definici @, bude platit F7“(m) < Fy(m). MZeme
tedy pro F7(m) pouzit horni meze odvozené pro Fy(m). Pro piipad d = 2 Ize
horni mez jesté upravit.

Véta 20 (Matousek a kol., 2008, str. 1607). Plati F3"(m) = O(198% ), pricemz
1985 ~ 1.7996.

Diikaz. Diukaz lze nalézt v praci Matousek a kol. (2008) na strané 1621.
[l

Horni mez pro multisety v dimenzi d = 2 by se dala upravovat déle hledanim
lepsich konstrukei podobnych konstrukei ve vété[15] které piinasi mensi asympto-
tickou horni mez. Nicméné tento kol se zda byt obtizny i s pomoci pocitace, a
zlepSeni horni meze z véty neni vyrazné. Co se tyce dolni meze, ukazeme
v dalsi sekci, ze idea multiseti nam v tomto pripadé vice skodi, nez pomaha, a je
jednodussi rozdéleni neprevadét na multiset.

Zajimavy je i pripad, kdy nékteré body maji pravdépodobnost racionalni,
nékteré iracionalni. V projekcich do vhodnych primek pak mtzeme rozlisit body
do téchto dvou skupin, coz rekonstrukci vyrazné urychli. Problém je ale ten,
ze soucet néjakych iraciondlnich pravdépodobnosti bude raciondlni (v opa¢ném
ptipadé by soucet vSech pravdépodobnosti nemohl byt roven 1). Pokud budou mit
body s témito pravdépodobnostmi stejnou projekci, tak z ni nepozname, ze tyto
body maji iracionalni pravdépodobnosti. Je otazka, jestli se i pres tento problém
da najit vylepSeni mezi, které by obecné platilo. Minimélné v néjakych pripadech
mohou iracionalni pravdépodobnosti pomoci s rekonstrukei, ale je tézké urcit, jak
moc.

Vhodné je jesté zamyslet se na jednou véci. Koncept rekonstrukce bodi a
multisetil jsme mohli pouzit, pokud jsme zavedli vhodnd omezeni na pravdépo-
dobnosti jednotlivych bodi. Dobra otazka je, jestli lze zavést néjakd omezeni
na polohu téchto bodi, ktera nejsou prilis omezujici, a presto ndm pomohou
zmensit pocet potfebnych projekci na rekonstrukei tohoto rozdéleni. Jeden pri-
pad, kdy se omezime na konvexni podmnoZiny Z? (pfesngji feceno priniky kon-
vexnich mnozin v R? s mnozinou Z?) ukazuje, Ze nam staci 7 rtznych smért
na rekonstrukei kazdé mnoziny o kone¢né mnoha bodech. Vice 1ze nalézt v préci
Gardner a Gritzmann| (1997).
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2.3 Obecné diskrétni rozdéleni

Predtim, nez porovname a shrneme poznatky z predchozich dvou sekci, méli
bychom prezentovat tvrzeni pro pripady, kdy zadné z predchozich konceptii ne-
muzeme pouzit. Hleddme tvrzeni, kterd plati pro vSechna diskrétni rozdéleni.
Zacneme tvrzenim, které funguje jako silnéjsi tvrzeni k vété [14]

Véta 21 (Rényi, (1952, str. 137). V dimenzi d = 2 je kaZdé diskrétni rozdéleni na
n bodech jednoznacné urceno projekcemi do n + 1 libovolnych riznijch smeéri.

Diikaz. Pron =1 je dukaz ziejmy. Necht tedy n > 2, a nosi¢ rozdéleni se sklada
z n bodl. Zvolme n + 1 libovolnych riznych projekénich primek. Pro kazdou
z téchto piimek si ozna¢me dva nejkrajnéjsi projektované body (jeden z kazdé
strany) a predstavme si kolmice z téchto krajnich bodi na danou projekéni
primku, nazvéme je extrémni cary. Jelikoz mame n+ 1 projekénich primek, mame
minimalné 2n + 1 extrémnich ¢ar (pokud vSechny body lezi na jedné piimce, mo-
hou se dvé extrémni ¢ary smrsknout do jedné). Nebot bodu v nosi¢i je n, musi
alespon jednim bodem prochézet t¥i nebo vice extrémnich c¢ar, ozna¢me mnozinu
téchto car U. Extrémni ¢ary nalezi pouze krajnim bodim (vrcholim konvexniho
obalu nosice), tedy plati, Ze kazda extrémn{ ¢dra d&li R? na dva poloprostory,
a body rozdéleni lezi pouze v jednom z téchto poloprostori. Jelikoz jednim bo-
dem prochézeji alespoii tii extrémni ¢ary, déli dohromady ¢ary z U prostor R?
na minimalné sest vyseci. Jeden takovy pripad vidime na obrazku

Obrazek 2.3: Pripad tii extrémnich car.

Ve vsech pripadech bude existovat extrémni ¢ara z mnoziny U, ktera ma pri-
nik s vyseci obsahujici nosic¢ rozdéleni pouze v jednom bodé. Na obrazku 2.3 je to
piimka a2. Na této primce ale musi lezet jeden z bodi nosice. Jedind moznost je,
ze tento bod lezi na pruseciku extrémnich ¢ar z U. V tom pripadé zname i jeho
pravdépodobnost, nebot jako jediny lezi na dané extrémni care. Pokud zname
umisténi i pravdépodobnost daného bodu, nic ndm nebrani ho z projekci ode-
brat, a obdobnym postupem hledat dalsi body, dokud nezrekonstruujeme cely
nosic.
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]

Zmame tedy dolni mez pro obecny pripad i s postupem, jak rozdéleni zpétné
rekonstruovat. Vsimnéme si, ze véta [21]je silngjsi verzi véty [I4] tedy 1ik4, Ze dolni
mez, kterou jsme nasli pro rovnomeérné rozdéleni, lze pouzit i pro obecné diskrétni
rozdéleni. Z tohoto divodu jsme nehledali dolni mez pro multisety, protoze by
byla vzdy horsi nez dolni mez z véty Obecné miizeme pouzit poznatky pro re-
konstrukei bodu z predchozich sekci pro nalezeni nosice, nicméné jesté neméame
zajisténé, ze budeme znat i jednotlivé pravdépodobnosti téchto bodt. Pro zacatek
bychom chtéli dokdzat obdobu véty 21] pro vétsi dimenze, tedy Ze pro n obecnych
bodl nam stac¢i n+ 1 projekénich primek. Zda se ale, zZe stejna vlastnost neplati i
ve vyssich dimenzich, narozdil od pripadu rovnomérného rozdéleni. Namisto toho
mame slabsi vétu.

Véta 22 (Heppes, 1956| str. 404). Diskrétni rozdéleni v dimenzi d o n bodech
je jednoznacné urceno projekcemi do n + 1 libovolnijch vzdjemné nerovnobéznych
(d — 1)-dimenziondlnich ploch.

Diikaz. Dtkaz lze nalézt v praci Heppes (1956) na strané 404. Idea dikazu je
obdobnd jako u véty [21]
m

Vidime, ze pro vyssi dimenze uz potfebujeme zvysit i dimenze projekcénich
ploch. Slo by ale vyuzit vétu rekurentné pomoci véty . Napriklad pro n
bodt v treti dimenzi potiebujeme n+1 projekénich ploch druhé dimenze. Projekci
do jedné plochy ale dokazeme podle véty [21| zrekonstruovat pomoci n+ 1 projekci
do ptimek. Dohromady tedy potfebujeme (n + 1)? projekei do primek, které ale
nevolime nahodné, néjakych n 4+ 1 primek musi lezet v jedné plose o dimenzi 2,
a ploch je také n + 1. Postup mtzeme pro vyssi dimenze opakovat, a v dimenzi
d potom potiebujeme (n + 1)t projekci do pifmek. Tento postup se ale zda
byt prehnany, nebof informaci z jedné primky vyuzijeme pouze pro jednu 2-
dimenzionalni plochu, pro dalsi uz ne.

Heppes se ve své praci snazil studovat i problém rekonstrukce diskrétniho
rozdéleni pti povoleni nekone¢né dimenze (konkrétné v prostoru £2) a nekonecné
mnoha bodt. Jednim vysledkem jeho prace je tvrzeni, ze pro rekonstrukei diskrét-
niho rozdéleni o nekonecné spocetné mnoha bodech nestaci znat projekce do spo-
¢etné mnoha libovolnych primek. Takovy vysledek je ale v kontextu predchozich
tvrzeni spise zajimavosti nezli doplnénim. V nésledujici tabulce mtizeme najit shr-
nuti, co vSechno jsme v této kapitole zjistili. V tabulce nejsou uvedeny vysledky
pro rozdéleni s racionalnimi pravdépodobnostmi, protoze tam pocet potrebnych
projekénich primek nezalezi jen na poctu bodt v nosici, ale také na jednotlivych
pravdépodobnostech téchto bodu.
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‘ Rozdéleni H Dimenze Dolni mez Horni mez

Rovnomérné 2 2 Tox(rm) O(6%)
Rovnomérné d m—1 O((2 = pa)™)
Obecné 2 m—1 O(6%)
Obecné d m—1 O((2 = pa)™)

Tabulka 2.1: Horni a dolni mez poc¢tu znamych bodt pri znalosti m projekei.
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3. Cramérova-Woldova véta pro
obecné rozdéleni

3.1 Obecné rozdéleni v dimenzi 2

V minulé kapitole jsme zjistili, ze pro urceni diskrétniho rozdéleni v dimenzi
2 nam staci dostatecné velkd konecnd mnozina. Tuto kapitolu je tedy vhodné
zacit tvrzenim, které 1ikd, ze pri slabé podmince uz nemuze stacit zadna konecna
mnozina primek. Budeme tedy pracovat vyhradné s nekone¢nymi mnozinami pro-
jekénich primek.

Véta 23 (Heppes, 1956, str. 410). Necht pro pravdépodobnostni miru pu na R
existuje hustota f(x,y), kterd je kladnd na néjakém okoli pocatku. Pak pro jedno-
Znacné urcent miry i je nutné zndt jeji projekce do nekonecné mnoha primek.

Diikaz. UkéZeme, 7ze pri znalosti libovolnych koneéné mnoha projekei miry u
do ptrimek existuje pravdépodobnostni mira v se stejnymi projekcemi. To ukazeme
nalezenim nenulové funkce m(z, y) takové, ze jeji projekei do vsech danych primek
je nulova funkce, a zaroven je f(z,y) + m(x,y) hustota néjaké miry na R

Z predpokladi véty existuji redlna r, b > 0 takova, ze f(x,y) > b pro vSechna

(z,y) € R?, \Ja2 +y2 < 1.

Necht k je pocet piimek, do kterych zndme projekei f(x,y), a oznacme e;, i €
{1,...,k} jednotkovy vektor kolmy na i-tou projekéni primku. Z dikazu véty
existuji dve rizné 2¥~1-bodové mnoziny C a D, které maji stejné projekce do vsech
projekénich primek. Tyto mnoziny sestrojime, pficemz za «; z konstrukce bereme
konstanty 2i~!. Diky této volbé vime, %e mnoziny C a D jsou obsaZeny v kruhu
o poloméru 2~! se stiedem v po¢éatku, a vzdalenost libovolnych dvou bodt z jejich
sjednoceni je minimalné 1. Nechf (c}, c?) jsou soutradnice j-tého bodu mmnoziny

C, obdobné (d},d?) jsou soufadnice j-té¢ho bodu mnoziny D. Necht t(z,y) je

R
libovolna funkce splnujici

1
0 <t(x,y) <bpro/z?+y%< 37 (3.1)

1
t(z,y) = 0 pro /22 +y> > 3 (3.2)

Pokud body (¢j, %) a (df, d}) maji stejnou projekei do i-té pifmky, pak i funkce
tx—cjy—c?) (3.3)

t(x —dp,y —dj) (3.4)

maji stejné projekece do i-té piimky. Z (3.1)) totiz vime, Ze funkce z (3.3]) je nenulova
pouze na kruhu o poloméru 1/2 se stfedem v (cj,c3). Necht (z',3) je libovolny
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bod v kruhu o poloméru 1/2 se stfedem v poc¢atku. Potom plati, Ze (m’—l—cjl-, y’—i—c?)
a (2’ +dj,y + df) patii do kruhii o polomérech 1/2 se stiedy v (¢}, ¢%) a (d}, df).
Dosadme bod (' +¢j,y' +¢5) do (3.3), bod (2’ +d},y' 4+ d}) do (3.4). Dostévame
t({L’l + cjl' - C}? y/ + C? - C?) = t(ZL'/, y/)7
t@' +df —d,y +d7 —d?) =t(2,y)).
Existuje tedy bijekce z bodi o nenulové hodnoté funkee (3.3) do bodu o nenulové
hodnoté funkce (3.4), definované predpisem (x,y) — (z — c} +d}, y — c? + d?).
Tato bijekce zachovava funkéni hodnoty v tom smyslu, ze funkéni hodnota funkce
(3.3) v daném bodu je stejnd jako funkéni hodnota funkce (3.4)) v obrazu tohoto
bodu. Zaroven tato bijekce zachovava projekci do i-té primky, nebot vektor mezi
bodem a jeho obrazem se rovna vektoru

(dllvdZQ) - (cl 02>,

3777

ktery je dle predpokladu kolmy na i-tou primku. Tedy pro kazdy bod, ve kterém je
funkce nenulova existuje prave jeden bod, ve kterém je funkce nenulova,
a tyto body maji stejnou projekei do i-té pifmky. Z toho uz plyne, ze t(z—c;, y—c5)
a t(x — df,y — d?) maji stejné projekce do i-té piimky. Na obrdzku Vidime
piipad |C| = |D| = 3. Pocet bodii sice neni ve tvaru 2*~! presto ale piiklad
funguje a dobfe ilustruje situaci. Zacali jsme pouze s body z obrazku [2.1, nasli
néjakou funkci ¢ a okoli bodi z mnozin C' a D, na kterych jsou funkce nenulové.
Konkrétné na obrazku [3.1] jsou ¢ervené vyznacena okoli bodit mnoziny C' a modfte
okoli bodu z mnoziny D. Na modrych kruzich jsou nenulové funkce tvaru (3.4)),

na cervenych funkce tvaru (3.3]).

Obrazek 3.1: Tti sméry neurcuji tfi body.

Uvazujme funkce

2k—1

ml(may) = Z t(._'[' - le‘7y - 63)7
j=1
Zkfl

m2<l',y) = t<x_dll?y_dl2)



Z predchoziho pozorovani a faktu, ze C' a D maji stejné projekce do vsech projeke-
nich primek, mé funkce ms(x,y) := my(x,y) — ma(x,y) nulovou projekei do vsech
projekénich primek (mé stejnou projekei jako nulova funkce). Polozme

ok 2k
m(z,y) :=mg (m, y) :
roor

Vsimnéme si, ze argument funkce ms jsme jen vynasobili konstantou, takze nulova
projekce do vSech piimek je zachovana i pro m(x,y). Necht /22 + y? > r. Potom

(]S

Z definice funkce t(z, y) vime, ze m3(z,y) je nenulova pouze na kruzich o poloméru
1/2 kolem v$ech bodi mnozin C' a D (to plyne z (3.2))). Ty jsme konstruovali
tak, aby maximélni vzdalenost bodu od pocatku byla 21 Funkce ms(z,y) tedy
musi byt nulova pro vsechny body mimo okoli po¢atku o poloméru 2%. Z toho a
ale plyne, 7e funkce m(z,y) je nulovd mimo kruh o poloméru r se stfedem
v pocatku. Necht naopak v/x? + y?> < r. Potom pokud je v tomto bodé funkce
m(zx,y) nenulova, tak musi byt tento bod v kruhu kolem jednoho nebo vice bodu
z mnozin C' a D o poloméru 1/2. Vzdalenost téchto bodi je ale z konstrukce
minimalné 1, takze mizeme byt v okoli pouze jednoho bodu, BUNO necht to je
bod ¢; € C. Potom je funkéni hodnota m(z,y) rovna funkéni hodnoté

2k 2k
t(x—cl y—c).
T

Jeji absolutni hodnota je podle (3.1)) omezena konstantou b, takze plati

Im(x,y)| < bpro/a2+y? <r.

Z predpokladu je funkéni hodnota hustoty f(z,y) vétsi nez b pro a? + y? < r,
takze g(z,y) := f(z,y) + m(z,y) je nezdpornd funkce. Z vlastnosti m(x,y) ale
maji funkce f(z,y) a g(x,y) stejné projekce do vSech projekénich primek. To jsme
chtéli dokazat.

O

Je ztejmé, ze posunuti rozdéleni o konstantni vektor jen posune jeho projekce,
takze pokud urcuji projekce ptuvodni rozdéleni, urcuji i rozdéleni posunuté. Nut-
nost kladnosti hustoty na okoli poc¢atku se tedy da oslabit na podminku kladnosti
hustoty na libovolném okoli néjakého bodu. To je zrejmé splnéné pro vsechny hus-
toty vzhledem k Lebesguové mire. Kdyz uz nam nestaci konec¢na mnozina primek,
chtéli bychom aspon, ze za urc¢itych podminek nam bude stacit libovolna spocetna
mnozina primek. Za timto cilem predstavime koncept momentt pro nahodné vek-
tory.

Definice 9 (Momenty ndhodného vektoru). Necht p je pravdépodobnostni mira
na R%. Pro k € N? definujeme k-tj moment jako

i f otk )
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kde k = (ki,...,kq) a x = (x1,...,24). Ddle pro kazdé n € N definujeme n-ty
absolutni moment jako
= [ Jxl” dutx)

Momenty nemusi byt vzdy dobre definovany. Pokud ale vime, Ze mira p ma
kone¢né vsechny absolutni momenty, vime uz, ze dobfe definované jsou. Ukazeme,
ze konecny n-ty absolutni moment implikuje kone¢ny k-ty moment pro kazdé k,
jehoz soucet slozek je n. Zvolme tedy n € N, tvrzeni plyne z

> o= X | [l dueo)

k’1+-~-+kd:n k1+-~-+kd:n

k;eN
< X [l da

ki+-- +kd n

! ki, |y |k
: Z (kh ceey kd> /Rd |$1| |517d| d d,u(x)

ki+-+kq=n
n ki, . ka g
(0, il )

/Rk‘+ +kdn

_ / (Jzi| + -+ + [zal)" du(x)
< [ dE(n P+ ) E dp(x)

= %/nxwdu

V nerovnosti oznacené symbolem * jsme vyuzili Cauchyho-Schwarzovu nerovnost,

ktera tvrdi
d 2 d d
(L) = (Xuw)(X)
i=1 i=1

i=1
kde u;, v; jsou libovolnd redlna ¢isla. V nasem pripadé jsme volili u; = 1, v; = |z|;
pro vSechna i € {1,...,d}.
Definice 10 (Carlemanova podminka). Necht u je pravdépodobnostni mira na

R?, kterd md konecné absolutni momenty viech radi. Rekneme, Ze tato mira spl-
nuje Carlemanovu podminku, pokud plati

o
||

Lemma 24 (Chafai, 2014, str. 6). Necht u je pravdépodobnostni mira na R?
s konecnymi absolutnimi momenty vsech radi splniujici Carlemanovu podminku.
Potom je tato mira jednoznacné urcena momenty my pro viechna k € N,

Diikaz. Dtkaz mtuzeme najit v praci|Chafai, [2014] kde je lemma formulovano jako
tvrzeni 2.8. Nejdrive je nutné dokazat vétu pro pripad d = 1, platnost ve vyssich
dimenzich je poté diisledek Cramérovy-Woldovy véty.

O
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V nasledujici vété vyuzijeme teorii analytickych funkei, coz jsou funkce, které
se daji rozvést do mocninné fady z kazdého bodu svého definicniho oboru. Kon-
krétné budeme do mocninné fady chtit rozvést charakteristickou funkci. Jeji ar-
gument prevedeme do polarnich souradnic, a zafixujeme polomér r. Zbyla funkce
bude z R do R, a jeji argument bude thel. Po této funkci s ithlem v argumentu
budeme chtit, aby byla analyticka.

Véta 25 (Chafai, 2014} str. 7). Necht X a'Y jsou ndhodné vektory na R? a necht
plati alespon jedna z nasledujich podminek.

1. Restrikce charakteristickych funkci Px a Py na krunici z2 + y? = R jsou
analytické (jako funkce ihlu) pro vsechna R > 0.

2. Oba ndhodné vektory X a Y maji konecné absolutni momenty vsech rdadi a
jejich pravdépodobnostni miry spliuji Carlemanovu podminku.

Pokud maji projekce X a Y do libovolné nekonecné mnoziny rizniych primek
prochdzejicich pocatkem stejnd rozdélent, pak plati X =Y.

Diikaz. Necht nejdrive plati prvni podminka. Zname projekce do nekoneéné mno-
ziny piimek, takze argumentaci jako v dukazu véty [6] zndme na téchto piimkéch
hodnoty obou charakteristickych funkci obou ndhodnych vektort. Jinak receno,
pokud zname projekci do primky rovnobézné s vektorem u, pak zname hodnoty
Px(au) a Py(au) pro viechna redlnd a. Pro pevné a jsou funkéni hodnoty cha-
rakteristickych funkeci stejné, nebof projekce, ze kterych jsme je odvodili, jsou
stejné. Pro kazdé R > 0 tedy zname hodnoty obou charakteristickych funkci
pro nekonecné mnoho bodiu na kruznici o poloméru R se stfedem v pocatku.
Tato kruznice je kompaktni mnoZina v R?, tedy mnozina bodt, na kterych zndme
hodnoty charakteristickych funkci ma hromadny bod. Nebot jsou charakteristické
funkce analytické, mizeme je z tohoto hromadného bodu rozvést do mocninné
rady (dukaz této vlastnosti muzeme najit napriklad v knize Shastri, 2010|na strané
205). Z mocninné rady pak zname predpis charakteristické funkce na celé kruznici
pro libovolny polomér, tedy i na celém prostoru. Jelikoz byly projekce, ze kterych
jsme charakteristické funkce urcovali stejné, pak jsou i samotné charakteristické
funkce stejné. To podle véty |5l implikuje, Zze ndhodné vektory X a Y maji stejné
rozdéleni.

Necht je splnéna druha podminka. Podle lemmatu [24]staci tedy ukézat, Ze pro-
jekce do nekonecné mnoha pifmek urcuji vSechny momenty my = m, r,), z Tov-
nosti projekci pak plyne i rovnost momentt pro oba vektory. Necht n € N, zvolme
néjakou (n + 1)-bodovou mnozinu riznych jednotkovych vektoru {uy, ..., u, 1}
v R?, které jsou rovnob&iné s danymi projekénimi pf{mkami. Pro tyto vektory
muzeme psat

w; = (cos(gx), sin(ipy)) (3.6)

32



prok € {l,...,n+ 1} a ¢ € [0, 7). Diky vété 32| z ptilohy miuzeme psat

d" 4 A2 ., "
Py (0) & B X w7

=
IIQ

"B (X7 cos(pr) + Xosin(ex))"]

z( ) cos o) si ) X045
()

)cosj or) sin™ 7 (o) E [X] X5 ]

Z <]> cos’ (g ) sin™ 7 (or) MGy

Jj=0

Pokud zndme rozdéleni vsech ndhodnych velicin ve tvaru (X, uy), zndme i je-
jich charakteristické funkce, tedy prirozené i derivace jejich charakteristickych
funkei vSech Tadi v nule, které se daji vyjadrit jako soucty momentd m;,—j).
Pro kazdé k € {1,...,n + 1} tedy mame linedrni rovnici obsahujici hodnoty
m(jn—j) pro viechna j € {0,...,n}, coz se da zapsat jako soustava n + 1 rovnic
o n + 1 neznamych, kde jako neznamé bereme hodnoty (?)m(j,n_j). Proc¢ v ne-
znamé nechavame konstantu bude jasné z dalsiho odstavce. Oznacme A matici
odpovidajici tomuto systému linearnich rovnic. Pro prvky této matice plati

apj = cosj(gpk) sin"’j(gok).

Predpokladejme nejdrive, Ze neexistuje index k € {1,...,n + 1} takovy, ze
¢or = 0. Potom jsou vyrazy cotg(py) dobte definované a mizeme psat

agj = cotgj(gok) sin” ().

Vyrazy sin™(¢y) jsou nenulové konstanty, takze mizeme definovat matici A’, kde
k-ty Tadek matice A’ se rovna k-tému rfadku matice A, ze kterého vytkneme
sin”(¢k). Z nenulovosti téchto konstant plati, Ze A méa nenulovy determinant <
A’ ma nenulovy determinant. Matice A’ je Vandermondova, tj. je v nasledujicim
tvaru.

1 o al oAl
1 o ai - ab
1 a3 ai - oy
2
1 « Q. o-eoal
n+1 n+1 n+1

Vandermondovy matice maji nenulovy determinant pravé tehdy, kdyz jsou prvky
ay, po dvou ruzné pro vsechna k € {1,...,n+ 1} (dikazy této vlastnosti muzeme
najit na strance https://proofwiki.org/wiki/Vandermonde Determinant).
Plati ale a = cotg(yx), a ty jsou pro ruzné ¢y € (0,7) také ruzné. Matice A’,
a tedy i A maji nenulovy determinant = jsou regularni = dokazeme nalézt jed-
noznacné hodnoty ( >m(J n—j) = dokazeme nalézt jednoznacné hodnoty m;,—j).

Cislo n bylo libovolné, takze touto cestou miZeme nalézt viechny momenty, coz
jsme chteli ukazat.
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Pokud by nahodnou existoval index k, pro ktery plati ¢, = 0, pak v rovnici
odpovidajici indexu k jsou siny nulové, a rovnice se zredukuje na

- .
%Po{,um(o) =" Mo,

z cehoz muzeme vyjadrit clen m( ) a odecist ho ze zbylych rovnic. Zbyde nam n
rovnic o n neznamych, na které mtzeme vyuzit postup jako v pripadé nenulovych
O

Vidime, Ze pro obé podminky se podstatné lisi jejich diikaz. U prvni podminky
vyuzivame jednoznacnost pomoci charakteristické funkce, kterou rekonstruujeme
diky hromadnému bodu. Tyto body ale pro kazdy polomér lezi na jedné nebo
vice primkach. Nekoneéné mnoho primek nam tedy zajisti existenci obdoby hro-
madného bodu pro primku, tedy primky takové, ze pro libovolné maly nenulovy
uhel € zname projekci na primku, ktera s touto ,hromadnou” primkou svira thel
mensi nez 6.

Pro druhou podminku ale vyuzivame misto jednoznacnosti charakteristické
funkce jednoznacnost momentii. Ta neni vzdy zajiSténa, proto potiebujeme Car-
lemanovu podminku, dalsi podminka uz ale neni nutna. Je zajimavé, ze dokazeme
momenty, coz jsou integraly ptes cely prostor, vycislit z pouhych projekei do pri-
mek. Z diukazu dokonce vidime, ze pri konecném poctu primek porad dokézeme
urcit momenty mensich tadi. Véta tedy piisobi i jako motivace hleddni dalsich
charakteristik, které za danych podminek jednoznac¢né urcuji rozdéleni. Stejné
jako u vyuziti jednoznacnosti z momenti bychom takto mohli snizit pocet moz-
nych projekci pro rekonstrukci rozdéleni z primek.

Jelikoz obé podminky véty 25 vyuzivaly jinou teorii, neni velkym prekvapenim,
ze tyto podminky nejsou ekvivalentni.

Priklad. Prezentujme rozdéleni inspirované praci |Chafai, 2014 pfipominajici
Cauchyho rozdéleni na prostoru R?. Necht m4 ndhodn4 veli¢ina X na R? hustotu
r,0) = 7 2(1 +r?)~! v polarnich souradnich, kterou mizeme vidét na obrazku
. Uhel 0 v predpisu funkce nefiguruje, takze hustota je konstantni na kazdé
kruznici se sttedem v pocatku. Z toho zirejmé plyne, zZe rozdéleni projekce velic¢iny
X do primky je stejné pro vSechny primky prochéazejici poc¢atkem. Primky totiz
muzeme od sebe odlisit thlem sviranym s néjakou pevnou primkou. Protoze ale
uhel nefiguruje v predpisu hustoty, nebude na tihlu zalezet ani projekce do primky.
Uz vime, Ze znalost rozdéleni projekce X do primky prinasi i znalost charakte-
ristické funkce X na této primce. Vsechny projekce jsou ale stejné, takze charak-
teristicka funkce musi mit stejné predpisy na kazdé primce. To ale znamena, ze
je stejné jako hustota konstantni na kazdé kruznici se stifedem v pocatku. To ale
implikuje, ze je analytickd jako funkce tihlu a spliiuje prvni podminku véty 25
Zaroven pro absolutni momenty tohoto vektoru plati

Y Sl R AR
n_/o /0 7r2(1+7“2)r : _71'/0 1y T

pro vSsechny n € N. Nahodny vektor tedy nem& konec¢né absolutni momenty a
nesplnuje Carlemanovu podminku.
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Obréazek 3.2: Hustota ndhodného vektoru z ptikladu.

3.2 Obecné rozdéleni v dimenzi d

V dimenzi d > 2 uz z diskrétniho pripadu vime, ze bude potieba zavést i ome-
zeni na mnozinu primek, do kterych provadime projekce. Pokud totiz vsechny
primky budou pattit do netrividlniho podprostoru, nezjistime nic o rozdéleni
na podprostoru kolmém na vsSechny pirimky. Nestaci se ale vyvarovat tomuto
pripadu. Jak jsme vidéli na prikladu v tvodu kapitoly, v pripadé dimenze d = 2
nestaci znat jakykoliv koneény pocet projekei do primek. To ale znamena, ze v pri-
padé vice dimenzi je pro libovolny podprostor dimenze d — 2 nutné znat projekce
do nekonecné mnoha primek lezicich mimo tento podprostor. V opa¢ném pripadé
lze nalézt rozdéleni s nosicem na 2-dimenzionalnim prostoru kolmém na pivodni
podprostor dimenze d — 2, které nelze urcit konec¢né mmnoha projekcemi. V di-
menzi d = 3 tato podminka jesté nic neznamena, nicméné pro vyssi dimenze nam
ukazuje, ze budeme potiebovat hustéjsi mnozinu projekénich ploch, nez jen libo-
volnou nekonec¢nou mnozinu primek. Ukézeme ale, Ze za vhodnych predpokladii
pro projekéni plochy muzeme vyuzit postacujici podminky vyuzivané v dimenzi
d=2.

Definice 11 (Projekéni hyperplocha). Polynom p : R? — R nazveme homogenni
stupné m, pokud p(tx) = t™p(x) pro vsechna t € R a viechna x € RY. Pod-
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mnoZinu S C R? nazveme projekéni hyperplochou v R?, pokud ezistuje nenulovy
homogenni polynom p libovolného radu takovy, Ze

S = {x € R% p(x) = 0}.

Homogenni polynomy jsou napiiklad polynomy tvaru

n

H(ai71:1:1 +--- £ a;47q) (3.7)

i=1

pro libovolné pfirozené n a redlné konstanty a; ;. Z homogenity plati
p(x) =0=p(tx) =0

pro libovolné reélné t. Projekéni hyperplochy jsou tedy mnoziny piimek v R?. Neni
lehké porozumét, jak presné tyto mnoziny vypadaji, nicméné vime, Ze projekéni
hyperplocha miize obsahovat maximalné konecné mnoho riznych netrividlnich
podprostoru {M;} stejné dimenze d — 1. Kdyby tomu tak nebylo, a obsahovala
jich nekone¢né mnoho, mtizeme pro kazdy podprostor M; najit normalovy vek-
tor v;, pro ktery plati, Ze podprostor M; je pravé mnozina vektorti x splnujicich
(vi,x) = 0. To je ale linedrni kombinace soutradnic s koeficienty v;, takze sjedno-
ceni n podprostorti o dimenzi d — 1 je nutné zapsat jako mnozinu bodu, pro které
je soucin ve tvaru nulovy. Prostory jsou ale rtizné a je jich nekone¢né mnoho,
takze by ¢initelt v produktu z vyrazu muselo byt nekoneéné mnoho. Pak
ale takovy vyraz neni polynom. V praci |Cuesta-Albertos a kol 2007| se také
tvrdi, ze kazdéa projekéni plocha je Lebesgueovy miry 0. Tvrzeni je bez dikazu,
a pravdépodobné spociva v tom, ze projekéni hyperplocha je maximalné konecné
sjednoceni ploch o dimenzi d — 1. Z toho ale nelze zkonstruovat zadna oteviena
koule v prostoru R?. Rigorézni ditkaz jsem bohuzel nikde nenagel. Je také vhodné
podotknout, Ze v dimenzi d = 2 jsou projekéni hyperplochy pravé mnoziny ko-
necné mnoha primek prochézejicich poc¢atkem. Projekéni hyperplochy miizeme
vyuzit pro charakterizaci podminek pro projekéni primky:.

Véta 26 (Cuesta-Albertos a kol., [2007, str. 203). Necht u je pravdépodobnostni
mira na R spliujici Carlemanovu podminku. Pokud mnoZina primek, do kterijch
zname projekci p neni obsaZena v Zadné projekcni hyperplose, je témito projekcemsi
mira jednoznacné urcena.

Diikaz. 1dea dikazu je nasledujici. Necht p a v spliuji Carlemanovu podminku.
Definujme homogenni polynomy, které jsou nulové na celém prostoru prave tehdy,
kdyz jsou momenty téchto mér stejné. Déle zjistime, Ze tyto polynomy jsou nulové
na primkéch, na kterych jsou projekce mér p a v identické. Pokud by polynomy
nebyly nulové na celém prostoru, tak by definovaly projekéni hyperplochu, ktera
by obsahovala mnozinu primek, na kterych jsou projekce stejné. Pokud v pred-
pokladech uvedeme, ze takovy pripad se nemtze stat, musi byt polynomy nulové
na celém prostoru, a z jejich konstrukce jsou momenty vsech radi stejné pro obé
miry. To uz ale s pomoci lemmatu riké, Ze jsou miry stejné. Pfesny postup
diikazu 1ze najit v préaci |Cuesta-Albertos a kol., 2007 na strané 204.

O
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7 poznatkii o projekénich hyperplochach také mizeme formulovat slabsi tvr-
zeni.

Diisledek. Pravdépodobnostni mira na R? spliiujici Carlemanovu podminku je
jednozna¢né urcena, pokud zname jeji projekce do nekone¢né mnoziny (d — 1)-
dimenzionalnich podprostort, nebo projekce do mnoziny primek, ktera ma klad-
nou Lebesgueovu miru.

Ukazuje se tedy, ze nam pri Carlemanové podmince stac¢i spoc¢etnd mnozina
projekei do (d — 1)-dimenzionalnich podprostori. Obdobny vysledek, tedy nut-
nost maximélni dimenze projekénich ploch, jsme vidéli v diskrétnim pripadé,
konkrétné ve véte . Ukazuje se, ze znalost nekone¢né mnoha projekei do (d—1)-
dimenzionalnich podprostori nam staci i pro pripad, kdy je charakteristicka
funkce analyticka.

Véta 27 (Chafai, 2014} str. 12). Necht u je pravdépodobnostni mira na R?, je-
jiZ charakteristickd funkce je analytickd na priniku kaZdého 2-dimenziondlniho
prostoru s kazdou sférou v R? se stredem v pocdtku a libovolnym polomérem. Po-
kud mnozina vsech primek, do kterych zname projekci p je nekonecnd mmnozina
(d — 1)-dimenziondlnich podprostori, je témito projekcemi mira jednoznacné ur-
cena.

Diikaz. Necht p a v jsou dvé rizné pravdépodobnostni miry na R?, jejichZ cha-
rakteristické funkce splnuji podminku ze zadani. Necht maji dale stejné projekce
do nekoneéné mnoziny riznych (d — 1)-dimenzionalnich podprostort, ozna¢me
tuto mnozinu D. Miry jsou rtzné, tedy podle Cramérovy-Woldovy véty musi
existovat primka, do které se projekce lisi. Necht x je jednotkovy vektor obsa-
zeny v této primce. Necht je dale y libovolny vektor obsazeny v libovolné primce,
do které maji miry stejné projekce. Ozna¢me vyrazem Vi, podprostor o dvou
dimenzich obsahujici vektory x a y. Pro libovolnou pifimku v obsazenou ve V
muzeme najit projekci mér pu a v do v tak, ze nejdrive zjistime jejich projekci
do Viy, a potom do v. PouZijeme ptipad pro dvé dimenze, tedy vétu Kdyby
ve Vi y bylo nekoneéné mnoho riznych piimek se stejnymi projekcemi, tak podle
této véty uz jsou i projekce do Vi, stejné, coz neplati. Pro kazdé y, v jehoz
sméru jsou projekce mér stejné plati, Ze Vx , obsahuje maximdlné kone¢né mnoho
primek se stejnymi projekcemi.

Zafixujme néjaky vektor y rovnobézny s primkou, ve které maji miry stejné
projekce. Plati, Ze Vi, je podprostor v R? o dimenzi 2, a kazdy podprostor M
z mnoziny D ma dimenzi d—1. Protoze se pohybujeme v prostoru dimenze d, musi
mit Vi, a M priinik tvorici podprostor R? o dimenzi minimdlné 1. Jeho dimenze
je prave 1 , nebot M neobsahuje vektor x. Kazda mnozina M tedy pronika Vx
v jedné primce. Z vyse spocteného ale primek, ve kterych jsou projekce mér p
a v stejné, mize byt ve Vi, jen konecné mnoho. Pokud ma byt D nekonecna
mnozina, musi platit, Ze existuje pfimka p, C Vi, a nekonetnd podmnoZina
Dy C D takovd, Ze prinik kazdé M € Dy a Vi y je pfimka py. Zaroven tato piimka
neni rovnobézna s vektorem x, jinak by mél identické projekce pro obé miry, coz
podle predpokladu neplati. Nebot mnoziny M jsou podprostory o dimenzi d — 1,
muzeme je také charakterizovat pomoci jejich normalovych vektori. Pro kazdy
podprostor M € Dy plati pg C M, coz implikuje, ze normalovy vektor M je kolmy
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na py. Oznaéme Ny mnozinu normalovych vektorti pro podprostory z mnoziny Dj.
Necht z; je néjaky vektor v R? kolmy na vektor x a piimku py.

z1 n1

n2

n3
pO

Obrazek 3.3: Plocha Vy y, pro piipad d = 3.

Na obrazku vidime, jak miize vypadat dosavadni konstrukce pro ptipad
d = 3. Vidime primku pg a vektor x, na né kolmy vektor z;, a normalové vektory
n; z mnoziny Ny. Zabyvejme se ted mnozinou Vy ,,. To je plocha dimenze 2, takze
ma neprazdny prunik s libovolnym podprostorem M € D, do kterého maji miry
p a v stejné projekce. Proto existuje vektor y' C Vi, rovnobézny s néjakou
pfimkou v M. To také implikuje Vi ,, = Vixy. Nebot y’ je rovnobézny s pfimkou,
do které maji obé miry stejnou projekci, plati z vyse uvedeného, Ze Vx ,, obsahuje
maximalné koneéné mnoho ptimek, které maji stejné projekce mér p a v. Pokud
to ma platit, musi existovat prfimka p; C Vi 5, a nekoneéna podmnozina D; C D
takovd, ze prunik kazdé M € D; a Vi 5, je pfimka p;. To znamen4, Ze pro mnozinu
normélovych vektort podprostorii z Dy, kterou oznacime Ny, plati Ny L {po, p1}.
Navic je mnozina {pg, p1} z volby vektoru z; linearné nezavisla, protoze plati
po L z; a ptimka p; patii do linedrniho obalu vektort z; a x, pricemz neni
rovnobézna s x.

Tuto konstrukei ale mizeme rekurentné opakovat. Necht prom € N, m < d—2
zname linedrné nezavislou mnozinu piimek {po,...,p,} a nekoneénou mnozinu
podprostori D,, C D takovou, Ze mnozina normalovych vektorti podprostort
z D,, je kolmd na mnozinu {po,...,pn}. Zvolme néjaky vektor z,; kolmy
na mnozinu {po, ..., Pm}, a jako vyse zkoumejme plochu V4, ., . Obdobnou ar-
gumentaci ziskame primku p,, 1 a mnozinu D,,,., C D,, takovou, Ze pro mnozinu
N,i1 normélovych vektora podprostoria Dy, 1 plati N1 L {po,- .., Pms1}. Po-
stupujme, dokud mnozina primek neobsahuje d — 2 primek, tj. dokud nezname
{Po,--.,pi—2}. Mnozina je dle pfedpokladii linedrné nezavisla, takze jeji linedrni
obal je podprostor dimenze d — 1, na ktery je kolma pouze jedna primka [ procha-
zejici pocatkem. Zaroven pokud mnozina Ny o normalovych vektori nekonecné
mnoziny podprostorit Dy_s je kolmd na linearni obal mnoziny {po, ..., ps_2}, tak
jsou vsSechny normalové vektory rovnobézné s primkou [. To ale znamena, ze
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vSechny podprostory v mnoziné Dy 5 jsou si rovné. To ale vede ke sporu, protoze
D;_5 je nekonecéna podmnozina mnoziny D, ve které jsou vSechny prvky rtizné.
O
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Z.aver

V nékolika ditkazech Cramérovy-Woldovy véty jsme ukéazali, Ze jednoznac-
nost projekci do primek tizce souvisi s jinymi jednoznac¢né urcujicimi vlastnostmi
pravdépodobnostniho rozdéleni, totiz s jednoznacnosti z charakteristické funkce a
jednoznacnosti z integralii vSech spojitych omezenych funkci vzhledem k pravde-
podobnostni mife. Oba tyto pripady ale vyzadovaly pro nase tcely prilis velkou
informaci: v prvnim ptipadé jsme museli znat hodnoty charakteristické funkce
na celém prostoru R, v druhém piipadé jsme museli znat integraly vSech ome-
zenych spojitych funkci.

Pokud jsme tedy chtéli zmensit potfebnou mnozinu projekénich primek, museli
jsme hledat rozdéleni, ktera jsou jednoznacné urcena vlastnostmi, které v uréitém
smyslu vyzaduji mensi pocet informaci. Takovych rozdéleni jsme nasli 3 typy.
Za prvé to bylo diskrétni rozdéleni o n bodech. Z konecnosti nosic¢e jsme poté
potiebovali i koneéné mnoho informaci, které jsme mohli ziskat z libovolné do-
statecné velké koneéné mnoziny primek. Druhé specidlni rozdéleni bylo rozdéleni
s konecnymi absolutnimi momenty spliujici Carlemanovu podminku. V tomto
pripadé bylo rozdéleni uréeno svymi momenty, kterych je spoc¢etné mnoho. Diky
tomu nam pak v dimenzi 2 stacila libovolna spocetna mnozina projekénich pii-
mek. Posledni specidlni rozdéleni bylo rozdéleni s analytickou charakteristickou
funkci na kruznicich. V tomto pripadé nam stacilo znat hromadny bod mnoziny
bodii na kruznici, ve kterych zname funkéni hodnotu charakteristické funkce.
Na existenci hromadného bodu nam stacilo spoc¢etné mnoho bodi v jeho bliz-
kosti.

V vSech pripadech jsme ale potiebovali projekce do (d — 1)-dimenziondlnich
podprostorti. Pro existenci spocetné mnoziny projekénich primek, které jedno-
znacné urcuji rozdéleni, bychom potrebovali mnohem silnéjsi podminky. Presto
bychom méli byt spokojeni s faktem, ze podminky silné zmensuji nutnou mnozinu
projekcénich primek, at uz je dimenze libovolna.
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A. Prilohy

A.1 Pomocna tvrzeni

Véta 28 (Stoneova-Weierstrassova). Necht H je kompaktni Hausdorffiv prostor
a algebra P je podmnoZinou mnoziny vsech spojitych funkci z H do R. Necht
P obsahuje nenulovou konstantni funkci. Potom je P hustd v mnoziné spojitych

funkcei z H do R < P deli body, tj. proVxy € H, x #y 3f € P, f(x) # f(y).

Diikaz. Implikace zleva doprava je trivialni. Dikaz druhé implikace mtizeme najit
naptiklad v knize |[Knapp, 2016/ na strané 126.
O

Véta 29 (Weierstrassova). Necht [a,b] je interval. Potom je mnoZina polynomi
definovangch na |a,b] hustd v prostoru vsech spojitijch funkci z [a,b] do R.

Diikaz. Jedna se o trivialni disledek predchozi véty.
O

Véta 30 (Dynkinova). Necht jn a v jsou dvé pravdépodobnostni miry definované
na o(A), kde A je m-systém (neprazdny a uzavieny na konecné priniky). Pokud
pu(A) =v(A) pro VA € A, potom = v.

Diikaz. Dtikaz lze nalézt v [Billingsley, 1995 na strané 163.

Véta 31. Pocet sudijch a lichjch podmnozin mnoZiny {1,...,n} je stejngy.

Diikaz. Pokud je n liché, pak pro kazdou lichou podmnozinu A C {1,...,n} exis-
tuje pravé jedna sudd podmnozina B C {1,...,n} takovd, 7e AUB ={1,...,n}
a zéroven AN B = (). Vztah ale funguje, i kdyZ vyménime postaveni lichych a
sudych mnozin. Existuje tedy bijekce mezi sudymi a lichymi podmnozinami, tedy
je jich stejné mnoho.

Pokud je n sudé, vime ze mnozina sudych podmnozin {1,...,n—1} a mnozina
lichych podmnozin {1,...,n — 1} maji stejné prvki, oznacme je S a L. Kazda
sudd podmnozina {1,...,n} je budto obsazena v S nebo tvaru {n}Ul, kde [ € L.
Tedy je jich 2|L|. Naopak kazda lichd podmnozina {1,...,n} je budto obsaZena
v L nebo tvaru {n} U s, kde s € S. Tedy je jich také 2|L]|.

O

Véta 32 (Charakteristickd funkce a momenty). Necht X je ndhodnd veli¢ina a
Px(t) je jeji charakteristickd funkce. Necht md ddle X konecné momenty vsech
radi. Pak pro prirozené n plati
- > (at)”
Px(t) =3 (&)

n=0

- E[X") (A.1)
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d" 4 -n n
%PX(t)‘t:[) =1 E[X ]

Diikaz. Dtikaz lze nalézt v knize Billingsley, 1995 na strané 344.
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