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michacich grup. Pfi této prilezitosti popisujeme michaci grupy véetné znamych
vysledki i otevienych problémt. Druhou zvolenou moznosti je nova konstrukce
pomoci rozsitenych ternarnich Golayovych k6d nad projektivni rovinou radu 3.
Timto ziskame dikaz ¢asti znamého tvrzeni o vztahu monomidlnich automor-
fismi Golayovych kéd a Mathieuovych grup. Cést textu je proto také vénovana
sezndmeni s afinnimi a projektivnimi rovinami a samoopravnymi koédy. V obou
pripadech se vyuziva projekce monomidlnich matic nad tiiprvkovym télesem na
symetrickou grupu Si5 zapominajici znaménka.
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Uvod

Podstatou nékterych kouzelnickych karetnich triki je ovliviiovani potadi karet
v baliku posloupnosti promichani. Jednim typem takového michani je takzvané
yfarao“, na které se v této praci omezime. Pfi ném je balik 2n karet rozdélen
na dva polovicni, které se nasledné po jednotlivych kartach prolozi a vznikne
tak novy balik. Pokud kouzelnik znal ptivodni stav baliku a provedl trik doko-
nale, dokaze presné urcit, na které pozici se kazda karta nyni nachézi. Nabizi se
otazka, zda miize uvazovat i opacné, tedy zda dokaze k dané karté a pozici najit
poslopnost michani, po nichz bude tato karta v kyzené pozici. Obecnéji jej muze
zajimat, jak a zda vibec lze balik karet dostat z jedné konfigurace do jiné.

Matematicky lze situaci popsat jako mnozinu karet s grupou permutaci gene-
rovanou jednotlivymi promichanimi, kterda na této mnoziné ptisobi. Ocislujeme-li
karty prirozenymi ¢isly podle jejich pavodniho potradi, mizeme zamichany balik
chapat opét jako permutaci a ztotoznit jej s prvkem grupy. Tu nazveme michaci
grupou, coz bude zakladni objekt naseho zkouméani. Budeme-li znat jeji struk-
turu, dokdzeme odpovédét na existencéni ¢ast ptivodni otézky. V situaci se dvéma
balicky zavisi vysledek kazdého michani na tom, ze kterého balicku odebereme
prvni kartu, a tedy méame dané dva generatory této grupy.

Diaconis, Graham a Kantor [I] ve své praci plné popsali strukturu michaci
grupy v pripadé dvou balicki a libovolného sudého poctu karet. Dalsim moz-
nym krokem je zobecnéni pro vice balickli, kde vSak neni na prvni pohled jasné,
co je takovym michanim mysleno. Zakladni operace (permutace, kterou budeme
déle znacit o) bude analogicka té v pripadé dvou balicki. Pri ni rozdélime balik
do k mensich po n kartach, které postupné stavime do rady — vlevo budeme mit
prvni (horni) balicek. Poté opakované prochézime balicky zleva doprava a vzdy
sejmeme horni kartu a umistime ji dospodu nového baliku. K tomu ale pripustime
zmény poradi balickii pred provedenim o. Takové zmény poradi budeme chépat
jako permutace na k prvcich. Pro jednoduchost predpokladame, Ze tyto permu-
tace tvoif grupu P < Siff] VSimneme si, Ze pro k = 2, P = S, dostavame piivodni
priklad se dvéma balicky.

Ptirozenou volbou P je napriklad celd symetricka grupa Sk, pripadné cyklicka
grupa C}, nebo dvouprvkova grupa generovana obracenim poradi balicki. Ukéazalo
se vSak, ze je vyhodné zkoumat obecnéjsi pripady, kde pouze klademe urcita
omezeni na strukturu P (napiiklad pozadujeme, aby pusobila tranzitivné). To
vedlo k objeveni sktruktury michaci grupy pro nékolik tiid pripadii v zavislosti na
poctu karet, balickt a povolenych permutacich balicku [2]. Obecné ovsem zustéva
otazka struktury michaci grupy nevyfesena i pti zdanlivé silnych a prirozenych
omezenich.

Zajimavé je, ze v popisu michacich grup dvou balickt figuruje vysoce tran-
zitivni grupa znama jako Mathieuova grupa M;s. Toto bylo hlavni motivaci pro
nasi praci, ve které nejprve popiseme tuto grupu jako michaci a nésledné ukazeme
novou konstrukci Mis na zdkladé clanku [3].

V prvni kapitole zavedeme pouzivané netrivialni pojmy z teorie grup a po-
piseme M5 jako vysoce tranzitivni grupu. Druhou kapitolu vénujeme seznameni
s michacimi grupami a dikazu tvrzeni o M5 jakozto michaci grupé. Treti kapitola

1Obecné lze uvazovat libovolnou podmnozinu A C Sj,.



je vénovana afinnim a projektvnim rovinam nad koneénymi télesy a samooprav-
nym kédim. Konecné ve ctvrté kapitole ukazeme vlastni konstrukei této grupy
zalozenou na Golayovych kédech nad projektivni rovinou.



1. Tranzitivita a grupa Mathieu
M

Znaceni. Necht n € N. Symetrickou grupu na {0,...,n — 1} znacime S,,. Alter-
nujici grupu na {0,...,n — 1} znadime A,.

Definice 1.1 (pisobeni grupy na mnoziné). Necht G je grupa, X je mnoZina.
Pisobenim G na X rozumime homomorfismus f: G — Sx, kde Sx je grupa
permutact na X. V takovém pripadé miuzeme pro x € X, g € G psdat gr = g(x) =
f(g)().

Dile definujeme orbitu prvku x € X jako G(x) := {gz | g € G} a stabilizator
proku x € X jako G, :={g € G | gx = x}. Orbity zrejmé tvori tridy ekvivalence
na X.

Definice 1.2 (vlastnosti pusobeni). Necht G je grupa, X je mnozZina, na které
G pusobi. Rekneme, Ze pisobeni je vérné, pokud je prislusng homomorfismus
prosty.

Rekneme, Ze piisobeni je tranzitivni, pokud pro kaZdé dva prvky X existuje
prvek G, ktery zobrazuje jeden na druhy. Ekvivalentné je pisobeni tranzitivni,
pokud md jedinou orbitu.

Rekneme, Ze plisobeni je k-tranzitivni pro k € N, pokud |G| > k a pro kaZdé
dvé k-tice vzdjemné rizniych bod (1, .. 21), (Y1, uk) € X* existuje proek
g € G, pro ktery g(z;) = y; Vi < k. Toto pusobeni je ostie k-tranzitivni, pokud je
toto g jednoznacne urceno.

Grupa je k-tranzitivni, pokud existuje mnozina, na které pisobi verné a k-tran-
zitivne.

Lemma 1.3 (vztah orbity a stabilizatoru). Necht G je konecnd grupa, X je
mnozina, na které G pusobi, x € X. Potom plati |G| = |G(z)| - |G|

Specidlné pokud je piisobeni tranzitivni, plati |G| = |X| - |G|

Diikaz. G, ziejmé tvori podgrupu G. Z Lagrangeovy véty tedy mame |G| =
|G| [G : G.]. Dale mame bijekci mezi levymi rozkladovymi tfidami G, a orbitou
G(x) danou gG, — gx.
Plati totiz gr = hr < (hlg)r =2 < h7'g € G,.
O

Diky klasifikaci kone¢nych jednoduchych grup jsou znamy vSechny 2-tranzitiv-
ni grupy a jejich maximélni tranzitivita [4]. Pro nase tcely bude stacit klasifikace
b-tranzitivnich grup a 2-tranzitivnich grup daného radu.

Priklad. Symetricka grupa S, je n-tranzitivni. Alternujici grupa A, je (n—2)-tran-
zitivni.

Véta 1.4 ([5], vysoce tranzitivni grupy). Kromé S,,n > 5 a An,n > 7 existuji
az na izomorfismus dvé 5-tranzitivni grupy. Tyto jsou radd 12 -11-10-9 -8
a24-23-22-21-20-16-3. Nazyvaji se porade Mathieuovy grupy Mo, Moy.

Lemma 1.5 ([6], tranzitivni grupy fadu 95 040). M, je jedind 2-tranzitivnd grupa
radu 95040 =12-11-10-9- 8.

2Tj. @; # xj,y; # yj pro i # j.



2. Michaci grupy

Tato kapitola shrnuje poznatky z praci [1],[2],[7].

2.1 Definice a zakladni pozorovani

V jazyce teorie grup definujeme pojmy z teorie michacich grup, se kterymi
budeme dale pracovat, a formulujeme o nich jednoducha tvrzeni.
Znaceni. Necht a € N. Pak definujeme [a] == {0,...,a — 1}. Mnozinu [k] pak
zpravidla chdpeme jako mnozinu bali¢ki a [n] jako mozné pozice karty v jednom
balicku.

Umluva. Permutace budeme sklddat v poradi zprava doleva.

Definice 2.1 (soufadnice). Necht k,n € N,z € [k],y € [n]. Soufadnicemi karty
xn + y nazveme usporddanou dvojici (x, y). Tato karta se nachdzi na pozici
y v balicku x.

Definujeme permutaci o, kterd zprostredkovava ,farao“. PTi ném nejprve
sejmeme prvni kartu z kazdého balicku pocinaje vrchnim, poté vSechny druhé
karty, az nakonec posledni kartu posledniho balicku. Pred kartou se souradni-
cemi (z, y) jsme takto sejmuli yk + x karet, coz odpovida i jejimu indexu v [kn]
po zamichani.

Definice 2.2 (permutace o). Necht k,n € N. Zobrazenim o znacime permutaci
na [kn] danou predpisem

o(zn +vy) =yk +z, kde x € [k],y € [n].

Lemma 2.3 ([7, Proposition 1], ekvivalentni definice ). Necht k,n € N,a € [kn].
Plati

nk —1, je-li a =nk — 1,
o(a) = y
ak (mod nk — 1), jinak.

Dukaz. Pro a = nk — 1 mame

onk—1)=oc((k—1)n+(n—-1)) =
=n—-1k+(k—-1)=nk—k+k—1=nk—1.

Pro a = xn + y < nk — 2 mame:

mod nk—1
a(a):a(xn+y)=yk+x( = )yk~|—$nl<::

= (zn+y)k = ak.

Navic o(a) < nk — 1, tedy o(a) = ak (mod nk — 1).
[

K definici michaci grupy potfebujeme kromé o také permutace karet induko-
vané permutacemi balickti. Poradi karty v ramci balicku se timto nezméni, a proto
indukovana permutace odpovida permutaci prvni souradnice.

5



Definice 2.4 (permutace p). Necht k,n € N,m € Si. Zobrazenim p, znacime
permutaci na [kn] danou predpisem

px(xn +y) =7n(z)n +y, kde x € [k],y € [n].

Definice 2.5 (michaci grupa). Necht k,n € N, P < Sj. Michaci grupou Sh(P, n)
(z anglického shuffle) nazveme podgrupu Sy, generovanou jednotlivymi ,farao“
michdnimi s urcenymi poradimi balicku, tedy

Sh(P,n) == (op, | m € P).

Lemma 2.6 ([2], ekvivalentni definice michaci grupy). Necht k,n € N, P < Sy.
Potom

Sh(P,n) = (o,p, | m € P).

Diikaz. Ozna¢me Sh(P,n) = (o,p, | # € P). Zfejmé Sh(P,n) < Sh(P,n). Pro
Sh(P,n) < Sh(P,n) staci ukazat, ze o € Sh(P,n) a p, € Sh(P,n) Vr € P.
Protoze 0 = opiq, staci polozit m = id a dostaneme o € Sh(P,n).
ProtoZe op,, 0~ € Sh(P,n), mame p, = (6071)(op,) € Sh(P,n).

]

Na prikladu se Sesti kartami a dvéma balicky ilustrujeme praci s michacimi
grupami.

Priklad. Necht k =2,n =3, P = .5;. Potom

P = {id, (0 1)}, pia, = idg; pro1) = (03)(1 4)(25), 0 = (0)(1 24 3)(5)

a tedy Sh(P,n) = ((03)(14)(25),(1243)) <Sg, coz je grupa fadu 24 izomorfni
Sy. Nasledujici obrazek znazornuje obé mozna michani, tj. generdtory o, op(1).



Obrazek 2.1: Generatory Sh(S5,3).

2.2 7Znamé vysledky a otevrené otazky

Formulujeme klicovou hypotézu o strukture Sh(S,n), podle které je tato
grupa ve veétsiné pripadd ,nejvétsi moznd“ pri omezeni, které dava nasledujici
jednoduché lemma.

Lemma 2.7 ([2, Corollary 2.4], parita Sh(P,n)). Necht k,n € N, P < Si. Potom
Sh(P,n) < Agp, pravé kdyz n(n — 1)k(k — 1) = 0 (mod 4) a plati alespori jedno
z nasledugicich:

« n=0 (mod 2),
o P <A

Diikaz. Plati Sh(P,n) < Ay, pravé kdyz vSechny prvky dané mnoziny generatoru
Sh(P, n) jsou sudé. Uvazujme generdtory z lemmatu [2.6]

Permutace p, je tvorena np cykly, kde p je pocet cykla v rozkladu 7. Tedy p,
je suda, pravé kdyz n je sudé nebo w € Ay.

Ukéazeme, ze permutaci o lze zapsat jako slozeni % transpozic. Tedy
ze je suda, pravé kdyz jedno z cisel n,n — 1,k k — 1 je délitelné ¢tyrmi.

Znadi-li f(a) = |{b| a < bAc(b) < o(a)}|, plati f(zn +y) = y(k — 1 — x),



a tedy

kn—1 k—1n—1 k—1n—1
Z Zfon+y ZZy —1—2x)
=0 T= OyO =0 y=0

n(n — 1 n(n —Dk(k —1)

—Z (k—1—2x)= 1

Navic pocet transpozic odpovidd Y- £(i).
O

Hypotéza 2.8 ([2, Conjecture 1.3], o strukture Sh(Sg,n)). Necht k,n € N,k > 3,
P < Sy,n# k7, (k,n) # (4,27) pro vsechna f € N. Potom

Agpn, pokud n =0 (mod 4) nebo (k,n) (mod 4) € {(0,2),(1,2)},
Skn,  jinak.

Sh(Sk,n) = {
Pravdivost tohoto tvrzeni v plné obecnosti je otevieny problém. Uvedeme
vsak nékolik t¥id dvojic (k,n), pro které jiz bylo dokazéno viz [2].
o k>n,
e k=2°n+#2/ kdee,f€N,e>2,
e k=1°n=101 kdele,f EN,I>2k#4,eff.

Vsimnéme si, ze hypotéza nic nerikd o situaci, kdy P = S5. Pro tu mame
nasledujici tvrzeni popisujici strukturu Sh(S;,n) v zavislosti na n. Pro detailni
popis a vysvétleni symboli viz [1].

Tvrzeni 2.9 ([I, Theorem 1], o struktute Sh(Sy,n)). Struktura Sh(Ss, n) je ddna
ndsledugici tabulkou:

Tvar n Sh(S2,n)

n =27 Cy Cf—i—l

n =0 (mod 4),n > 20,n # 2/ | Ker(sgn) N Ker(sgn)
n=1 (mod 4),n >5 Ker(sgn)

n =2 (mod 4),n > 10 Cy1 S,

n =3 (mod 4) Ker(sgnsgn)

n==6 CS x PGL(2,5)

n =12 Cot X My,

Tabulka 2.1: Tvar Sh(S3,n).

Zde Cy, je cyklickd grupa na [k], ! znaci véncovy soucin, X semidirekini soucin,
sgn: Cy ! Sk, — {—1,1} je homomorfismus dany znaménkem permutace 2k karet
(bézné znaménko permutace), sgn: Co1Sy — {—1,1} je homomorfismus dany zna-
ménkem permutace k dvojic karet (v pisobeni popsaném v ndsledujicim oddilu),
sgnsgn(g) == sgn(g)sgn(g). Konecné PGL(n, p) je projektivni linedrni grupa z de-
finice 3.9



2.3 Michaci grupy a grupa Mathieu M,

Z posledniho radku tabulky vidime S = Sh(Sy,12) = C3' x M,. Tedy
ze michaci grupa pro 24 karet rozdélenych do dvou balikll je izomorfni semi-
direktnimu sou¢inu C3' x Mp. V tomto oddile tento vysledek na zakladé [I]
reprodukujeme.

Nejprve si rozmyslime, ze S zachovava dvojice karet {i,23 — i}. To ndm
dovoli uvazit homomorfismus 7: S — Sjo slucujici tyto dvojicd’}] Oznacime-li
K = Ker(7), H := Im(r), plat{ S = K x H. Navic protoze ziejmé K < C3?, staci
ukazat H = M5 a ovérit rad K.

Lemma 2.10 (dvojice). Sh(S2,n) zachovdvd dvojice karet {i,2n — 1 — i}, tj.

Vs € Sh(Se,n) Vi <n 3Jj <n:s({i,2n—1—1i})={j,2n—1—j}.

Diikaz. Tvrzeni staci ovéfit pro s € {o, po1)}. At i <n.
Pro s = p( 1) mame

s(1)
s(2n — 1 —1)

s(On+1i) =n+1,
sm+n—1—i)=n—-1—1

z definice 2.4} Ale 2n — 1 — (n — 1 — i) = n+1 a tudiZ pro s tvrzeni plati.
Pro s = o mame

s(i) = s(0n + 1) = 24,
sCn—1—i)=s(n+(n—1—1))=2(n—1—1i)+1

z definice 2.2 Ale 2n — 1 — (2n — 1 — 2i) = 2i a tudiZ pro s tvrzeni plati.

Véta 2.11 ([I, Lemma 5], obraz 7). Plati H = Im(7) = M.

Diikaz. H je generovana permutacemi ¢ = (0)(1248 7951036 11) a ¢ =
(49)(013786 10 25 11), kde ¢ odpovida dvojici karet {i,23 — i}. Pomoci
vypocetniho softwaru zjistime, ze tyto permutace generuji grupu radu 95 040 =
12-11-10-9-8.
Zbyva ovérit, ze je tato grupa 2-tranzitivni. Z lemmatu [1.5] je pak H = Mis.
K rozsiteni (x1,x2) — (y1,y2) nejprve vhodnou kombinaci ¢, zobrazime
(x1,79) — (0,2;). Poté iteraci ¢ zobrazime (0,25) — (0,9 7%(y2)), pro které
Y ~*(y1) = 0. To lze, protoze 0 je pevnym bodem . Koneéné aplikaci ¥ mame
celkem (z1,x2) — (Y1, y2).
O

K ovéreni fadu K stac¢i pomoci generatoru S piimo spocitat (opét pomoci zné-
2
mych generdtoru a vypocetniho softwaru) (viz [I, Table 1]) |S| = 217!'52!, a proto
| K| =|S|/|H| = 2".

3Toto navic obhajuje Cy ! Sk, a 5gn z predchozi tabulky.
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3. Golayuv koéd nad projektivni
rovinou

Zavedeme fadu pojmu a formulujeme tvrzeni tykajici se afinnich a projektiv-
nich prostoru a linedrnich a afinnich kédu. Konkrétné budeme hovorit o afinni
a projektivni roviné radu 3 a o Golayovych kddech.

3.1 Afinni a projektivni roviny

Zacneme formalizaci afinnich rovin.

Znaceni. F), znaci téleso o p prvcich.
Definice 3.1 (afinni rovina). Afinni rovinou nazveme dvojici (A, L), kde plati:
o L CP(A), kde P znaci potencni mnoZinu,

e« Vp#£qe AN e L:{p,q} Cl,

Vie LVpe A\l3ImeL:pemAlnm=10,

o Jpi,p2,p3s € AVL € L: {p1,p2,p3} ,@ L.

Prvky A nazijvdme body afinni roviny a prvky L nazgvdme primky. Vztah p € 1
nazyvame incidenci bodu a primky. Primky, ktere nemaji spolecny bod, se nazyvaji
rovnobézné.

Poznamka.

o Je-li A konecnd, existuje n € N, ze pro vSechna [ € L: |l|] = n. Toto
n nazveme rddem afinni roviny.

e Relace ,byt rovnobézny“ je ekvivalence na L.
o Pro afinni rovinu fddu n je |A| = n%

Definice 3.2 (model afinni roviny fddu 3). Necht V' znaéi vektorovyj prostor F3.

Modelem afinni roviny fadu 3 rozumime dvojici (V, L), kde L jsou afinni
primky V', tj. afinni podprostory dimenze 1. Snadno lze ovérit, Ze takovd kon-
strukce opravdu ddvd afinni rovinu rddu 3 ve smyslu definice [3.1]

Lemma 3.3 (jednoznac¢nost afinni roviny tadu 3). Necht A, B jsou afinni roviny
radu 3. Potom A = B, tedy existuje bijekce mezi mnoZinami bodi, kterd zachovdvd
incidenci.

Diikaz. At (A, L) je afinni rovina fadu 3. Ukdzeme, ze (A, L) je izomorfni mo-
delu afinn{ roviny z pfedchozi definice. Protoze |A| = 3% = 9, miZeme uvazit
bijekci A — F3 a prislusné body miizeme ztotoznovat. Ddle budeme postupné
konstruovat jednotlivé piimky L, které jsou vynucené axiomy afinni roviny.
Nejprve pridame 3 rovnobézné piimky (mnoziny vektori se stejnou prvni sou-
radnici) a poté dalsi 3 vzadjemné rovnobézné piimky (mnoziny vektoru se stejnou
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druhou soufadnici)ﬁ. Kazdou volnost v této konstrukei lze snadno obh&jit bijekei
zachovavajici incidenci. Zbylych 6 primek je uz vynucenych druhym axiomem
z definice B.11

Konecné zkontrolujeme, ze zadnou dalsi primku uz pridat nelze.

]

Definice 3.4 (afinni grupa). Necht F,, je téleso, n € N. Afinni grupou nazveme
grupu AGL(n, p) =T x GL(n,p), kde GL(n, p) je grupa automorfismi Fy a T je
grupa permutaci ¥ tvaru x — x + X (translaci).

Nés bude zajimat AGL(2,3) a jeji pusobeni na afinni rovinu fadu 3.

Pozorovani 3.5 (pusobeni AGL(2,3)). Prvky AGL(2,3) odpovidaji sloZenim li-
nedrnich automorfismii F3 a translaci. Toto ddvd prirozené pisobeni AGL(2, 3)
na IF3.

Lemma 3.6 (ekvivalentni definice AGL(2,3)). AGL(2,3) jsou prive automor-

fismy F2 zachovdvajici afinnd primky.

Diikaz. Prvky AGL(2,3) z definice zachovavaji afinni pfimky.

K automorfismu f zachovavajicimu piimky mame translaci ¢, ze tf(0,0) =
(0,0). Protoze automorfismy vektorového prostoru jsou afinni zobrazeni, existuje
h € AGL(2,3), ze (0,0), (1,0), (0, 1) jsou pevné body htf. Ze zachovani ptimek lze
snadno vidét, ze htf = id. Protoze AGL(2, 3) tvori grupu, mame f € AGL(2, 3).

O

Podobné jako v afinnim ptipadé formalizujeme projektivni roviny.

Definice 3.7 (projektivni rovina). Projektivni rovinou nazveme dvojici (P, L),
kde plati:

o L CP(P), kde P znaci potencni mnozinu,
e Vp#qe PIlelL:{pq}ClI
Vi#£meL: [Inm]=1,

e Ip1,....;m€PVIEL: {pr,....,pa} € L.

Prvky P nazyvame body projektivni roviny a prvky L nazgvdme primky. Vztah
p € | nazyvame incidenci bodu a primky.

Je-li P konecné, existuje n € N, ze pro vSechna [ € L: |I| = n + 1. Toto
n nazveme rddem projektivni roviny.

Definice 3.8 (model projektivni roviny fadu 3). Na mnoZiné V =TF3\ {(0,0,0)}
zavedeme relaci ekvivalence danou x ~ vy, pokud x = ky pro k € {1,2}.
Modelem projektivni roviny fadu 3 rozumime faktormnozinu V) ~. Proky fak-
toru odpovidaji bodim a primky v tomto modelu definujeme jako obrazy dvouroz-
mernych podprostoru V' pri faktorizaci ~. Snadno lze overit, Ze takovd konstrukce
opravdu ddvd projektivni rovinu Tddu 3 ve smyslu definice [3.7.
Body V| ~ znacime 1,...,12, cc.

4Kazd4 tiida ekvivalence rovnobéznosti je pravé tiiprvkova.
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Definice 3.9 (projektivni linearni grupa). Necht F, je téleso, n € N. Projektivni
linedrni grupou nazveme faktorgrupu PGL(n,p) = GL(n,p)/H, kde GL(n,p) je
grupa automorfismi B a H < GL(n, p) je grupa automorfismi tvaru x v+ Az.

Nés bude zajimat PGL(3, 3) a jeji ptisobeni na projektivni rovinu radu 3.

Pozorovani 3.10 (pusobeni PGL(3,3)). Uvazme grupu PGL(3,3). Potom H
z[3.9 odpovidd grupé generované zobrazenim x — 2x. ProtoZe H zachovdvd ekvi-
valenéni tridy ~ z[3.8, mdme prirozené vérné pisobeni PGL(3,3) na projektivni
TOVINU.

Konecné uvedeme zasadni souvislost afinnich a projektivnich rovin.

Lemma 3.11 (souvislost afinnich a projektivnich rovin). Odstranénim primky
projektivni roviny (spolu s jejimi body) ziskame afinni rovinu. Naopak priddnim
bodi odpovidajicich tridam ekvivalence rovnobéznosti k afinni roviné, prodlouZe-
nim primek do prislusného bodu a pridanim primky obsahujici vsechny tyto tridy
ziskdme projektivni rovinu. O pridanych bodech a primce mluvime jako o bodech
a primce v nekonecnu.

Konkrétneé pridanim 4 bodi k modelu afinni roviny radu 3 ziskdme model pro-
jektivni roviny 1adu 3. Navic kazdy prvek AGL(2, 3) lze prirozené rozsirit na prvek
PGL(3,3) zachovdvajici primku v nekonecnu.

Disledek 3.12 (jednoznacnost projektivni roviny radu 3). Necht P, Q) jsou pro-
jektivni roviny radu 3. Potom P = (), tedy existuje bijekce mezi mnoZinamsi bodi,
kterd zachovdvd incidenci.

Diikaz. Ptimo plyne z jednoznacnosti afinni roviny radu 3 (3.3)) a souvislosti afin-
nich a projektivnich rovin (3.11]).
O

Umluva. Ve zbytku textu budeme projektivni (afinni) rovinou rozumét model
projektivni (afinni) roviny fadu 3 z definice (3.2). Body 1,...,9 chdpeme jako
afinni (resp. afinni ¢ast projektivni roviny), 10,11, 12, 0o jsou pak body v neko-
necnu.

3.2 Samoopravné koédy
Umluva. Necht n,p € N, F = F, je p-prvkové téleso, V = F".

Definice 3.13 (blokovy kéd a slova). Blokovym kédem (také jen kddem) rozu-
mime libovolnou podmnoZinu V. Rekneme, Ze kod je afinni (linedrni), pokud tvori
afinni (linedrni) podprostor V.

Proky prostoru V- nazjvdme také slova. Souradnici i slova s budeme znacit
s(i). Délkou slova, pripadne kiodu, nazveme dimenzi vektorového prostoru n. No-
si¢em slova s nazveme mnoZinu nenulovijch souradnic s, znacime supp(s). Vahou
slova s nazveme pocet nenulovjch souradnic s, znacime |s| == | supp(s)|. Vzdale-
nosti slov s,r nazveme hodnotu |s —r|.

5Zde indexujeme od 1.
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Pozorovani 3.14 (vlastnosti vahy). Zobrazeni w: V — N dané s — |s| spliuje:
o Vs,reViw(s+1r) <w(s)+w(r),
e w(s)=0 <= s=0, kde 0 je nulovy vektor.

Definice 3.15 (bodovy souc¢in a samodualita). Zavedeme operaci bodového sou-
Ginu -: VxV = F danou u-v =3 uDp®,
Rekneme, Ze kéd C ve V je samodudlni, pokud

C=Ct={veV|Vee C:v-c=0}

Definice 3.16 (parametry afinnich kédit). Necht C' je afinni kéd ve V. Rekneme,
Ze C je (n,k,d) kod, pokud k = dim C,d = min, 4¢ec |r — t|. Parametr d = d(C)

nazgvame (minimdlni) vzdalenost kddu.

Definice 3.17 (rozsitovani a propichovani). Necht n € N,i < n,C je kod v F".
Definujeme propichnuti kédu C' v souradnici i jako kéd n(C) = {n(c) | ¢ € C},
kde m znaci projekci na souradnice riuzné od 1.

Naopak rozsiteni kédu C definujeme jako kod o(C) = {o(c) | ¢ € C}, kde
o znadi priddni soutadnice n+ 1 tak, aby S1<icnpq 0(c)? = 0.

Definice 3.18 (Perfektni kod). Kdd C' ve V' s minimdlni vzddlenosti d je per-
fektni, pokud ezistuje r € N, pro které V.= Uyec S(c, 1), kde S(e,r) = {v € V|
v —c| <r}, aS(e,r) jsou po dvou disjunktni.

V takovém pripade je r urceno jednoznacne a 2r =d — 1.

3.3 Golayovy kédy a jejich automorfismy

V této sekci zkonstruujeme z primek v projektivni roviné model rozsireného
ternarniho Golayova kodu.
Pro dplnost zavedeme bézné binarni i terndrni Golayovy koédy. Déle se vsak

budeme zabyvat prevazné konkrétnimi modely rozsiteného ternarniho Golayova
kodu.

Definice 3.19 (Golayovy kddy). Perfektnim bindrnim Golayovym kdédem na-
zveme linedrni kéd nad Fy s parametry (23,12,7). Rozsitenym bindrnim Golayo-
vym kédem nazveme linedrni kéd nad Fy s parametry (24,12, 38).

Perfektnim ternarnim Golayovym kédem nazveme linedrni kéd nad Fs s para-
metry (11,6,5). Rozsifenym terndrnim Golayovym kédem nazveme linedrni kod
nad F3 s parametry (12,6,6).

Lemma 3.20 ([§], vlastnosti Golayovych kéda). Kazdy ze ctyr Golayovych kdodi
existuje a je urcen jednoznacné aZ na monomiadlni transformaci (danou sloZenim
permutace souradnic a prendsobenim kazdé souradnice nenulovou konstantou).
Perfektni bindarni a terndrni Golayovy kody jsou perfektni ve smyslu definice
[3.18. Rozsitené Golayovy kédy jsou samodudlni.
Rozsitenim perfektnich Golayovych kodi ziskame rozsirené Golayovy kody. Na-
opak propichnutim rozsitenych Golayovijch kédi ziskdime perfektni Golayovy kody.
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Lemma 3.21 ([§], perfektni kody danych parametri). Perfektni kéd nad Fy s pa-
rametry (23,12,7) je linedrni. Perfektni kod nad Fs s parametry (11,6,5) je line-
arni. Jde tedy o Golayovy kody.

Umluva. Déle budeme Golayovym kédem myslet rozsifeny ternarni, pokud neu-
vedeme jinak.

Uvéazime vektory incidence primek v projektivni roviné, tj. vektory délky 13,
které maji na j-té pozici 1, pravé kdyz bod j lezi na této primce. V opacném
pripadé je na pozici j 0.

Oznac¢ime S’ mnozinu incidenc¢nich vektoru s nenulovou souradnici co. Zbylé
oznac¢ime P’. Odstranénim této souradnice z vektoru S" a P’ ziskdme mnoziny
S a P. Konetné 2P bude znacit mnozinu {2p | p € P}.

Definice 3.22 (kéd [A]). Pri znaceni vyse definujeme kod [A], kde A = S U2P
a [X] znaci afinni obal mnoziny X, tj.

(X]={> awx| > a,=1,a, € N}.
zeX zeX
Tvrzeni 3.23. Kdd [A] a kddy tvaru [A] —v = {w —v | w € [A]},v € [4]
maji parametry (12,6,6). Kody [A] — v jsou navic linedrni a tedy jde o rozsirené
ternarni Golayovy kody.

Diikaz. Délky kodi jsou jasné z konstrukce. Translace zachovavaji dimenzi i vzda-
lenost kodu, staci tedy ur¢it dim[A] — v pro zvoleny v € [A] a d([4]).

o Dimenze [A] — v: Lze ovéfit pfimo. (zndme generujici mnozZinu)

o Minimdalni vzddlenost [A]: Viz [3, Proposition 4].

Odtud déle zafixujeme s € S a polozime L := [A] — s.
Objektem zkouméani budou automorfismy Golayovych kodi. Pro nase potreby
se omezime na monomialni automorfismy, které nyni definujeme.

Definice 3.24 (automorfismus linedrntho kédu). Necht C' je linedrni kéd ve vek-
torovém prostoru V. Automorfismem kodu C' rozumime automorfismus ¢ pro-
storu V' dany monomidlni matici (tj. obsahujici prave jednu nenulovou souradnici
v kazdém radku i sloupci) spliugici o(C) C C. Zobrazeni dané monomidlni matici
nazveme monomialnfo

Automorfismy kédu C' tvori grupu, kterou znacime Aut(C').

Konecné formulujeme a dokazeme dvé technicka lemmata o rozsifenych ter-
narnich Golayovych kodech.

Lemma 3.25 ([3, Lemma 5]). Necht C C Fi? a ezistuje ¢ € C, Ze C — c je
(rozsiteny terndrni) Golayiv kéd. Necht w € Fi? |w| = 3.

Pak bud ezistuje v € C takové, Ze |w —v| < 2, nebo existuji v; € C,i €
{1,2,3,4} takovd, Ze |v; —w| = 3, |(X v;) —w| = 12. V takovém pripadé neexis-
tuji jind v € C: |v —w| < 3.

5Toto odpovida definici v lemmatu
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Diikaz. Predpokladejme, Ze neexistuje v € C': |w —v| < 2.

Jednoznacnost: Pokud pro u,v € C plati |[w —v| = |w —u| = 3 a existuje
soufadnice i takové, ze (w — v)® # 0, (w — u)® # 0, plati |[v —u| < 5, a tedy
v = u z minimélni vzdélenosti Golayovych kédi. Vsechny takové vektory se tudiz
od w lisi na vzajemné rtznych soutradnicich. Proto mohou existovat nejvyse 4
vektory v; € C': |v; — w| = 3. Navic pokud existuji, plati

‘(Zvl) —w‘ = ‘(Zvl —w)‘ =12.

Existence: Zvolme soufadnici 1 < 7 < 12. Staci ukazat, Ze existuje v; € C
takové, ze UZ@ #w® a |w — v;| = 3. Propichnutim i-té soufadnice ziskdme z kédu
C' perfektni terndrni Golayuv kéd C” a ze slova w slovo w', pro které (viz lemma
existuje v; € C": |v; — w'| = 2, kde v} vzniklo propichnutim z v; € C. Potom
ale |v; — w| < 3 a z predpokladu dukazu |v; — w| = 3.

0

Lemma 3.26 ([3, Lemma 6]). Necht r € Fi2, |r| = 3,7® € {0,1} Vi < 12.

Potom ezxistuje 6 = mp € Aut(L), kde 7 je prislusnd permutace souradnic
a o prendsobeni souradnic nenulovymi konstantami, pro které d(L +r) = [A],
o(r)=rad(r)=s.

Diikaz. 7 lemmatu vime, ze mingey, [v] > d([A4]) = 6, protoze slova z L jsou
rozdily slov z [A]. Diky tomu a trojihelnikové nerovnosti pro vahu ({3.14)) neexis-
tujev € L: |—r —o| <||r| = |v|]| = 2.

Pouzijeme lemma na vektor —r a kéd L. Tim ziskdme slova vy, ..., vy.
Protoze |0 — r| = 3, mame z jednoznacnosti v; = 0 pro néjaké i. Bez Gjmy na

obecnosti polozime vy = 0.
Dale z lemmatu .25 mame

12:‘2(%)—1—7"‘:’2(@,»—1—7“)‘ <> |vi+r|=4-3=12.

To je mozné pouze pokud supp(v; + r) jsou disjunktni mnoziny.

Polozime w; := v; +r. Mame tedy jednoznac¢né dané zobrazeni p, pro které
plati supp(o(w;)) = supp(w;) a vsechny nenulové souradnice o(w;) jsou rovné 1,
tj. o je zobrazeni dané prenasobenim souradnic, které vektory w; zobrazuje na
prislusné inciden¢ni. Navic ziejmé o(r) = o(vy + 1) = o(wy) = wy = 7.

V kédu o(L + r) nyni najdeme mnozinu 9 vektora 2P = {o(ws), ..., o(wi3)},
jejichz nosice spolu s nosi¢i S = {p(wy),...,0(ws)} tvori piimky projektivni
roviny fadu 3 (kde ptimky odpovidajici S se protinaji v 0o). Potom se totiz kddy
[A] a o(L + r) lisi pouze permutaci souradnic, tedy existuje permutace souradnic
7: w(o(L+71)) = [A]. Pak polozime § = mp. Navic Ize 7 zvolit tak, aby w(o(r)) = s,
pricemz lze navic predepsat libovolné ze 6 zobrazeni nenulovych souradnic r na
nenulové souradnice s.

Konecne [A] =0(L+71) =0(L)+(r) =6(L)+ s, atedy L =[A] —s=0(L).
Odtud 0 € Aut(L).

Zbyva tedy najit mnozinu 2P a dokéazat, ze s S tvoti projektivni rovinu. Pro-
pichnutim o(L+7) v libovolné souradnici ziskdme perfektni kod, ktery obsahuje 6
slov véhy J7} Protoze o(L + 1) neobsahuje jina slova vahy 3 nez o(wy), . . ., o(ws),

"Viz zdroj, pomoci vdhovych polynomd.
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vznikla 3 z téchto propichnutych slov ze slov vahy 4. Navic kéd o(L + r) ne-
obsahuje jinda slova vahy 4 s nenulovou propichnutou souradnici. Takto muzeme
propichnout kazdou souradnici a ziskdme tak celkem 9 slov vahy 4 v kédu o( L+7)
Fl Téchto 9 slov oznac¢ime o(ws), . . ., o(wi3).

Zvolime i < 4,j # k > 5 a oznac¢ime p = o(w;),q1 = o(w;),q2 = o(wy).
Ukéazeme, ze:

+ qi"” =2k € supp(q1),

e nosice p,q; a qi, g2 se protinaji v pravé jednom bodé,

o kazdymi dvéma souradnicemi prochazi pravé jeden nosic¢ o(wy), ..., o(wis),
o [SU2P| =po(L+r).

Tim ovérime axiomy projektivni roviny (bodem oo a zvolenou soutradnici
prochézi prvek §) a ukazeme, ze se [A] a o(L+r) lisi pouze permutaci souradnic.

Kédy tvaru o(L + 1) —v,v € o(L +r) jsou samodudlni. Odtud je |o(wy) — ¢1
pro k < 4 deélitelné tfemi, a proto se museji nosic¢e o(wy),q; protinat v alespon
jednom bodé. Protoze jsou nosice g(wy) disjunktni, musi nosi¢ ¢; protinat kazdy
pravé jednou.

Opét ze samoduality plati (¢ —p)-(¢1 —p) = 0, a tedy ¢; mé na spolecné nenu-
lové soutradnici s p hodnotu 2. Protoze kazda nenulova souradnice ¢; je spolecna
s néjakym prvkem S, jsou vSechny nenulové souradnice g; rovny 2.

Navic (¢1 — ¢2) - (1 — ¢2) = 0, a tedy se nosice q1, g2 shoduji, a tedy protinaj,
pravé v jednom bodé. Timto jsou dokazany prvni dva body.

K tfetimu bodu zbyva dokazat, ze dvéma soutadnicemi n,m z nosicu ruz-
nych prvkia S prochazi nosic¢ alespon jednoho prvku 2P. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme m € supp(p). Souradnici n prochdzeji 3 nosice prvku 2P. Kdyby
zadny z nich neprochdzel soutadnici m, existuje souradnice k € supp(p), kterou
prochazeji dva z téchto tfi nosict. To je ale spor s jednoznacnosti pruniku dvou
nosicu.

Konectné [S U 2P] = o(L + r) 1ze snadno ukdzat spoctenim |[S U 2P]|.

8Protoze kazdé propichnuti d4 3 slova vahy 4, dava jednoznac¢nost v piedchozi vété odstavce
9 = 123 glov.
1
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4. GGolayovy koédy a grupa
Mathieu M

V této kapitole popiSeme vlastni konstrukeci grupy Mjs zaloZenou na projek-
tivni roviné fadu 3 a Golayovych kodech. Tato konstrukce stavi na praci [3]. Jiné
mozné pristupy lze nalézt napiiklad v [9], [10], [11].

Véta 4.1 (Hlavni véta: tvar Aut(L)). K Aut(L) existuje a € Aut(L) radu 2, pro
které M := Aut(L)/(a) = Ms.

Prvnim krokem v diikazu této véty bude nalezeni vhodného homomorfismu ¢,
jehoz jadro bude generované vhodnym prvkem a. Poté z prvni véty o izomorfismu
méme M = o(L)}

Hledanym homomorfismem bude projekce do Si5. Kazdy monomidlni auto-
morfismus g davd permutaci souradnic 7, ze které se sklada. Polozime p(g) = .
Toto je dobre definovany homomorfismus Aut(L) — So.

Pro H C Aut(L), g € Aut(L) znac¢ime H = ¢(H),q = ¢(g).

Lemma 4.2 (o jadru ¢). Ker(p) = {id, m}, kde m je automorfismus dany matict
—1I a I znaci jednotkovou matici radu 12.

Diikaz. Ztejmé {id,m} C Ker(¢p).
At g € Ker(p) \ {id,m}. Pak g nepermutuje souradnice (pisobi identicky)
a existuji indexy i, j, Ze ¢ mén{ znaménkd'| soufadnice i a zachovava soutadnici
j. Diky lemmatu obsahuje kéd L slovo ¢ véhy 6, Ze i,j € supp(c). Ale pro
d = g(c) —c € L plati i € supp(c),j ¢ supp(c), tedy 1 < |d| < 5, coz je spor.
O

41 Rad M

Dalsim dulezitym krokem v dikazu véty je uréeni radu M. K tomu vyu-
zijeme lemmatu o vztahu orbity a stabilizatoru.

Konkrétné uvazime prirozené plisobeni M jakozto permutacéni grupy na tii-
prvkovych mnozindch souradnic. Oznac¢ime H < Aut(L) nejvétsi podgrupu, ze H
je stabilizator mnoziny nenulovych pozic s. Tuto mnozinu budeme dale znacit .
Mnozinu zbylych soutradnic znac¢ime J.

Lemma déva tranzitivitu tohoto ptusobeni a tedy

M1 = - o) = A1) (41)

Zbyva tedy urcit fad H. K tomu si snadno uvédomime, 7e |AGL(2,3)| =
IT| - |GL(2,3)] = |F2]- (32 —1)-(3* = 3) = 9-8-6, kde T je grupa translaci
z definice [3.4] a stati dokdzat H = AGL(2,3).

Zacneme formulaci a diikazem technického lemmatu, které nam pomuze vnorit

H do AGL(2,3).

9Tyto grupy budeme ztotoziiovat, tj. budeme uréovat vlastnosti (L).
0pokladdme —1 = 2.
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Lemma 4.3 (afinni rovina nad J). Slova ¢ kédu L vihy 6, pro které KK C supp(c),
odpovidaji primkdm afinni roviny (tddu 3), jejiz mnozina bodi je J .

Diikaz. Oznacme
A={c+s|ceL,ld=06K Csuppc)}.

Potom plati A C [A] a jsou to pravé slova [A], ktera maji 0 nebo 2 na soufadnicich
KC a pravé tfi nenulové souradnice 7.

Ziejmé plati A\ {s} C A. Uvazime mnoziny supp(a) = supp(a) N J pro
a € A\ {s}. Chapeme-li je jako mnoziny bodu J, dostavame tak diky lemmatu
.11 afinni piimky z definice afinni roviny [3.1]

Ukéazeme, ze A neda dalst podmnoziny J. Tedy, Ze neexistuje ¢ € L, |c| = 6,
IC C supp(c), pro které supp ;(c) neodpovida afinni pifmce.

Zvolme takové c. Uvazme dvé nenulové pozice ¢ v J. Tyto jsou spojeny afinni
piimkou, ktera je z pfedpokladu riizna od supp ;(c). Této afinni pfimce odpovida
projektivni piimka p € A\{s}. Proto existuje d € L vahy 6, jehoz nosi¢ se shoduje
s nosicem ¢ na pozicich K a na pravé dvou pozicich J. Potom ale |d —¢c| < 5
nebo |d + ¢| < 5 a z minimalni vzdélenosti kddu L mame ¢ = d nebo ¢ = —d, coz
je spor.

Celkem mame surjektivni zobrazeni z mnoziny slov kédu L vahy 6, pro které
K C supp(c), na afinni primky nad J.

]

Lemma 4.4 (vnoten{ H). Ewistuje vnoreni H — AGL(2,3).

Diikaz. Protoze H zachovava mnozinu slov z lemmatu , zachovava H v pliso-
beni na J (se strukturou afinni roviny) afinni primky. Diky lemmatu je tedy
pisobeni H na J podgrupou AGL(2, 3).

Uké&Zeme navic, Ze pro h € H odpovida rozsifeni tohoto ptisobeni na projek-
tivni rovinu ptsobeni h na dvanactiprvkové mnoziné soufadniﬂ.

Zvolme i € IC a uvazme vektor s;, ktery z s vznikne pric¢tenim 1 k soutadnici
i. K s; uvdzime v;; z lemmatu [3.25] Z jednoznacnosti v tomto lemmatu méme
via = 0,v;; = pij — 8, pi; € P pro j < 3. Tato p;; jsou z definice incidenéni vektory
projektivnich ptimek, které navic prochéazeji bodem 1.

Pro g € H takové, Zze g = h vime, Ze g permutuje slova v;;,7 € K, 7 < 3. Proto
h permutuje souradnice K zptisobem odpovidajicim permutaci t¥id rovnobéznosti
afinnich primek.

m

Lemma 4.5 (dolni odhad |H|). Plati odhad |H| >9-8-6-2.

Diikaz. Uvazme norméalni podgrupu translaci grupy AGL(2,3). Tyto lze rozsitit
na projektivni automorfismy zachovanim bodt v nekoneénu, coz pti vnoreni do
S12 odpovida zachovani souradnic K. Navic v tomto vnoreni zachovava mnoziny

HKde J chidpeme jako afinnf body a K U {cc} jako body v nekoneénu.
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S a P. Uvazujeme-li translace jako monomidlni zobrazeni, je grupa translaci tedy
(normalni) podgrupou H. Takovych translaci je 3% = 9.

Koneéné m: (a,b) — (2a,2b) je afinni zobrazeni zachovavajici kazdou tfidu
rovnobéznosti a tedy jeho rozsiteni na projektivni automorfismus zachovava kazdy
bod v nekone¢nu. Opét jako monomidlni zobrazeni dava prvek H.

Uvazme podgrupu H tadu 18 generovanou translacemi a zobrazenim m. Z lem-
matu [3.26| mtizeme kazdé monomialni zobrazeni na K rozsitit na prvek H. Tako-
vych zobrazeni je 22-3! = 8-6 a kazd4 dvé lezi v riznych rozkladovych tiidach této
podgrupy, protoze jeji prvky pusobi identicky na K. Odtud mame |H| > 9-8-6-2.

O

Kombinaci predchozich dvou lemmat ziskdavame pozadovany izomorfismus.

Dusledek 4.6 (tvar H). Plati |H| > 9-8-6 a tedy H = AGL(2, 3).

Nyni uz lze snadno spocitat rad grupy M.
Lemma 4.7 (tad M). |[M|=12-11-10-9-8.

Diikaz. Dosazenim |H| =9 -8 -6 do rovnosti |4.1| dostdvdme

IM|=9-8-6-12-11-10/(3-2) =12-11-10-9 - 8.

4.2 Tranzitivita M a hlavni véta

Diky klasifikaci vysoce tranzitivnich grup z véty [I.4] zbyvd uz jen urcit tran-
zitivitu H. To udéldme v rdmci dikazu hlavni véty

Véta (Hlavni véta: tvar Aut(L)). K Aut(L) existuje a € Aut(L) radu 2, pro které
M = Aut(L)/(a) = Mlg.

Diikaz. Polozime a = m z lemmatu 4.2, Potom | Aut(L)/(a)] =12-11-10-9-8
diky lemmatu [4.7]

Ukazeme, ze M je 5-tranzitivni grupa. Potom diky vété [1.4] a znalosti fadu
M dostaneme M = M;5. K tomu uvazime vérné ptsobeni M na dvanactibodové
mnoziné dané vnorenim M < Si5. Z definice tranzitivity grupy staci ukéazat, ze
toto plisobeni je 5-tranzitivni.

Nejprve ukézeme, ze jediny prvek M zachovavajici 5 soutadnic je identita.
At g je takovy prvek. Pomoci konjugace zobrazenim z lemmatu [3.26] mizeme
predpokladat, ze 3 ze zachovanych souradnic jsou pravée prvky K. Specidlné je
tedy ¢ € H a miizeme uvazit ptisobeni ¢ na projektivni rovinu jako v lemmatu
44

Protoze g zachovava prvky K, dané projektivni plisobeni zachovava kazdy
bod v nekonec¢nu. Navic g ptsobi identicky na dvou bodech mimo primku v ne-
kone¢nu a tedy zachovava vsechny primky. Takové zobrazeni je zfejmé identitou
na projektivni roviné.
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Konecné dvé ruznd rozsiteni (z1,...,z5) — (y1,..., y5) na prvek M daji neiden-
tické rozsiteni (z1,...,z5) — (x1,...,x5). Proto pro libovolné dvé pétice existuje
nejvyse jedno takové rozsiteni. Ale |[M| = 12-11-10-9 -8 a tedy kazdé takové
zobrazeni musi jit rozsitit na prvek M.

M je proto 5-tranzitivni grupa fadu 12-11-10-9 -8 a jako takova je diky
izomorfni Mis.

0

Piimym dusledkem hlavni véty a jednoznacnosti Golayovych kédu (3.20) je
znama charakterizace grupy Mis.

Disledek 4.8. At G je rozsiteny terndrni Golayiv kod. Pak existuje a € Aut(Q)
radu 2, pro které Aut(G)/(a) = Ms.
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Z.aver

Hlavnim cilem prace bylo srovnani konstrukei grupy Mis. Michaci grupy daly
M, jako obraz Sh(Ss, 12) pfi homomorfismu, ktery odpovidal zapomenuti ,zna-
mének“ dvojic protéjsich karet. To bylo umoznéno pozorovanim, ze Sh(S,,12)
tyto dvojice zachovava. Piimym ovérenim radu a 2-tranzitivity tohoto obrazu lze
s vyuzitim klasifikace vysoce tranzitivnich grup snadno ukazat, ze jde o pozado-
vanou grupu.

Na druhou stranu nase origindlni konstrukce pomoci Golayovych kodi nad
projektivni rovinou dala Mo jako obraz Aut(L) pri homomorfismu, ktery odpo-
vidal zapomenuti znamének monomialnich transformaci. Konstruktivnim ovére-
nim radu a 5-tranzitivity tohoto obrazu bylo opét s vyuzitim klasifikace vysoce
tranzitivnich grup ukazéano, ze jde o pozadovanou grupu.

Na prvni pohled je mezi témito postupy rada paralel. Tou pravdépodobné
nejzajimavéjsi je, ze v obou pripadech je Mathieuova grupa obrazem podgrupy
B2 (grupa matic nad F3 s pravé jednim nenulovym prvkem v kazdém tadku
i sloupci)E pri homomorfismu By, — S12 odpovidajicimu zapomenuti znamének.
Bohuzel vychozi grupy Sh(Ss,12) a Aut(L) jsou ruznych radu a jsou popsany
zasadné odlisnymi zptsoby — jedna pomoci generatort a druhé konstrukeci. To
samé plati pro jejich obrazy a navic neni jasné, jak generatory popsané ve vété
pusobi v kontextu nasich Golayovych kodi. Z tohoto divodu nebyla nalezena
prima korespondence mezi témito konstrukcemiﬁ.

Hlavnim pfinosem této prace je tedy predevsim novy a kompletni diikaz znamé
véty o M, jako faktoru grupy automorfismi rozsiteného ternarniho Golayova
kodu.

12Tato grupa odpovidd monomidlnim transformacim nad Fs.
13Co% samoziejmé nevylucuje jeji exitenci.
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