Univerzita Karlova v Praze
Fakulta socialnich véd

Institut ekonomickych studii

BAKALARSKA PRACE

Josef Strasky

Konkurenéni rovnovaha

Vedouci: Doc. RNDr. Miroslav Zeleny, Ph.D.

2008



Prohlasuji, ze jsem bakalafskou praci vypracoval samostatné a pouzil pouze uvedené

prameny a literaturu.

V Praze dne 30. kvétna 2008 Josef Strasky



Na tomto misté bych rad podékoval vedoucimu prace doc. Zelenému za vybér tématu,
studijni literaturu, pravidelné prinosné konzultace a v neposledni fadé za trpélivé opa-

kované ¢teni rozpracovaného textu.



Nazev prace: Konkurenc¢ni rovnovaha
Autor: Josef Strasky
Vedouci bakalaiské prace: Doc. RNDr. Miroslav Zeleny, Ph.D.

E-mail vedouciho: zeleny@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: V této praci shrnuji rigoréznim matematickym zpisobem znalosti o konku-
ren¢ni rovnovaze. Prace ma dvé hlavni ¢asti. V prvni se zabyvam existenci tohoto trz-
niho equilibria, jedna se o hledani takového cenového sytému, ktery spliiuje podminky
rovnovahy. Nejprve jsou definovany potfebné pojmy (komodita, vyrobce, spottebitel,
ekonomika, equilibrium ad.). Déle je uvedena Kakutaniho véta a vysvétleno jeji vyuziti
pri dikazu existence equilibria. Podrobné jsou diskutovany matematické predpoklady
pouzité v diikazu a jejich ekonomicka interpretace. V druhé ¢asti je feSen problém stabi-
lity equilibria. S vyuzitim teorie diferencidlnich rovnic je zkouména povaha rovnovéhy,
tedy zda se cenovy systém vyviji smérem k rovnovaze. V préci je pfedvedeno nékolik
postupi, které vyuzivaji stability tzv. linearizovaného systému anebo metody ljapunov-

skych funkci.

Klicova slova: existence trzniho equilibria, Kakutaniho véta, stabilita equilibria

Title: Market equilibrium

Author: Josef Strasky

Department: Institute of Economic Studies
Supervisor: Doc. RNDr. Miroslav Zeleny, Ph.D.

Supervisor’s e-mail address: zeleny@karlin.mff.cuni.cz
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Kapitola 1
Uvod

Cilem nasledujici bakalafské prace je podat struény, ale matematicky kompletni souhrn
znalosti o konkurenc¢ni rovnovaze. Tedy o equilibriu trhu, ktery se vyznacuje tim, ze ak-
téti nedokazi zménit cenu zadné z komodit (berou ceny jako dané). Zda se, ze toto téma
je nemoderni a nema jiz soucasné ekonomii co tict. Na druhou stranu je ale potieba si
uvédomit, Ze teorie rovnovahy je zdkladnim fundamentem ekonomie jako takové. A slovy
jako trh, konkurence, rovnovaha ¢i optimum se stale velmi casto argumentuje ve pro-
spéch toho ¢i onoho. K tomu je ale nutné pochopit, co vlastné napriklad trzni rovnovdha
presné znamend. Tato prace by méla dat prehlednou odpovéd. Zakladni metodou budiz
matematika a logika (jsem pevné presvédéen, Ze slova pFfesné nelze dosdhnout jinym
zpusobem).

Rigorézni matematicka analyza dava presné odpovédi, ale pouze za presné urcenych
podminek (pfedpokladi). Tim je vzdy limitovana uZite¢nost pro ekonomii. Proto se
kromé presnych odpovédi snazim (pfiznédvam, ze méné presné) diskutovat opravnénost
ruznych predpokladi. Pro ekonoma je v tomto pripadé dilezité, které z predpokladi
jsou pouze matematickou (rozuméjme technickou) nezbytnosti pro formdlni preciznost,
a naopak, které specifikuji realitu, ktera je bud splnéna ¢i nesplnéna. Takové predpoklady
pak mohou byt pfedmétem ekonomické (¢i dokonce politické) diskuse na téma, jak se
vice priblizit jejich splnéni.

Prvni ¢ast prace je vénovana existenci trzni rovnovahy. Diikaz neni zcela predveden.
Diraz je kladen spise na definice pouzivanych pojmi, na presnou specifikaci nutnych
predpokladil a na vysvétleni matematickych pojmi a postupi, které se v dikazu po-
uzivaji. Mezi hlavni pouzivané ekonomické pojmy patii vyrobce maximalizujici zisk,
spotfebitel maximalizujici uzitek a trh, ve kterém zadny z aktéri nemtize ovlivnit cenu.

Mezi hlavni matematické pojmy patii konvexnost a kompaktnost mnozin, vicehodnotova



funkce a jeji vlastnosti a Kakutaniho véta.

V druhé césti je popisovana teorie stability equilibria. Jedna se o prehled historicky
objevenych a pouzivanych postupi, které vyuzivaji matematickych znalosti o podmin-
kach pro stabilitu equilibria. Hlavnimi dvéma postupy jsou stabilita linearizovaného
systému a metoda ljapunovskych funkci. Nutné predpoklady k pouziti téchto metod
jsou opé€t podrobné diskutovany.

Na konci prace jsou nastinény moznosti dalsitho vyzkumu. Jde o sméry zkoumani,
které by mohly vést k oslabeni nékterych predpokladt pii zachovani ekonomicky zaji-

mavych vysledkl o existenci a stabilité equilibria.



Kapitola 2
Definice

Tato a nasledujici kapitola vychéazeji z ¢lanku Gerarda Debreu o existenci trzni rovno-
vahy [1]. Jedna se o souhrnny (a velmi dlouhy) ¢lanek, ktery zcela precizné popisuje
existenci trzniho equilibria. Jak jsem jiz napsal v tvodu, soustfedim se na definice a
na dtlezité predpoklady jednotlivych tvrzeni. Naopak vynechavam detaily v dokazovani

urc¢itych matematickych vlastnosti (typicky uzavienost mnoziny).

2.1 Data a mista

Reknéme, 7e ¢as, ve kterém se kond ekonomickd aktivita, lze rozdélit na koneény po-
cet chronologicky serfazenych dostatecné malych elementarnich intervali. Budeme je
nazyvat cas pripadné datum. Cas tedy budeme vnimat jako nespojity, tedy tzv. dife-
rencovany. Podrobnéjsi diskusi na téma diferenciace ¢asu uvadim v definici komodity.
Reknéme, ze prostor, ve kterém se kona ekonomicka aktivita, lze rozdélit na ko-
necny pocet elementarnich regionti. Budeme je nazyvat misto. Predpoklad diferenciace
k ekonomické aktivité dochéazi na urcitych mistech — obchodech, burzach — kdezto cas

prirozené vnimame spise jako spojity.



2.2 Komodity

Reknéme, Ze kazdou komoditu! lze piesné definovat jeji fyzickou podstatou. Tedy piesné
specifikovat veskeré vlastnosti komodity (naptiklad: odrida, ro¢nik, sklon svahu, presné
misto, zpusob zpracovani, cukernatost atd.) a tim ji odlisit od vSech ostatnich komo-
dit. Kromé téchto fyzickych vlastnosti komoditu urcuje jesté misto a cas. Cena téhoz
chilského vina je jisté jind v Chile nebo v Cesku, v hypermarketu nebo ve vinotéce.
V nésledujici definici se jednd o rizné komodity. Komodita je definovana fyzickymi
vlastnostmi, mistem a casem.

Pokud se smifime s diferenciaci mist (stata, hypermarkett i vinoték je jisté koneény
pocet), je nyni potifeba diskutovat diferenciaci ¢asu. Diferenciaci ¢asu jsme zavedli za
ucelem rozliseni komodit v ¢ase. U komodity“ se v ¢ase mize ménit 1) jeji cena 2) jeji
fyzické vlastnosti 3) jeji misto. Pfedpokladame, ze tyto vlastnosti se neméni nekone¢né
rychle, pak pii ur¢ité omezené presnosti méfeni vlastnosti (fyzickych, mist a ceny) komo-
dity je zfejmé, Ze po néjaky elementarni casovy interval se ,komodita“ neméni a v tomto
casovém intervalu tvotri komoditu. Dale predpokladejme, Ze v urcitém case v minulosti
jesté zadné komodity neexistovaly. A také, Ze v uréitém case v budoucnosti komodity
nebudou existovat resp. jejich existence nema vliv na rozhodovani v soucasnosti.

Pti omezeném a diferencovaném case a ostatnich predpokladech tedy mame konecny
pocet | komodit. Dale predpokladejme, ze mnozstvi kazdé komodity mérime v néjakych
vhodnych jednotkach a pocet téchto jednotek dokazeme vyjadiit redlnym cislem. Tim
predpokladame, ze mnozstvi komodity narozdil od jinych vlastnosti dokdzeme mérit
nekonecné presné a toto mnozstvi se mize spojité meénit, tento predpoklad bude jesté
diskutovan.

Nyni prostor R’ tedy miiZzeme nazvat prostorem komodit.?

2.3 Akce

Bod? a z tohoto prostoru vyjadiuje plan akci ekonomického agenta (cinitele), které

udéla od ted do budoucnosti. Vektor a tedy vyjadiuje mnozstvi komodit (tim je specifi-

1Slovo komodita budu pouzivat ve dvou odlisnych vyznamech. Pfedevsim dle nésledujici pfesné
definice. Jinak ale také dle intuitivniho vyznamu, kde komodita oznacuje né€jaky statek nebo sluzbu —
vcetné prace. Pokud to bude nutné budu pouzivat zapis komodita resp. ,komodita“

2Prostor m4 opravdu hodné, ale koneéné dimenzi; kazd4 komodita mé ,svoji“ osu a mnozstvi ko-

modity je bod na této ose.
3Tedy vektor délky I.



kovano i misto a ¢as), které agent proda ¢i koupi (to rozlisujeme znaménkem). Zde tedy
predpokladame, ze agent pfesné vi, co v budoucnosti udéla. Tento predpoklad nutné

ovlivni povahu dosazeného vysledku, coz bude peclivé rozebrano.

2.4 Ceny

Kazdé komodité muzeme pfifadit jeji cenu. Cenou (srozumitelnéjsi vyraz by byl spise
hodnota) je zde mysleno néjaké ¢islo (nikoli tedy tfeba mnozZstvi zlata). Pokud takto
ocenime vSechny komodity, ziskdme cenovy systém, ktery je tvoren bodem p z prostoru
R!.* Ziskavame tim relativni porovnani hodnot vSech komodit. Misto cenového systému p
Ize zfejmé pouzit cenovy systém tp, kde t je kladné realné cislo. Pokud agent chce zaplatit
napiiklad za komoditu h cenu py, pouzije k tomu komoditu k, kterou nazveme penézi,
a vyda pp/pr jednotek této komodity (penéz). Z této konstrukce lze snadno odvodit
diskontni faktor (zménu hodnoty v ¢ase) a sménny kurz (zménu hodnoty v prostoru)
[1], pro dalsi postup to ale nevyuZijeme.

Déle mizeme definovat hodnotu akce odpovidajici cenovému systému p jako skalarni
soudin p-a = 22:1 prag. Jedna se vlastné o hodnotu, kterou agent ziska ¢i ztrati pri
akci a. Tato hodnota, kterd mu napiiklad zbude, bude nutné realné vyjadrena urcitym
mnozstvim néjaké komodity (napiiklad mu zbude komodita penize).

Matematické shrnuti dosavadnich definic je stru¢né. Pocet komodit | je kladné celé
¢islo. Akce cinitele je bod a v prostoru komodit R'. Cenovy systém p je bod v prostoru
R!. Hodnota akce odpovidajici cenovému systému p je skaldrni soucin p - a.

Definujme je$té mnozinu  jako kladny orthant prostoru R'. Tedy vyse¢ v prostoru
R!, ve které jsou mnozstvi viech komodit kladn4. Mnozina —£ je pak pfirozend zaporny
orthant prostoru R!. Dodejme, Ze pro velké [ tvoii mnoziny Q a —Q jen velmi malou

¢ast prostoru R’

2.5 Vyrobci

Méjme konecné mnozstvi n wvyrobci (producenti). Produkéni plan vyrobce je urceni
mnozstvi jeho vystupi (kladné ¢isla) a vstupt (zaporna ¢isla), je to uréity typ akce.

Vyroba (nabidka, produkce) j-tého vyrobce je tedy reprezentovana bodem y; z prostoru

4Body na oséach tohoto prostoru vsak nyni nevyjadiuji mnoZstvi, ale cenu — hodnotu — jednotlivych

komodit; cena mizZe byt i ziporna — napriklad cena odpadu.



R’. Produkéni mnoZina Y; je mnozina vSech moZnych produkei j-tého vyrobce, je to

tedy mnozina vSech, pro j-tého vyrobce dostupnych, bodt y;. Nyni

y= Z?/j (2.1)

nazveme celkovou vyrobou (nabidkou, produkci). Tento soucet n vektort po slozkach
(téch je ) vyjadiuje mnozstvi komodit, které vSichni producenti dohromady vyrobi.

Symbolicky zapsané Y':

n

Y=>Y (2.2)

j=1
nazveme celkovou produkcéni mnoZinou. Soucet mnozin provedeme tak, Ze vezmeme
vSechny kombinace bodl y; € Y; pro jednotliva j = 1,...,n. Pro kazdou kombinaci
secteme body y; pres vSechny vyrobce (pfes j). VSechny tyto soucty jsou body v pro-
storu R! a tvofi mnozinu Y.

Pii daném cenovém systému p je zisk (profit) j-tého vyrobce m;(p) = p - y;. Cel-
kovy zisk vSech vyrobct je p - y. Pokud predpokladame, Ze pro producenta je cenovy
systém dan, producent vybira produkci y; z produkéni mnoziny Y; tak, aby maximali-
zoval sviij zisk. Necht n;(p) je mnoZina produkci j-tého vyrobce mazimalizujicich zisk.
Takova mnozina mtze byt v ramci matematického pojeti prazdnd — napiiklad pokud
stale prevazuji rostouci vynosy z rozsahu, pak lze nekoneénym znasobenim produkce
dosahnout nekonecného zisku a bod y; maximalizujici produkeci neexistuje. Pfedpoklé-
dejme ale, ze mame takovy cenovy systém p, pfi kterém jsou vSechny mnoziny n;(p)
neprazdné.’ Vzhledem k absurdité pfedchoziho protipiikladu je to zcela realny piedpo-
klad. Nezbytnost takového predpokladu vznikla tim, Ze teorie pripousti pripady, které
v realité nepozorujeme. Diilezity je vSak predpoklad, Zze producent opravdu dokaze efek-
tivné maximalizovat svij zisk. Tedy, ze si dokéze vybrat produkci, ktera maximalizuje
zisk, a to pouze v zavislosti na cenovém systému a nikoli na jinych vlivech (napiiklad
na néjakych jinych informacich, které ma, nebo naopak neméa producent k dispozici).

Podobné jako mnoZinu Y muZzeme definovat mnozinu n(p):

n(p) = Z n;(p) (2.3)

®Mnoziny 7; jsou zavislé na cenovém systému p, zapis 7;(p) 1ze tedy také interpretovat jako zobrazeni

z prostoru cenovych systémti do prostoru komodit (R! — R!).



jako mnozZinu celkovych mozZnych produkci mazximalizujicich zisk jednotlivych vyrobcii.

Soucet mnozin provadime stejné jako bylo popséano pro mnozinu Y.

2.6 Spotrebitelé

Méjme m spotrebiteli. Kazdy z nich (Feknéme i-ty) vybird sviyj spotiebni plan, tedy
spotrebu ¢i poptdvku, oznacme ji jako bod x; ze spotrebni mnoziny X;. Kladné ¢islo

vyjadiuje ndkup komodity, zaporné jeji prodej. Celkovd spotreba je dana jako

T = Z x; (2.4)
i=1
a celkovd spotrebni mnozina
X=> X (2.5)
i=1

Dosud byla konstrukce pro spotiebitele stejna jako pro vyrobce. U producentt nyni
bylo mozné setadit jednotlivé produkce podle zisku, ktery byl nasledné maximalizovan.
U spotrebitele rozlisujeme dva zakladni pristupy. Jednim z nich je zavedeni uzitkové
funkce u;. Pfedpokldadame, Ze spotiebitel dokaze (spojité) vSem spotiebam piitadit né-
jaka cisla, kterymi vyhodnocuje sviij uzitek. Tuto uzitkovou funkci pak muizeme ma-
ximalizovat a tim ziskdme nejlepsi spotiebu. Vyhodou je blizk4d analogie s vyrobci.
Nevyhodou je, ze tento predpoklad na racionalitu spotiebitele je velmi silny.

Druhym piistupem je teorie preferenci, ve které predpokladame, ze spotiebitel do-
kaze sefadit jednotlivé spotfeby ve spotiebni mnoziné dle svych preferenci.® Piesngji
feceno piedpokldddme, Ze pii danych spotfebach x! a x? plati (spottebitel rozlisuje)
pravé jedna z nésledujicich moznosti: a) x} je preferovdna pred (lepsi nez) x? (z} =; x3);

% 7
b) x! je je stejné dobrd jako (je indiferentni k) x? (z} ~; x2); ¢)z} je méné preferovand
2). Tyto tii relace mtizeme snadno nahradit dvéma relacemi,

1

i

neZ (horsi ne?) z? (x! <; x
které viak mohou platit i soucasné: A) x} =; z2: x} neni horsi nez x?; B) z} =<, x?: x}
neni lepsi neZ (nend preferovdno pred) x?. Je ziejmé, Ze pokud plati A) i B), pak plati
b); pokud neplati B), pak plati a); a pokud neplati A), pak plati b). MiZeme se tedy
omezit na tuto bindrni relaci. Vzhledem k tomu, Ze jisté plati z} ~; x!, je tato relace

2 2

reflexivni. Dale budeme ptedpokladat, Ze pokud z} neni horsi nez x? a x? neni hor$i nez

s e viw

bere urcitou spotfebu x;, pak vSechny ostatni prvky z mnoziny spotieb dosazitelné pfi daném cenovém

systému jsou stejné nebo méné preferované.



x?, pak x} neni horsi nez 3. Tato velmi pFirozend vlastnost je tranzitivita. Na zakladé
téchto predpokladt tedy méame uplne predusporadanou mnozinu X;. Predusporddanost
znamena, ze prvky, narozdil od usporddanosti, maji jesté néjaké dalsi vlastnosti, nezahr-
nuté v relaci <;. V pripadeé spotfeb je takovym dalsim kritériem napiiklad cena spotieby
x;. Prekvapivé je, ze staci jen zdanlivé slabé predpoklady kladené na teorii preferenci
k dosazeni ekvivalence s teorii uzitkové funkce. Podrobnéji v diskusi predpokladt véty
o existenci equilibria.

Nyni oznac¢me bohatstvi spotrebitele w;. Je to souhrn veskerého majetku spotfebitele.

Soucet bohatstvi vSech spotiebiteli je pak

w = Zw, (2.6)

Pii daném péaru (p, w) spotrebitel voli nejvétsi prvek x; vzhledem k usporadani <;,
ktery spliiuje omezeni p - x; < w;. Vzhledem k tomu, Ze mezi nékterymi prvky mnoziny
X; je relace ~; (tj. tyto prvky jsou stejné dobré, tzn. existuji indiferencni tridy prvki
x;), muze byt nejvétsich prvka z; vice. V analogii k mnoziné n;(p) tedy zavadime nejpre-
ferovanéj$i mnozinu spotfeby a znac¢ime ji & (p, w). Celkova nejpreferovanéjsi spotrebni

mmnozina je
i=1

2.7 Ekonomika

Nejprve definujme celkové zdroje (zdsoby). Jsou to vSechny zdroje, které jsou agentium a
priori k dispozici (napf. suroviny, ptida). Tyto zdroje reprezentujeme bodem w z prostoru
R!. Zdroje povazujeme za znamé.

Nyni definujme ekonomiku. Jedna se o souhrn predchozich pojmi. Fkonomika E je
definovana neprazdnou mnozinou X; z R! pro kazdé i = 1, ..., m, zcela pfedusporadanou
dle <;, dale neprazdnou” mnozinou Y; z R pro kazdé j = 1,...,n a bodem w z R!. Stav
ekonomiky je specifikovan jednotlivymi zvolenymi akcemi vSech agentt. Je tedy vyjadien
piislusnymi spotiebami z; a produkcemi y;.

P1i daném stavu ekonomiky mutizeme ptirozené definovat néasledujici pojmy. Bod x—y
nazveme cistou poptdvkou. Jedna se o rozdil mezi spotiebou a vyrobou. P1i kladné cisté

poptavce spotiebitelé spotfebovavaji nejen z produkce ale téz ze zasob. Bod z — y — w

"Potiebujeme takovy cenovy systém p, aby mnoziny X; a Y; byly neprazdné.



oznacCime z a nazveme previsem poptdvky. Kladny previs poptavky znaci, ze spotiebitelé
konzumuji vice, nez se vyrobi a nez dovoluji zasoby. Pievis poptavky nalezi do mno-
ziny X —Y — w, kterou oznacime Z. Rozdil mnozin provedeme podobné jako soucet
mnozin, coz bylo popsano v ¢asti o producentech. Vezmeme vSechny kombinace bodt
z jednotlivych mnozin, body od sebe odec¢teme a vSechny vzniklé rozdily tvofi vyslednou
mnozinu.

Nyni budeme predpokladat, Zze zdroje a producenty vlastni spottebitelé. Kazdy
(tfeba i-ty) spotiebitel (¢lovek) vlastni ¢asti vyrobed (firem) tak, Ze kazdy vyrobce
je zcela vlastnén spotiebiteli. Koeficient 6;; vyjadiuje jakou ¢ast j-tého vyrobce vlastni
-ty spottebitel. Podobné vSechny zdroje jsou dohromady vlastnéné spotiebiteli. Sou-
kromeé vlastnénd ekonomika ¢ je tedy definovana stejné jako ekonomika a dale kazdy

spotfebitel vlastni zdroje w; tak, ze

Zn:wi = w, (2.8)
i=1

a pro kazdou dvojici spotrebitel-vijrobce (i, j) existuje nezdporné realné ¢islo 6;; takové,

v

ze

1=1

Bohatstvi i-tého spotiebitele v soukromé vlastnéné ekonomice tak zavisi pouze na

cenovém systému:
j=1

2.8 TrZni rovnovaha

Stav ekonomiky F nazveme trzni rovnovdhou (equilibriem), pokud je previs poptavky
nulovy. Tedy z = 0.
Equilibrium soukromé vlastnéné ekonomiky je vyjadieno jednotlivymi spotfebami

xj, produkcemi y; a cenovym systémem p*, pro néz plati:

1. 7 je pro kazdého spotiebitele vzhledem k usporadani <; nejvétsim prvkem z mno-

ziny X;, ktery spliiuje podminku:



P Sp*'wi—l-zeijp*'y;a (2.11)
j=1

*

2. y; maximalizuje pro kazdého producenta zisk pri cenovém systému p* na mnoziné

Y.

V!

3. " —yf =w.

Prvni podminka vyjadiuje, ze spottebitel si vybira nejlepsi ze spotieb, které si mtize
dovolit. Druha podminka vyjadiuje, ze producent pii daném cenovém systému maxi-
malizuje sviij zisk m; = p - y,;. A tfeti podminka je definici trzni rovnovahy — previs
poptavky je nulovy.

Pfipomenme, Ze v soukromé vlastnéné ekonomice rovnice (2.10) vyjadiuje bohatstvi
w jako funkci pouze cenového systému p. Mnozina nejlepsich spotieb tedy zavisi pouze
na cenovém systému: & (p,p - w; + > .y 0i5m;(p)) = & (p)-

Naésledujici pomérné formalni postup vychazi piimo z piedchozich definic. Necht C
je mnoZinou takovych cenovych systémt p v R!, pro které jsou viechny mnoziny &/(p) a

n;(p) neprazdné. Pro p z C nalezi pfevis poptavky do mnoziny, kterou oznac¢ime (:

¢(p) = &i(p) = mi(p) —w (2.12)

Jednd se o rozdil dvou mnozin, jehoz provedeni je popsano v ¢asti o ekonomice, od

tohoto rozdilu se jesté odecitd bod w. Vyslednd mnozina ((p) lezi v mnoziné Z. Na

mnozinu ((p) lze také pohlizet jako na zobrazeni z C' do Z, které nazveme zobrazenim
previsu poptavky.

Equilibriem rozumime nalezeni p € C' takového, ze 0 € ((p). Tim ovéfime, Ze equi-

librium skutecéné existuje. Mtizeme totiz vybrat takovou kombinaci prvki z £/(p) a n;(p)
tak, aby 2 = 0.8

87de se velmi obecné uvazuje, Ze pro vyrobce (resp. spotiebitele) je vice produkei (spotfeb) stejné
dobrych, proto &/(p) a n;(p) jsou mnoziny. Pfi malém zjednoduseni miizeme uvaZzovat, ze je jen jedna

nejlepsi vyroba (spotfeba) a £.(p) a n;(p) jsou body. Pak ((p) je také bod.
jlepsi vy p &(p) an;(p) ] y p) ]
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Kapitola 3

Existence trzni rovnovahy

3.1 Kakutaniho véta

Véta. Necht X je neprdzdnd, kompaktni a konverni mnoZina v prostoru R'. Necht pro
kazdé x € X je F(x) neprazdnd uzaviend konvexni podmnoZina Y C X. Necht F(z) je
shora polospojité. Pak ezistuje bod x* leZici v F(x*)

(Existuje pevny bod zobrazeni.)

Nejprve pripomenu definici polospojitosti shora. Zobrazeni F je shora polospojité
v bodé 1° € X, kdyZ {7} — 2° {y1} € F({z?}) a {y?} — 3° spolecné implikuje
y° € F(2°). {z7}a {y?} jsou posloupnosti. Jinak feceno, kdyz {z?} sméiuje do 2° a {y7}
sméiuje do y° a pro kazdé ¢ je {y?} v obrazu bodu {z?}, pak i bod 3° je v obrazu bodu
20,

Kakutaniho vétu, ktera nasla v ekonomii zna¢né uplatnéni, formuloval japonsky ma-
tematik Shizuo Kakutani jako zobecnéni Brouwerovy véty o pevném bodé. Brouwerova
véta tvrdi, ze kazda spojitd funkce f, kterd zobrazuje z vhodné mnoziny (napfiklad
jednotkové koule) do sebe samé, ma pevny bod. Tedy existuje z* takové, ze f(x*) = z*.
Brouwerova véta je vyznamnym vysledkem algebraické topologie. Ani jednu z vét zde
nebudu dokazovat. Dtikaz Brouwerovy véty je pomérné obtizny. Diikaz Kakutaniho véty
(pfevedenim na vétu Brouwerovu) je snazsi. Pokusim se spiSe vysvétlit znéni a pfedpo-
klady.

Mame néjakou zakladni mnozinu X ve vicerozmérném prostoru R', po které chceme,
aby byla kompaktni a konvexni. Dale mame zobrazeni F', které zobrazuje z mnoziny X
opét do mnoziny X. Toto zobrazeni vSak je vicehodnotové. Obraz bodu z € X tedy tvofi
mnozina F'(z), ktera je podmnozinou mnoziny X. Po této podmnoziné pozadujeme, aby

byla konvexni. Poslednim pfedpokladem je, Ze zobrazeni F'(x) musi byt shora polospo-
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jité. Misto vlastnosti polospojitosti shora je ve znéni véty mozné pouzit tuto vlastnost:
graf F' je uzavreny. Tedy mnozina, kterou si mizeme nakreslit jako graf zobrazeni F', je

uzaviend (samozfejmé i omezend).!

3.2 Hledani trzni rovnovahy

Pripomenme nejdiive, ze kazdy spotiebitel nemize spotfebovat vice, nez je jeho bohat-

stvi, tedy:

j=1
Se¢tenim pfes vSechny spotiebitele s ohledemna ., 6;; = 1 dostaneme p-z < p-w+p-y

tedy p -z < 0. Pro kazdé z z ((p) tedy musi platit:

p-¢(p) <0. (3.2)

Nyni budeme predpokladat, ze kazda produkce, ktera ma nulové vystupy, je mozna.
Jinak feceno producenti mohou volné ,zahazovat® zakoupené vstupy. Pak mtizeme z de-
finice equilibria zeslabit podminku z* — y* = w na z* — y* < w (resp. z* < 0). 2 <0
totiz znamena, ze pro dosazeni equilibria prebyvaji nékteré vyrobené komodity. Pfti
predpokladu mozné nulové produkce vsak tyto prebytecné komodity mohou vstoupit
do produkce, kterd mé nulovy vystup, tim pfebyte¢né komodity zmizi a je dosazeno
equilibria.

Rozmysleme si nyni, Ze pokud je cena tfeba k-té komodity zadporna (p, < 0), pak
tieba j-ty vyrobce tuto komoditu bude pouzivat jako vstup (vystupem nebude nic) a na
jejim ,nakupovani bude libovolné vydélavat. Zisk takového producenta nelze maxima-
lizovat (mtize byt nekoneéné velky a mnozina 7;(p) neni definovand). Z toho tedy plyne,
ze p € C pouze kdyZ vSechny komodity maji kladnou cenu (p > 0). Tuto nepfijemnou
konstrukei (vyloucili jsme totiz ekonomiky s nezddoucimi statky) lze obejit tim, ze u ko-
modit, které maji zdpornou cenu, obratime svoji predstavu o jejich mnozstvi (skutecné
kladné mnozstvi budeme oznacovat zapornym ¢islem). Tim ziskdme formélné kladnou
cenu a ndkup znamend ,nakup zaporného mnozstvi“ (tedy vlastné prodej). Predpoklad
o volném zahazovani vstupt pro nezadouci statky tedy znamena, Ze je mozné neomezené

hromadéni téchto komodit. (Producentim nevadi, kdyz jsou zavaleni odpadky.) Je to

!Touto mnozinou vsak nemusi byt mozné ,protdhnout® spojitou funkci — pak by bylo pievedeni

Kakutaniho véty na Brouwerovu trivialni.
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ponékud omezujici predpoklad, ale lze nyni vzit do ivahy i ekonomiky s nezadoucimi
statky.

Hledédme tedy takové p > 0 z C, aby ((p) < 0. Uvédomme si nyni, Zze vynasobeni
vSech cen kladnym realnym ¢islem ¢ nema zadny vliv na vybér spotfebnich ¢i produkd-
nich mnozin, tedy: n;(tp) = n;(p), & (tp) = &(p), ((tp) = {(p) (tzv. homogenita). Nyni
jesté predpokladejme, ze p # 0. To znamena, Ze k alespon jedné komodité najdeme kon-
zumenta (tfeba i-tého), ktery je v této komodité nenasytny. Pokud tedy je konzument
nenasytny a cena by byla nulova, pak jeho spotfebni mnozina X; nemé nejvétsi prvek a
mnozina £(p) neexistuje. Jinak feceno, pokud budeme predpokladdat nenasytnost, pak
vime, ze p = 0 ¢ C. Pro p > 0 plati Ziz:l prn > 0 a z homogenity ( ( 1 p) = ((p).

> 2:1 Ph
Timto vhodnym nastaveni parametru ¢ se mizeme omezit z mnoziny C' pouze na mno-

zinu P = {pEw

22:1 Pn = 1}. Ptvodni cené p nyni odpovida prisecik polopiimky

030 a mnoziny P.

3.2.1 Lemma o existenci rovnovazné ceny

Timto lemmatem najdeme cenu v mnoziné P, ktera spliiuje podminky equilibria. K du-

kazu se vyuzije Kakutaniho véta.

Lemma. Necht Z je kompaktni podmnoZina R!. Jestlize ( je shora polospojité zob-
razeni z P do Z takové, Ze pro kazdé p € P je obraz ((p) neprdzdny, konvexni a splriuje
p-((p) <0, pak existuje p € P takové, Ze ((p) < 0.

Nyni uvedu klicové kroky dikazu: P je ziejmé neprazdna, kompaktni a konvexni.
Mnozinu Z nahradime kompaktni a konvexni mnozinou 7', kterd mnozinu Z obsahuje.
Pro dané z € Z’ nechf pu(z) je mnozinou p z P, kterd maximalizuje p - z. u(z) je
neprazdna, kompaktni, konvexni mnozina a p je shora polospojité zobrazeni na Z’ (to
plyne z ¢isté matematickych vét viz.[1]). Uvazujme nyni zobrazeni ¢ z mnoziny P X Z
do téZe mnoziny, které je definované jako ¢(p, z) = u(z) x {(p). Mnozina P x Z (ktera
je podmnozinou R?) je neprazdnd, kompaktni a konvexni (jelikoZ to jsou i mnoziny P a
Z"). Zobrazeni ¢ je shora polospojité (nebot to jsou i zobrazeni ¢ a (); a koneéné obraz
©(p, z) je pro vechna (p,z) z P X Z neprazdny a konvexni (protoZe to jsou i obrazy ¢
a (). Tim jsou splnény vSechny predpoklady Kakutaniho véty a zobrazeni ¢(p, z) méa
pevny bod, tedy (p*, z*) € u(z*) x ((p*), ¢ili: p* € u(z*) a z* € ((p*). Existuje tedy

cenovy systém, ktery spliuje definici equilibria.

13



3.2.2 Véta o existenci equilibria

Néasledujici véta shrnuje cely predchozi text. Zde jsou uvedeny vsechny ptredpoklady,
které zarucuji existenci equilibria v soukromeé vlastnéné ekonomice dle prislusnych defi-
nic.

Véta. V soukromé vlastnéné ekonomice ¢ = ((X;, =%;), (Y;), (w;), (0i;)) existuje equi-

librium pokud:
1. pro kazdé i: X; je uzaviend, konvexni a je zdola omezend pro relaci <,
2. pro kazdé i: je spotieba X; nenasytna,

3. pro kazdé i: pro kazdé x} v X;, jsou mnoziny {z; € X, |z; =; «}} a{z; € X;|z; =; x}}

uzaviené v X,

4. pro kazdé i: pokud x} a z? jsou dva body v X; a pokud ¢ je realné ¢islo z intervalu
, 1), pak x7 »=; x; implikuje tx; + (1 —t)x; =; x
0,1), pak 22 =, z! implikuje t22 + (1 — t)a? =, z!

5. existuje takové z? v X pro které plati 29 << wj,
6. pro kazdé j: 0 € Y},

7. Y je uzaviend a konvexni,

8. YN(-Y)c {0},

9. Y DO (—Q).

7 hlediska diikazu je tato véta zesloziténim predchoziho lemmatu. Komplikace spo-
¢ivad v tom, Ze nékteré mnoziny Y; nemusi byt uzaviené a konvexni a nékteré mnoziny
X, Y; nemusi byt omezené. Prevedeni véty na predchozi lemma je technicky pomérné

naroc¢né. Dikaz véty proto neuvadim. Daleko zajimavéjsi je rozebrani jednotlivych pred-

pokladt véty.

3.2.3 Diskuse predpoklada véty o existenci equilibria

1. X, je uzavrend: pokud mame nekonecnou posloupnost spotieb pro i-tého spotiebi-
tele {z?} pak, pokud {z!} — 29, tak ¥ je také spotiebou pro i-tého spotiebitele.
Opacné tvrzeni, tedy Ze prvni spotieba je mozna a je nekonec¢né blizko spotiebé
druhé, ale druhé spotieba uz mozné neni, nedava realny smysl. Mnozina moznych

spotteb tak je prirozené uzaviena.
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1 2
i Ty

X, je konverni: pokud jsou dvé spotieby x mozné, pak spotieba tz] +
(1 —t)z? prot € (0,1) je také mozna. Tento silny pfedpoklad je (bohuZel) v cen-
tru mnohych matematickych dikazt. O spotfebach musime nejprve predpokladat,
7e jsou nekonecné délitelné. Ackoli skutecné spotieby jsou souborem izolovanych
bodti, predpoklad nekonecné délitelnosti pouze vyplni prostor mezi témito body.
Pokud tedy nalezneme v této mnoziné néjakou spotiebu, pak ji v realité mtizeme
ztotoznit s nejbliz§im bodem odpovidajicim realné spotiebé. Vznikla mnozina ale
jesté nemusi byt konvexni. Konvexita bohuzel dobfe neodréazi realitu a jeji ne-
zbytnost pro dtikaz je tfeba vnimat jako omezujici predpoklad. Zajimavé je, ze
konvexité mnozin moznych spotieb velmi pomaha predpoklad o volném zahazo-
vani vstupt. Mnozina spotfeb totiz pak zahrnuje i spotfeby, pti kterych bylo za-
koupeno prilis§ mnoho nékterych komodit, které nasledné nebyly spotiebovany, ale

vyhozeny. Diky tomu se mtize mnozina X; stat konvexni.

X, md dolni hranici pro relaci <: existuje y; v R! takové, ze y; < x; pro viechna z;
v X;. Tento predpoklad lze snadno ekonomicky obhéjit. Pokud je k-ta komodita
vstupem, pak dolni hranice z;; je nula. Pokud je k-t4 komodita vystup (tedy
u spotiebitele prace), pak jisté existuje (v absolutni hodnoté) horni hranice pro

mnozstvi této prace za elementarni casovy interval.

Jesté dodejme, Zze pokud jsou vSechny mnoziny X; uzaviené a maji spodni hranici
pro <, pak je mnozina X uzaviena. Pokud jsou vSechny mnoziny X; konvexni,

pak je konvexni i mnozina X.

. spotreba X; je nenasytnd: bez ohledu na to, jakd je spotieba x; v X, existuje
jind spotteba v X;, kterou i-ty spottebitel preferuje vice. Jinak feceno neexistuje
nejvetsi prvek X; pro relaci <;. Spotfebitel je tedy alespon v jedné komodité

nenasytny a preferuje mit ji co nejvice.

. pro kazdé x}, v X;, jsou mnoZiny {z; € X; |z; =; x}} a{x; € X;|x; =; 2}} uzaviené
v X;: mé&me posloupnost spotieb {z]}, kde v8echny prvky {z{} nejsou horsi nez
0

ria {27} — 22, pak ani 29 neni horsi neZ . A podobné pokud zaménime slovo
horsi za lepsi. Podobné jako uzavienost mnoziny X; je tento pfedpoklad splnény.
Mnoziny prvki, které nejsou horsi (resp. nejsou lepsi) nez néjaky prvek jsou pii-
rozené uzaviené. Spolecnou hranici tvori indiferencéni t¥idy prvkt. Zajimavé ale
je, ze pokud mnozina X; je konvexni, je zcela preduspofadané (=<;) a plati tento
predpoklad, pak lze dokazat, ze existuje spojita uzitkova funkce. Teorie uzitkové

funkce a teorie preferenci (s pomérné ptirozenymi predpoklady o racionalité spo-
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tiebitele) jsou v tuto chvili ekvivalentni. Problém nejlepsi spotieby se tedy velmi

priblizuje snadno fesitelnému problému maximalniho zisku vyrobce.

4. pokud x} a x? jsou dva body v X; a pokud t je rediné ¢islo z intervalu (0,1), pak
x2 =; x} implikuje tz? + (1 — t)z} =; z}: pokud spotfeba x? je preferovana pied
x}, pak jejich vazeny primér s libovolnou vahou ¢ € (0,1) je preferovany pied z).
Z této a predchozi vlastnosti plyne napiiklad, ze pro kazdé z; v X; je mnozina
{z; € X;|z; =; x}} konvexni. Pfedpoklad konvexity preferenci jesté zesiluje poza-
davek na racionalitu spotfebitele. Je to vSak intuitivné obhajitelny predpoklad.
Pokud spotfebitel preferuje urcitou kombinaci statkid pfed néjakou jinou kombi-
naci statki, pak je intuitivni, ze pokud ,,jde pfimo“ od prvni kombinace k druhé,
tak se jeho situace dle jeho preferenci stale zhorsuje. Z tohoto pfedpokladu vsak
nost racionality spotfebitelti, a to, Ze indiferencni tfidy spotieb (tedy vSechna x;,
mezi kterymi plati vztah ~;) nejsou ,tlusté“ (jejich objem je nulovy). Tedy na-
priklad v trojrozmérném prostoru jsou to plochy, v roviné kiivky. Je prirozené
predpokladat, Zze stejné dobré kombinace spotieb budou vytvaret ve spotiebni
mnoziné ur¢ité hranice. V roviné tyto hranice nazyvame indiferencni kiivky. Pti
platnosti uvedeného predpokladu pro pripad dvou zadoucich komodit jsou indife-

renc¢ni kiivky tzv. konvexni vii¢i pocatku?

5. existuje takové 19 v X; pro které plati 29 << w;. Tento zapis znamend, Ze =3 < wi,
tedy ze urcitd mozna spotieba kazdé komodity kazdého spotiebitele miize byt
uspokojena pouze zdroji, které ma spotiebitel k dispozici. Tedy i-ty spotiebi-
tel miize ziskat néjakou moznou spotiebu zahozenim kladného mnozstvi komodit
ze svych zdroji. Vzhledem k tomu, zZe spotfebni mnoziny jsme nijak neomezili
ve smyslu, aby spotfebitel ,ptrezil®, pak je zfejmé, ze nulovou spotiebu lze pokryt

z jakéhokoli mnozstvi vlastnich zasob.

6. 0 € Y;: j-ty vyrobce ma moznost nic nedélat (nenakupovat vstupy a nevyrabét
vystupy). Tento pfedpoklad je zfejmé realisticky. Z tohoto pfedpokladu mimo jiné
vyplyva, ze 0 € Y.

7. Y je uzaviend: pokud vSechny ¢leny posloupnosti {y?} nélezi do Y a pokud {y?} —
y°, pak 1 také patii do Y. Uzavienost je opét technicky piedpoklad, ktery je

splnén.

2Nemuseji byt viak ryze konvexni. To se ¢asto uvazuje, aby nejlepsi spotieba byla jednoznaéna. My

ale uvazujeme, ze nejlepsich spotfeb muze byt celd mnozina a predpoklad o ryzi konvexnosti neni nutny.
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Y je konverni: pokud jsou dvé produkce y' a y? mozné, pak produkce ty' +
(1—t)y? pro t € (0,1) je také moznd. Tento predpoklad je mnohem slabsi nez
u spotrebiteli, kde musely byt konvexni spotifebni mnoziny vSech spottebitel.
Presto je predpoklad konvexity opét omezujici a tézko obhajitelny. Za pozornost
stoji, ze predpoklad konvexity spolecné s predpokladem 0 € Y znamené, ze preva-
zuji nerostouci vynosy z rozsahu. Tedy, Ze nelze zvysenim vstupt zvysit vystupy
vice nez proporcionalné. Divodem je, ze pouzijeme-li konvexitu tak, Ze polozime
y? = 0 pak pro libovolné y' € Y je i vyroba ty' € Y pro t € (0,1). Toto pro ros-
touci vynosy z rozsahu neplati. Nerostouci vynosy z rozsahu nemuseji prevazovat
pro jednotlivé producenty (i kdyz nakonec vzdy prevazi klesajici vinosy z rozsahu
— v tom smyslu, Ze vyrobce vycerpa své vyrobni kapacity a na dalsi jednotku
vystupu by musel tyto kapacity navysit). Je to v8ak vzdy pravda pro celkovou
produkei, ktera narazi na omezené ptirodni zdroje (mezi ty lze povazovat i lidskou
praci). Nejdfive jsou totiz vycCerpany nejlepsi pfirodni zdroje a pfi dalsim zvyso-
vani objemu produkce je tfeba vyuzivat horsich zdroji a tim nemtize dochéazet

k vysSimu nez proporcionalnimu navyseni vystupt.

. YN(=Y) C {0}: pokud je produkce y, jejiz vstupy a vystupy nejsou vSechny nulové
mozna, pak produkce —y mozna neni. Tento pfedpoklad je snadno obhajitelny —
staci jediny vyrobni proces, ktery z fyzikalnich divodid nelze obratit (vyménit
vstupy za vystupy — zmeéna znaménka u produkce totiz znamena pravé zaménu

vstup-vystup), a takovych procest je dost.

.Y D (—=Q): celkova produkce, kterd mé vSechny vystupy nulové, je mozna. Tento
predpoklad byl podrobné rozebran pii hledani trzni rovnovahy. Je to predpoklad
omezujici, kde uvazujeme, ze statky s kladnou cenou lze bez nasledki zahodit a
statky se zapornou cenou lze bez nasledki libovolné hromadit. Tento predpoklad
tedy umoznuje produkce, které maji libovolné vstupy a nulové vystupy. Pred-
posledni predpoklad ale vylucuje opac¢né produkce. Spole¢né tedy znamenaji, ze
volna produkce neni mozna. Tedy, ze neni mozna produkce, jejiz vSechny vstupy
jsou nulové, ale vystupy nenulové. To je velmi prirozeny predpoklad. Vstupem je
napiiklad pfinejmensim lidska prace. Dale lze také dokazat, ze predpoklady o uza-
vienosti, konvexité a zahazovani vstupa implikuji Y D (Y — Q): pokud je néjaka
celkova produkce mozna, pak je mozna i produkce, jejiz vstupy nejsou nizsi a vy-
stupy nejsou vyssi. Vzhledem k moznému zahazovani zdroji je to zfejmé prirozeny
predpoklad. Vyrobce miZe vyrobit ze vstupt, které mé, potiebny (nizsi) vystup

a zbylé zahodit.
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Z téchto explicitné uvedenych predpokladi jsou nejsiln€jsi a nejvice omezujici pred-
poklady konvexity, a to jak konvexita produkéni mnoziny, tak konvexita spotfebni mno-
ziny, ale pfedevsim konvexita spotiebitelskych preferenci. Tyto predpoklady kladou pie-

devsim na racionalitu spotfebitele naroky, které v realité nejsou splnény.
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Kapitola 4
Povaha equilibria

V této kapitole nejprve definuji optimum a vysvétlim jeho souvislost s equilibriem. Dale

budu diskutovat jaky skuteény smysl ma equilibrium nalezené dle ivodnich definic.

4.1 Souvislost equilibria a optima

Pti dvou danych dosazitelngjch stavech ekonomiky B (((74), (y;)) a ((2}), (y})) fekneme,
ze druhy neni horsi neZ prvni (mizeme psat ((z;), (y;)) = ((z}), (y;))), pokud pro kaz-
dou spotiebu (kazdé i) plati x; <; 2%, tedy, ze pro kazdého spottebitele spotieba ve
druhém stavu neni hor$i nez v prvnim. Dle této definice je relace =< neuplnym pre-
dusporadanim dosazitelnych stavii ekonomiky. Verbalni oznaceni moznych vztahi mezi
dosazitelnymi stavy ekonomiky je stejné, jako bylo zavedené pii porovnavani spotieb.
Optimum ekonomiky je takovy dosazitelny stav ekonomiky, k némuz neexistuje prefe-
rovan€jsi. Tedy pokud nelze zménami spotfeb a produkci dosahnout stavu, ve kterém
by si nékdo polepsil a nikdo nepohorsil. (Jedné se o tzv. Pareto optimalitu. Spot¥ebitel
si miize polepsit pouze na tkor jiného spotiebitele. Optimum tedy neni stav néjakého
idylického socidlniho smiru. Jedné se o stav, ktery lze spiSe oznacit jako efektivni.) Exis-
tenci optima se nam podari prokazat pouze za existence uzitkovych funkci jednotlivych
spotfebitelid. Optimum tedy znamena, Ze nelze zvysit hodnotu uzitkové funkce jednoho
spotfebitele, aniz by se snizila hodnota uzitkové funkce jiného.

Miuizeme definovat mnozinu A jako mnozinu vSech dosazitelnych stavi ekonomiky
E. Optimum v mnoziné A neni dano jednoznac¢né a navic dvé rizna optima mohou byt
relaci < neporovnatelna. Pfi néjakych jinych zvolenych kritériich mizeme porovnavat

jednotliva optima. Najit ,nejoptimalnéjsi“ optimum jiz neni ¢isté ekonomicky problém,
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ale spise problém politicky.!

Nyni uvedu bez ditkazu dvé véty o ekvivalenci equilibria a optima. Dikazy nejsou
obtizné a stoji na dvou zakladnich myslenkach. Prvni z nich je, Ze pfi predpokladané
racionalité spotfebitele lze uvazovat existenci uzitkové funkce. A druhé tvaha je zkou-
mén{ vzdjemné polohy mnoziny G = >, X/ - >_; Y (mnozina celkovych zdroji?) a
bodu w (aktudlni celkové zdroje). Ur¢ita poloha bodu w na hranici mnoziny G svédéi

o tom, zZe neexistuji lepsi dosazitelné spotieby a body z; jsou optimem.

Definice. Stav ((z}), (y;)) ekonomiky E je equilibriem vzhledem k cenovému systému p
v R!, pokud

1. pro kazdé i: x} je nejvétsi prvek {z; € X;|p-x; < p-xf} vzhledem k <;,
2. pro kazdé j: y; maximalizuje p - y; na Yj,
3. 2" —yf =w.

Takové equilibrium jsme pfidanim nékterych dalsich predpokladi nasli.

Véta. Necht E je ekonomika, kde pro kaZdé i
1. X; je konvexni,

2. pokud x} a x? jsou dva body v X; a pokud ¢ je redlné ¢islo z intervalu (0, 1), pak

x? =; z} implikuje tz? + (1 — t)z} =; =}
Pak equilibrium ((z7), (y;)) vzhledem k cenovému systému p, kde Zddné x; neni nasycu-

jict spotrebou, je optimem.

Vsechny pozadavky této véty byly splnény pii hledani equilibria. Pokud tedy pro eko-

nomiku umime dokézat existenci equilibria, pak toto equilibrium je optimem.

Véta. Necht E je ekonomika, kde
1. pro kazdé i: X; je konvexni,

2. pro kazdé i: pro kazdé ; v X;, jsou mnoziny {z; € X; |v; =; x/} a{x; € X;|v; 2; ./}

uzaviené v X,

IDvé zakladni moznosti jak posuzovat optimum jsou: a) ¢im vétsi soucet hodnot uzitkovych funkci
tim 1épe, bez ohledu na rozdéleni mezi jednotlivé spotfebitele (tzv. pravice), nebo b) co nejrovnomérnéji
rozlozené hodnoty uzitkové funkce pres vSechny spotrebitele, bez ohledu na celkovy uzitek spotfebitelt
(tzv. levice).

QXf ¢ zna¢i mnozinu spotieb, které uspokoji i-tého spotiebitele alespoi tak jako spotieba x}
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3. pro kazdé i: pokud x} a 2? jsou dva body v X; a pokud t je realné ¢islo z intervalu
(0,1), pak x? =; z; implikuje tx? + (1 — t)x} =; =},
4. Y je konvexni.
Pak pro dané optimum ((x7), (y})), kde x} neni nasycujici spotrebou, ezistuje cenovy

system ruzny od nuly takovy, Ze
1. pro kazdé ¢: 7 minimalizuje p - x; na {z; € X, |z; =; x}},

2. pro kazdé j: y; maximalizuje p - y; na Y.

Tato véta zarucuje, ze ve stavu optima existuje rovnovazny cenovy systém. S jedinou
vyjimkou, kdy p - ¥ je nejmensi vydaj pfi pevném p ve spotiebni mnozing X;3, lze
uvazované pii hledani equilibria. Celkové pokud lze dokézat existenci equilibria, pak toto
equilibrium je optimem a neexistuje optimum, které by nebylo equilibriem. Optimum je

ekvivalentni equilibriu.

4.2 Smysl equilibria

Naivni pfedstava o tom, Ze jsme nalezli equilibrium a mutzeme tedy fici, jaké maji
byt ceny vSech komodit, je pochopitelné mylna. Diikaz je nekonstruktivni a v zadném
pripadé jsme rovnovaznou cenu vsech komodit nenalezli. Pouze jsme zjistili jeji existenci.
Trochu méné naivni pfedstava, Ze rovnovazna cena se nebude v Case ménit, je bohuzel
také mylna. Vzhledem k tomu, zZe jsme komodity oznacili ¢asy, nelze o casovém pribéhu
ceny néjaké komodity viibec mluvit. Dand komodita totiz existuje (pfesnéji fe¢eno muize
byt uc¢astnikem smény na trhu) pravé jeden ¢asovy okamzik, v dalsim uz se jedna o jinou
komoditu. Equilibrium, jehoz existenci jsme dokazali, je ve skutecnosti cenovy vektor,
ktery urcuje urcité optimalni ceny vSech komodit ve vSech c¢asech.

Nyni obratime pozornost na pfedpoklad, ktery se objevil v definici akce. Akce (tou
je napiiklad spotfeba ¢i vyroba) je vektor, ktery vyjadiuje ndkup a prodej urcitych
komodity agentem od vzdalené byt koneéné minulosti do vzdalené byt koneéné budouc-
nosti. Takovou akci ziejmé nelze znat. Staci vSak védét, ze pii urcitych predpokladech
kladenych na ruzné typy akei (spotieba ¢i vyroba), existuje equilibrium.

Z existence equilibria miizeme odvodit existenci ¢asového pribéhu rovnovaznych cen

vsech komodit. Pfedpokladejme, ze drtivou vétsinu komodit z ¢asu t miizeme ztotoznit

3Tedy nejlepsi dosaZitelna spotfeba je nejlevnéjsi spotfeba z mnoziny X; vzhledem k cenovému

systému p, coz je velmi nepravdépodobné.
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s ur¢itymi komoditami v Case t + 1. I kdyz fyzické vlastnosti se mohou mirné zménit.
(Tedy auto zaparkované na rohu ulice zistava autem na rohu ulice i po elementarnim
¢asovém intervalu, pouze rez na karoserii o trochu postoupila.) Vzhledem k tomu, Ze
existuji obé rovnovazné ceny ,komodity“ pro oba intervaly, po které lze dvé dosud rtzné
komodity ztotoznit, lze urc¢it pribéh rovnovazné ceny ,komodity“ v case. Existuji tedy
pribéhy cen komodit, které jsou rovnovazné (a tedy optimélni). Nevime ale, jaké to jsou
(to ale neznamend, Ze jich nelze dosdhnout).*

Stale vsak ziistava nékolik zakladnich predpokladi, které nejsou v realité splnény. Pa-
radoxné je v nich skryt nejpraktictéjsi redlny vysledek jinak teoretického cviceni o exis-

tenci equilibria. Nasledujici predpoklady bych oznacil jako predpoklady motivacni.

1. Prvnim z nich je pfedpoklad, ktery je jiz v nazvu celé prace. Jedna se konkurenci,
kterou vyjadiujeme tim, Ze jednotlivy spotiebitel a jednotlivy vyrobce nemtze
svym jednanim ovlivnit cenu. To samoziejmé v realité neni pravda. Miizeme se na
néj ale podivat jako na predpoklad motivac¢ni: konkurence otevira cestu k optimu.
To je netrivialni vysledek. Mohlo by se ukazat, ze konkurence viibec zadné optimum
nema, ze je to systém, ktery nepodporuje zadnou efektivitu ¢i optimalizaci. To se
ale neukézalo. Konkurence je moznost, kterd pfi dal$ich predpokladech zajistuje

existenci optima.

2. Dalsim je pfedpoklad velmi silné racionality spotiebitele. Preference jsou povazo-
vany za neménné vnitini rozhodnuti kazdého spotiebitele zavislé pouze na cenéch.
Racionalita spotfebitelt mize byt ale narusena napiiklad vyrobci (reklamou) nebo
jinymi spotiebiteli (stddovy a snobsky efekt). Pfedpoklad tplnych a racionalnich
preferenci je tedy neredlny. Ma ale jasné vychovné poselstvi. Pokud se my vsSichni
spotfebitelé budeme chovat racionalné, pak je mozné dosdhnout ekonomického op-

tima, nebot existuje.

3. Ditikaz equilibria byl proveden pro soukromé vlastnénou ekonomiku. Tedy ekono-
miku, kde veskery majetek (statky, komodity, zdroje) mtizeme pfifadit konkrétnimu
spottebiteli (byt tfeba néjakou idedlni pomérnou ¢ast a tfeba prostfednictvim néja-
kého vyrobce, kterému majetek patii). U akciovych spole¢nosti to funguje vyborné.
Horsi je to ale tfeba se statnim majetkem. Patii statni majetek rovnomérné vsem
(véetné déti, které nemohou volit), nebo statnim tfednikim pat¥i o néco vice? Jesté
komplikovanéjsi situace je u zdroju. A snad nejkomplikovanéjsi je u tizemi nikoho

— Antarktida nebo Mésic patii nam vSem, ale tézko muzeme svij podil prodat a

4Naopak lze Fici, Ze pokud trh spliiuje dané predpoklady a nachazi se v rovnovéze, pak trzni cena

je cenou rovnovaznou.
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ziskat za néj néco jiného. Poselstvi je tedy zfejmé, cestu k optimu podpofime tim,
ze veskery majetek bude pfifaditelny ke svému vlastnikovi (spotfebiteli — ¢lovéku).
Pak muze byt dosazeno optima. Opakuji vSak, Ze optimum nemusi byt idealnim

spolecenskym stavem.

. Poslednim dilezitym predpokladem je predpoklad dokonalé informace. V centru
vSech tvah je, ze producent presné vi jakou si vybrat produkci, aby maximalizo-
val zisk. A spotrebitel vi jakou si vybrat spotfebu, aby maximalizoval svij uzitek.
Bez predpokladu této dokonalé informace dikaz equilibria nefunguje. Dokonala in-
formace umoziuje perfektni racionalitu spottebitele (ale nezajistuje ji — vySinuti
jedinci se budou rozhodovat iracionéalné i za dokonalé informace — ke skodé vlastni,
ale i ke skodé ostatnich). Dokonald informace také znamend, Ze spotiebitel dobte
vi, jaky majetek (byt idedlné rozdéleny) mu patii (pii existenci soukromé vlast-
néné ekonomiky podminuje dokonald informace o majetku spravné rozhodovani
spotfebitele). Ekonomické poselstvi je nasnadé a mélo by byt velmi silné brano
v uvahu pri hodnoceni efektivity trhi. Pro dosazeni equilibria a optima je nutna

dobré informovanost aktéru trhu.
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Kapitola 5
Stabilita equilibria

V zavéru predchozi ¢asti byla uvadéna néktera velmi odvazné tvrzeni. Napiiklad ,je
mozné dosdhnout ekonomického optima, nebot existuje“. Existence equilibria jesté ne-
zarucuje, ze je mozné ho dosahnout. Otazkou totiz je, zda ekonomicky systém k equi-
libriu sméfuje (tedy zda ceny konverguji k rovnovaznému cenovému vektoru), anebo se
naopak ekonomika od rovnovahy vzdaluje. Tedy zda rovnovaha je stabilni nebo neni.
V prvnim pripadé lze fici, Ze ,equilibria lze dosdhnout“. V druhém je existence equilibria
témeér bezcenna. Proto se nyni budu zabyvat stabilitou equilibria. Tato kapitola vychéazi

z kapitoly o stabilité equilibria z knihy Akiry Takayamy o matematické ekonomii [2].

5.1 Povaha stability pro existujici equilibrium

Cas budeme nyni uvazovat jako spojity. Komoditami budeme opét rozumét statky ¢i
sluzby, které lze presné definovat jejich fyzickou podstatou, ale nyni nebudou komodity
definovany ¢asem. Pocet téchto komodit ozna¢im pro jednoduchost opét [, i kdyz téchto
komodit je mnohonasobné méné nez komodit z minulé ¢asti. Ve spojitém case cenu i-té
komodity vyjadiuje funkce p;(t). Predpokladame, Ze tato funkce je diferencovatelna.
Cenu vSech komodit vyjadiuje vektorova funkce p(t). Rovnovaznou cenu (cenovy vektor)
oznaCime p. V teorii stability equilibria se uvazuje, Ze rovnovazna cena p je v case
konstantni, a zkoum4 se, zda ceny komodit p(t) konverguji k rovnovazné cené.

V minulé ¢asti jsme nalezli rovnovaznou cenu, avSak pro komodity, které jsou defi-
novany i ¢asem. Pro komodity, které nejsou definované casem, je nalezend rovnovazna
cena na Case zavisla. Aby byla teorie stability, ve které se uvazuje cena p nezavisla na
Case, prinosem pro popis equilibria ndmi nalezeného v minulé ¢asti, musime pfijmout

jedno z nasledujicich tvrzeni.
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1. Pfedpokladejme, Ze vSechny komodity (druhy komodit) existuji od velmi vzdalené
minulosti do velmi vzdalené budoucnosti. (Tedy Zadné nové komodity nevznikaji
ani nezanikaji). Déle predpokladejme, Ze preference spotiebitell jsou v ¢ase ne-
ménné. Pak rovnovazna cena nalezeného equilibria p je konstantni.

2. Smifme se s tim, ze i prestoze odhalime stabilitu equilibria, bude to vypovidat
pouze o tom, Ze cena p(t) v kazdém okamziku sméfuje k cené p(t). Rozdil obou cen
ale miize byt stale velky.!

3. Predpokladejme, Zze cena p(t) se méni pomalu ve srovnani s pfizpisobenim ceny
p(t). Pokud tedy odhalime stabilitu equilibria, pak se cena p(t) pfiblizi blizko k cené
p(t) a v této blizkosti se bude drzet.

Veskeré néasledujici vysledky, kterych dosahuje teorie stability, musime pro nami
nalezené equilibrium vnimat na pozadi téchto tii predpokladi. Prvni predpoklad je
velmi silny a zcela nerealisticky. Presto je implicitné pfijiman v teorii stability, jelikoz
cena p je brana jako neménnda v case. Realita bude nékde mezi predpokladem 2 a 3.
Rovnovazna cena se bude vétsinou (u vétsiny komodit a po vétsinu ¢asu) ménit pozvolna
a cena p(t) se cené p(t) (v pripadé platnosti stability) pfiblizi. U rovnovazné ceny vsak
nékdy mtize dojit k rychlé zméné (Soku), stabilita pak svédéi o tom, Ze cena p(t) se
zacne tomuto Soku prizpiisobovat. Pro equilibrium, jehoz existenci jsme ovérili, je tedy
vlastnost stability velice prinosna a zasluhuje podrobné zkoumani. Pro jednoduchost

budu nadéale psat p misto p(t).

5.2 Walrasovské vyrovnani

Zakladni vlastnosti rovnovazné ceny je, Ze poptavka po kazdé (tfeba i-té) komodité se
rovnd nabidce (pfevis poptavky je nulovy): z;(p) = 0, tedy x;(p) = y;(p)+w;?. Zakladnim
predpokladem je, ze pokud z; > 0 (poptévka je vyssi nez nabidka), tak cena stoupa:
9p Z(t > 0. Vyraz 2 1(0 budeme zapisovat jako p;(t). Tecka tedy znaci derivaci podle ¢asu.
Na,opa,k pokud z; < 0, pak p;(t) < 0. Pokud budeme uvazovat trh o jediné komoditeé,

zménu jeji ceny v ¢ase muzeme zapsat:

pi(t) = hi (2 (p(1))) (5.1)

kde h;(z) je rostouci diferencovatelné realna funkce, pro kterou plati h;(0) = 0. Pokud

je tedy trh mimo rovnovaznou cenu, pak dochazi k prizpiisobeni této ceny. Toto je tzv.

1Cena p(t) miize cené p(t) stale utikat, mohou se navzajem kiizit, apod.
2Index i vyjadfuje i-tou komoditu, w; tedy vyjadiuje celkovou zasobu i-té komodity.
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walrasovske prizpusobovdni. Predpokladame pfi ném, Ze Gicastnici na trhu nejsou schopni
ovlivnit svym jednédnim cenu (jiz diskutovany predpoklad konkurence). Pro srovnani
uvadim, ze existuje i jiny typ vyrovnavani, a to tzv. vyrovndvdni marshallovskée. PTi ném

dochazi k vyrovnavani nabizeného mnozstvi komodity tak, aby se dosahlo rovnovahy:

Gi(t) = hi (2 (a(1))) - (5.2)
Z zde vyjadfuje rozdil mezi poptavanym zbozim a celkovym mnozstvim zbozi na trhu
(nabidka + zasoby), h; ma stejné vlastnosti jako h;. My budeme uvazovat pouze vy-
rovnani walrasovské. Marshallovské vyrovnani je v ném totiz zahrnuto. Dojde-li totiz
k (walrasovské) zméné ceny, tak se tomu pfizpusobi i vyrobci a spotfebitelé, protoze
vyroba a spotieba je na cené zavisla (z(p), y(p)). Uvazovat marshallovské vyrovnéni je
tedy nadbytecné.

Nyni budeme uvazovat pouze walrasovské vyrovnani popsané rovnici (5.1). Pfedpo-
klad, Ze tato rovnice plati, vSak neni zcela samoziejmy. Intuitivné spravné uvazujeme,
Ze vyrobci za néjaky casovy usek vyrobi néjaké zbozi, které chtéji prodat, spotiebitelé
jsou ochotni pfi riznych cenach nakoupit rtizné mnozstvi zbozi. Pti néjaké dané cené se
tedy prodavajici rozhodnou, kolik na trhu nabidnou zbozi, a kupujici jaké mnozstvi za
tuto cenu nakoupi. Pokud se tato dvé mnozstvi vyrovnaji, jde o rovnovaznou cenu. Trzni
mechanismus, ktery by zajistil obchodovani praveé pfi této cené, ale v realité neexistuje.
Nikdo totiz nemé informaci o nabizeném mnozstvi zbozi a o preferencich spotiebitele
a navic nikdo nemé moc takovou cenu vSem na trhu diktovat.® Teoreticky ekonomicky
proces, ve kterém je rovnice walrasovského vyrovnani opravnéna, je tzv. tatonnement
proces.

V tomto procesu se predpoklada, Ze vsSichni kupujici i prodavajici se sejdou na jed-
nom misté, kde je také organizdtor trhu. Tento organizator vyhlasi iivodni cenu komodity
1. Kazdy z obchodnikid napise, kolik je pri této cené ochoten koupit ¢i prodat. Organi-
zator sesbird informace od vsech obchodnikti a podle toho, zda prevazuje poptavka ¢i
nabidka, zvysi ¢i snizi cenu. Takto se pokrac¢uje az do rovnovazné ceny, aniz by probéhl
jakykoli obchod(!). Zbozi se pak zobchoduje pfi rovnovazné cené. Tento proces nemd
prilis spoleéného s realitou. Nicméné je to proces, ktery (pokud je stabilni) umozni do-
sazeni optima. Poselstvim je, ze pribéh obchodovani na trhu by v zadjmu vSech (resp.
vSech v jejichz zajmu je dosaZeni ekonomického optima) mél probihat co nejpodobnéji

tatonnement procesu. Velmi blizko takovému procesu je obchodovani na burze, kde se

3Existuji ekonomické systémy, ve kterjch existuje organ, ktery diktuje ceny. V realité ale nelze

centralné shromazdit veskeré nutné informace, aby urc¢ované ceny byly rovnovazné.
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ceny méni pruzné, ale pouze na zakladé uskutecnénych obchodi. Jiné priblizeni jsou
napi. internetové aukce, které dobre vystihuji to, Ze se vSichni setkavaji na jednom
,misté“ a k obchodu dojde az po dosazeni nejvyssi ceny (coz je z hlediska poptavajicich
cena rovnovazna). Problémem téchto aukci je, Ze prodéavajici mé informac¢ni vyhodu,
které muze zneuzit. A hlavné jde spiSe o ekonomiku vyménnou nikoli vyrobni (neni za-
jisténo, ze nové zbozi bude do aukci pravidelné pribyvat, jak tomu bézné je na jinych
trzich).

5.3 Stabilita soustavy diferencialnich rovnic

Vyvoj cen vSech komodit na trhu vyjadiuje systém diferencialnich rovnic:

p(t) = h(z (p(1))), (5-3)

kde h je vektorova diferencovatelnd realna funkee, jejiz slozky h; (z) jsou rostouci pro
v8echnai = 1,.. ., (v8echny komodity). Bodem equilibria (staciondrnim bodem) tohoto

systému je bod p, pro ktery plati:

h (= (p) = 0. (5.4)

Cenu v ¢ase ty oznacme pgy. po je né&jaky znamy bod v prostoru R!, kterym prochézi
feSeni pravé v Case to. Budeme pouzivat zapis (tg, pg). Pro jednoduchost dalsich zépist

definujme jesté funkei h:

h(p)=h(z(p®). (5.5)

Predpokladejme, Ze fz(p) je diferencovatelna funkce. Systému (5.3) je tedy ekvivalentni

systém diferencialnich rovnic:

B(t) =R (p(1)). (5.6)

Nyni uvedu bez diikazu vétu o existenci a jednoznacnosti Feseni:
Véta. Necht A je oteviend mnoZina v R, funkce h: A — R je spojitd, h je lokdlné
lipschitzovskd v A vici p, a necht py € A. Pak systém (5.6) md jednoznacné mazimdlni
resent spliiugict p(to) = po, které budeme znacit p(t;to, po) nebo jen p(t).

Tato véta zarucuje, ze pokud funkce h spliiuje urcité predpoklady, coz uvazujeme, pak
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mé systém pro rozumné pocatecni podminky jednoznaéné maximalni feseni p(t).

Definice. Stacionarni bod p nazveme globdalné stabilnim, pokud p(t;ty,po) — P pro

t — oo bez ohledu na hodnotu (g, po).

Definice. Stacionarni bod p nazveme lokdlné stabilnim, pokud existuje 6 > 0 takové,

Ze pro po v okoli bodu p o poloméru § plati p(¢; tg, po) — p pro t — oo.

Prvni podminka vyjadiuje, ze at je soucasnd cena jakakoli, tak se cena za konecny
cas priblizi libovolné blizko k equilibriu a konverguje k rovnovazné cené.

Druhé podminka vyjadiuje pouze to, ze pokud soucCasnéa cena je dostatecné blizko
equilibriu, pak bude v néjakém konec¢ném case opét libovolné blizko a konverguje k nému.
Tato druh& podminka mé svoji hodnotu predevsim, pokud je equilibrium neménné a pt-
vodni cena je dostatecné blizko rovnovazné cené, pak pri lokalni stabilité mame jistotu,
Ze cena se bude vyvijet libovolné blizko u equilibria a bude do néj konvergovat.

Zda se, ze dokézat uspokojivym zpiisobem stabilitu equilibria neni viibec snadné

(ne-li nemozné). VSechny dosavadni pfistupy vychazeji z nereélnych predpokladi.

5.4 Hicksuv pristup ke stabilité equilibria

Pro systém (5.6) definoval Hicks stabilitu equilibria takto:

Definice. Equilibrium je dokonale stabilni pokud pro kazdou komoditu (kazdé i) plati
1. p; > p; implikuje h;(p) < 0,
2. p; < p; implikuje h;(p) > 0.

Tedy cena kazdé komodity bézi konecnou rychlosti k rovnovazné cené. Tuto definici

stability spliiuje systém (5.6), pokud plati néasledujici podminka [2]:

Qi; A5 Gk

A T e 0 5.7
az; <V, > Qj;  Aj5 Qg <U,... ( . )
aji  Ajj
Qi QAr;  Okk
. .. .. — Oh; __ Oh; 8z X 3 S5
pro viechna i,5,k,... z mnoziny {1,...,l}, kde a;; = 3 = 5% 5% vypoctend v bodé p.
Dj Zi apj

Zasadni nevyhodou této metody je, ze k urceni stability potfebujeme znat matici

0z;
6pj ’

A = [a;]. V matici jsou skryty ¢leny které vyjadiuji zménu previsu poptavky ko-
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modity ¢ pfi zméné ceny komodity j. Znalost této elasticity je nemozna, proto touto
analyzou nelze dospét k vysledku. Navic je tfeba pripustit predstavu, ze stabilitu equi-

libria ovliviiuje zména poptavky pii zméné ceny zcela nesouvisejici komodity [3].

5.5 Samuelsonuv pristup ke stabilité equilibria

Samuelson se zaméfil na zkoumani stability tzv. linearizovaného systému.
Vezmeme-li Tayloriiv rozvoj funkce h(p) v bodé p, kde h(p) = 0 a zanedbame od

druhého vsechny vyssi cleny, ziskame systém:

p(t)=A-(p(t)—p), (5.8)
_ ok
=
systém. Pokud je linearizovany systém globalné stabilni, pak je ptivodni systém lokalné
stabilni* [4].

Pomeérné snadno lze dokéazat vétu o stabilité linearizovaného systému:

kde opét A = [a;;] je matice a a; vypoctena v bodé p. Toto je tzv. linearizovany

Véta. Necht p(t) = A- (p(t) — p) je systém diferencidlnich rovnic. Pak je staciondrni
bod p globdlné stabilni pravée tehdy, kdyz redlnd cdst vsech vlastnich cisel matice A je

zapornd.

Pokud tedy vSechna vlastni ¢isla matice A v systému (5.8) maji zdpornou realnou ¢ést,
pak je linearizovany systém globalné stabilni a piivodni (nelinearizovany systém) je tedy
lokéalné stabilni.

Samuelson jesté predpokladal, Ze funkce h;(z) jsou linedrni. V zépisu se tak misto h;

objevi konstanta k;, ktera vyjadiuje rychlost prizptisobeni ceny:

pi(t) = kizi (p (1)) - (5.9)
Rychlost vyrovnani ceny se tedy linedrné méni s previsem poptavky. Systém rovnic (5.3)

Ize tedy po linearizovani zapsat jako:

p(t) =K -B-(p(t)—p), (5.10)

kde K je diagonalni matice jejiz prvky jsou konstanty k; > 0 a matice B = [b;],

bij = %5. Vlastnost, ze Teseni tohoto systému pro libovolnou pocatecni podminkou
J

4Toto je jediné uZitetné tvrzeni o stabilitdch linearizovaného a ptivodniho systému.
5Pokud matice B spliiuje Hicksovu podminku stability, pak ji nazyvame hicksidnem.
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po konverguje k rovnovazné cené p (globalni stabilita), nazval Samuelson pravou dy-
namickou stabilitou. Takové stability linearizovaného systému je dosazeno prave tehdy,
kdyz vsechna vlastni ¢isla matice B maji zapornou realnou c¢ast. Samuelsonova prava
dynamicka stabilita vsak neni obecné ekvivalentni s Hicksovou dokonalou stabilitou.
Pokud ale jsou vSechny nediagonalni ¢leny matice B kladné (tj. b;; > 0, i # j) a pokud
i v Hicksové podmince stability predpokladame linearitu funkce h;, pak je Hicksova a
Samuelsonova definice stability ekvivalentni. Podminka kladnych nediagonélnich ¢lenti

matice B se ukize velmi dileZitou.

5.6 Arrow-Block-Hurwicztiv dikaz stability

Abychom mohli pokracovat s analyzou stability equilibria, budeme na néjaky cas uva-
zovat pouze sménny (vymeénny) ekonomicky systém. Tedy takovy systém, ve kterém ne-
dochézi k zadné produkci, ale pouze ke sméné jiz vyrobenych zdroji: z;(p) = z;(p) — w;.
Tento predpoklad samoziejmé nema prilis spolecného s realitou. Jedna se ale o zajimavé

teoretické cviceni.

Podivejme se nejprve na podminku b;; >0, i#j, ¢,j5j=1,...,01.Tedyb;; = % =
J
0z, — 5~ 9% 5 () Zlomek 22t vyjadiuje, jak se zméni poptavka k-tého spofebitele po
Opj k=1 9p; Op;

1-té komodité pfi zméné ceny j-té komodity. Pokud %w—]jf > ( pak fikdme, ze komodita ¢
je hrubym substitutem komodity j pro spotiebitele k. Pokud jsou tedy vSechny komodity
navzajem hrubymi substituty pro vSechny spotiebitele, pak je podminka b;; > 0 splnéna.
Lze dokéazat, ze pro ptfipad hrubych substitutii je equilibrium linearizovaného systému
globalné stabilni, equilibrium ptvodniho systému je tedy lokalné stabilni.

Vratme se nyni k nelinearizovanému Samuelsonovu systému rovnic. Pro i-tou komo-

ditu mame:

pit) = kizi (p (1)) - (5.11)
Na pravé strané této rovnice je previs poptavky, ktery meérime stejné jako mnozstvi
komodity v néjakych fyzickych jednotkach. Tyto jednotky vsak miizeme vhodné preska-
lovat a konstantu k; zahrnout do pfevisu poptavky. Vysledny systém rovnic pak ma

tvar:

p(t) =z (p(t)). (5.12)

e vyv

tak i vSech spotfebnich mnozin z;(ap) = z;(p) pro kazdé i = 1,...,l; a > 0. Pro
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vyménnou ekonomiku plati také Walrasiv zdkon: 22:1 pizi(p) = 0. Walrasiv zdkon vy-
jadfuje, Ze ve vyménné ekonomice si muze kazdy spotiebitel nakoupit (a nakoupi) pravé
takovou hodnotu statki, jako je hodnota statkl, které prodal, tedy: Zizl piDi(p) =
22:1 piSik(p), kde Dy je poptavka k-tého spotiebitele po i-té komodity a Sy, je nabidka
1-té komodity k-tym spotiebitelem. Sectenim pfes vSechny spotfebitele a odectenim na-

bidky od poptavky ziskdme uvedeny Walrastiv zakon Z§=1 pizi(p) = 0.

5.6.1 Véta Arrow-Block-Hurwiczova

Véta. Necht p je equilibrium systému:

pi=z(p)=x;(p)—w;, i=1,...,L (5.13)
Necht plati
1. Walrasiv zdkon: Zi:l pizi(p) =0,
2. homogenita: z;(ap) = x;(p) pro kazdé i =1,...,1, a > 0,
3. hruba substitutivita: g%; >0, i#£y75, i,5=1,...,L

Pak je systém globdlné stabilni.

Diikaz se silné€ opira o to, ze se jedna o ekonomiku, ve které nedochézi k produkci.

Zajimavé je, ze povaha dikazu umoznuje zeslabeni predpokladu o hrubé substituti-
vité na slaby axiom projevenych preferenci. Slaby axiom projevenych preferenci predpo-
klada, ze pokud spottebitel pii cenovém systému p voli spotfebu z a pti cenovém systému
p’ voli ' a pokud p -2’ < p -z, pak se spotfeba = projevila jako lepsi (spotiebitel si
mohl vybrat 2/, ale vybral si z). Pfi cenovém systému p’ musi byt tedy nutné spotieba
x nedosazitelnd tedy p’' - ' < p’ - x. Oznac¢ime-li Az = 2’ — r pak mizeme slaby axiom
projevenych preferenci napsat jako: p- Az < 0 implikuje p’ - Ax < 0. Narozdil od hrubé
substitutivity je slaby axiom projevenych preferenci velmi redlnym predpokladem, ktery
klade jen slabé a obhajitelné pozadavky na racionalitu spotfebitele.

Pokud by tedy byla pfedmétem zkoumdni vyménnd ekonomikaS, pak lze fici, Ze
rovnovazna cena v této ekonomice je stabilni. Toto miizeme tvrdit, aniz bychom ¢inili

nerealné predpoklady.

6Takova ekonomika mé unikatni, v ¢ase neménné equilibrium.
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5.7 Metoda ljapunovské funkce

Matematickd metoda ljapunovské funkce se zabyva stabilitou stacionarniho bodu di-
ferencialni rovnice, aniz by se snazila najit explicitni feSeni této diferencialni rovnice.
Dikaz stability je tedy obdobného charakteru jako provedeny diikaz existence equilibria
— dikaz stability touto metodou nedava zadnou informaci o ¢asovém priibéhu ceny.

V réamci této metody existuje ne€kolik matematickych vét, které davaji do vztahu
existenci tzv. ljapunovské funkce a stabilitu equilibria. Dle typu stability equilibria pak
po ljapunovské funkei pozadujeme uréité vlastnosti. Ukolem ekonomie je pro zkoumany
systém najit vhodnou ljapunovskou funkci, ktera splni urcité pozadavky. Z takové lja-
punovské funkce pak vyplyva existence urcitého typu stability.

Bez diukazu zformuluji dvé mirné odlisné véty, které vyuzivaji metody ljapunovské

funkce, a budu ilustrovat jejich piinos pro dva odlisné ekonomické systémy.

5.7.1 Ljapunovska funkce pro vyménnou ekonomiku

Definice. Stacionarni bod p nazveme [japunovsky stabilnim, pokud pro kazdé ¢ > 0
a kazdé t, existuje 6"> 0 takové, Ze ||po — p|| < & implikuje ||p(¢;to, po) — p|| < € pro

vSechna t > .

Jednd se o slabsi verzi lokalni stability. ReSeni, které zacina dostatec¢né blizko stacionar-

niho bodu, totiz do equilibria nemusi konvergovat, staci, kdyz dostatecné blizko ztistane.
Nyni pro jednoduchost znéni véty zjednodusim zapis. Uvazujme systém:

pi=z(p); z(@P) =0 i=1..,1 (5.14)

Provedme substituci p=p — p a 2(p) = 2(p + p) tim ziskdme systém:

pi=24p); %0)=0; i=1,...,1L (5.15)
Stacionarnim bodem je tedy bod 0.
Véta. Necht pro systém (5.15) existuje redlna, spojité diferencovatelnd funkce V- (ljapu-

novskd funkce) na R' a necht existuje neprdzdnd omezend oblast D = {]5 eR :V(p) < kz}

takova, Ze

7§ tedy zavisi na tg a e.
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1. V(p) > 0 pro vsechna p £ 0, p€ D a V(0) =0,
2. %(V(ﬁ(t;to,po))) < 0 pro vsechna p(t) # 0, p(t) € D.

Potom je bod 0 ljapunovsky stabilni a teSeni p(t; po,to) konverguje do 0 pro t — oo

pro libovolné ty, pokud po® € D.

P¥i nalezeni pozadované funkce V' (p) je tedy equilibrium p téméf globalné stabilni. Bod
po totiz nemtize byt kdekoli, ale py + p musi byt takové, aby V(pg + p) bylo konecéné.

Nyni zvolme ljapunovskou funkci:

l l

VE) =D 1G+)zG+p) = Ipizilpi)l - (5.16)

i=1 =1
Ziejmé plati, ze V(p) > 0 prop # 0, V(0) = 0 a V(p) je koneéné pro jakékoli konecné
P, nebot previs poptavky je pro vSechna kladna p (coz jsou p, kterd uvazujeme) koneény.
Pokud budeme uvazovat pouze vymeénnou ekonomiku, pak lze pomoci Walrasova
zékona a s predpokladem hrubé substitutivity dokézat, ze 2 (V (p(t;to, po))) < 0 (viz.
[5]). Tim jsou splnény predpoklady véty a pro kazdé py feseni konverguje k equilibriu p.

Tim jsme ziskali stejny vysledek jako pomoci Arrow-Block-Hurwiczovy véty.

5.7.2 Dukaz kvazistability pomoci modifikované

ljapunovské funkce

Definice. Systém p = z(p) nazveme kvazi-stabilnim, pokud
1. pro posloupnost {tq};’il takovou, Ze {t7} — oo, a pro kazdé po limita p(t9; g, po)
pro ¢ — oo existuje, pak nutné lim, .., p(t%; %o, po) je equilibrium,

2. pro kazdé r > 0 existuje ¢islo B takové, ze ||p° —p|| < r, kde p je equilibrium,
implikuje ||p(t; to, po) — Pl < B.

Tato definice pfipousti existenci celé mnoziny equilibrii. Kvazistabilita systému pak

vyjadiuje, ze kazdé feseni konverguje do nékterého z equilibrii.

Véta. Predpokladejme, Ze teseni systému p(t) = z(p(t)) je obsaZeno v néjaké kom-
paktni mnoziné C' C R!. Ddle predpoklddejme, Ze existuje spojitd funkce V definovand

na C" takova, Ze V(p(t;to,po)) je ryze klesajici funkce vzhledem k t, pokud p(t;to, po)

Do =Ppo — P

33



neni equilibrium. Pak je systém p(t) = z(p(t)) kvazi-stabilni.

Funkce V (p) je tzv. modifikovand ljapunovskd funkce, protoze neptedpokladame, ze je
diferencovatelna a ze V' (p) > 0.
Nyni je tfeba ukazat, jak lze tuto vétu vyuzit pro dikaz stability equilibria. Pied-
pokladejme, ze pro previs poptavky plati:
1. homogenita: z;(p) = z;(ap) pro vSechna o > 0 a pro vSechna p, i =1,2,... 1,

2. hruba substitutivita: % > 0 pro vSechna i # j a pro vSechna p.
J

Nyni definujme funkce V(p) a v(p):

V(p):ma,X{galjfa“')&}y (517)
pP1 P2 Di
. b1 P2 yzi

v(p) = min el 5.18

( ) {pl D2 pl} ( )

Funkce V(p) a v(p) budou plnit roli modifikovanych ljapunovskych funkci. Bez Gjmy na

pl(t) > pl(t) pro vSechna ¢ na néjakém intervalu 7.

obecnosti mizeme predpokladat, ze
Tedy V(p(t)) = & ;( ) na intervalu 7. V( ( ) a v(p( )) jsou nyni dokonce diferencovatelné

na intervalu 7:

L) = I — 20 (5.19)

Nyni vyuzijme homogenity z(p) a rozsifme cenovy vektor ¢islem a = Z—i:

G000 =S (L0, P Bon)). 620)

b1 pi(t) pi(t) ()
Jelikoz % < % s tim, Ze alespon pro jedno ¢ je nerovnost ostrd (pokud by nebyla
a 1’;—2 by bylo stejné pro vSechna i, pak p by bylo equilibriem — plyne z homogenity),
dostavame:

D D D D . .
2z (—lpl, e —lpz) <z (—lpl,--~,—pz> =z(p1,...,m) =0. (5.21)
P1 p P1 D1

1

Nerovnost plyne z hrubé substitutivity. Pokud budeme nerovnost ¢ist zprava, tak nejprve
cenovy vektor v rovnovazném previsu poptavky po prvni komodité rozsitime vhodnou
»jednickou: ﬁ—i. V dalsim kroku (zprava doleva) dle predchozi tvahy cenovy vektor
alespon v jedné souradnici zmensime. Z hrubé substitutivity pak plyne, ze bude mensi

i ¢ista poptavka (vlevo), kterd vystupuje v casové derivaci funkce V (p(t)).
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Maéame tedy %(V(p(t, to,po))) < 0 pro casovy interval 7, pokud p(t;to, po) neni rov-
novéaznou cenou. Toto miizeme provést pro libovolny ¢asovy interval. Cili V (p(t;to,po))
je ryze klesajici viici ¢ pro viechna ¢. Podobné lze ukazat, Ze < (v(p(t,to,po))) > 0. Z
definic funkci V (p(t, to, po)) a v(p(t,to, po)) a z urceni jejich casovych derivaci je zfejmé,

Ze TeSeni je obsazeno v kompaktni mnoziné

{p:v(po) < i— §V<po),z=1,2,...,1}.

i
Z toho mimo jiné plyne, Ze p(t;to, po) > 0 pokud pg > 0, coz uvazujeme.

Nyni jsou splnény vSechny ptredpoklady uvedené véty a systém p(t) = z(p(t)) je
kvazi-stabilni. ReSeni p(t;t9,po) tedy sméfuje do vybrané rovnovazné ceny p, dokud
nedosahne néjaké (obecné néjaké jiné) rovnovazné ceny.

Tato konstrukce ditkazu stability nejlépe odpovida provedenému diikazu existence
equilibria. Equilibrii je obecné cela mnozina a stabilitou prirozené rozumime konvergenci
do nékterého z téchto equilibrii. Pfedpoklad homogenity je splnén a byl jiz diskutovan.
Walrastiv zakon pfi metodé modifikované ljapunovské funkce nebyl pouzit, tudiz se ne-

musime omezit pouze na vyménné ekonomiky. Problémem vsak je predpoklad hrubé

0z
Op;

znamend, ze zvysi-li se cena néjaké (tfeba j-té komodity), pak se poptavka po vSech

substitutivity. Tedy ptfedpoklad, ze > 0 pro vSechna ¢ # j. Hruba substitutivita
ostatnich komoditach zvysi vice nez jejich nabidka. To plati v ptipadé, ze vSechny ko-
modity jsou vzajemné ve vztahu substituti, tedy ze spotiebitel nahradi j-tou komoditu
néjakou jinou, kterou zacne vice spotiebovavat. Jesté také musime uvazovat, ze spotie-
bitel na zménu ceny zareaguje rychleji nez vyrobce, coz vzhledem k tomu, Ze vyroba
trva néjaky cas, plati.

Pokud pro ekonomiku existuje alesponi jedno equilibrium, pak pfi nekolika disku-
tovanych a realnych predpokladech a pfi méné realném predpokladu o vztahu hrubé
substitutivity mezi vSemi komoditami, je equilibrium ekonomiky globalné stabilni v tom

smyslu, ze ceny vSech komodit konverguji k nékterému z equilibrii.
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Kapitola 6

Mozné sméry dalSiho vyzkumu

6.1 Existence equilibria

Problematika existence equilibria je v literatufe velmi podrobné a peclivé rozebrana.
Prostor pro novy vyzkum je tedy velmi omezeny. Hlavni komplikaci této problema-
tiky jsou priliSné pozadavky na racionalitu spotiebitele a také pozadavek konvexnosti
produkénich mnozin. Divodem je nutny predpoklad konvexnosti v Kakutaniho vété.
Brouwerova véta vsak neplati jen pro konvexni mnoziny, ale pro vSechny mnoziny ho-
meomorfni k jednotkové kouli. Moznym prostorem pro vyzkum by tedy byla v prvnim
kroku urcita restrikce, ktera by pozadovala jednoznacnost nejlepsi produkce ¢i spotieby.
Nejednalo by se tedy o mnoziny, ale o body. Pro diikaz by pak bylo mozné pouzit misto
Kakutaniho véty vétu Brouwerovu, coz by v druhém kroku umoznilo uvolnéni nékterych
predpokladii o konvexité. Tim by se mozna doslo k vysledktim, které by 1épe reflektovaly

ekonomickou realitu.

6.2 Stabilita equilibria

V problematice stability equilibria zatim nebylo dosazeno dostatecné uspokojivych vy-
sledkii. Tedy nebyl objeven model, ktery by byl dostatecné realny a pritom prokazatelné
stabilni. Metoda linearizovaného systému je restriktivni kviili slabému vztahu mezi sta-
bilitou linearizovaného a ptivodniho systému. Hickstv pfistup je problematicky tim, ze
sice urcuje podminku pro stabilitu, ale nelze ovérit, zda je tato podminka splnéné ¢i ne.
Meotody vyuzivajici Walrasova zakona jsou z definice omezeny na vyménné ekonomiky;,
které neodrazeji ekonomiky skutecné.

Nejzajimavejsi metodou je metoda ljapunovskych funkci. Jedné se o velmi obecny
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pristup, ktery a priori nevyzaduje zadné omezeni. Jedna se také o metodu kreativni,
je totiz potreba najit vhodnou funkci, ktera spliuje urcité podminky, coz pak zaruci
urcity typ stability equilibria. Dosud nalezené ljapunovské funkce vyzaduji vice ¢i méné
nerealné predpoklady. Prinosné by tedy bylo objevit takové ljapunovské funkce, které
by se témto predpokladiim vyhnuly. Konkrétné tieba predpoklad hrubé substitutivity
mezi vSemi komoditami by bylo zadouci zeslabit. Pfevazujicim vztahem mezi komodi-
tami totiz opravdu je vztah hrubé substitutivity. V ramci nékterych skupin komodit
je ale vzajemny vztah opa¢ny, tzv. komplementarni. (Typickym piikladem jsou auta
a pneumatiky. Zde zdraZeni aut vede k mensi poptévce po pneumatikach.) Model, ve
kterém by hruba substitutivita byla pouze prevazujicim a nikoli vyhradnim vztahem
mezi komoditami, by jiz byl readlnym a byl by uspokojivym fesenim problému stability

equilibria.
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