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Anotace

Nazev prace: Fraktaly jako motivaéni prvek v matematice na 2. st. ZS
Autor: Zden¢k Borecky

Katedra: Katedra matematiky a didaktiky matematiky

Vedouci prace: PhDr. Michaela Kaslova

Prace se zabyva fraktadly a moznostmi jejich uziti jako motivaéniho prvku
v matematice na druhém stupni zdkladni Skoly. V prvni €asti prace je obecné popsana
fraktalni geometrie, déle je uvedenad jeji stru¢nd historie a problémy, které motivovaly jeji
vznik. Poté je podana kratka charakteristika Zdka na druhém stupni zédkladni skoly.

Na tuto teoretickou ¢ast izce navazuje prakticka cast, ktera obsahuje scénare hodin,
které priblizuji fraktalni geometrii zakim druhého stupné zékladni Skoly a ukazuji jeji
souvislosti se Skolni matematikou ise svétem piirody, komentované piepisy zaznami
praktické realizace téchto scéndit a analyzu domacich ukoll vypracovanych zaky.

Praktickd cast potvrdila, Ze je zafazeni tohoto tématu do uciva druhého stupné
vhodné, vzbuzujici nejen zajem zakl, ale i odhalujici fadu momentl, kde se stietava

dosavadni pohled na Eukleidovskou geometrii a teorii miry s geometrii fraktalni.
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The work deals with fractals and the options of using them as a stimulating element
in mathematics at secondary school. The first part describes the fractal geometry in
general, then there is given a brief description of its history and the problems which
inspired its development. Subsequently there is given a short characteristics of a pupil at

secondary school.

This theoretical part is closely linked to the practical part, which contains scenarios
of lesssons during which the fractal geometry is being lectured at the secondary school and
the connections of the fractals to school mathematics and to the world of the nature are
being revealed, and annotated transcriptions of the realisation of these scenarios and

analysis of the homework done by the pupils.

The practical part has proved, that this topic is suitable to be incluced in the
secondary school curriculum and that it not only arouses interest of the pupils, but also it
reveals many situations in which current perception of Euclidean geometry and measure

theory collides with the fractal geometry.
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1 Uvod

Fraktaly jsou objekty geometrie, které, ac byly popsany a formalizovany relativné
nedavno ve srovnani s objekty klasické Eukleidovské geometrie, mnohem 1épe odpovidaji
nepravidelnym a zdanlivé ,,nematematickym® tvarim, které najdeme v piirod¢ — od rostlin,
ptes pohoti, mraky, feky, pobfezi ostrovi, po plice, mozky nebo cévni systémy zivocicha.

Prestoze fraktaly kromé piirody najdeme i v riznych oborech lidské ¢innosti (jak ve
véd¢ atechnice, tak ve vSech druzich uméni), je fraktdlni geometrie stile ne zcela
probadanym odvétvim. To spolu se souvislosti fraktdlii s nekonecnem a pilisobivou
estetikou jejich grafickych modeld jim dava nadech jakési atraktivity a tajemna,
v nekterych interpretacich mozna i filosofické piesahy.

Diky tomuto vS§emu pro mé bylo téma fraktala atraktivnim, a praveé proto jsem si ho
zvolil. Myslel jsem si zpocatku sice, Ze mam dobrou piedstavu o tom, ¢im se fraktalni
geometrie zabyva, ale jiz zpocatku studia literatury jsem byl ohromen jak poutavou historii
vyvoje této discipliny, tak Sitkou témat a obord, jichz se dotyka.

Pokud toto fungovalo u mé, predpokladam, ze ten samy jev by bylo mozné vyuzit
k motivaci pii vyuce zakii mnohem mladSich, nez u kterych by se s vyukou fraktall bézné
predpokladalo, a to prave prostiednictvim jejich vizualni stranky a zajimavych piesahi.

Ve své praci chei nejprve v teoretické ¢asti podat uvod do fraktalni geometrie, jeji
historie, uvést déleni fraktalnich struktur, uvést jejich nejznaméjsi a nejtypictéjsi priklady
a ukézat, kde lze v kazdodenni praxi fraktaly nalézt (napf. biologie, vytvarné uméni,
hudba, ekonomie, ekologie atd.). Dale pak nastinim mozné souvislosti fraktali
s didaktikou matematiky a jejich vyuziti pfi vyuce, proto poddm charakteristiku zdka ve
véku od 11 do 15 let, tj. zéka druhého stupné ZS, respektive nizstho gymnézia, a to jak
z hlediska psychologického, biologického i socidlniho.

To vSe proto, abych ze ziskanych znalosti mohl vychazet v praktické c¢asti, kde
vytvofim scénafe hodin, které vyuZzivaji principy fraktidlni geometrie tak, aby zakiim na
druhém stupni ZS pomohly uchopit riizné matematické pojmy a principy, jejichz vyklad
konven¢nim zpiisobem jim ¢asto ¢ini potize nebo je uréen az mnohem star§im zakam. Tyto
scénaie pak realizuji v praxi pii vyucovani na zvolené Skole a vyhodnotim jejich efektivitu

a adekvatnost.



Ocekavam, ze tyto scénaie budou inspirovat jak pedagogy, pro néz se mohou stat
v praxi vyuzitelnou pomuickou anamétem ke kreativni praci se tfidou v hodinach
matematiky, tak z&ky, jimz mohou ukdzat nové zpiisoby uvazovani, ptredvést piesahy
matematiky do praxe mnoha riznych oborti a prohloubit mezipfedmétové vztahy.

Jednotlivé kapitoly také mohou poslouZzit samostatné jako studijni text nejen

pedagoglim, ale i studentim a laikim, jako urcité teoretické minimum pro nahlédnuti do

oboru fraktalni geometrie.



2 Teoreticka Cast

2.1 Historie fraktalu

2.1.1 Prehistorie fraktalu

Historii fraktali se zabyva tfada praci, proto si nekladu za cil provést hluboké
historické badani, ale pouze podat jednoduchy piehled historie fraktali a ukazat, jakou
pozici k nim matematicka vefejnost zaujimala. Toto pokladam za dilezité, protoze za vSech
okolnosti je dobré znat d&jiny problematiky jiz se zabyvame, a navic mizeme pii praci se
zaky vysledovat paralely s historickym vyvojem (neznalost — odmitani — pfijeti —
pochopenti).

Slovo fraktal (z lat. fractus — rozlamany, rozbity) se poprvé objevilo v roce 1975,
ovSem struktury, které dnes za fraktidly povazujeme, se objevovaly uz o mnoho dfive.
Konzervativni matematickou spolecnost ale odpuzovaly jejich zdéanlivé neptirozené az
absurdni vlastnosti, takZe od nich davala velice rychle ruce pry¢. Za nejspisSe prvni takové
pfipady mizeme povazovat pokusy o nalezeni funkci, které by byly sice spojité, ale bez
derivace (jejich graf by tedy byl z dnesniho pohledu fraktalem). Dlouho se mélo za to, ze
objevitelem prvni spojité, ale nediferenciovatelné funkce je Karl Weierstrass (1815-1897),
ktery svou funkci uvetejnil na prednaSce na Kralovské Akademii VE&d v Berliné v roce
1872 [16], ale v roce 1930 se ukazalo, ze Weierstrasse o mnoho let predbéhl Bernardo
Bolzano (1781-1848). Zapficinil se o to Cesky matematik Karel Rychlik (1885-1968), kdyz
uvetejnil ¢ast Bolzanovy matematické pozustalosti, a postaral se tak o historickou senzaci.
[31] Chladny dobovy piistup k této problematice vSak mize ilustrovat citat francouzského
matematika Charlese Hermita (1822-1901), ktery roku 1893 prohlasil ze se “odvraci

s hruzou a osklivosti od té politovanihodné rany, jiz jsou funkce bez derivaci... . [1, str. 29]

Dalsi z téchto ,,matematickych monster” (né¢kdy se také pouziva vcelku vymluvné
oznaceni ,,patologické kiivky*) [14] byla objevena nedlouho poté (vice se o jednotlivych
mnozinach rozepisi v kapitole 2.4.1): v roce 1883 Georg Cantor (1845-1918), ktery mimo
jiné navstévoval 1 Weierstrassovy prednasky, popsal to, ¢emu dnes fikame Cantorova
mnozina, v roce 1904 Helge von Koch (1870-1924) popsal kiivku, kterd podle n¢j dostala
ptivlastek Kochova, 1915 Wactaw Sierpinski (1882-1969) publikoval sviij slavny

trojuhelnik a konecné v roce 1918 dva francouzsti matematici, taktéz Pierre Fatou
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(1878-1929) a Gaston Julia (1893-1978), nezavisle na sobé popsali mnoziny komplexnich
Cisel, jejichz graficka reprezentace zpohledu FEukleidovské geometrie vykazovala

patologické vlastnosti.

Ve stejném roce také Felix Hausdorff (1868-1942) rozsitil pojem dimenze a odvodil
vzorec pro mnoziny s necelocislenou dimenzi. Tento abstraktni pojem ovSem zatim nemé¢l
zadnou realnou reprezentaci, a tudiz ani upottebeni. Na hlavni prilom a nasledné i vznik
celého nového odvétvi geometrie se muselo pockat az do druhé poloviny dvacatého stoleti,
kdy se problematikou patologickych kiivek a matematickych monster zacal zabyvat Benoit

Mandelbrot.

2.1.2 Benoit Mandelbrot
2.1.2.1 Zivot

Benoit Mandelbrot [benua mandelbro] se narodil 20.11.1924 v polské Varsavé do
rodiny litevskych zidi, kterd do Polska utekla pted tizivou politickou situaci. A€ se jeho
otec zivil prodejem obleceni, jeho matka byla dentistkou a i zbytek jeho rodiny mé¢l silnou
akademickou tradici. V roce 1936, coz nejspise souviselo se vzestupem Adolfa Hitlera , ale
1 s lepS$imi moznostmi vzdélani pro jejich déti, emigrovali Mandelbrotovi dale do Francie,
kde je pfijal Benoittiv stryc Szolem Mandelbrojt (1899-1983). Ten byl profesorem
matematiky na Collége de France v Pafizi a ujal se vzdélani svého synovce, diky ¢emuz

hral klicovou roli ve formovani jeho vztahu k matematice.

Obrazek 1, zdroj: http://www.medicographia.com/wp-content/uploads/2013/01/89.JPG
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V Parizi mlady Benoit studoval na Lycée Rolin, odkud ale v roce 1940 odesel a kviili
nacistické okupaci 1 s celou rodinou utekl do mésta Tulle ve stiedni ¢asti Francie, ktera
zatim zlstdvala neokupovand, pouze pod dohledem ,,loutkové* vlady. Tam diky pomoci
mistniho rabina déle pokracoval ve studiu na mistnim lyceu, pozdéji na lyceu v Leonu,
které bylo zaméfeno na pfipravu k piijimacim zkouskam na nejelitnéj$i francouzské
univerzity. AC celd rodina musela Zit v permanentnim strachu z udani a nasledné deportace,
nacistickou perzekuci diky pomoci pratel, faleSnym dokladim i vlastni obezietnosti

preckala bez tthony a v roce 1944 se vraci zpét do Patize.

Mandelbrotovy vysledky v matematice byly jedny z nejlepSich v celé Francii a po
uspésném slozeni pfijimacich zkousSek tedy mohl volit mezi elitnimi vysokymi Skolami
Ecole Polytechnique (pomér piijatych ku celkovému poétu uchaze¢i byl asi 200 : 3000)
a Ecole Normale Supérieure (dale jen ENS, pomér pfijatych ku celkovému poétu uchazeét
byl asi 15 : 200). Zprvu se rozhodl pro ENS, kde mu ale stacilo studovat cely jeden den,
aby zjistil, ze zka specializace Skoly na Cistou, abstraktni matematiku neni nic pro né;.
Své rozhodnuti tedy pfehodnotil a nechal se zapsat na Polytechnique. Tato §kola méla sice
uz od Napoleonovych dob status vojenské akademie, coz obnaSelo strohy rezim vcetné
neustalého noSeni uniformy a povinnosti dvanactimési¢ni vojenské sluzby, ale zaroven se
studenti ihned stavali stdtnimi zaméstnanci, coz pro Mandelbrota znamenalo udé€leni

francouzského obcanstvi.

Po absolvovani Ecole Polytechnique dva roky postgradudlné studoval na Caltechu
v americké Pasadené, kde se vénoval termodynamice, problematice turbulentniho proudéni
ale také letectvi. Po navratu do Pafize pro né€j bylo nepfijemnym zjisténim, ze neunikne
rocni vojenské sluzbé, které se jako zahrani¢ni student téméei dokdzal vyhnout. Po jejim
absolvovani zacal Mandelbrot pracovat na ziskani doktorského titulu na Pafizské
Univerzité, kdy si v prvni ¢asti své dizertace vybral téma frekvence vyskytu slov, v druhé
Casti se vénoval statistické termodynamice. Psani této prace mu ovSem narusila nabidka
postdoktorandského angazma na Massachusetts Institute of Technology (MIT), aby ji mohl
pfijmout, potfeboval disertaci co nejrychleji odevzdat. Myslenky, které v ni predkladal,
byly ale pro bigotni prostfedi parizské matematiky pftiliS§ odvazné, coz v kombinaci
s nesebevédomou a chaotickou prezentaci vedlo pfed komisi k neuspéchu. Zajimavosti

také je, ze vedouci Mandelbrotovy prace Georges Darmois (1888-1960), jeho obhajobu
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zneuzil jako moznost pohovotit pted predsedou komise, kterym byl vévoda Louis de
Broglie (1892-1987), laureat Nobelovy ceny za fyziku za navrh principu
korpuskularné-vlnového dualismu — jedné ze zakladnich tezi kvantové fyziky. Darmois na
néj chtél udélat dojem a zvysit tim své Sance na zvoleni do francouzské Akademie véd,
jejiz byl de Broglie pfedsedou. Toto politikafeni se mu nakonec vyplatilo, na tom jestli
Benoit obh4ji, nebo neobhdji, mu vedle toho pranic nezalezelo. S nabidkou z MIT, kvli

které Mandelbrot vlastné se svou dizertaci tak spéchal, byl tim pddem paradoxné konec.

Na misto uplatnéni na akademické pudé se pro tuto chvili Mandelbrot rozhodl pro
praxi a nastoupil do Phillips Electronics, kde se svymi znalostmi spektralni analyzy
spolupracoval na vyvoji barevného televizoru. Zaroven ale rozvijel prvni cast své
doktorské prace a aplikaci neocekavaného statistického rozdéleni, takzvané ,,rozd€leni
s dlouhym chvostem®, odvodil Zipfiv-Mandelbrotiv zakon frekvence slov. Ve svych
pamétech toto nazyva svym prvnim ,.keplerovskym momentem®: ,, Kdyz jsem béhem druhé
svetové valky dospival, stal jsem se obdivovatelem jednoho vyznamného pocinu davného
matematika a astronoma Johanna Keplera (1571-1630). Ten propojil elipsy staroreckych
geometrii s omylem feckych astronomii, kteri se domnivali, Ze v kruhovém pohybu planet
existuji a pretrvavaji anomalie. Kepler vyuzil svych znalosti ve dvou riiznych oborech —
v matematice a astronomii — aby vypocital, ze pohyb planet nijak anomalni neni. Jejich
obézna draha je ve skutecnosti elipsa. Mym snem z mladi bylo objevit néco podobného “
[2, str. 10]. Jak jeste uvidime téchto momentti bylo v Zivotée jesté n€kolik a Ze svilj sen beze

zbytku naplnil.

Obdobi po roce 1953 Mandelbrot nazyval svym ,,velkym postdoktorskym turné*,
které zacal stazi ve Vyzkumné elektronické laboratoii na MIT. Nabidku k tomuto plisobeni
ziskal vlastné ndhodou (vzpomenme na ptedchozi nabidku z MIT, ktera vedla k jeho prvni
uspéchané a neuspesné dizertaci) diky jedné ze svych piednaSek a to v Londyné v roce
1952, kde ho slySel Jerome 'Jerry' Wiesner (1915-1994), vedouci laboratoie a budouci
rektor MIT. Toto misto bylo pro Mandelbrota na rozdil od Pafize velice inspirativni,
protoze se zde s otevienou hlavou setkavali odbornici z nejriznéjSich odvétvi, od fyzika

pfes inZenyry po lingvisty, a navzajem si ptfedavali poznatky ze svych oborl. Asi

vvvvvv
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prikopnik kybernetiky a genidlni osobnost pfesné na pomezi abstraktni matematiky
a praktickych aplikaci.

Dal$im Mandelbrotovym angazma bylo roc¢ni piisobeni na Institutu pokrocilych
studii na Univerzité v Princetonu pod zaStitou Johna von Neumanna (1903-1957), ktery byl
dal$i inspirujici osobnosti zabyvajici se jak ¢istou matematikou, tak jeji aplikaci ve
zdanlivé nematematickych oborech. Na jedné cesté vlakem se Mandelbrot setkal s dal$im
velkym védcem té doby, J. Robertem Oppenheimerem (1904-1967), otcem atomové
bomby. Vysledkem tohoto setkani byla nabidka k uspotfadani prvni z cyklu prednasek,
ktery Oppenheimer planoval. Této pfilezitosti se Mandelbrot chopil a vysledkem této
pfednasky byla bouflivd debata, ve které von Neumann a Oppenheimer, dvé vysoké

autority na tehdejsi védecké scéné, hajili Mandelbrota a jeho vyzkum.

Po roce na Princetonu se v roce 1954 Mandelbrot vratil do Patize, kde plisobil jako
pomocny vyzkumny profesor placeny z Narodniho centra pro védecky vyzkum. Toto
obdobi pro n¢j nebylo védecky nejplodnéjsi, seznamil se ale s Paulem Lévym (1886-1971),
kontroverzni matematickou osobnosti, ale zaroven prikopnikem teorie pravdépodobnosti
a inspiratorem vyzkumu mnoha dalSich védci. DalSim dilezitym momentem tohoto
obdobi byla svatba s Aliette Kagan v roce 1955 a nasledné libanky na usedlosti La Boverie
u Zenevy, které se neplanované protahly na dva roky a béhem kterych se narodil jejich
prvni syn Laurent. Tésné pied svatbou se totiz seznamil s Jeanem Piagetem (1896-1980),
profesorem psychologie na Zenevské univerzité, ktery pravé ziskal grant Rockefellerovy
nadace na zalozeni centra, které se mélo vénovat interdisciplinarnimu vyzkumu.
Potieboval externiho poradce, ktery jednak ovldda matematiku a zaroven je dostatecné

otevieny ostatnim obortim.

Po dvou letech stravenych v Piagetové Centru pro genetickou epistemologii se
Mandelbrot na kratko vratil do Francie, kde zacal ucit na ¢aste¢né tivazky na univerzité
v Lille, na pafizské Sorbonné (kam ho prosil a ldkal ,,proradny* vedouci jeho disertace,
Georgese Darmois — krasny piiklad toho, jak se v zivoté otaceji role) a na své alma mater —
Ecole Polytechnique (kam pfisel u¢it pouhych deset let po jejim absolvovani). Zakratko ale
prisla nabidka ze které se nakonec vyklubala Zivotni spoluprace — byl lakan do
vyzkumnych laboratoii IBM coZ ovSem odmitl s tim, Ze ho ¢ekd pohodlnéa prace v Lille

navic pobliz obou babicek jeho syna. Nakonec se dohodli na kompromisu, ktery spocival
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v kazdoro¢nich kratkych letnich pisobenich v IBM Research Labs v Yorktown Heights

severné od New Yorku.

Prvni z nich mélo zacit 20. ¢ervna 1958, ovSem béhem prvnich chvil si Mandelbrot
uvédomil, jak moc mu oteviena a dynamickd atmosféra tohoto mista vyhovuje oproti
nehybnému fadu francouzskych wuniverzit. Ukazal to uz prvni projev, ktery
k Mandelbrotovi a jeho budoucim kolegim mél feditel vyzkumu Emanuel Piore (1908-
2000): ,, Pokud chcete udélat své zené radost lepsim platem a tim, Ze budete domii chodit
bez prace v aktovce, klidné nam to reknéte.(...)Mozna se ale pro nékoho z vas stane cisty
vedecky vyzkum posedlosti. V poradku. Skvelé. Vyzkum vam da na vybeér z nekonecného
poctu vzrusujicich a dobre odmeénovanych vukolii. Nekdo z vas mozna dokonce sni o tom, Ze
z néj bude velky védec. Vynikajici! Miizeme si dovolit, aby nékolik védcu delalo na svych
viastnich vécech. ““ [2, str. 208] Pfemluvil tedy svou manzelku, aby ho do USA nasledovala
s tim, Ze nejlépe bude zdrzet se tam jeden az dva roky. Z nich se nakonec vyklubalo
pétatficet let, které byly pro ob¢ strany po védecké strance nejplodnéjsi (tedy nejen po
veédécke, protoze kratce po pristethovani se manzelim Mandelbrotovym narodil druhy syn,

Didier).

Obrazek 2, zdroj: http://www-
03.ibm.com/ibm/history/ibm100/images/icp/V514851W11182V59/us _en_us i
bml100 _fractals _mandelbrot_chalk 783x686.jpg
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Spolecnost IBM byla v té dobé zdanlivé znevyhodnéna, protoze do konkuren¢nich
vyzkumnych center, jako byly MIT, Bell Labs, General Electric, tekl proud vladnich penéz,
ktery vyprovokovalo vypusténi sondy Sputnik a nasledna snaha Ameri¢an vyrovnat se
technologicky SSSR. IBM proto musela ponékud uvolnit pravidla pro ndbor zaméstnanct
a diky tomu pfijimala mnoho lidi, nad kterymi konkurenc¢ni instituce ohrnovaly nos. To
bylo ale vétSinou kviili malichernostem jako naptiklad spory s akademickymi oponenty
nebo tfeba jen jejich neortodoxni pfistup. Ze zdénlivé nevyhody se tim padem stala
pfednost, protoze IBM tim ziskala do tymu oteviené a kreativni védce, diky nimz se na
dlouho dostala do ¢ela védeckych inovaci. Dalsi nespornou vyhodou, které Mandelbrot
zcela jist¢ vyuzil, byla technologicka vybavenost. Pracoval u zrodu zatizeni jako jsou
pocitace, tiskarny, obrazovky, coz mu pozdéji umoznilo provadet konstrukce fraktalnich
mnozin, které jsou nesmirné narocné na kvantitu vypocti (vzpomenme na Gastona Juliu
a Pierra Fatoua, ktefi de facto objevili fraktaly o padesat let pred Mandelbrotem, ale nikdy
nebyli schopni provést potiebné vypoCty a tak své mnoziny nikdy nespatfili a tedy ani
nemohli nasledné interpretovat jejich geometrické vlastnosti.).

Béhem ptisobeni si u IBM si Mandelbrot Casto ,,odskakoval ucit na rizné univerzity
po celych Spojenych Statech. To bylo mozné diky Stédré politice, kterd u IBM v tomto
sméru panovala — nebyl problém si vzit na rok dovolenou a odjet ucit na univerzitu a IBM
dokonce po celou dobu hradila rozdil mezi platem u IBM a platem na univerzité, pokud byl
niz§i. Diky tomu mohl Mandelbrot plsobit na Harvardu (hostoval zde né¢kolikrat, ale
kdy mimo jiné objevil Mandelbrotovu mnozinu), MIT, Chicagské univerzité nebo na Yale,
kde nakonec v roce 1987 zakotvil az o svého odchodu do penze v roce 2004. Po dvanacti
letech na Yale pak ziskal prestizni Sterlingovu profesuru, titul, ktery mtize drzet pouze
Ctyficet osob zaroven. Mandelbrot k tomu trefné¢ poznamenal, Ze do akademického svéta
vstoupil mezi nékolika méalo vybranymi jedinci pfijimacimi zkouskami na ENS a Ecole
Polytechnique a ve stejné uzkém kruhu Sterlingovy profesury ho i opustil.

Mandelbrotovy objevy z let 1979/80 strhly lavinu ptednaSkovych turné, na kterych
po celém svété prezentoval vizudlni stranku matematiky, kterou objevil, ocenéni a ¢estnych
tituld (Hondova cena, Humboldtova cena, medaile Lewise Fry Richardsona, IBM

Fellowship, medaile Prezidenta Italské Republiky a mnoho dalSich) a matematickych
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konferenci, vé€novanych pravé fraktalni geometrii, na kterych ale krom¢ matematika
vystupovaly 1 osobnosti z jinych odvétvi a demonstrovaly a diskutovaly se presahy fraktali

do ostatnich oboru.

Obrazek 3, zdroj:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/e/e3/Benoit_Mandelbrot, TED 2010.jpg/
220px-Benoit_ Mandelbrot, TED 2010.jpg

Benoit Mandelbrot umfel ve véku nedozitych 86 let 14.10.2010 ve mésté Cambridge
ve staté Massachusetts, USA na rakovinu slinivky. [2] [11]

2.1.2.2 Dilo

Mandelbrot je pravem nazyvan otcem fraktalti a to ne proto, ze by je snad objevil
(protoze jak bylo jiz napsano vySe, mnoho dilezitych fraktilnich objekti bylo popsano
dlouho pfed nim), ale jako prvni pfisel s uCinnym ndastrojem, kterym dokézal fraktaly
matematicky popsat. Ve svych knihach Fraktaly: Tvar, ndhoda a dimenze (1975,
v origindle Les objets fractals, forme, hasard et dimension) a Fraktdlni geometrie prirody
(1982, v originadle The Fractal Geometry of Nature) polozil zékladni kameny novému
odvétvi geometrie, které se od té doby rychle vyvijelo a nasSlo uplatnéni v mnoha oborech
lidské ¢innosti. K témto objeviim Mandelbrot dospél na zdklad¢ studia a feSeni n€kolika na
prvni pohled navzdjem nesouvisejicich problémi. Chtél bych zde pohovofit o tfech
nejsignifikantnéj$ich z nich: méteni délky pobiezi, chyby na telefonnich linkach IBM

a vyvoj cen baviny na burze.
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Tim prvnim byly vysledky Lewise Fry Richardsona (1881-1953), ktery se zabyval
problémem méfeni délky pobtezi ostrova Korsiky. [1] Zjistil, ze délky pobiezi se na
ruznych mapach 1i8i aZ nékolikanasobné (a tak velké odchylky nebylo moZno svést na
chybu méfteni). Zkusil tedy méfit pobtezi riznou délkou métidla a vysledky vynesl do
grafu. U kazdé ,,sporadané* kiivky, napiiklad kruznice, dochazi k tomu, Ze se zkracujici se
délkou meétidla k nule, naméiena délka konverguje k urcité konkrétni hodnoté (ostatné toto
je jeden ze zplsobll experimentalniho ur¢eni Ludolfova ¢isla — pravée diky této konvergenci
muze byt tato konstanta vibec stanovena). Naproti tomu délka pobtfezi se k zadné
konvergenci nechystala, naopak s klesajici délkou métidla rostla dél a dal, limitné€ az do
nekonecna (tento jev se nazyva Richardsontiv efekt). Divod tohoto se zda byt na prvni
pohled ziejmy — dlouhé méfidlo vystihne jen hrubé obrysy ostrova, krat§i postihne rizné
poloostrovy, méfidlo v fadech metrti zachyti ohyby plaze, v fddech centimetrii obrysy
kaminki a tak bychom mohli pokracovat déale pies rozméry molekul, atomu
1 subatomarnich Castic — ale popsano matematickou fe¢i tento objev zpiisobil vznik celé

nové geometrie.

r = 200 km
r=>50km

Obrazek 4, zdroj: http://www.ksr.tul.cz/fraktaly/printsrc/obr26.jpg

Vysledkem Richardsonova méfeni, na které Mandelbrot navazal, je tedy model

pobiezi jako nekonecné¢ dlouhé kiivky s nezachytitelnym mnozstvim detailti, které ovSem
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ohranicuje konecnou plochu. A timto se dostdvame k asi prvotni motivaci pro vznik
fraktalni geometrie — potfeba jednoduse popsat a modelovat slozit¢ a (zdanlive)
nepravidelné pfirodni tvary (ostrov, pohofi, feka, blesk, atp.), jejichz popis pomoci
algebraickych vzorct Eukleidovské geometrie by byl az absurdné komplikovany.

Druhym problémem, ktery Mandelbrota pfived] k hlubsimu zkouméni fraktald, byly
trable inzenyrti v IBM s Sumem pfi pienosu informaci po telefonnich linkach. Chyby se
objevovaly stejné¢ neptfedvidateln€, jako mizely a zadné z konvencnich zpisobli oprav
(vymény jednotlivych komponentl vedeni, zesileni hodnot signalu, aby ptekryl Sum, atd.)
nepomahaly. K feseni tohoto problému tedy ptizvali skupinu specialistli, mezi kterymi byl
i Benoit. Nechal si vytisknout ¢asové rozlozeni vyskytu chyb v ¢ase a vSiml si, napadné
podobnosti tohoto grafu a jiz vy$e zminéné Cantorovy mnoziny [13]. Cetnost shlukd chyb
byla totiz stejnd v jakémkoli Casovém meéfitku neboli graf byl invariantni vici zméné
méfitka — coZ je jedna z hlavnich vlastnosti fraktala jak je Mandelbrot pozdéji definoval.

Naprostou nahodou se Mandelbrotovi ptipletl do cesty jesté jeden zapeklity problém
— jakym zpiisobem kolisa cena baviny na burze [9]. Diky dobrym konexim se mu podatilo
sehnat enormni mnozstvi detailni dokumentace, takika den po dni, za poslednich sto let. Po
zaznamenani dat do grafu si uvédomil stejnou véc jako pfi studiu chyb na linkdch IBM —
graf vypadal stale stejné, nezavisle na méfitku. Mira ,.klikatosti* grafu byla stale stejna, at’
se dival na dny, tydny, mésice, roky. K matematickému vyjadieni této ,,klikatosti* mu pak

vyborné poslouzila, do t¢ doby nepouzitd, Hausdorffova dimenze.

Shrnutim nejen téchto vysledkl a naslednym badanim Mandelbrot zalozil novy obor
geometrie a jako prvni dokazal jednoduse a elegantné popsat nepravidelné tvary, na nichz

Eukleidovska geometrie dosud selhavala.

Vrcholem jeho prace v geometrii pak byl objev mnoziny, kterd diky tomu nese jeho
jméno. Ta vznikd nekonecnym opakovéanim trividlni kvadratické rovnice aplikované na
mnozinou navic dovrsil vyzkum Fatoua a Julii, ktery nékolik desitek let vézel na mrtvém
bodé¢. (Sdm Mandelbrot se s nim zabyval v zivoté nékolikrat, dokonce uvazoval, Ze si ho
zvoli za téma své dizertace. Zjistil ovSem, Ze s nim v danou chvili neni schopen pohnout

vpied ani o pid’ a zvolil jiné téma.).
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Obrazek 5, zdroj: https://rosettacode.org/mw/images/2/2a/Mandelbrot-Javascript.png

Mimo to Mandelbrot pfispé€l svym dilem v mnoha dalSich oblastech védy i techniky:
jiz zminény Zipfiv-Mandelbrotiv zdkon uspokojivé modeloval cCetnost vyskytu slov
v textu; béhem svého pisobeni na MIT a Princetonu publikoval v Brooklynském institutu
sbornik, ktery sice okamzitou pozornost nevzbudil, ale v budoucnu z n¢j vzesly objevy
jako naptiklad McMillanova nerovnost z teorie kodovéni; dokazal hypotézy hydrologa
Harolda Edwina Hursta, které pak mimo jiné ovlivnily stavbu Asuanské piehrady; jeho
modely pohybli cen na finan¢nich trzich mély dalekosahlé dopady v ekonomii
a v neposledni fad¢ v astronomii uspéSné aplikoval fraktalni model rozloZzeni hmoty ve

vesmiru. [1] [2]

2.1.2.3 Osobnost B. Mandelbrota jako inspirace

Benoit Mandelbrot za sebou zanechal nezpochybnitelny odkaz ve véd¢ a v tom, jak
zmeénil nase vnimani svéta (at’ uz o tom vime nebo ne — byl jsem piekvapeny, co vS§echno
ovlivnil a jak malo je oproti tomu znamy). Kromé toho je ale jen samotny jeho Zzivotni
osud velice inspirativni. Jako Cervend nit celym jeho Zivotem probihd jeho silnd vile
a sebediivéra. Jak v jeho komplikovaném détstvi a dospivani v nacisty okupované Francii,
kdy mu nejednou Slo o zivot, tak jako jeho schopnost ke zdanlivé skandalnim rozhodnutim
(opusténi ENS, neustalé st€éhovani z mista na misto a od oboru k oboru, odmitani stabilnich
postli atd.), které¢ Casto vzbuzovaly nelibost jeho rodiny, ale hlavné v jeho velmi brzy

vytyceném cili ucinit revolucni objev a stejn¢ jako Johannes Kepler spojit dvé zdanliveé
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nespojitelné oblasti a zpusobit védeckou revoluci. Svym Zivotni pfibéhem nas miize
inspirovat v tom, Ze neni dulezité odkud jsme, Ze neni diivod si st€Zovat na to, jak nas osud
znevyhodnil (Mandelbrot byl litevskym ZzZidem narozenym v Polsku, ktery nasledné
nékolikrat migroval mezi Francii, Svycarskem a USA — tézko si lze piedstavit klikatéji
zivotni drahu), ale ze dulezita je jen nase vlastni pile a vile kracet za svym snem i kdyZ nas
od naseho ptesvédCeni cely svét zrazuje. Na zavér bych rad uvedl vétu z prvni kapitoly
jeho paméti, kdy srovnavéa védeckou kariéru sebe a svého stryce (toho stejného, ktery ho
Casto kritizoval za jeho rozhodnuti, ktery se rad$i vénoval samoucelné abstrakci
v matematice a nechapal Benoitovu snahu o nalezeni praktického uplatnéni matematiky):
., Ze vzdalenéjsi perspektivy by mohla draha Szolemova védeckého Zivota vypadat rovna

Jjako Sip, kdezto moje byla nesporné fraktalni. “.[2, str. 104]

2.1.3 Soucasnost

V soucasnosti probiha piedev§im hledani dalSich aplikaci nebo vyskyt fraktalnich
principti. Naptiklad v unoru 2015 astronomové z University of Hawaii analyzovali data
z Keplerova teleskopu a dosli k zavéru, ze frekvence, se kterou ptichdzel signal
z pozorovaného pulsaru (rotujici hvézda) KIC 5520878, vykazuje fraktalni charakter [17]
(podobné jako frekvence, s niZ prichdzely chyby na telefonnich linkach v Mandebrotovych
dobach u IBM.).

Vratime-li se na zem, tym védct na University of Nottingham se zabyval stavebnimi
konstrukcemi s fraktalni strukturou. Zjistili, Ze pokud pouziji stejnou strukturu na nékolika
riznych Urovnich rozmérl, material si zachovd svou pevnost, ale hmotnost klesd [18].
Zaroven ale dodavaji, Ze tyto principy byly v architektufe intuitivné pouzivany uz davno

pred nimi — staci se blize podivat na opérné systémy gotickych chramt a rozety v jejich

Obrazek 6, zdroj: http://cdn.phys.org/newman/csz/news/800/2012/42654ed7db19cbb0.png
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oknech nebo slavnou Eiffelovu véz, kterd pouziva nosniky stejného tvaru, které lisi pouze

rozméry [19].

Vyzkum na Clarksonov€ Univerzité v USA z roku 2011 srovnaval tvary rakovinnych
bunék se zdravymi [20]. Na snimcich z elektronového mikroskopu bylo patrné, Ze zdravé
bunky sice vykazuji na svém povrchu fraktalni strukturu, ale zna¢né proménlivou. Naproti
tomu struktura na povrchu rakovinnych bunék byla mnohem vice konstantni, tekli
bychom, Ze se vice blizila pfisné matematickym fraktaliim, jejichz struktura se, az na
velikost, opakuje naprosto presné. Toto pozorovani pak slouzi jako podklad pfi vyvoji
mechanismui a nastrojl, které by dokazaly rakovinné bunky identifikovat mnohem dfive
pred vznikem nadoru a predejit jak nepfijemné 1éCbé chemoterapii nebo ozafovanim, tak
1 samotnému onemocnéni. Ve zdravotnictvi se taktéz zkoumaji moZnosti vyuziti fraktalni

analyzy frekvence srde¢niho tepu k diagndze nemoci srdce. [29]

Siroké uplatnéni nachézi principy fraktalni geometrie v poéitatové grafice. Pravé
proto, ze pro fraktal sta¢i zadefinovat vychozi podminky a zptisob, kterym se bude ptivodni
tvar zmensSovat a replikovat, je z hlediska vypocCetniho vykonu a paméti daleko méné
grafikou se tak setkdvame vsSude, kde se uméle vykresluji ostrovy, pohofti, feky, vodopady,

stromy, oblaka atd. [29]

il - ey
Obrazek 7, zdroj: Obrazek 8, zdroj:
http://'www.publicdomainpictures.net/pictures/  http://davis.wpi.edu/~matt/courses/fractals/clo
150000/nahled/fractal-fern-ii.jpg ud.jpg
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Nathan Cohen, toho casu profesor na univerzité v Bostonu, v roce 1995
(s vyzkumem ovSem zacal jiz v roce 1988) publikoval moznosti vyuziti fraktalnich tvara
pfi stavbé antén pfijimajicich elektromagnetick¢é vinéni. Takovd anténa ma diky své
struktufe mnoho rdznych rezonan¢nich frekvenci, proto mize pfijimat mnoho rtznych
druhti signalu. [29] Navic jeji rozméry jsou nepatrné v porovnani se svou Sirokou
vyuzitelnosti. Antény ve tvaru fraktdld se proto dnes béZzné pouzivaji v mobilnich
telefonech a dalSich zafizenich, které potiebuji byt schopna komunikovat mnoha riiznymi
zpusoby pfi zachovani malych rozmérti (Bézny mobil dnes potiebuje zvladnout telefonni
signal v nékolika riiznych pasmech, Wi-Fi, Bluetooth, GPS, 3G, 4G, LTE aj. a stale se vam

pritom vejit do kapsy. Toto je mozné jen diky fraktalnim anténam.).

e

Obrazek 9, zdroj: http://www.antenna-theory.com/antennas/fractal-antennas.gif
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2.2 Teorie fraktalt
2.2.1 Sobépodobnost

Nejjednodussim zplsobem, jak definovat fraktaly, je fict, Ze jsou to sobépodobné

utvary. Sobépodobnosti (matematickou te¢i invariance viici zméné méritka) rozumime
vlastnost néjakého tvaru nebo objektu, jehoz ¢asti jsou zmensenymi kopiemi celku [12].
Tato definice ovSem neni dostacujici, protoze by ji spliovala naptiklad 1 pfimka, ktera pti

libovolném zvétSeni vypada také stale stejné.

2.2.2 Fraktalni dimenze

Benoit Mandelbrot proto definoval fraktaly jako mnoziny, jejichz Hausdorffova
(neboli fraktdlni) dimenze je ostie vEétsi nez jejich dimenze topologicka. Nékdy se
setkdme i s definici, kterda pouze uvadi, ze fraktadl ma neceloCiselnou Hausdorffovu
dimenzi. To ovSem také neni sprdvna definice, a¢ ji vétSina fraktald spliuje. Naptiklad
Peanova kiivka ma totiz Hausdorffovu dimenzi rovnu dvéma, ptesto fraktdlem nepochybné
je. Jeji topologickd dimenze je totiz rovna jedné a tudiz je ostie mens$i nez Hausdorffova

a ptivodni znéni Mandelbrotovy definice spliuje.

Abychom mohli Hausdorffovu/fraktalni dimenzi néjak interpretovat, potiebujeme si
nejdiive vyjasnit klasickou topologickou dimenzi. Ta je vZdy celociselna a objekt, ktery 1ze
homomorfni transformaci, kterd se skladd pouze ze stlatovani a ohybéni, pfevést na
n-simplex, ma topologickou dimenzi rovnu n. Simplex je konvexni obal mnoziny n+/
afinné nezavislych bodl (ovSem muize byt umistény v prostoru dimenze 1 vyssi nez n). Pro
n =0 je to bod, pro n = 1 secka délky 1, pro n = 2 pravouhly trojuhelnik s odvésnami
délky 1, pro n = 3 ctyi'stén s hranami délky 1 atd. [15] Algebraicky je také mozné chépat
topologickou dimenzi podle pocétu nezavislych proménnych, pomoci nichz Ize danou
mnozinu algebraicky vyjadiit. Bod je vyjadien pouze svymi soufadnicemi, ale zadnou
proménnou, proto je jeho dimenze nulova. V algebraickém vyjadieni pfimky v roviné
( y =ax+b; a,b,x,y€R) je nezavisla proménna jen jedna, obvykle x, ktera probiha
vSechna realnd c¢isla (nebo v piipadé usecky néjakou jejich spojitou uzavienou
podmnozinu) a proménnd y je na ni zavisla. Analogicky bychom mohli pokracovat pro
plosné a prostorové utvary, vzdy je pocet nezavislych proménnych v jejich algebraickém

vyjadteni roven jejich topologické dimenzi.
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Hausdorffova dimenze pak charakterizuje objekty, které jsou ,,néco mezi“ dvéma
sousednimi topologickymi dimenzemi. Naptiklad Kochova kiivka s dimenzi D =~ 1,2619
zabird vlastné v roving ,,vice™ mista nez tisecka, ale jeste ji nevypliuje celou.

Vzorec pro vypocet Hausdorffovy dimenze pro nejjednodussi matematické fraktaly
odvodime od béznych objektl s celociselnou dimenzi. [1], [21] Intuitivné vime, Ze pokud
mame usecku délky /, pro libovolné celé K ji lze ,,vydlazdit™ (kazdy bod je pokryt prave
jednou) N = K stejnymi ¢astmi, jejichz délka bude rovna //K a kazda z téchto Casti ziskame
z puvodni useCky homotetii s pomérem » = 1/K. Pfesuneme-li se do roviny, obdélnik
o rozmérech a,b lze pokryt N = K? ¢astmi o rozmérech a/K, b/K, které ziskame z celku
homotetii s pomérem r = 1/K = 1/N"2. Analogicky pro kvadr bude pomér této homotetie
r=1/K =1/N"®. Pokud vztah zobecnime, dostivame r=1/K =1/N"", kde D je

logN
log1/r

Eukleidovska dimenze. Po Uprave a vyjadieni D ziskame obecny vztah D = , ktery

ale pro fraktdlni utvary dava necelociselné vysledky a misto topologické dimenze
dostavame dimenzi fraktdlni. Konkrétni vypocty uvedu vzdy u jednotlivych piikladi

fraktalu.

2.2.3 Sobépodobnost versus sobépiibuznost

Pojem sobépodobnosti se n€kdy zuzuje a sobépodobnymi fraktdly rozumime jen ty,
ve kterych se struktura opakuje naprosto presné a zvétSeny detail je identickou kopii celku.
Pii vzniku téchto fraktali nefiguruje ndhoda a vznikaji pfesnou aplikaci matematickych
vzorcl (fiké se jim téZ deterministické). Tyto fraktaly v pfirod¢ nenajdeme.

Proti tomu se pak stavi pojem sobéptibuznosti, kdy ¢asti objektu nejsou identickymi
kopiemi celku, ale jsou mu pouze vice ¢i mén¢ podobné. Takové fraktaly jsou bud’ Cisté
ptirodni (strom, feka, hora, mrak) nebo vznikaji zahrnutim pravdépodobnostniho poctu do
vzorcu presnych matematickych fraktala (tyto fraktaly se pouzivaji pravé pro modelovani
ptirodnich tvart, naptiklad v pocitacové grafice).

V praci se zaky lze vyuzit jak fraktali sobépodobnych (hlavné pfi praktickych
¢innostech, kdy Zzdk muze napiiklad fraktal namalovat a nasledné popisovat co v ném
vznikly obrazek evokuje a jaké vlastnosti v ném dokaze najit) i sobépiibuznych (,, Uvedte

priklady fraktali, které miizete videt okolo sebe a proc je to podle vas fraktal? *)
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2.2.4 Principy vzniku fraktala
V piirodé samoziejmé fraktaly vznikly evoluci, jako nejvyhodnéjsi feSeni piirodniho

vybéru, z hlediska matematického uvedu tfi nejcastéjsi principy.

2.2.4.1 IES

IFS neboli Iterated Function System (Cesky systém iterovanych funkci), funguje na
principu opakovanych aplikaci jedné geometrické transformace na ptivodni tvar, [16] [30]
poté na jeho Casti, pak na Casti Casti atd. Na obrazku vidime nékolik prvnich iteraci IFS,

ktery pouzivd dv€ zobrazeni najednou: prvni je otoCeni sloZzené se stejnolehlosti

. 2 . . . . . .
s koeficientem \/7 a druhé pouze stejnolehlost s koeficientem ' a sttedem v levém hornim

rohu ptvodniho ¢tverce. Prvni aplikaci tohoto slozeného zobrazeni ziskdme z jednoho
puvodniho ¢tverce dva mensi, navzajem vici sobé pootocené. Na kazdy z nich zvlast’ pak
aplikujeme stejnou transformaci, ¢imz ziskdme ¢tyfi mensi ¢tverce a tak dale, teoreticky az
do nekonecna (prakticky do té doby, dokud je to technicky rozumné, tedy naptiklad dokud

se rozméry detailll nepfiblizi rozméru jednotlivych pixell na zobrazovacim zatizeni.)

"

%

v
ekl it
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Obrazek 10, zdroj: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/8/86/Ifs-construction.png
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2.2.4.2 L-systéem

L-systém je zplisob generovani fraktall, ktery v roce 1968 popsal mad’arsky biolog
Aristid Lindenmayer. V zdkladni podobé se skladd ze tii c¢asti: abecedy, axiomu
a prepisovacich pravidel. [26] Abeceda je mnozina symboli, které reprezentuji to, z ¢eho
fraktal budujeme (mohou to byt Cisla, tony, geometrické objekty,...). V pfipad¢ pouziti
v grafice abeced¢ také najdeme uhel otoceni a symboly + a —, které zastupuji akci otoceni
o jednonésobek tohoto thlu v kladné ¢i zaporné orientaci. Axiom (nekdy se také mizeme
setkat s oznacenim iniciator) je slovo slozené ze znaki abecedy, které udava pocatecni stav
L-systému. Piepisovaci pravidla (maze byt také jen jedno, nékdy se pouziva oznaceni
generator(y) ) pak definuji, co se se symboly z abecedy stane béhem jedné iterace (symbol
mizZeme nahradit jinym symbolem, poptipadé skupinou symbolii, nebo s nim neud¢lat
nic.). Na obrazku je popsano né¢kolik prvnich iteraci L-systému generujiciho fraktalni
stromek. V abeced¢ by se v tomto piipadé nachazely symboly zastupujici zeleny stonek,
hnédy stonek a uhel otofeni roven 45°. Axiom je svisle postaveny zeleny stonek.
Ptepisovaci pravidla jsou dvé: 1. zeleny stonek se nahradi dvéma hnédymi stonky a tfemi
zelenymi uspofadanymi dle obrazku a hnédy stonek se nahradi dvéma hnédymi stonky.
Prvni pravidlo zajist'uje vznik novych vétveni, druhé pravidlo pak celkovy rist.

i=6

e

Y
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S
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Obrazek 11, zdroj: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ec/LsystemTree.svg
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2.2.4.3 TEA (Time Escape Algorithms)

Tento princip vytvafeni fraktall pracuje v soustavé soufadnic, nejCastéji ji je
Gaussova rovina komplexnich ¢isel. Na zacatku je jednoducha algebraicka formule, ktera
si jako vstup bere body roviny, které jeden po druhém testuje, zda iterovanim vzorce
vystupni hodnota konverguje (pak je vychozi bod soucasti fraktalni mnoZziny) nebo roste
nade vSechny meze (pak bod do mnoziny nepatii). [27] ProtoZe pracujeme s absolutni
hodnotou komplexnich cisel (tedy jejich vzdalenosti od pocatku soustavy soufadnic),
zkoumame vlastné, za se bod iterovanim vzdaluje do nekonec¢na, nebo se drzi v okoli
n¢jakého bodu (takovy bod se pak nazyva atraktor). Na zacatku je ale tieba zvolit omezeni,
kolik iteraci se smi maximalné provést, protoze v opacném piipad¢ by algoritmus bézel do
nekonecna anikdy by nedoSel k vysledku. Nakonec se body mnoziny obarvi Cernou
barvou, odstin okoli mnoziny se odvodi od poctu iteraci, které bylo nutno provést, aby se

zjistilo, ze hodnota diverguje.

Obrazek 12, zdroj: http://yozh.org/wp/wp-content/uploads/2010/11//mset005-
fig002.png
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2.3 Typologie fraktalt

V této kapitole chci uvést neéktera kritéria déleni fraktali. Ne snad proto, ze by se jednalo
o néjaké oficialni déleni, ale spiSe z hlediska praktické ¢asti mé prace. Zde zavedena
nomenklatura by totiz pozd&ji méla poslouzit jako kritérium hodnoceni jednotlivych
pokust, predevs§im z hlediska motiva¢niho (miiZe se ukazat, ze Zaci lépe reagovali na jednu

¢i druhou kategorii nebo Ze na daném rozdéleni viibec nezalezelo).

2.3.1 Fraktily kompozi¢ni a dekompoziéni

Toto déleni zavadim po dohodé¢ s PhDr. Kaslovou, nejedné se o vSeobecné rozsitené
déleni. Shledavam ale jeho uzite¢nost v tom, Ze se zabyva grafickou strankou a zptisobem
vzniku, coz jsou aspekty, které dit€¢ na zakladni Skole vnima piednostné. Kompozi¢ni
fraktaly vznikaji pfidadvanim ,,materialu“ (napi. Kochova vlocka), dekompozi¢ni jeho
odebiranim (napf. Sierpifiského trojihelnik). Toto kritérium nemé valny vyznam z hlediska
matematického, ale muze ukazat rozdily ve vnimani testovanych zaki. Dekompozicni
fraktal totiz evokuje kolaps, zanik, destrukci (podtrzeno tim, kdyz ditéti prozradime, ze ma
nulovou plochu, Ze ,tam vlastn€ nic neni®), coz jsou jevy, které dit¢ v pubertalnim véku
pfitahuji. Naproti tomu kompozic¢ni fraktadly by mohly evokovat bobtnani ¢i bujeni, coz

jsou jevy daleko mén¢ atraktivni, pro n¢které jedince by mohly byt snad i odpudivé.

2.3.2 Fraktaly ve 2D a ve 3D

Fraktal ve dvoudimenziondlnim prostoru je ve vyuce typicky reprezentovan

obrazkem na papife nebo na tabuli. S témito fraktaly se snadno pracuje, zak je mulze
vytvaret sam, jsou na nich zfejmé vlastnosti fraktalti. Dvojrozmérny fraktal 1ze vytvaret
bud’ na papife nebo jeho trojrozmérny model sklddanim mensich dila (naptiklad ¢tverecky
nebo rovnostranné trojuhelniky vysttizené z papiru, dievéné kostky apod.). Z ptirodnich
objektli miZzeme prezentovat kiivku pobieZi ostrova, povodi feky nebo obrys mraku na
obloze.

Trojrozmérné fraktaly jsou pro jejich samotné vytvateni ve vyuce hiife vyuzitelné,
protoze vyzaduji lep$i vybavenost pomuickami — potiebujeme bud velké mnozstvi
materidlu nebo néjakou specialni stavebnici, se kterou se timto zplisobem snadno pracuje
(naptiklad by se dala pouzit chemicka stavebnice, kterou se zobrazuji atomy a vazby mezi

nimi). Oproti tomu jako ndmét pro pozorovani nebo diskusi jsou 3D fraktaly mnohem
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a skaly, obehové soustavy zivoc€ichi atd.

2.3.3 Matematické a ptirodni fraktaly

Toto dé€leni na arovni zakladni Skoly kopiruje rozliSeni sobépodobné/sobepiibuzné
fraktaly. Vime také, Ze sob&piibuzné fraktdly mohou vznikat ¢ist€ matematickou cestou
zahrnutim nahody a stavaji se tak prostfedkem k matematickému modelovani ptirodnich
tvari. Toto oviem pievysuje Grovei ZS a zistaneme tedy u rozlieni matematickych
fraktalii (struktura se identicky opakuje v jakémkoli méfitku) a ptirodnich fraktala (¢ast se
celku pouze podobd, napt. vétev pfipominad maly strom). Ve vyuce je pak cilem se zaky
nalézt paralely mezi obéma typy a naucit je vidét fraktalni principy v jejich okoli
(V obdobi, kdy jsem zacinal psat tuto praci, jsem zazil moment, ve kterém jsem ,,objevil*
fraktal na pro m¢ zcela neCekaném mist¢ — u hlavkového salatu. Pfi jeho loupani jsem
odebiral stidle mensi a mensi listy, které mély vSechny stejny tvar, zmenSovala se jen
velikost a to az do zcela nepatrnych rozmért. Pri¢itam to pocinajici profesni deformaci, ale
pokud se néco takového nauci vidét i nékdo, kdo se matematikou hloubéji nezabyva, budu

to povazovat za uspéch.).

30



2.4 Piiklady fraktalt

2.4.1 Nejznaméjsi matematicke fraktaly

2.4.1.1 Cantorova mnozina

Nazyvana také Cantoriv prach nebo Cantorovo diskontinuum, byla tato mnozina
popsana jiz v roce 1883 némeckym matematikem Georgem Cantorem (1845 — 1918)
abyva povazovana za prvni fraktal. Jeji vznik byva popisovan nasledovné: zacneme
s useckou jednotkové délky, z niz vyjmeme jeji prostfedni tietinu bez krajnich bodi (feci
intervald z [0,1] vyjmeme (‘/3,%5) ). Tim nam vzniknou dvé &asti (sjednoceni [0,'/;]
a [*/3,1]), ze kterych ve druhé iteraci opét stejnym zptsobem vyjmeme jejich stiedni ¢asti
(("s,%5) a ('/5,%/5) ). Opakovanim tohoto postupu do nekoneéna nam vznikne nekoneéné
,11dky* prach, ktery ale nikdy nezmizi. VZdy budeme mit co odebirat a vzdy néjaka cast
z ptivodni useCky zlstane. Pokud dosadime do vzorce, ktery jsme odvodili pro fraktalni
dimenzi, ziskame D = logN _ log2 _ log2

log1/r 1 log3
log 773

~ (0,6309 . N = 2 znamena, ze celek

nahrazujeme dvéma Castmi a kazdd z nich je tfetinou pltvodni usecky, proto r='/;.
Cantorova mnozina se jevi jako mnoZina izolovanych bodi, proto je jeji topologicka

dimenze rovna nule a spliuje definici fraktalu.

Toto je zakladni podoba Cantorovy mnoziny, rtiznych modifikaci 1ze ale vymyslet

nepieberné, staci si jen pohrat s délkou a poctem casti, které vyjimame.

[¥] 1
.1/3 23
/9 a/o®
— e P— Frim — e — [
1727 26/27
- - - - —_— —— - i
1781 80/81

Obrazek 13, zdroj:
https://content.ncetm.org.uk/images/microsites/secondary magazine/issue 73/73 11.gif

2.4.1.2 Sierpinského trojuhelnik/koberec, Mengerova houba

Princip vzniku Cantorovy mnoziny muzeme rozsifit na objekty o vySSim poctu

dimenzi. V roce 1915 tento zplsob aplikoval polsky matematik Wactaw Sierpinsky na
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rovnostranny trojuhelnik. Spojenim stfedi stran se trojuhelnik rozdéli na Ctyfi stejné mensi
trojuhelniky, které maji polovi¢ni rozméry. Prostfedni z nich pak vyjmeme, nahradime tedy
celek tfemi Castmi, které jsou s nim v homotetii s pomérem 2. Tento postup pak

aplikujeme znovu na kazdy za zbylych mensich trojuhelnikti a tak déle az do nekonecna.

Po dosazeni do vzorce pro dimenzi ziskdme D = E% ~ 1,585 . Stejny postup ndm ze
¢tverce vytvorii tzv. Sierpinského koberec, jehoz dimenze je rovna D = igz 2 ~ 1,8928 ,

log 20

~ 2,7268 .

z krychle tzv. Mengerovu houbu, jejiz dimenze je D =

Obrazek 14, zdroj:
http://www.cplusplus.com/articles/LyTbgMoL/serpinskiTriangles.jpg

Obrazek 16, zdroj:
http://orig05.deviantart.net/0370/f7201
0/194/9/2/variation_of sierpinski_car
pet_by alcandoras.png

Obrazek 15, zdroj: http://www.sum-rg.at/wp-
content/uploads/2015/04/3-Menger-
Schwamm.jpg
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2.4.1.3 Kochova kfivka a vlo¢ka, Kochtuv povrch

V roce 1906 definoval Svédsky matematik Helge von Koch fraktal (tehdy tento
pojem samoziejmé jesté¢ neexistoval), ktery vznikd takto: na zacatku mame jednotkovou
usecku, kterou rozdélime na tfi stejné dily. Nad prostfednim z nich sestrojime rovnostranny
trojihelnik a jednu jeho stranu, ktera byvala prostfedni tietinou plvodni usecky,
odstranime. V prvnim kroku tedy ziskdme lomenou ¢aru, jejiz délka je */5. Ten samy postup
pak opakujeme na kazdém z jejich Ctyfech segmentl. Dimenze takto vzniklé kiivky, kterd

log 4

je po svém objeviteli nazyvana Kochovou, je rovna D = log3

~1,2619 . Pokud misto

jedné Gsecky zacneme s rovnostrannym trojuhelnikem, ziskdme obrazech, ktery pfipomina

sn¢hovou vlocku a proto se nazyva Kochova vlocka (nékdy také Kochiv ostrov).

V riznych modifikacich pak mizeme napiiklad konstruovat rovnostranné
trojuhelniky ,,dovniti* (tzv. Kochova antivlocka, kterd ma stejnou dimenzi, jako normalni
Kochova vloc¢ka), nebo misto trojuhelnika ptidavat ¢tverce (kvadraticka Kochova kiivka,

_ log 5

D
log 3

~ 1,465), nebo ve 3D nad plochou ve tvaru rovnostranného trojihelnika

(popt. Ctverec) vzty€it pravidelny Ctyfstén (respektive kvadr) a ziskame Kochiv povrch

log6 _ 2,585 (resp. D = log 13

) D=
s dimenzi log2 log3

~2,3347).

& }‘Hf-ﬂ? - i‘ﬂ%\,&rﬁfw\:} é“-ﬂi"_{"-& .
L -~ e
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C Obrdzek 18, zdroj: |
http://ecademy.agnesscott.edu/~Ilriddle/ifs/k

Obrazek 17, zdroj: curve/antisnowflake.gif
http://ecademy.agnesscott.edu/~Iriddle/ifs/kc
urve/snowflake2.gif
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Obrazek 19, zdroj: Obrdzek 20, zdroj:

http://67.media. tumblr.com/5562e4f461e6788eb14d NP/ NTiche. comaroouprogramming/reci
85fb70f72c42/tumblr_niaytfWZixZlgmlw4rol 500.j rsion/partialsquareRochz.png

pg

2.4.1.4 Peanova kiivka

Peanova kiivka (pojmenovana podle italského matematika Giuseppa Peana, ktery ji
vroce 1890 popsal) je nejstar§i z mnoha kiivek vypliujicich prostor (anglicky SFC —
Space Filling Curve). Tyto fraktaly totiZz zcela vypliuji n-rozmérny prostor, ve kterém se
nachazeji. V pfipad¢ Peanovy kiivky zac¢indme s jednorozmérnou Useckou, ktera ale po
nekone¢né¢ mnoha iteracich zcela vyplni plochu, tj. prostor o dvou rozmérech (neboli jeji

topologicka dimenze je rovna jedné, ale Hausdorffova dvéma).

m
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-
hir

Obrdzek 21, zdroj: http.//library.wolfram.com/infocenter/MathSource/794/Peano.gif?file id=1562
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2.4.1.5 Juliova mnozina

Juliovu mnozinu vytvéaiime v roviné komplexnich cisel a jednd se o pftiklad
polynomického TEA fraktadlu. Vznikd nekonecnou iteraci rekurzivniho vzorce
z, = z._, + ¢, kde po¢ateeni hodnotou komplexniho &isla z, je poloha bodu v roviné a c je
komplexni konstanta kterd zistava po celou dobu vypoctu stejnd. Nasledné se zkouma
konvergence ¢i divergence vysledné hodnoty. Pokud konverguje (nebo hodnota osciluje),
bod do mnoziny patii, pokud diverguje, bod do mnoziny nepatii. S nastupem pocitact
s vys§im vypocetnim vykonem se okoli mnoziny zacalo obarvovat podle toho, kolik iteraci

bylo nutno provést, aby se rozhodlo o divergenci.

Ocividné vysledek bude zaviset na volbé hodnoty parametru c. TvarG Juliovy
mnoziny je tudizZ nekonecné¢ mnoho a jakékoli zména hodnoty ¢ ovlivni vysledny tvar. Ve
vSech pripadech je ale hranice mnoziny nekonecné Clenita a jeji fraktalni dimenze je rovna

dvéma. [22]

Zajimavé také je, Ze tuto mnozinu nezavisle na sobé popsali Gaston Julia a Pierre
Fatou. Lisili se pouze v tom, ze zatimco Julia do své mnoziny zahrnul body, pro které
hodnota iteraci konverguje (tzv. prisoner set), Fatou zahrnul body, pro které hodnota
diverguje (tzv. escape set). Juliova mnozina a Fatouova mnozina jsou tedy navzajem
komplementarni.

Lze dokazat, ze pro |z| > 2a |z| = |c| posloupnost diverguje. [4] Z piedpokladu

vime, ze de > 0: z = 2 + €. Z trojuhelnikové nerovnosti pro komplexni ¢isla plyne:

|zz|: |zz+c—c‘$‘zz+ c‘+ |C|
22| — el < |2 + ¢
‘zz‘ — |z| =< |z2 + C‘
|z|(|z| - 1) < |22 + C‘

(1 + )|z < |2 +
Vime tedy, Ze za danych ptredpokladi je kazd4a dalsi iterace nejméné rovna
(I+e)-nasobku ptredchoziho ¢lenu, obecné n-td4 iterace je veEtSi nebo rovna nez
(1+€)"-nasobku prvniho clenu a tedy roste nade vSechny meze a do Juliovy mnoZiny
nepatii. Toto plati pro kazdy c¢len posloupnosti, proto staci pti vypoctech sledovat, zda
kterykoli z ¢&lenii v absolutni hodnoté nepfesahl hodnotu r(c) =max(c,2). Pokud ji

presahne, mize vykreslovaci algoritmus skoncit a bod se do Juliovy mnoziny nezatadi.
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cs= —1.135 + 0.2475i cs= —1.1825 + 0.3175i

cs= —0.72 —0.3275i cs = — 1.1675 + 0.645i

Obrazek 22, zdroj: http.//staff www.ltu.se/~larserik/applmath/chap9en/julia.gif

2.4.1.6 Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotovu mnozinu popsal ndm uz dobfe znamy Benoit Mandelbrot ve snaze
o zobecnéni Juliova a Fatouova vyzkumu. Vzorec, ktery iterujeme, je na prvni pohled
stejny jako u Julii. Li§i se pouze v tom, ze pro Juliovu mnozinu je hodnota parametru
c stejna pro celou mnozinu a pocatecni hodnota z, je polohou vykreslovaného bodu,
u Mandelbrota je hodnota z, vzdy [0;0] a naopak c je poloha vykreslovaného bodu, proto
ma Mandelbrotova mnozina pouze jednu podobu. Po prvni iteraci je tak z,=c,
Mandelbrotova mnozina je tedy jakymsi katalogem konstant ¢, pro néz je Juliova mnozina

spojita. [22] Z dikazu v piedchozi kapitole tedy plyne, ze Juliova mnoZina je nespojita pro
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viechna lc| > 2, pro lc| < 2 nelze obecné rozhodnout. Hranice Mandelbrotovy mnoziny

je taktéz fraktalni, hodnota jeji Hausdorffovy dimenze je rovna dvéma.

Mandelbrotova mnozina se stala jakymsi emblémem fraktalni geometrie a Casto se

fikd, ze je nejslozitéjSim objektem v matematice, a¢ generovana takto jednoduchym

predpisem.

¥

Y oo Ll TN
Obrazek 23, zdroj: http://'www.malinc.se/m/images/MandelbrotZoom.png

2.4.2 Fraktély v ptirodé
., (Fraktaly) jsou v biologii v§ude. Jsou Fesenim, se kterym prirodni vyber prichdzel
znovu a znovu a znovu.“ (James Brown v dokumentu Fractals: Chasing the hidden

dimension) [29]

Prvotni motivaci pro Mandelbrotiv vyzkum, na jehoz konci byl vznik fraktalni
geometrie, byly otazky tykajici se svéta okolo nas jako: ,,Jaky tvar ma hora, pobrezi, reka
nebo hranice mezi dveéma povodimi? Jaky je tvar mrakii plamenii nebo svarovanych spojii?
Jaka je hustota rozloZeni galaxii ve vesmiru? “ [2, str. 9] Fraktaly tedy v mnoha piipadech

nalézdme ve svété prirody v mnoha situacich a modifikacich, ale vZdy pfinasi rozmanitost
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pfi zachovani uspornosti a vzdy pii bliz§im zkoumani nabourdvaji naivni predstavy
o konec¢né délce ¢i konecném povrchu objektti okolo nas.

Kdykoli se tedy setkavame s potfebou matematicky modelovat pfirodni tvary,
pfichazeji ke slovu fraktaly — stromy, listy, hory, pohofi, jezera, ostrovy, feky, vodopady,
mraky, ptaci pefi, kofeny rostlin, vSechny tyto ,,objekty” jsou fraktalni povahy a diky

Mandelbrotovi mame matematicky nastroj, jak s nimi pracovat.

1

Obrazek 25, zdroj: http://www.citi.io/wp- b ) A
content/uploads/2015/02/386-6.jpg Obrazek 24, zdroj:
https://www.wired.com/wp-
content/uploads/images_blogs/wiredscienc
e/2010/09/fractal_12a.jpg

Obrazek 26, zdroj 3 http://cdnl-www.webecoist.momtastic.com/assets/uploads/2008/08/fractal-
shoreline.jpg
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2.4.3 Fraktily v uméni

2.4.3.1 Ve vytvarném umeni

Od pocatku byly fraktaly vnimany jako velice dekorativni a Mandelbrotovy vysledky
vzbudily kromé zajmu védch i zajem napiiklad névrhaia obleceni. Vzdyt' jenom motiv
tvaru Mandelbrotovy mnoZiny se zacal objevovat na obleCeni a dopliicich stejnym
zpusobem, jako se pouzivaji loga znacek nebo kapel. Juliovy mnoziny, ale i jednodussi
fraktaly, se zaCaly pouZzivat skrz pocitace jako textury na latky i na jiné materidly, pravé

diky svym jednoduchym ptedpisim.

.
\ Sl

Obrdazek 27, zdroj:

e - il

http://images.mentalfloss.com/sites/default/files/styles/article _640x430/public/4hjh3kj634.png

Fraktalni principy lze ale nalézt v lidskych vytvorech dlouho pied Mandelbrotem,
protoze v piirod¢ se nachazely odjakziva a ncktefi jedinci je byli schopni podvédomé
vnimat a reprodukovat. Jednim z takovych byl i japonsky malif KacuSika Hokusai
(1760-1849). [29] Jeho nejznaméjsim dilem je sbirka dievotiskit 36 pohledii na horu Fudzi
(ve skutecnosti jich je ale 46, dalSich deset bylo ptidano pozdéji), kdy maloval pohledy na
tuto horu jednak z riznych mist, ale 1 v riznou denni a/nebo ro¢ni dobu a za rtizného
pocasi. Na nejznaméjs$i malbé Velka vina u pobrezi Kanagawy (obr. 27) je hora Fudzi

v pozadi a jevi se nepatrnd proti ving, kterd se vali proti rybarskym lodim. [24] Fraktalni
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princip je velice patrny, ¢elo viny se skladda z mnoha malych vinek. Fraktaly mizeme ale
nalézt i v jeho malbach oblakt ¢i stromi. Hokusai samoziejmé neveédél, ze maluje fraktaly,
tento termin spatfil svétlo svéta vice jak sto let po jeho smrti, on ale nepotieboval
matematické formule, stacilo mu se divat z ¢eho se sklada okolni svét a malovat to co
vidél. Za zminku také stoji, Ze byva oznacovan jako predstavitel stylu ukijo-e, (v prekladu
znamena ,,obrazy prchavého svéta®), coz by se dalo chapat, jako odkaz na zdéanlivou
dynamiku, kterou v sobé fraktdly ukryvaji. BohuZel Hokusai nemél Zadné Zéky ani
nasledovniky, ktefi by ptevzali jeho odkaz, a tak je v historii uméni jeho styl malby

unikatni.

5brdzek 28, zdroj:
http://www.backtoclassics.com/images/pics/leonardodavinci/leonardodavinci_floodedcity.jpg

Z dalSich vytvarnych umélcii 1ze uvést Leonarda da Vinciho (1452-1519) a jeho
kresbu Potopa (obr. 28), kterou sam Mandelbrot zatadil do své Fraktdalni geometrie
prirody [3], francouzského malife Clauda Lorraina (1600-1682) nebo ruského malite
Vasilije Kandinského (1866-1944), ktery byl jednou zachycen na videozdznam jak ,, maluje
na papir o plose asi ctvrt ¢tverecniho metru. Zacal rovnou carou pres cely papir a pak
pridaval kratsi linie. Kdyz film koncil, pracoval na radé jesté kratsich car; to mi potvrdilo
pocit, ktery jsem mél z pohledu na jeho obrazy: chapal fraktalnost — moznad ne uvédoméle,
ale intuitivné urcite ano. * [2, str. 298]

Fraktalni vzory mizeme také najit v prapocatcich civilizace, naptiklad u domorodych

kultur jako byli Inkové a Mayové, ale 1 starovéké kultury oblasti Mezopotamie. Fraktaly se
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Casto také objevuji jako zdhadné tvary vytvorené v obili, coZ je voda na mlyn zastdncim
rtiznych konspira¢nich teorii. Zda jsou kruhy v obili dilem mimozemskych civilizaci nebo
jen vtipalkl snazicich se vyvolat senzaci a zmast vetejnost, to se asi nedozvime, bez debat
ale je, Ze n¢které tvary jsou jasnym kyvnutim smérem k tvarim jako je Kochova vlocka

nebo samotna Mandelbrotova mnozina.

Obrazek 30, zdroj:
http://rlv.zcache.com/rustic_tribe_mo
saic_native_american_indian_patter

n_poster-
r39b8c3083553407¢84039e57b6a972
82 wvo 8byvr 324.jpg

Obrdzek9, zdroj:
http.//interschoolmathematics.pbworks.com/f/1374302778/0
8sdps%20mosque.JPG

Obrazek 31, zdroj:
http://farm3.static.flickr.com/2501/4181031797 a05956f970 o.jpg
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2.4.3.2 V hudbé

Jak jsme si fekli u L-systémi, abeceda, ze které algoritmus tvoii fraktal, mize
obsahovat cokoli, nejen geometrické tvary, ale napfiklad i tony. Skutecné existuje celé
odvétvi zvané Fraktalni hudba, ktera je prevazné generovana pocitaci a L-systému vyuziva.
a uzivatel jen reguluje pocatecni podminky, pocty hlasti a néstroje, které je hrani. Pokud
pijdeme k jadru véci, dovolim si prohlésit, Ze pokud vezmeme jakykoli melodicky motiv
a umistime ho opakované do jednoho hlasu, do dal$iho hlasu ho umistime tak, ze vSechny
rytmické hodnoty zkratime na polovinu, v dal§im hlasu na Ctvrtinu atd., ziskdme hudebni
materidl, ktery bude davat smysl. Takto ziskand hudba bude mit k umélecky hodnotné
skladbé stejn¢ daleko, jako ma Sierpinského trojihelnik k Moné Lise, ale uvazime-li, Ze
jsme k ni dosli naprosto mechanickou a netvirci aplikaci pravidla sobépodobnosti, jako

dikaz o univerzalnosti fraktalnich principti je to podle mé postacujici.

Victin 1 s ‘g,j === === = = = = =

ves [BE === == === it P Pl P e P r s e e PP
e = = — 2 r EES: = = = 2 2 | = 2 r 4 a 2 r J = £ 2 =
Ceatrabass ?ﬁ o [T e |y o i® = S o = = = fo

eleecfercfereter eferebeecborciee cleopleoeteoeop efepefoecbeociee
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Obrazek 32, Fraktalni partitura vytvorena z motivu C-F-D-H

Vyse popsany princip je jednim ze znakd hudebniho stylu druhé poloviny dvacatého

zaloZzen na principu opakovani rtiznych téonovych motivli a jejich modifikaci a jejich

nasledné vrstveni pies sebe v jednotlivych hlasech. Pokud jsem tedy v ptedchozim

odstavci popsal skladebnou techniku zalozenou na pfisné¢ sobépodobném fraktalnim

principu, skladba komponovana technikou minimalismu by se dala povazovat za analogii

s fraktaly sob&piibuznymi. Zadna minimalisticka $kola nebo sdruzeni skladateldi repetitivni
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hudby v historii nevzniklo, a tak se spiSe nez jako o hudebnim stylu mluvi o minimalismu
jako o skladebné technice, kterou nékteti skladatelé uplatiovali tfeba jen v castech svych
skladeb, jiny pomoci ni komponovali celé¢ koncerty. Z téch nevyznamnéjSich lze uvést
Steva Reicha, Phillipa Glasse, Erika Satieho nebo Morton Feldman. Nemohu nezminit ani
Ceského skladatele Petra Wajsara a jeho skladbu nazvanou vystizné¢ Minimini (vysla na CD
Milan Adamciak & Agon Orchestra: Typornamento, Guerilla Records, 2012), kterd je
komponované podle grafické partitury Milana Adamciaka (obr. 33). Wajsar si z ni kazdy
objekt ptelozil do tonovych motivi, které pres sebe navrstvil, a pfi poslechu skladby lze

dobte identifikovat jednotlivé melodie zaznamenané graficky.

PP L Ml M gy ™ gl T
L T ol ey 7

" W ™™ L ™Ml oy

aled "l L,
W“mﬂ"“lmwmmmu ™™ Ll
Iy "™l ™ot T a7

Obrazek 33, zdroj: http://img.youtube.com/vi/0Jp9IN72-SKU/0.jpg

Ve svych pamétech Mandelbrot dale uvadi, Ze jeho pfitel, mad’arsky skladatel
Gyorgy Ligeti mu jednou fekl, Ze aZ diky Mandelbrotovym obrazkim pochopil dilezZity
aspekt hudby: aby dévala smysl, musi byt fraktalni a proto si v ni nelze délat co kdo chce.
Na matematické konferenci vénované fraktalim, ktera se konala v 80. letech v némeckém
Bad Neuenahr, pak Ligeti za asistence pianisty zanalyzoval svou skladbu Désordre (z jeho
prvniho sesitu klavirnich etud vydaného 1985). S dal§im skladatelem u kterého Mandelbrot
odhaloval fraktalnost, s Charlesem Wuorinenem, uspotfddal Mandelbrot v roce 1990
v Guggenheimové muzeu v New Yorku predstaveni nazvané Hudba a fraktaly. Ve svych
pamétech o tom piSe: ,,Je uzasné, jak mohou spolupracovat dva lidé z tak rozdilnych

kultur, jestlize o to stoji. *“ [2, str. 300]
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2.5 Fraktaly a teorie miry na zakladni Skole

Zpusob méfeni rozméra objekti v hodinach matematiky na prvnim stupni zékladni
Skoly vyuzivéa principu porovndvani mefeného objektu a jednotkovym objektem (napf.
pokud mame pro méteni délky naptiklad pravitko s vyznacenymi délicimi body po jednom
centimetru, je jednotkovym objektem tusecka délky jednoho centimetru), a vyjadiovani
méfeného rozméru v nasobceich jednotkového tutvaru. Pracuje se zde pouze s takovymi
objekty, které jsou celoCiselnym nésobkem jednotkového, velikost je tedy vzdy pfirozené
Cislo vétsi nez 0.

Na to navazuje druhy stupeni, kde se v rdmci rozsifovani Ciselnych oborti pracuje
s principem aproximovani méien¢ho rozméru (M) jeho horni (velikost tzv. obalu) a dolni
(velikost tzv. jadra) mezi [6]. Jadrem (J) méfeného objektu je mnozina vSech jednotkovych
objektd, které jsou méfenym objektem zcela pokryty, obalem (O) objektu je nejmensi
mnozina jednotkovych objekti, jez objekt zcela pokryva.

U,| = U] = [,

Mame pak jistotu, Ze hodnota hledaného rozméru meéten¢ho objektu lezi mezi
hodnotou velikosti jadra a hodnotou velikosti obalu. Chybou méfeni je pak rozdil mezi

jadrem a obalem.

Pokud velikost jednotkového objektu zmensime, ziskdme presné€jsi aproximaci, coz
v praxi probihd tak dlouho, dokud chyba neklesne pod ptedem zvolené kladné ¢islo,

kterym udame pozadovanou presnost méteni.

Tento algoritmus probiha u zakd na zdkladni Skole samoziejmé automaticky, bez
uvédomovani si jednotlivych krokt (,, Prilozim pravitko k usecce, tak aby prvni délici bod
splyval s jednim z krajnich bodii usecky, podivam se, kam padne druhy krajni bod. Aha, je
to vic nez Sest, ale méné nez sedm, spis blize k sedmi, bude to asi sedm centimetrii, Sest
milimetrii ), skute¢nost, Ze hledand hodnota neni vétsi nez velikost obalu a neni mensi nez
velikost jadra, je zakotvena intuitivné. Obdobné jako s pravitkem pii méfeni délky se
zachazi se siti pfi méteni plochy rovinnych atvart.

Této intuici se vSak fraktaly vzpiraji. V nékterych fraktalti naptiklad nelze nalézt
jadro (Sierpinského trojuhelnik a obecné vSechny fraktaly, které jsem vySe pojmenoval

jako dekompozi¢ni), jindy jadro i obal nalezneme, ale hodnota rozméru tyto meze piekroci
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(délka obvodu Kochovy vlocky a dalSich kompoziénich fraktaltl). Na tomto rozporu mezi
chépanim délky ve skolni geometrii a ,,patologickymi* vlastnostmi fraktalt zalozim svou
strategii vykladu fraktali a poté se budu snazit se zdky dojit k pochopeni, Ze stejné

vlastnosti jako fraktaly vykazuji i ptirodni tvary.
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2.6 Charakteristika 7zaka na druhém stupni ZS

Obdobi starsiho Skolniho véku, tedy vek, ve kterém jsou zaci na druhém stupni
zakladni Skoly nebo na niz§im gymnaziu, na které je prakticka ¢ast této prace zamétena, je
charakterizovano ptedevs§im pubertou. T¢lesné i dusevni zmény, které jedinec v tomto véku

podstupuje, je tieba z pozice pedagoga znat a ve svém piistupu zohlednit.

2.6.1 Fyzické zmény

Obdobi puberty je zahijeno zvySenou ¢innosti endokrinnich zlaz, které zacnou do
téla vylucovat ve zvySené mife hormony, které odstartuji sérii zmén, kterymi se télo
pfipravuje na pohlavni zralost a schopnost reprodukce. Nejvice je toto zietelné u tzv.
sekundarnich pohlavnich znaka (to jsou takové znaky, kterymi se od sebe jednotliva
pohlavi lisi, ale nejsou piimo soucasti pohlavnich orgéntl) — zrychluje se rist kostry a svalil
(ovsem dosti nerovnomérné, pubertalni déti jsou diky tomu ¢asto neohrabané a nesikovné),
pribyva ochlupeni téla (tvare, podpazi, hrud’, ruce, nohy, pohlavni organy) a pohlavni

organy se piipravuji k ¢innosti (u chlapct poluce, u divek menstruace).

2.6.2 Psychickeé zmény

,,Déti zacinaji tim, Ze své rodice miluji, pozdéji je soudi a odsuzuji a jen zridkakdy
Jjim odpoustéji” (Oskar Wilde).

Po strance duSevni je obdobi puberty typické odporem k autoritdm (rodice, ucitelé)
a snahou osamostatnit se [5]. Dospivajici dit¢ zacind kriticky hodnotit své okoli
a nedostatky tvrdé odsuzuje. V tomto obdobi si dit¢ aktivné vyhledava vzory, at uz
skutecné (sportovci, hudebnici,...) nebo fiktivni (postavy z literatury, z videoher ¢i z filmt
a seriald), a své okoli s nimi nekompromisné srovnava. Pod touto slupkou ale Casto zlistava
nejistota spojend s probihajicimi zménami téla, které doprovazi pocity trapnosti a studu.
Toto obdobi se tedy vyznacuje jakymsi rebelantstvim vii¢i vSemu, co pfichazi ze svéta
dospélych, coz zahrnuje i obsah ucebnic a standardni ucivo. Fraktaly diky tomu mohou
upoutat pozornost tim, ze jsou né¢im navic, né¢im co stoji mimo ucebnice.

Po duSevni strance ¢lovék v tomto vékovém stadiu dozrava, ale toto dozravani
s sebou Casto nese spoustu omyli a Spatnych usudk vinou nedostatku zkuSenosti.
Rozumové schopnosti se postupné vyrovnavaji schopnostem dospélého ¢loveka. Jedna se

pfedev§im o vnimani, fantazii (to se projevuje piedevSim formou tzv. denniho snéni —
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hlavn¢ idealizujiciho nebo erotizujiciho obsahu) [23], abstraktni mySleni a inteligenci.
Naopak idealni v tomto obdobi neni pozornost a pamét. Proto je potfeba vyuku zakl
tohoto v€ku neustdle zpestfovat a nepocitat s dlouhymi plochami, ve kterych je potieba

koncentrovat se na jeden problém.

S dozravanim k pohlavnimu Zivotu také souvisi zvySeny zijem jak o sama sebe
(jaky/a vlastn¢ jsem? Jak mé¢ vnima okoli?), tak o své okoli (a to pfedevSim o své
vrstevniky a o opacné pohlavi). V ndvaznosti na to ptichazi prvni starosti o volbu povolani,
konkrétn¢ v devaté tfidé volbou stfedni Skoly. Dochazi také k navazovani prvnich
milostnych vztaht, pfedevSim platonické povahy. Soucasna spolecnost ale mnoha témata
detabuizuje a dnes uz v tomto véku nejsou vyjimkou ani prvni sexudlni zkuSenosti. [25]
Velkou dulezitost a vahu ma téz ptatelstvi a pocity sounalezitosti ve skupin€. Diky tomu se
muze stat, ze se ve tifidé vyskytne problematicka osobnost, ktera ostatni pfitdhne a ti pak
nekriticky pfejimaji jeho nazory. Ucitel ma pak dvé moznosti, bud’ se snazit takového
jedince ziskat na svou stranu, nebo ho izolovat od zbytku kolektivu a tim mu znemoznit

ovlivilovat ostatni.

Veskeré tyto procesy vedou k zavrSeni vyvoje v adolescenci (15-19 let), na jejimz
konci by se mél z ditéte stat zraly jedinec schopny reprodukce, rozumného uvazovani
a zodpoveédnosti za své ¢iny a rozhodnuti. V patnécti letech k tomu ma ovSem jesté daleko
a my se tak z pozice pedagoga setkavame s zaky v nejrozkolisanéjSim obdobi jejich Zivota,
ve kterém casto bojkotuji vSechno a vSechny mimo oblast jejich z4jmu. To je pro ucitele
jak vyzvou k provéteni jeho schopnosti ziskat a udrzet pozornost, tak mu to dava do ruky
nékolik mocnych prostredkd, jak zéky ziskat na svoji stranu i ,,proti jejich vali“. Tim mam
na mysli predev§im mezipfedmétové vztahy a presahy ucebni latky do realné¢ho Zivota,

které pak mohou korespondovat s jejich z4jmy.
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3

Prakticka ¢ast

3.1 Metodologicka Cast

3.1.1 Cile a ukoly prace

Cile prace vychazeji z teoretické Casti.

Cile praktické ¢asti této prace jsou:

)

2)

3)

4)

5)

Vytvorit scéndfe hodin, které budou zakim pfiblizovat principti fraktalni
geometrie a ukazovat jejich spojitosti jednak s ,,béznou* geometrii, kterou se ve
Skole uci, tak se svétem pftirody i techniky.

Ovéfit realizovatelnost téchto scénafti jejich provedenim ve vybrané Skole

a provéftit jejich vhodnost pro danou vékovou skupinu Zactva.

Vyhodnotit reakce zakli na danou problematiku i ze zvukovych nahravek hodin
a naslednych pfepisi vybranych dialogi a z domacich tukoll, které zaci
vypracuji. Pouze podle holé aktivity pfimo v hodinach vSak miru zaujeti vSak

posuzovat nelze (viz kapitola ...).

Ukazat, Ze tato tématika mtze vzbudit u zakl vétsi zdjem nejen o matematiku
jako o skolni predmét, ale i o matematiku jako védni obor a také jako zpisob
mysleni.

Predvést, Zze matematika nejsou jen vzorce a rysovani, ale Ze ma i svou estetickou

stranku, a také zcela konkrétni pfesahy do redlného svéta.

3.1.2 Charakteristika vzorku

Vyuka probéhne na Gymnéziu Jaroslava Zaka v Jaroméfi (jehoZ jsem absolventem)

a to v kvarté, kterd odpovida devatému roc¢niku zakladni skoly. Ve zvolené tiidé kvarté ve
Skolnim roce 2015/16 je celkem 30 zakti bez inkluze - 20 divek a 10 chlapci.
Z matematiky mélo na poslednim vysvédceni zndmku 1 sedm z&kl, zndmku 2 jedenéct
zaki, zndmku 3 deset zakd, znadmku 4 dva Zaci, primérnd zndmka z matematiky je 2,23.
Ucebnice, podle které probiha v této tiidé vyuka je MATEMATIKA pro 9. ro¢nik zakladni
$koly (autofi: Jana Coufalova, Sarka Péchouckova, Jiii Hejl, Miroslav Lavicka, FORTUNA
2007, [8]).
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3.1.3 Podminky realizace

V zaklad¢ lze zvolit dvé odlisné strategie, bud’ testovat ,,do hloubky* (jednu tfidu
vice hodin), nebo ,,do Sitky“ (vice tfid, ale v kazdé zvlast méné hodin). Zvolil jsem
strategii do hloubky, kvili ¢asovému prostoru pouhého jednoho tydne, ktery mi byl dan
k dispozici. To ma vyhodu v tom, Ze testovanou latku lze pojmout z SirSiho hlediska a jak
uz nazev napovida, jit vice do hloubky. Nevyhodou je to, ze vysledek je siln€¢ ovlivnén
konkrétnim kolektivem a momentalni atmosférou ve tfidé a navic odpadd moznost
srovnani a zobecnéni. Pistup do Sitky naproti tomu umoziuje srovnavat jednotlivé vékové
kategorie a to, jak je testovana latka motivovala ¢i nemotivovala a hledat podminénost
odlisnych reakci. Nevyhodou oproti strategii do hloubky je to, Ze v daném ¢asovém limitu

1ze latku probrat daleko méné detailné.

Casové zafazeni tohoto tématu volim v obdobi v devatém roéniku po pfijimacich
zkouskach na stiedni $koly, tedy obdobi kdy uz klasifikace latky obsazené v SVP ztraci pro
zaky véhu, coz je umocnéno pubertdlnim obdobim, kterym prochazeji. Skutecnost, ze
fraktaly stoji mimo osnovy [28], spolu s dalS$imi zpasoby, kterymi vybocuji z obrazu
matematiky, na ktery jsou zaci zvykli, mize pozitivné¢ ovlivnit motivaci zakti vénovat se

matematice.
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3.2 Scénare hodin

Scénafe jsou vytvofeny na zaklad¢ teoretické Casti, obsahuji cile, metody, formy

prace a predpokladany pribéh vyucovacich hodin.
3.2.1 1.hodina — Uvod do fraktali grafickou formou

Cil hodiny:
Vzbudit v Zacich praktickou formou zajem o problematiku fraktala a prostfednictvim
toho 1 o matematiku. Spole¢né pojmenovat vlastnosti fraktalti (nekonec¢na délka a zaroven

konecna plocha). Inspirovat zaky k samostatné tvorivé praci pii vymysleni novych tvart.

Pomticky:

Tabule, nakopirované papiry formatu A4 se ¢tvercovou (vzdalenost uzlovych bodi
0,5 cm) a trojuhelnikovou siti (rovnostranné trojuhelniky, vzdalenost uzlovych bodi 1 cm)
pro kazdého zaka, psaci potieby. Eventudlné promitaci zafizeni propojené s pocitacem
s programem GeoGebra.

Formy:

Zaci pracuji individualng v lavicich paralelné s komunikaci ve t¥id& a praci na tabuli.

Charakteristika:

,,Dnes se seznamime s trochu jinou strankou matematiky, budeme si kreslit rizné

obrazky a pak spolu budeme mluvit o jejich viastnostech. *
Rozdam do prvnich lavic hromadky papirt se ¢tvercovou siti a ddm pokyn, at’ si je
poslou dozadu.

,, led’ mame pred sebou vsichni ctvereckovany papir a chci, abyste si vzali tuzku,

propisku nebo pastelku, to je jedno, a nékam doprostred, tak abyste méli okolo dost mista,

I3

si nakreslili ctverec, ktery bude mit rozmeéry 9x9 ctvereckii. *
Sam ho nakreslim od ruky na tabuli a po¢kam, az bude mit vétSina tfidy hotovo.

., led’ budeme potrebovat, abychom meéli strany rozdélené na tri stejné dily. Kolik
Ctvereckit bude mit jeden takovy dil? (¢ekdme na kolektivni odpovéd ze tfidy) Ano,
spravne, tri. Kdo mi to udéla s timhle ctvercem, co je na tabuli? (vyzveme dobrovolnika

nebo né¢koho vybereme)

Pockéam, az budou mit hotovo vSichni i dobrovolnik, co byl u tabule.
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A ted se vsichni prosim podivejte, co s tim ctvercem provedeme. Tady k tomu

prostrednimu dilu prilepime takhle jeden mensi ctverec.
Nad prostiedni dil dokreslim Ctverec 3x3.

1o samé udeélame i na zbyvajicich trech stranach.(...) A ted udélejte to samé i na

svych ctvercich.”

Cekam, jestli se nékdo ze zakil nezeptd, jestli budeme takto pokradovat dal. Pokud

ne, zeptam se, zda by bylo mozné takto pokracovat a jestli ano, tak jak.
Pokud se nikdo neozve, pokracuji dal:

A ted' to samé udélame i na téech ctyrech mensich ctvercich, které jsme k tomu
velkému pridali. Vi nékdo, jak budou velke, ty co budeme pridavat? (...) Ano, jeden

ctverecek. Kdo mi to prijde nakreslit na tabuli? *

Podobnou strategii budu postupovat dal, dokud bude mit ptidavani graficky smysl.
(-..)

V tomto bod¢ je dobré promitnout tyto obrazce vytvorené v programu GeoGebra,
kde je lze vymodelovat daleko pfesnéji a s vice iteracemi, nez je na tabuli nebo na papite

technicky mozné. Obrazec také mlizeme plynule ptiblizovat a hlavné ménit pocet iteraci.

., A ted’ budeme trochu pocitat. Zacali jsme s jednim ctvercem. Pak jsme jich pridali
kolik? Ano, ctyri. A téch mensich jsme pridali kolik? Spravne, dvanact. Odhadl by nékdo,
kam bychom mohli pridat dalsi a jak by byl velky? A kolik by jich bylo?

(dale rozvijime diskusi o poctu ptidavanych ¢tvercti — Jak budou velké? Budou se tak
dlouho zmenSovat, az zmizi nebo budeme stale néco pridavat? Uméli byste to spocitat,

aniz byste si to kreslili? Atd.)

., led’ si predstavte, zZe byste to chtéli obejit dokola. Na zacatku jsme méli jen jeden
Ctverec, kolik bychom museli ujit, kdybychom sli presné po okraji? (,,4 krat 9, 36
Ctvereckil, 4 strany ) Kdybychom chtéli obejit dokola tu prvni fazi, kdy jsme pridali ctyri
mensi ctverecky, kolik ujdeme? Vic, nebo min? A kolik? A ted bychom chtéli obejit i ty
malé ctverecky...

(dale rozvijime diskusi o obvodu obrazce v jednotlivych fazich — Jak bude velky?
Bude se zvétSovat do nekonecna nebo se nékde zastavi? Uméli byste to spocitat, aniz byste

to pocitali prstem v obrazku? Atd.)
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Pro lepsi nazornost mizeme vysledky zapisovat do tabulky, kterda miize zakim

pomoci dojit k zobecnéni.

Tabulka 1:
Faze Pocet ¢tvercti Obvod obrazce Obsah obrazce
obrazku
1 1 4 1
2 1+4 4+8/3 1+4/9
3 1+4+12 4+8/3+24/9 1+4/9+12/81
4 1+4+12+36 4+8/3+24/9+72/27 1+4/9+12/81+36/729
5 1+4+12436+108 | 4+8/3+24/9+72/27+216/81 | 1+4/9+12/81+36/729+108/6561

., Kdyz se podivate na tuhle tabulku, co myslite? Kdyz budeme opakovat pridavani do
nekonecna, co se stane s poctem ctvereckii? Ano, ten také poroste do nekonecna. Co
obvod? Ano, ten také poroste. Kdyz zkratime zlomky, tak vidime, Ze pridavame vzdy stejné
cislo, proto se rust nezastavi. Ale co obsah? Tam pridavame stale méné a meéné a Slo by
najit hranici, pres kterou bychom se nedostali. Jako diikaz staci, Ze se ten obrazec vejde na
tuto tabuli a ani kdybychom kreslili dal a dal, tak bychom se na tu tabuli stale vesli.
Nepripada vam to trochu podivné? Mame obrazec, o kterém vime, Ze jeho obvod je

«

nekonecny, ale plocha, kterou zabira je nekonecna.
(Prostor pro diskuzi)

Opakuji na stejném principu v trojuhelnikové siti (Kochova vlocka) nebo mizu

pouzit princip odebirani z obrazce (Sierpinského trojuhelnik/koberec).

(..)

,Na konec vam zadam domaci ukol. Nakreslete mi do zitra na papir obrazek na
stejném principu. Zkuste se ale zamyslet, jestli by se nedaly pouzit i jiné tvary. My jsme
spolu kreslili ctverce a trojuhelniky, ale myslite, Ze by to fungovalo treba i s kruhem?

S elipsou? Obdélnikem? *

Ocekavané vystupy: PredevSim vzbuzeni zajmu o tuto vizualni stranku matematiky
anasledné 1 o jeji dal$i oblasti. Nadprimérni jedinci doufejme dojdou k zavérim, ke
kterym se tato uloha snazi navadét — totiz, ze tyto obrazky maji nekonecny obvod, ale

ohranicuji kone¢nou plochu.
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3.2.2 2. hodina: Srovnani vlastnosti kruznice, pobtezi ostrova

a fraktald.

Cil hodiny:

Predstavit jednu z moZnosti odvozeni Ludolfova ¢isla, které se Casto ve Skolach
viibec neodvozuje, ale byva predkladano jako hotova a nic netikajici konstanta.

Ilustrovat jev, kterému se ve vysSich ro¢nicich pfifadi pojem limity v nevlastnim
bodg¢, ale ktery by touto grafickou metodou mél byt pochopitelny zaky na druhém stupni.

Stanovit metodu méteni kiivek poukazat na problémy a nepiesnosti pii meieni délky
obvodu nerovnych objekti, které ¢asto musime nahradit néjakym jejich modelem (v nasem
ptipad¢ uzavienou lomenou ¢arou). Takovy model skutecné délce odpovida jen piiblizné
a mira presnosti zavisi na technickych moznostech pii méfeni. Tento jev pak zpétné Zaklim
pojmenujeme jako aproximace.

Vystihnout rozdil mezi kruznici, jako ptikladem ,hladkého* geometrického objektu,
a nepravidelnou kiivkou, ktera reprezentuje pobiezi ostrova. Oboji pak dat do souvislosti
s fraktalnimi obrazci, které jsme kreslili v prvni hoding. (Druha ¢ast této ulohy je totiz

variaci na problém méfeni délky pobfezi, kterym se zabyval Richardson a pozdéji

Mandelbrot, viz kap. 2.1.2.2)

Pomiicky:
Tabule, tabulové kruzitko a pravitko, psaci potfeby, promitaci zatfizeni, Excel nebo

jiny tabulkovy kalkulator schopny vykreslit graf.
Formy:
Kolektivni, prace probihé z¢4sti na tabuli a u€astni se ji postupné vétSina tfidy, z¢asti

jsou vysledky promitany na obrazovku a komentovany.

3.2.2.1 Prvni ¢ast: Mé&feni kruznice a odvozeni Ludolfova &isla

Charakteristika:

., Nejdriv mi prosim seberte domaci ukoly, vSichni si je prosim podepiste, ja si je
prohlédnu a ty nejzdarilejsi dostanou malou jednicku/plus (Cokoli, co pedagog v konkrétni
tiid€ pouziva jako motivacni prostredek.).

Narysuji na tabuli kruznici. Na poloméru celkem nezélezi, ale ¢im vétsi, tim lepsi.
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., lady je kruznice a nas by zajimalo jak je dlouhd. Dovedl by mi to nékdo zmérit jen
s pomoci toho, co tady mame k dispozici (tj. kruZzitko, pravitko)? “

Schvélné zdiraznim slovo ,,zméfit”. Miize se totiz stat, ze se z tfidy ozve ,,To
spocitam podle vzorce. Dvé pi er.“ nebo néco podobného. Na to zareaguji tim, Ze chci
délku zméftit, ne vypocitat (,, Predstavte si, co delali lidé, kdyz takovy vzorec neznali nebo
jeste neexistoval. *“). Chei zaky dovést k postupu, kdy se kruzitkem kruznice ,,obkrokuje*
(Pro potteby komunikace ve tfid€¢ zavadime termin ,,krok* jako délka tsecky urcené hroty
kruzitka.) a zméfi se obvod n-tthelnika, ktery timto do kruznice vepiSeme. Ten muze byt
bud’ pravidelny (pokud bychom napftiklad v kruzitku nechali polomér métené kruznice),
nebo nepravidelny, ale chceme zakiim predvést, Ze na pravidelnosti pii tomto zptisobu
meéteni nezalezi.

,,No tak kdyz se nikdo nehlasi, tak budu muset nékoho vybrat. Pojd’ tFeba ty, zkusime
to spolu vymyslet. Poradim ti, zkus vyuzit kruzitko. Nech ho tak jak ti ho davam
a premyslej, jak by se s nim dala zjistit délka téhle kruznice.

(..

., lakZe tohle je nase prvni méreni. At to mame prehledné dame si to do tabulky,
kterou jsem si na to v pocitaci pripravil.

Tabulka 2:

Primér kruZnice:

Potfadi méfeni |Délka kroku |Pocet kroki |Zbytek Obvod |Obvod/primér
1.
2.

(Pozn.: VSechny délky uvadime v centimetrech. ,,Zbytek* je délka jedné krat$i strany mnohothelnika,

ktera nutné vznikne, pokud nam nahodou délka kroku nevytvoii pravidelny mnohotihelnik.)
Prvni aproximaci délky kruznice tedy ziskame jako ,,délka kroku* krat ,,pocet krokt*
plus ,,zbytek“. Tento vzorec ale zakim nediktujeme, nechdme je, aby si tento vztah

odvodili (a pfipadné¢ formalizovali) sami.

,Kdo chce jit dalsi? Budeme postupovat stejné, ale ted si zmenSime vzddalenost,

G

kterou mame 'v kruzitku'.

Takto provedeme 4 az 5 méfeni tak, aby pii poslednim z nich byla délka kroku

nejmensi a aproximace tim padem nejptesné;jsi.
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A na zacatku hodiny jste tady nékdo mluvil o néjakém vzorci, pripomenete mi, jak
znél? Ano, 2nr. Tak to nakonec zkusime také pouzit a srovnat s tim, co jsme namérili. 'R’
zndme, to je polomér neboli polovina priiméru kruznice, co je to teda to 'n'? (To najdu
v tabulce! 3,14!) No ale ja se neptal kolik to je, ja se ptal CO to je. Nevite? Tak to ted
zjistime. *

Vypocteme tedy délku kruznice s pomoci vzorce pro obvod kruhu a tabulkové

hodnoty ¢isla m a uvedeme je jako posledni fadek tabulky.

,, Vite co, jd zkusim to ¢islo m napsat tady do posledniho sloupce, nepripadd vam, Ze
se tam docela hodi, k tem cislum, kterd jsou nad nim? A i kdyz jsme to pocitali podle
vzorce, jakou myslite, ze bychom potiebovali délku kroku, abychom dostali takovyhle

vysledek? Nenapada nikoho nic? Zkusim tam napsat nulu, tieba to vyjde hezky.

Pak pomoci programu nechdme vykreslit graf. Jeden jako zavislost obvodu na délce
kroku a druhy jako zavislost poméru obvodu a primeéru na délce kroku. Oba grafy sice
ukazuji to samé, protoZe se liSi pouze o déleni kladnou konstantou (primér), coz v tomto

ptfipadé zméni jen sklon grafu, ale to pravdépodobné nikdo ze zaka v tomto véku neuvidi.

o lady ted mame graf, jak se ménila délka, kterou jsme u kruznice namérili,
v zavislosti na tom, jak jsme zmensovali délku toho naseho kroku. Nepripada vam na tom
néco zajimavé?

Cilem by mél byt zavér, Ze délka uzaviené lomené cary se se zkracujici délkou kroku
zvétsuje, ale nikdy nepfesdhne jistou horni mez, kterou je praveé délka kruznice (stejné tak
vypoétend hodnota ). Zaky tim sméfujeme k pochopeni, Ze délku kruznice bychom byli
schopni zméfit naprosto presné jen v piipade, Ze bychom méli k dispozici nekone¢ny pocet
nekonec¢né kratkych kroki.

,, Vidite, proto jsem tady k té vypocitané délce kruznice napsal délku kroku nula. Ono
totiz to cislo m nespadlo z nebe, to musel nékdo odvodit, aby tim usetril ostatnim lidem na
svété ¢as, aby ho nemuseli odvozovat sami, ale aby ho mohli rovnou pouzit ve vzorci. Cislo
7 totiz velice presné udava pomeér obvodu a prumeéru kruznice a my jsme si tady ukazali
jeden ze zpiisobu, jak ho Ize odvodit. Museli bychom mérit samoziejmé mnohem presnéji,
aby se nas vysledek dal pouzit ve vypoctech, ale chtél jsem vam ukdzat princip. Kdyby to
totiz technicky Slo, tak bychom mohli zmensovat délku kroku jak bychom chtéli, ale porad

by se nam ta délka kruznice zvétsovala a s ni i hodnota w. Co je ale dulezité, nikdy by
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nepresdhla néjakou horni hranici. Cislo w je totiz jedno z mnoha takzvanych 'iraciondlnich
cisel'. To jsou Cisla, kterd maji za desetinnou carkou nekonecné mnoho cislic, a nelze je ani
zapsat zlomkem. TakZe naprosto presnou hodnotu © bychom ziskali, kdybychom mohli mit
krok dlouhy nula centimetrii, ale mohli bychom jich udélat nekonecno, coz jak jisté tusite
neni proveditelné. Proto se déla to, co jsme tady délali a Fika se tomu cizim slovem
‘aproximace’, coz znamena priblizeni. Chceme se co nejvic pribliZit hledané hodnoté, ale
zarovern vime, Ze nikdy to neudélame uplné presne. “

Data si v pocitaci uloZime, abychom je mohli pouzit v nasledujici hodiné.

,, Chapete aspon trochu, o co tady bézi? Zkuste si to jesté rozmyslet do zitra, kdy si
ukazeme jak toto souvisi s témi obrazky, které jsme si malovali véera. A kdo chce ziskat
plus/malou jednicku/bod navic, zkuste vymyslet nebo nékde zjistit jiny zpiisob, jak bychom

mohli & vypocitat.

Vystupy:

Pochopit, kde se vzalo Cislo 7 a co reprezentuje, a ze pti méteni nerovnych objektl se
jejich skutecné délce dokdaZzeme pouze priblizit. Ukazat, ze kruznice i dal$i objekty
Euklidovské geometrie maji konecnou délku ze nasi metodou méfeni se k ni pouze
blizime.

3.2.2.2 Druha ¢ast: Méfeni pobiezi ostrova

Charakteristika:

., lakze ted’ jsme zkusili zmerit délku kruznice. Zjistili jsme, Ze ¢im presnéji merime,
tim nameérime vetsi délku, ktera ale nepresahne néjakou horni hranici. Ted’ zkusime to
samé, ale nebudeme meérit kruznici, ale zkusime zmérit néco, co nema tak hezky, pravidelny
tvar. Napada mé treba ostrov. Byl nékdo z vas nékde na dovolené?

(Prostor pro odpovédi zaki)

Nikdo? Tak mi rFeknéete ze zemépisu, jaké znate ostrov, staci jeden. (Korsika, Kréta,
Mallorca, Gronsko, Havaj, atd. - jeden z nich vybereme) Ja tady najdu na internetu jeho
mapu, tady ji promitnu a ty, ktery jsi tam byl (nebo kdo ho tekl), mi ho pojd’ prekreslit na
tabuli. Zkus vystihnout co nejvic zalivii a poloostrovii, ale nemusi to byt za kaZdou cenu co
nejpresnéjsi, hlavné, abychom ho z toho poznali. A neboj se, nakresli ho pékné veliky. (...)

Tak, tady mame nds ostrov, zkusime ho zmérit stejnou metodou, jako jsme to délali
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s kruznici. Budeme si to psat do stejné tabulky, akorat uz tam nebudeme mit prumer, ani
nebudeme pocitat cislo w. Kdo se hlasi jako prvni?*

Postupujeme stejné jako v prvni ¢asti hodiny, provedeme 4 az 5 méfeni, pficemz
délku kroku postupné zkracujeme. Na zaver opet nechame vykreslit graf zavislosti délky
kiivky na délce kroku a zkusime ho porovnat z grafem méteni kruznice. Pokud jsme mé&fili
pfesn¢ a model ostrova byl dostate¢né nepravidelny, graf ostrova by mél byt mnohem
strméjsi neZ u kruznice.

. U kruznice jsme si vekli, Ze tim jak budeme zkracovat krok, tak jeji délka poroste,
ale nepresahne pres néjakou hranici. Myslite, ze by se to samé stalo, kdybychom meérili
skutecny ostrov? “

(Prostor pro odpovédi zakd.)

., Predstavte si, Ze jste treba tyranosaurus a vas krok méri pét metru a chcete obejit
ostrov presné dokola. Pak Ze jste pstros a vas krok méri dva metry. Pak clovék, pak pes,
pak kocka, pak mys, pak brouk, pak mravenec, pak blecha a nakonec tieba bakterie. Cim
jste mensi, tim samoziejmé délate kratsi kroky a tim padem jich musite udélat vic, ale taky
vasSe trasa bude jina. Zatimco tyranosaura nezajima kamen, ktery meri dvacet centimetrii,
takovy mravenec ho musi pekné poctivé obejit. Tim padem se nameérena délka bude také
stale zvetsovat, ale na rozdil od kruznice to nevypada, ze by se ten rust chystal nekde
zastavit. Takze mame ostrov, ktery sice ma ohranicenou plochu, ale jeho obvod je viastné
nekonecné dlouhy, nepripomina vam to néco? “

(Prostor pro odpoveédi zaki)

,Ano, stejné viastnosti méely ty obrazky, které jsme si kreslili prvni hodinu. Tohoto
faktu si kdysi vsiml pan jménem Richardson, ale prislo mu to natolik zvlastni, Ze o tom
nikomu nerekl. A o nékolik let pozdéji to v jeho zapiscich objevil jiny pan jménem
Mandelbrot, ktery takové tvary, které jsou nekonecné dlouhé, ale ohranicuji konecnou
plochu, nazval 'Fraktaly' a diky tomu zpiisobil v geometrii a potazmo v celé matematice
revoluci. V pristich hodinach si o téch fraktalech rekneme néco teoretického, pustime si

o nich dokument a na zaver si ukazeme jedno moc zajimavé pouziti.

Dale rozvijime diskusi o fraktalech, pfed koncem hodiny dame ndmét na pozorovani
a diskusi ve tfid€ pro nasledujici hodinu — zkuste najit fraktaly ve vaSem okoli (pfiroda,

domov, zkuste hledat na internetu)
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Vystupy: Uvédomit si, ze ve skuteCnosti u pfirodnich objektli nelze hovofit
o vlastnostech jako napiiklad délka, protoZe je vlastné nekonecnd. Volime pouze urcité
méftitko, které odpovida situaci (satelitni mapa — velké méftitko, clovék na pobiezi ostrova

— malé méftitko)

3.2.3 3. hodina: Teoreticka stranka fraktalni geometrie

Cil hodiny:

Dat zaktim vyklad o matematické strance fraktal a ukazat, Ze se nejednd jen o pékné
obrazky, ale o regulérni objekt studia v matematice. Vyjmenovanim jednotlivych druhi
fraktalti inspirovat Zzadky k novym pfistupim v domaci praci, kterou pak porovname
s domacim ukolem z prvni hodiny.

Pomticky:

Tabule a kiida, promitaci zatizeni

Formy:

Vyklad u tabule, zaci si pisi do seSitl

Charakteristika:

Kratce zopakuji zavéry z pifedchozich dvou hodin.

,, Véera jsme spolu zjistili, Ze ostrov nebo i dalsi prirodni objekty se chovaji podobné
jako ty obrdzky, které jsme si kreslili prvni hodinu, totiz Ze maji casto nekonecny obvod
nebo povrch, ale konecnou plochu respektive objem. Na samém konci jsme si rekli, zZe
odborne se jim Fikd fraktaly a Ze je vymyslel jisty pan Mandelbrot. Tedy, abych se vyjadril
spravné, on je nevymyslel, fraktalni principy existovaly samoziejmé davno pred nim, ale
on byl prvni, kdo je zacal brat vazné a zacal je vedecky zkoumat. Propojil matematické
fraktaly, o nichz se doposud hovorilo jako o ,, matematickych monstrech*”, a problematiku
méreni prirodnich objektu a diky tomu formuloval metody, diky nimz dokdzeme takova
,,monstra zkrotit* a zaroven pomoci nich mizeme matematicky modelovat prirodni tvary.
Mandelbrot mel docela zajimavy Zivot. Pochdzel z rodiny litevskych Zidu, narodil se ale
v Polsku, odtamtud se s rodici prestechoval do Francie, ve které preZil druhou svétovou
valku, pak tam vystudoval, poté krdtce Zil ve Svycarsku a nakonec se prestéhoval do USA,
kde dosahl nejvétsich uspéchu a ziistal tam az do konce zivota. Pristi hodinu si o nem

‘

pustime dokument, kde bude mluvit o tom, co ho k jeho objeviim privedlo.
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(Podle ¢asovych moznosti podam kratky vyklad o Mandelbrotove zivoté, viz kapitola

2.1.2.1)

,, Vezmete si ted prosim sesity a nadiktujeme si nejjednodussi fraktalni objekty, které
v matematice mame, néktere z nich uz zname, takze si je jenom pojmenujeme. Nejdiive vam
musim ale vysvetlit par pojmii.

Prvnim z nich je 'sobépodobnost’. To znamena, vlastnost néjakého objektu, zZe jeho
cast ma stejny tvar jako cely objekt, pouze v jiném méritku. To je také zakladni viastnost,
kterou u fraktdlii pozorujeme.

Dale pak mame pojem ,,sobépribuznost”. Na rozdil od sobépodobnosti, Ccdast
sobépribuzného objektu je celku pouze néjakym zpusobem podobnda, neni jeho presnou
kopit jako tomu je u sobépodobnych objektii.

Posledni pojem je 'iterace'. Iterace, to jsou ty jednotlivé kroky pri tvoreni fraktalii.
Napriklad, kdyz jsme kreslili prvni hodinu ten ctverec, na zacatku jsme méli obycejny
Ctverec. Prvni iteraci pak dostaneme, kdyz pridame prvni fadu mensich ctvercii. Druhou

iteraci kdyz pridame dalsi fadu a tak dale. Napiste si za prvé.: Cantorova mnozina “

Postupné proberu tyto fraktaly: Cantorova mnozina, Kochova vlocka, Sierpinského
trojuhelnik a koberec, Mengerova houba, Juliovy mnoziny, Mandelbrotova mnozina.
U kazdého udam rok a védce, ktery ho nadefinoval a vysvétlim strucné princip vzniku (viz
kapitola 2.4.1). U vSech promitnu obrazek nebo applet v GeoGebie. U Mandelbrotovy
mnoziny pustim video z Youtube s jejim mnohonasobnym zvétSovanim.

., Tohle jsou tedy nejznaméjsi matematické fraktaly, ale samoziejmé jich existuje
mnohem vic a od kazdého lez udélat nespocet modifikaci. Ted kdyz tohle vSechno zndte,
zadam vam znova stejny ukol, jako prvni hodinu, zase nakreslete fraktal, ted’ ale vite, jaké

«

vSechny moznosti mate, tak zkuste prijit s nécim originalnim.

Vystupy:
Znalost jednotlivych matematickych fraktalti. Propojeni teorie s tvodnimi hodinami.

Oproti prvi hodin€ posun v kreativité pii plnéni domaciho tikolu.
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3.2.4 4. hodina Fraktaly v praxi a v ptirodé
Ilustrovat presahy matematiky do skutecného svéta a tim motivovat zaky k jejimu

studiu a samostatné praci.

Pomiicky:

Promitaci zafizeni, reproduktory
Formy:
Kolektivni prace s asistenci ucitele, Sledovani videozaznamu

Charakteristika:

., Nejdriv mi prosim seberte domaci ukoly, vSichni si je prosim podepiste, ja si je
prohlédnu a ty nejzdarilejsi dostanou malou jednicku/plus (Cokoli, co pedagog v konkrétni
tfidé pouziva jako motivacni prostfedek.).

,, Pamatujete si na toho pana, o kterém jsem vam minule povidal? Pamatuje si nékdo
jak se jmenoval a ¢im je vyznamny? Byl to pan Mandelbrot a vymyslel nové odvétvi
geometrie. Pamatujete si, o co tam slo? *

(Prostor pro odpovédi zaki)

., 1a jeho geometrie se zabyvd takzvanymi fraktaly, to jsou ty obrdzky, jak jsme si je
kreslili prvni hodinu, co maji nekonecny obvod a at je zvetsujete jak chcete, tak porad
vypadaji stejné. Ukdzali jsme si, Ze takovym fraktalem je napriklad i pobrezi ostrova.
Viera jsem vam ukazal, jaké fraktaly jsou v matematice nejstarsi a nejjednodussi. Pustim
vam ted’ par ukazek z jednoho dokumentarniho filmu, ktery je o fraktalech natocen.
Nejdrive uslysime mluvit samotného Mandelbrota o tom, jaky mél vztah k matematice a jak
k popsani fraktalu dospél.

Pustim ukazku z filmu ,,Fraktdly — Hon na skrytou dimenzi®, ktery je k dispozici na
YouTube (Cas: 5:47-18:44), kde sam Mandelbrot, ale i dalsi védci, hovoii o problémech,

které ho k objeveni fraktalni geometrie vedly.

., Zajimavé je, ze Mandelbrotovi se spis libila graficka stranka matematiky, za coz ho

jeho ucitelé, ale i spolupracovnici casto kritizovali nebo prehlizeli.

(Prostor pro diskusi)
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., Dal pustim par ukazek o riznych pouziti fraktalii v praktickém zZivote.
Podle ¢asovych moznosti pustim uryvky z dokumentu ,,Fraktaly — Hon na skrytou

dimenzi*“. Kazdou ukazku nejdiive okomenutji, aby Zaci pfedem tusili, o co se bude jednat.
Pocitacova grafika (krajiny) — Cas: 2:10-5:45
Fraktalni antény — Cas: 30:42-34:10
Pocitacové animace (Star Wars) — as: 26:25-28:10

., Kdybyste méli chut, miizete si ten film pustit sami na Youtube, snadno ho tam
najdete. Trva skoro hodinu a je tam toho mnohem vic, nez jsme si tady stihli pustit.
Nakonec si tady spolu ukdazeme, jak se fraktaly daji pouzit v hudbé a budete ji tvorit vy
sami. Ja si tady oteviu takovy program, ktery umi psdt noty a umi ndm je pak zahrdat.
Vybereme si tady obsazeni nastroju, jako ma smyccovy orchestr, to znamend dvoje housle,
violy, violoncella a kontrabasy. A ted’ budeme potrebovat vybrat ctyri tony. Vite kolik je
tonu? Je jich dvanact, ale pro zacatek budeme vybirat jenom z jedné stupnice,
nejjednodussi je C Dur, to znamend tény Cé, Dé, E, Ef. Gé, A, H. Potiebujeme ted vybrat
Ctyri a zaleZi nam i na poradi.

Postupné vyvolam cCtyfi zéky, z nichz kazdy tekne jeden z tond, které postupné
napiSu na tabuli. (Napi' F, H, E D)

I3

., A ted’ si vzpomenme, co bylo hlavnim principem u téch fraktalnich obrazku.

(Prostor pro odpovédi zaki)

,Slo tam o to, Ze i kdyz jsme je zvétsovali, tak vypadaly porad stejné. Treba jsme
meéli velky trojuhelnik, k nemu prilepené mensi trojuhelniky, na nich jesté mensi a tak ddle.
Ale v hudbé nemdame trojuhelniky, mame jen tony. Tak co kdybychom zkusili dat do jednoho
nastroje tyhle ctyri tony jako dlouhé noty, do dalsiho je zkratit na polovinu, do tretiho na
Ctvrtinu a tak dal? Jakou znate nejdelsi notu? *

(Prostor pro odpovédi zaki)

., Nejdelsi je cela nota, ta trva ctyri doby. TakzZe tyhle nase ctyri tony napisu v celych
notdach do kontrabasii a nékolikrat to zkopiruji za sebe. Kdyz rozdelime celou notu na
polovinu, co ziskame? Ano spravné, piilovou, proto se tak jmenuje. Takze ty samé tony
napisu pro violoncella v piilovych a zase je zkopiruji. Akorat to udélam tak, aby zacinaly

o ¢tyri taky pozdeji, abychom slyseli, jak se pripojuji. Dal pro violy to budou ctvrtové, zase
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zkopiruji. Do druhych housli osminové a v prvnich houslich Sestnactinové. Vidycky je od
sebe posunu o ctyri takty, at’ hezky slysime, jak se ten zvuk postupné zahustuje. Na konec
napisu jesté jeden akord, aby to bylo hezky ukoncené, tim vds nebudu zatézovat, jak jsem
na néj prisel. Tak a ted’ si to pustime, ne?*

Postup mlizu opakovat s jinymi tonovymi motivy, nechdm zaky samotné urcovat
potadi nastroji atd. Na zavér tohoto tématu pohovoiim o hudebnim stylu minimalismu

.....

opravdovych skladatelti (Philip Glass, Steve Reich, Petr Wajsar, viz kapitola 2.4.3.2)
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3.3 Vyhodnoceni realizace scénaiti ve vyuce

3.3.1 Piepisy rozhovort s komentafem

Téma fraktali si pfimo fika o to, aby bylo pojato interaktivné, s velkym prostorem
pro diskuzi a tvotfivou ¢innost. To je ale mozné jen v ptipadé, kdy je na tento styl prace
tiida zvykla a ucitel ma dostatek ¢asu se danym tématem zabyvat. Ja jsem ale byl v situaci
piesné opacné — pied touto konkrétni tfidou jsem stal poprvé, takze vzajemné zvyknuti si
n¢jakou chvili probihalo, a byl jsem omezen prostorem Ctyf vyucCovacich hodin, béhem
kterych jsem musel stihnout probrat vSechnu pfipravenou latku. Navic, pokud ucitel uci
v dané tfid¢ jiz né¢jakou dobu, zéci jsou zvykli na jeho projev a na jeho formulace. Mize se
tudiz vyjadrit 1 celkem neptesné a zaci piesto pochopi, co mel na mysli. J& jsem tuto
vyhodu nemél, proto jsem zvolil pfistup, kdy jsem mluvil pfedev§im ja, snazil jsem se
pojmy vicekrat opakovat a formulovat je vice zptsoby. Prostor pro diskuzi jsem pak daval

jen v klicovych okamzicich, které jsem nasledné piepsal z audiozaznamu.

Jsem si védom, Ze nasledujici ptepisy mohou plisobit zdlouhavé a Ze by se na prvni
komentait a hlavné také s ohledem na vyssi komfort a piehlednost pfi ¢teni (Ctenaf nemusi
listovat tam a zpét mezi komentafi a prepisy) ale zamérné volim umisténi piepisi pfimo
v textu prace.

V nésledujicim popisu pribehu vyuky pouzivam soub&zn¢ strategii komentare situaci
i s ptihlédnutim k tomu, ze jsem dosud ve studiu nem¢l pfedmét Didaktika matematiky.
Komentare obsahuji pozndmky vzhledem k probihajici situaci, vzhledem k dil¢im cilim,
dale analyzu rozhovoru ve vztahu k jeho matematické podstaté, didaktické poznamky,
ptipadné reflexi.

Vysvétlivky: U — ja v roli ugitele, Z — 7ak, T — tiida (odpovidalo stejné vice zaki zaroveit), K —

komentaf (tuéné oznaceni je voleno proto, aby byla na prvni pohled odliSena situace ve tfid¢ a jeji hodnoceni)

3.3.1.1 1. hodina

Zacali jsme s kreslenim kvadratické Kochovy vlocky do ¢tvercové sité. Po prvni
iteraci jsem vyzval jednoho Zaka, aby na tabuli rozdé&lil strany menSich Ctvercl na tfetiny.
To pro néj nebyl problém, ale rozdélil i stranu, kterou mensi Ctverec pfiléha k vétSimu.

Jesté si evidentné neuvédomoval, Ze tvofime spojity obrazec (pro usporu ¢asu jsem na

63



tabuli plochy ¢tverct nevybarvoval). To jsem vzapéti uptesnil. VétSina tiidy byla schopna
odhadnout, ze mizeme piidat dalsi sadu Ctverct, jeden ze 74kl se ale otazal

7: ., Ven nebo dovniti? “

K: To mize svédcit jednak o jeho nepozornosti, kdyz jsem fikal, Ze tvofime souvisly
obrazec, ale také o jeho kreativnim mysleni, Ze se snazi prozkoumavat v§echny moZznosti.

Na néapadné poloZenou otazku

U: ,,4 co bychom s tim mohli udélat ted’?

jsem dostal hromadnou odpovéd

T: ,, Pridat dalsi mensi ctverecky.

K: Upozornil jsem, Ze uzZ to ve ¢tvereCkové siti nebude vychéazet podle linek a ze
budou muset tfetiny odhadnout, podle odevzdanych praci to pro né ale nebyl problém.

Dal jsem se ptal

U: ,, Mohli bychom pokracovat jesteé dal?

T: ,, Ano.“

U: ,,4 zastavi se to pridavani nékdy? *

T:, Ne.“

K: Princip nekonecného zmensovani a piidavani tedy pochopili ihned.

7 Ctverce.ggb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda

A L I ° a=2
ll_/_/‘.,_}"_@_ JIE=C NN = N
T~ s |

HRAMNICE

Obrazek 34
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Pro ilustraci jsem promitl na televizi nad tabuli ten samy fraktal v Geogebite, kde
jsem si ho pfipravil az do paté iterace s moznosti ménit jejich pocet. Poté jsme piikrocili
k tvoteni tabulky (viz kapitola 3.2.1) a pocitani obsahu a obvodu nakreslené¢ho obrazce.

K: Zminka o pocitani vzbudila ve tfidé mirnou nelibost, coz se da u dané vékové
kategorie ocekavat. Odpovédél jsem tedy na to tim, ze se jedna jen o ,,jednoduché pocitani
na prstech® a zZe stale jde hlavn¢ o vizualni stranku.

Nakreslil jsem na tabuli tabulku, nadepsal jednotlivé sloupce a vyzval dobrovolnika,
aby vyplnil prvni sloupec.

U: ,, Kolik jsme meli na zacatku ctvercu? “

Z: , Jeden.

U: ,,4no, spravné. V druhém kroku jsme jich meli kolik? “

Z:, Dva.

U:,,Dva?*

Z:, Ne, ctyii.

U: ,, Kolik? Ctyii? To sice ano, ale celkem jich bylo?

7:, Pét.“

U: ,,4Ano, ale napis to jako jedna plus ctyri, at' vidime, jak jsme je postupné pridavali.
V dalsim radku tedy budeme mit jeden ctverec plus ctyri mensi plus? *

7:, Devét krat ¢tyri... Ne...

T: ,,Dvanact. “

U: ,,Ano, dvanact. V nasledujicim radku tedy jedna plus ctyri plus dvandact plus?

T: ,, TFicet Sest. *

7:, TFicet Sest.

U: ,,4 kdyz si ted predstavime, Ze mame na vsech jeste dalsi radu mensich
ctvereCku? “

Z:,No..*~

T: (smich)

U: ,, To uz se Spatné pocita, radsi si predstav, Ze na kazdy z téch triceti Sesti pridame

t7i mensi ctverecky, kolik to je?
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Z:,,Sto osm.

U: ,,Ano, dekuju, posad’ se. A kdyz si predstavime, Ze jdeme dal, tak v dalsim kroku
bychom pridali kolik?

T: ,, T7i sta dvacet ctyri. *

U: ,,4no, takze ¢im jdeme dal, tim pridavame vétsi pocet, tudiz logicky pocet téch
Ctvereckil poroste az do nekonecna. Pojdte mi prosim nékdo dalsi napsat obvod. My si

¢

rekneme, Ze ten ctverec ma stranu dlouhou..."
T: ,, Devét (Stveredkil)... Ctyii a piil (centimetru)...
U: ,, Ano, to sice ano, ale my mame v matematice tu skvélou moznost, Ze miZeme Fict,
Ze néco je uplné jinak, nez je to na papire. Takze abychom nepocitali se zbytecné velkymi
cisly, tak si miZeme rict, Ze strana toho ctverce neni devet, ale je (rovna) jedna (jednotka).

¢

Takze obvod toho prvniho ctverce bude ctyri. A v dalsim kroku je délka strany ctverce...*

7: . Jedna tietina.

U: ,,Ano a za kazdy ctverec viastné jednu tretinu (jednotky) z celkového obvodu
ubereme, ale tri tretiny (jednotky) k nému pridame. Tedy pridame dvé tretiny za kazZdy
z téch ctyrech ctvercii. Celkem tedy? *

Z:, Osm tietin. “

U: ,,A4no, takze v druhém radku bude obvod ctyri plus osm tietin. Na dalsi radek to

zas opiseme, ale tentokrat jsme pridali dvanact ctvercii, ale strana kazdého z nich byla
(dlouhd)? “

7: TFetina a z toho tietina...

U: ,,Ano, tretina tretiny, tedy...”

7: ..Devitina.“

U: ,,Ano a za kazdy jsme jednu ubrali, ale tri pridali. Bylo jich dvandct, takze

I3

dvakrat dvanact devitin, to je dvacet ctyri devitin. *

(...)

K: Stejnym zpiisobem jsme spolecné vyplnili celou tabulku, vzdy tak, Ze jsme
nechali soucty rozepsané, abychom vidéli, kolik jsme v jednotlivych iteracich ptidavali.
Schvalné jsem uvedené soucty neséital, protoze by vedly na zlomky s velkymi ¢isly, coz

vétSinou zaktm zakladni Skoly nahédni hrizu. Proto (ale 1 z asovych diivodil) jsem usoudil,
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ze bude jednodussi interpretovat, o kolik se dané veliCiny méni, nez jak se méni. Z prib&hu
dalSiho popisu je zjevné, Ze prace s tabulkou a odhalenim zavislosti jim ned¢lala problémy.
U: ,, Rekli jsme si, Ze pocet ctvereckii, kdy: pijdeme do nekonecna, zastavi se
nekdy?
T:, Ne.”

U: ,,Spravne, porad to poroste, stdale jich bude vic a vic. A co obvod, zastavi se
nekdy?
T:, Ne!*

U: ,, A dokazete Fict proc ne? “

Z1: ,, Tam jakoby nebude nikdy uplna nula, takze i kdyby tam byla, ja nevim nula, nic

miliarda, tak... "
U: ,,4 jak to vis, Ze tam nikdy nebude nula?

72: ., Protoze se vidycky jakoby odecte ten obvod toho vnitiniho a pFicte se (...)
vyplni se... (nesrozumitelna nahravka)*

K: Zde je vidét, Ze oba zaci chipou, co se v obrazku déje, ale chybi jim bud
terminologie, nebo formulacni schopnosti ke srozumitelnému popisu situace. S touto
skutecnosti se v néasledujicich hodinach lze setkat jeste¢ n¢kolikrat, mlize to byt zplisobeno
také tim, ze Zzaci nejsou zvykli Casto v hodinach diskutovat, a proto té¢zko hledaji slova,
kdyz jsou najednou tazani. NejspiSe diky vSeobecné neoblibenosti zlomki a ménicim se
¢islim nebyli Zzaci schopni odhalit fakt, Ze se pfidavané zlomky nezmensuji, ale Zze se
pricita stale stejné Cislo. Z ¢asovych diivodil jsem je na zplisob feSeni navedl, po tom uz
reagovali automaticky.

U: ,,No uplné jednoduchy dukaz, podle kterého vime, ze se obvod nikdy nezastavi,
spociva ve velice 'narocné' technice, které se vika krdaceni zlomkui. *

T: ,,Jé! No jo. To je prece jasny!

U: ,, Podivejte, poprvé jsme pridali osm tretin, po druhé jsme pridali dvacet ctyri
devitin. A kolik je dvacet ctyri devitin? “

Z: ,,Osm tretin. "

3

T: ,,Aha, no jo."
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U: ,,Ano, osm tretin, pokud to zkratime tremi. Kdyz se podivame dal, kolik je

sedmdesat...
T: ,, Osm tretin, osm tretin!

U: ,,4no, a takhle bychom mohli zkratit vsechny zlomky. TakzZe vidime, Ze pokazdé
pridavame stejné cislo, ani se to nezmensuje, takze proto se bude obvod stdle zvétsovat. Ale

co obsah? Myslite, Ze ten taky poroste do nekonecna?

¢

7., Tak asi ne, kdyz se tak ptdte.*
T: ,,Jo. To jo.*

I3

U: ,,Ja se muzu ptat na cokoli, ale...*

T: (mumlani)

K: Klasicka strategie ,,Kdyby to tak nebylo, tak byste se na to neptal”, forma
poznamky odpovida véku. Princip konvergujiciho souctu nekonec¢né fady na prvni pokus
neodvodili, pfi¢inu toho vsak nelze jednoznacné urcit. Pokusil jsem se je tedy 1épe navést.

U: ,, Ten se prave zastavi. Kolik jsou ctyri devitiny, kdyz to dam na desetinné cislo?

7:,,Nula celd, ¢tyFi ¢tyFi ¢tyri...

U: |, Tak, nula cela, ctyri periodickych. (napsal jsem na tabuli) Kolik je dvandct
jedenaosmdesatin? *

7: ., Nula celd, jedna ctyii osm periodickych. *

U: ,, Takze jsme podruhé pridali mensi cislo. Takhle bychom pridavali porad min
amin, az bychom zjistili Ze pro obsah mame néjakou horni hranici, pres kterou se
nedostaneme. UkdzZeme si to na obrazku. (Oteviel jsem znovu GeoGebru) 4 jd si tady
muzu zapnout zobrazeni hranice (Ctverec, ktery se stiedy stran dotyka vrcholi piivodniho
ctverce), to je takovyhle ctverec kolem dokola a ted’ zacnu postupné pridavat. A myslite, Ze

ty malé ctverecky nékdy prelezou pres tuhle hranici? “

T:, Ne.“

U: ,,Ano, nepreleze. I kdyz to zvetsim takhle do detailu, podivejte... A takze si
shriime, k cemu jsme vlastné dosli: mame obrazek, ktery kdybyste chtéli nakreslit dokola,

tak ho nenakreslite, protoze jeho obvod je nekonecné dlouhy a nemuzZeme prece nakreslit

nekonecné dlouhou caru. Ale mame plochu, ktera je omezend, neni to trochu paradox?
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Kdyz mate napriklad kruznici, ma konecny obvod a (ohranicuje) konecnou plochu a oboji
miizeme piesné zmérit nebo spocitat. Ale tady ne.

K: Rekapitulaci sice mohli provést sami Z4ci, nejsem si vSak jist, zda strukturované
tak, aby mohli dal reagovat. Proto jsem ji zformuloval sdm. B¢hem toho par zakh
ptikyvovalo, ale zbytek tfidy byl potichu zfejmé proto, ze porovnavali svou vnitini fe¢
s tim, co slySeli ode mé¢. Doufal jsem, ze je timto paradoxem ohromim, ale bud’ jim
piipadal natolik logicky a pochopitelny, Ze jim nestal za fe€, nebo ho nepochopili
a nechtéli to dat najevo.

Dale jsme stejnym zplisobem iterovali rovnostranny trojuhelnik. Béhem toho, co

byla jedna zakyné u tabule a kreslila druhou iteraci, jina se zeptala.

7: ,, Ale na nich uz nebudem délat maly, ne?

U: ,, Miizeme, pro¢ bychom nemohli? *

7:, A jako vSude? Ja jsem myslela...*

K: Zakyné nedokéazala zobecnit zavedeny princip pfidavani a s uzitim analogie
aplikovat i na trojuhelniky. To je mozné i proto, ze se s trojuhelnikovou siti setkala poprvé.

Vytvorili jsme také stejnym zplsobem tabulku (viz kapitola 3.2.1) s vlastnostmi

obrazce.

< Trojuhelnik.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Mastaveni MNastroje Okno Napovéda

DRENNoERANEEENE

-

n=4§

Obrazek 35
U: ,, V klidu si to domalujte, ja tady mezitim nacrtnu tabulku. (...) Kdo uz ma hotovo,

podivejte se tady na obrazovku, ja to tady zase promitnu. (...) Na zacatku mame jeden

trojuhelnik. Pak pridame mensi, pak zase mensi a mensi. *
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T (vykiiky): ,, To je husty. Jé, to je viocka. O, jé.*

K: Vizualni stranka oc¢ividné zafungovala mnohem Iépe nez u ctverct. To proto, ze
prvni, protoze pokud se obtiZnost stupiiuje, mize zak ziskat pocit frustrace. Pokud naopak
obtiznost uloh postupné snizujeme, zak ziskava pocit, Ze do problematiky pronika, Ze se
zlepsuje. Z ¢asovych diivoda jsme posledni sloupec nevyplnili, bylo by to zbyte¢né, jelikoz
bychom travili ¢as psanim néceho, co uz bylo zdkim davno jasné. Mohli jsme si totiz
dovolit prvni zobecnéni. Takovyto obrazec bude mit stejné vlastnosti jako fraktal slozeny
ze Ctverclt v pfedchozi uloze — nekonecny obvod, ale kone¢ny obsah — coZz pochopili

a dovedli i formulovat.

Na konci hodiny jsem zadal domaci ukol, aby zkusili nakreslit do stejné sité podobny
obrazec, ale s tim, Ze se bude vykreslovat smé€rem dovnitf (jako Sierpinského trojuhelnik),
nebo at’ zkusi iterovat n¢jaky vlastni tvar (pro inspiraci jsem v Geogebie promitl fraktal
vznikly spojovanim kruhit).

[} Kruhy.ggk

Soubor Upravy Zobrazit Mastaveni Nastroje Okno Napovéda

R A PO O £ Njeec] ][4

|

-

fC~

Obrazek 36
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3.3.1.2 2. hodina — pulena tfida
A) 1. skupina

Na zac¢atku hodiny jsem nechal vybrat domaci ukoly z ptedeslé hodiny (jejich scany

a analyza viz kapitola 3.3.2.1) a po té jsem na tabuli narysoval kruznici a zeptal se

U: ,, Tady mame kruznici a ted’ si predstavme, Ze jsme treba stavitelé a potrebujeme
vedet, jak je ta kruznice dlouhd, kolik méri kolem dokola. Napada nékoho zpiisob, jak to
zjistit? “

Z: ., Zmérili polomér a vypocitali (obvod).

U: ,,No a podle c¢eho vypocitali? “

K: Asi by byla lepsi formulace ,,Jak byste to vypocitali?/Jak jste na to prisli?

Z: ,,(Podle) vzorecku.

U: ,,No ale kde se vzal ten vzorecek? “

7: ., No nevim. “

U: ,, Predstavme si, Ze jsme treba v praveku, Ze jsme neandrtadlci a chceme mit hezké
ohniste a nezname zZadné dvé pi er, nevime, co to je pi. Jak to zmérime?

7., Tak by se daly udélat jako takovy... Ze by se to bralo jako Ze to je... (gestikuluje
smérem k tabuli) “

K: Z gestiky usuzuji, ze se jednalo o neschopnost vybavit si potiebna slova, jez jsou
uloZena v pasivni slovni zasob¢.

U: ,,No pojd’ k tabuli to ukdzat.

Z:,,No jd bych to nerysovala, ale jako Ze by se ta kruznice...*

K: Je motivovana k feSeni, ale zdroven se ji nechce vystupovat z kolektivu pted
tabuli.

U: ,,Jen pojd’ k tabuli a predved’ mi, jak bys to udelala.

Z: ,,No ze by se to takhle 'zahranatilo' (kresli na tabuli), tady by se to spojilo, pak
zmerilo a vypocitalo.

K: Chybi ji ve slovni zdsobé odpovidajici termin, proto vymysli vlastni.

U: ,, Takze bys do toho jakoby vepsala n-uhelnik.
Z:,No.."
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U: ,, Tak tady vydrz, udélame to tak spolu. *
T: (smich)
U: ,, Nejdriv si ale udélame jednu véc a to, Ze si zmerime polomer... Tak polomer je

tricet centimetru. A tady mas kruZitko a zkus to s nim zmérit. Nezapomen si pocitat, kolik

dokola udelas kroku. *

7: (mé&f) ,, Devét (kroki).

U: ,,Dékuju. A abychom v tom méli prehled, tak si na to udélame tabulku (viz
kapitola 3.2.2.1). V prvni sloupci bude cislo méreni, v druhém sloupci délka kroku, v tomto
pripade to bylo néjakych dvacet a piil centimetru, ve tretim pocet krokii, v tomto pripade
devet, a na konec obvod kruznice. Ten spocitame tedy jak?

T: ,,Devet krat dvacet a piil.

U: ,, Ano, devét krat dvacet a pul, coz je? *

T: ,,Sto osmdesat ctyri a pil.

U: ,,Ano a tady na konci udélam jeste jeden sloupec, ve kterém bude zdahadné cislo
X', zatim nevime, co to je. Vime, Ze primér té kruznice je Sedesat centimetrii. Spocitejte mi
nekdo na kalkulacce ten nas vypocitany obvod déleno priimerem. *

7., TFi celé nula sedmdesdt pét. *

U: ,,Dékuju, ja to tady napisu do sloupecku pro cislo x'. Kdo se hlasi dalsi na
méreni?

Timto zplsobem jsme provedli celkem ctyfi méfeni s délkou kroku postupné:
20,5 cm, 11 cm, 38 cm a 8 cm. Technicky s tim nebyl problém, pouze v jednom piipadée se
zak piepocital o jeden krok, na coz ho upozornila pani profesorka sedici v posledni lavici
a v dal$im si zakyné¢ omylem v prubéhu méteni zvétsila délku kroku o jeden centimetr,
proto jsme méieni zopakovali.

K: V souvislosti s fyzickymi zménami v tomto vé€ku neni bezproblémova manipulace
s kruzitkem zadnou samoziejmosti, vétSina zakl sice byla schopna pfi manipulaci
s kruzitkem nezménit délku kroku, ale veskerou svou pozornost vénovali manualni strance
véci a nebyli pii tom schopni pocitat pocet krokl. Provadét takovéto méfeni na pocitaci,
napiiklad v GeoGebie, by podle mé nebylo $tastnym napadem, protoZe i pro uZivatele

zb&hlého v praci s timto programem by tato tloha byla pomérné pracna. Vyhodou by jisté
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byla ptfesnost méfeni, nicméné jsem radéji uptednostnil ndzornost a moznost zakl si
meéfeni ,,0sahat™.

U: ,,Na zacatku jste rikali, Ze byste délku kruznice néjak vypocitali, kolik by to tedy
bylo, kdyz pripustime, Ze ten vzorecek zname? *

T: ,,Sto osmdesat osm celd, ¢tyri sta devadesat sSest. “ (pouzili kalkulacku)

U: ,, Takze to je podle vzorecku, napisu to do posledniho radku. Tipne si nekdo, jakou
bychom museli mit délku kroku, abychom dostali presné tenhle vysledek? Nikdo? Jak

velkou bych musel mit vzdalenost v kruzitku, aby ta c¢ara nebyla hranata, ale kulata? “

3

Z:,,Co nejmin. ¢

U: ,,A4 kolik je 'co nejmin'?(...)Je to takhle: (délka kroku) témer nula, (pocet krokii)
nekonecno. Musel bych udélat co nejvice krokii co nejkratsi, skoro nulové délky, abych
kruznici presné zméril.

7 Vzdyt byste ale nikam nedosel. *

U: ,, To ne, v tom je prave ten paradox. Kruznice je totiz podle definice uplné hladka,
ale my ji nemame jak zmerit. My se ji miizeme pokusit néjak priblizit, ale pouze pokud
bychom dokazali delat kroky témer nulové délky a méli bychom na to libovolné casu,

abychom jich stihli udélat nekonecné mnoho, tak az pak bychom kruznici presné zmérili. *

(..)

K: Zaci nereagovali, nikdo z nich neprojevoval viditelny nesouhlas, ale ani souhlas.

Zkusil jsem jim tedy pomoci jinou formulaci.
U: Kolik je cislo pi, které jsme pouzili v tom vzorci?*
T: ,, T7i celé ctrnact patnact...

U: ,,Ja to tady napisu do posledniho policka tabulky a vsimnéte si. Co se déje s tim
namerenym obvodem? Jak zkracujeme délku kroku, stile se obvod priblizuje k té
vypocitané hodnoté a to samé se déje s tim Cislem 'x', to se zase blizi k pi. Ale at’ bychom
zkracovali sebevic, nikdy se pres to nedostaneme, je to horni hranice. A tohle je tedy jeden
ze zpiisobii, kde se vezme cislo pi. Nekdo musel nejdriv provést takovéto méreni, ale velice
presné a ziskal tim hodnotu, kterou vy uz pak mate ulozenou v kalkulackdach a mizete s ni

pocitat pouhym stisknutim tlacitka.
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K: Jsem si védom toho, Ze doSlo ke zjednoduSeni situace, ale nikdo
neptfipominkoval, Ze nezname cely neperiodicky nekonecny desetinny rozvoj ¢isla Pi, a ze
se v kalkulacce pracuje pouze s urcitym zaokrouhlenim jeho hodnoty, tedy s raciondlnim
Cislem. Tento rozpor by stalo za to rozebrat v dalsi diskusi mimo ramec téchto scénaiti, ja
jsem se ale zdmérné dopustil nepfesnosti, aby se mij vyklad ptili§ nevétvil a nebyl pro
zéky diky tomu neptfehlednym. Stale nikdo nevykazoval znamky pochopeni, pokracoval
jsem ale dal a doufal, Ze se jim vSe spoji, az ukdzu odlisnost v tomto ohledu u ptirodnich

(a tedy i fraktalnich) tvarg.

U: Ted’ si zkusime ukazat, jak tohle vSechno souvisi s temi obrazky, co jsme si

malovali véera. Byl jste nékdo na dovolené nékde u more na néjakém ostrove? “
Z: ,,Na Kanarech. “

U: ,, A jak se jmenoval ten ostrov? “

3

Z:,, Gran Canaria.’

U: ,,Dobre, tak ja ti tady zapnu pocita¢ a najdi si na internetu mapu toho ostrova.

(...) Mas? Tak nam ted’ tvar toho ostrova zkus néjak zhruba prekreslit na tabuli.

K: Bohuzel se nam nepodafilo zprovoznit promitani obrazovky pocitace na
velkoplosnou televizi nad tabuli, Zdkyné si ale poradila a zvladla naértnout tvar ostrova
pouze z obrazovky notebooku. Koncentrace tiidy klesla nicméné neopadl zdjem o déni na

tabuli.

¢

U: ,, 4 ted’ zkusime zméFit tento ostrov stejne, jako jsme zmérili kruznici. *

Provedli jsme tfi méteni s délkou kroku postupné: 17 cm, 10 cm a 5 cm.

kontrolovat, zda zaci vyznacuji kroky ve spravnych priisecicich s pobfezim ostrova.

U: |, Takze jsme si zmérili délku (pobrezi) ostrova a vidite, Ze nam vychazeji docela
riiznorodé vysledky. Ten zméreny obvod se se zménou délky kroku dost drasticky meéni.
A ted’ si zkuste vzpomenout na ty obrazky ze vcerejska (rychle jsem nacrtl kvadratickou
Kochovu vlocku). 4 véera jsme dosli k tomu, Ze takovyto obrazek ma nekonecny obvod.
Predstavte si, Ze bychom na néj aplikovali stejnou metodu méreni. Kdybychom si vzali do
kruzitka délku strany toho nejvetsiho ctverce, tak bychom namérili délku ctyri. Kdybychom

si vzali jeji tretinu, tak by nam délka rapidné vzrostla. A kdyby ten obrazek byl vymalovany
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do nejmensich detailii, tak by rostla porad, nehledé na to, jak malym krokem bychom
merili. Oproti tomu kruznice, u té jsme dnes zjistili, Ze mame horni hranici, pres kterou
nam nameérenda délka nepreleze. A co si myslite o tom ostrove, je podobnéjsi spis té kruznici

‘

nebo tomuhle obrazku.

v

Z1:,, Tomu obrazku.

¢

U: ,, 4 proc¢ myslis?
Z1: , Protoze kruznice je pravidelnd, prosté geometrickej iitvar, za to tohle je

3

proste... -

72: , Tak zdlezi na tom, jak se to protne s tim obrdzkem, protoze tady sice by to

mohlo bejt deset takhle, ale kdyz se to protne az tam, tak se to jakoby usekne a tam vlastné

taky...

U: ,, Tim myslis tedy podobnost mezi ostrovem a timhle obrazkem? “

72:,,No jo, protoze kdyz se bere tieba téch deset (jako délku kroku), tak se to protne

az tady a tohle cely se jakoby usekne a nepocitd se to. To samy tady.

K: Oba se snazi popisovat vzniklou situaci, kterou dobie chépou, ale nejsou zvykli

na formulaci vlastnich teorii a jejich prezentaci.

U: ,, Presné tak, kdyz mame kruznici, tak ta je krasné hladka. A i kdybychom ji treba
v pocitaci hodné zveétsili, tak je porad stejné hladka. Za to tady by se nam (pri zvétSovani)
objevovaly stale nové a nové ctverecky. A to samé by se stalo, kdybychom si tieba otevreli
Google Maps a meli bychom strasné presnou mapu a zvetsovali bychom si ostrov. Jak to
tady mame na tabuli, tak moc detailii nevidime. Kdybychom si to zvétsili tak, aby tenhle
poloostrov byl velky jako byl predtim cely ostrov, tak bychom najednou uvideli strasnou
spoustu detailii, které jsme v tom predchozim méritku vitbec nevideli. Pak si predstavte, Ze
treba jdete po plazi toho ostrova a chcete jit presné po pobrezi. Tak kdyz pred vami bude
balvan velky piil metru, tak ho musite obejit, to uz je zase délka navic. Ale to proto, ze
delate kroky dlouhé pul metru a ne deset kilometru, jako jsme délali pri méreni. Takze co
z toho plyne? Tady jsme méli nekonecny obvod, ma ostrov konecny obvod? Nemd, neni to

trochu divné? Vzdyt' v mapach se normalné udavaji délky pobrezi ostrovii... *

K: Zaci zacali pokyvovat, zacinalo jim byt uz jasné, k ¢emu jsem celou dobu mifil.
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U: Ja vam prozradim, Ze byl jeden pan, ktery se jmenoval Benoit Mandelbrot a ten se
zabyval téemito obrazky, které nazval fraktdly. Kdyz mate frakturu lebky, co s ni mate? Nebo
[frakturu kosti? Mate ji zlomenou, Ze jo. Latinsky 'fractus' totiz znamenda rozbity, rozlamany.
No aten pan vytvoril odvétvi, kterému se vika fraktalni geometrie, a i kdyz zacal
u takovychto jednoduchych obrazkii (¢tvercovych a trojuhelnikovych fraktald, které jsme
kreslili na prvni hodin€), tak zjistil, Ze stejné zakonitosti se vyskytuji pomérné casto
v prirode. Pravé jednim z prvnich problémui, na ktery narazil, byla nekonecna délka, ktera
mu vyhdzela, kdyz se pokousel zmérit ostrov' (délka pobiezi). A klicem k tomu vSemu je
viastnost které se rika sobépodobnost. To je viastnost toho obradzku, zZe i kdyz ho zvétsujete,
tak vypada porad stejné, ta stejna struktura se v nem porad opakuje. Kdyz vezmete tenhle
usek a tenhle usek, tak to vypada prece stejne, az na zvétseni.

K: Podobnost by m¢li Zaci znat z nizSich roc¢niki, z jejich reakci ale bylo patrné, ze
si danou situaci s podobnosti nepropojili.

U: ,,On objevil, zZe existuji takovéhle tvary, kteryma se béznd geometrie viibec
nezabyvala, védci jimi opovrhovali a Fikali, Ze jsou to nesmysly. Ale on zjistil, zZe to daleko
vic odpovida vécem okolo nas. Predstavte si strom, podivejte se treba z okna. Kdybychom
chteli zmerit deélku vetvi, nedosli bychom k néjakému podobnému problému? No ano,
a strom md stejnou vlastnost jako tenhle obrazek, kdyz si vezmete samotnou vétev, tak ta
prece sama vypada jako mensi strom. Takze k tomu jsme dneska chteli dojit, Ze vétsina
objektii v prirodé nelze pojmout nasimi metodami méreni, a to Ze v geometrii mame
kruznice a ctverce, tak to moc neodpovida svétu okolo nas. A tomu se rika fraktalni

geometrie a o tom si budeme povidat zitra a pozitri.

B) 2. skupina

Na zacatku hodiny jsem nechal vybrat domaci ukoly z ptedeslé hodiny (jejich scany
a analyza viz kapitola 3.3.2.1). Béhem sbirani ukoll se jedna zdkyné¢ ptihlésila.

Z: ., Jd jsem se chtéla zeptat, pro¢ jsme tohleto jako délali, co to jako dokazuje
nebo... My jsme stravili celou tu hodinu kreslenim néeceho, ale nevyslo pak najevo, co jsme

to vilastné dokazali. “
U: ,, Vcera jsme se s tim jenom seznamili a dneska na to navazeme. “

7: ,, Ale co to jako dokazuje?
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K: Oc¢ividné tivodni hodina pfitéhla jeji pozornost, ale nejasnosti ji zneklidnily. Proto
se snazi za kazdou cenu ziskat vysvétleni celé problematiky tady a ted’. Zakyné, ktera se
takto ptala, byla autorkou nejlep§iho domaciho ukolu, princip sobépodobnosti a iterace

tedy pochopila.

3

U: ,,No to se prave dozvite dneska. *

Pak jsem kratce zopakoval objekty z ptedchozi hodiny a zavéry o jejich vlastnostech

a pro inspiraci jsem v GeoGebie promitl fraktal vznikly iteraci pétiuhelniku.

7 Pétivhelnik.ggb
Soubor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

e A~ P OO L NJrec] 2] A

v-v _v,m\v|“

¥

Obrazek 37

Na zavér jsem dodal

U: ,A dnes na to navazeme a ukdzeme si, jak takovéhle obrazky souvisi jak
s normalni geometrii, kterou se ucite ve Skole, tak s prirodou a svétem okolo nas.(...) Ted
si prosim vezméte papir a kruzitko a narysujte si kruznici.(...) A ja bych po vas chtél,
abychom zjistili, kolik ta kruznice meri.

K: Jednotku méfeni jsem schvalné neurcil, abych je nenavadél na konkrétni metodu
méteni.

T: (bez odpovedi)

U: ,, Nebo abych to ekl presnéji, chceme to zmérit, ne vypocitat. *
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T: ,, Provazkem. Dat okolo provazek. “
K: Od pani profesorky jsem véd¢l, Ze to je zpusob, kterym s nimi jiz v tercii (tedy
ptiblizné pied rokem) odvozovala 7.

U: ,,To je sice dobry ndpad, ale na tabuli bychom ten provazek tézko lepili, jesté

néjaky jiny napad? Zkuste treba vyuzit kruzitko. *

7: ,,No ja bych to vzala, a kdyz tam mdam téch t¥icet, tak dam tFicet tady, ticet tady
a takhle dokola. *

U: ,,4no, to by Slo, ale musi tam byt zrovna tricet (polomér kruznice byl tficet

centimetrl), neni to jedno, kolik v tom kruZitku mas? *

v

Z: ,,No to neni.

U: , Jak to? “

3

7 ,,No musim prece védét, kolik tam mam.

U: ,, To sice jo, ale musi tam byt presné tricet, nemiize tam byt i jiné cislo?

K: Nejsou zvykli na proménlivou veli¢inu, dominantni zkuSenost s celymi ¢isly
vyvolava potiebu mit vSe popsano konkrétnim Cislem. Prace vice na urovni algebry jesté
neni usazena. Neni ani ziejmé, zda jsou zvykli experimentovat a pouzivat ,,pfibliZovaci
metodu.

Z:, Asijo.

U: ,, Tak to udélame v dalsim méreni. Ted si tam nech téch tricet a zmér to prosim.
(...) Tak dekuju, jeste nikam nechod, jesté si to zapiseme. Abychom v tom méli prehled, tak
si na to udeélame tabulku (viz kapitola 3.2.2.1). V prvnim sloupci bude cislo méreni,
v druhém sloupci délka kroku, ve tretim pocet krokii, v dalsim obvod kruznice a na konec si
dame takové zahadné cislo, u kterého si nakonec vysvétlime k cemu je. Spocitame ho jako
obvod déleno priimerem. Prumér je dvojndasobek poloméru, to je doufam vsem jasné.

¢

Délku kroku jsme méli teda tiicet, pocet krokii byl sest, obvod bude tim padem..."
Z: ,,Sto osmdesat.

U: ,,4 to posledni cislo? Obvod deleny priumérem, tedy sto osmdesat déleno
Sedesati? “

I3

Z:.,.Dva... Ne, viasiné ti.
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U: ,,4no, ale ted’ se podivejte, my jsme viastné nezmérili obvod té kruznice, my jsme
zjistili pouze délku téhle lomené cary.

T: ,,Je to mensi. Ma to mensi obvod nez ta kruznice. “

U: ,, To je pravda, tak abychom to zpresnili, co miizeme udelat?

T: ,, Tam to jako rozdélit. Zkratit to. “

U: ,, Ano, muzeme zkratit krok. Tak pojd’ k tabuli a zmer nam to kratsim krokem. *

Provedli jsme celkem ctyfi méteni s délkou kroku postupné: 30 cm, 17 cm, 12 cm
a6cm.

U: ,, A vy jste na zacatku rikali, Ze byste to néjak spocitali, tak jak spocitame délku
kruznice? Mame kruznici o priimeru Sedesat centimetru, jak zjistime jeji obvod? “

Z: ., Dvé pi er, to je sto osmdesat osm celé pet. “

U: ,, Priblizné ano. Ale kdybychom chteli tu kruznici zmérit uplné dokonale, kolik
bychom museli vzit do kruzitka? Ta cara se prece od té kruznice vzdycky trochu oddaluje,
takze to mereni je nepresnée... "

7: . Jeden milimetr... Teda co nejmensi viastne!

U: ,,No a jaké je nejmensi cislo které znas? No prece nula, ne? Ja ted’ napisu néco,
co vam moznd bude pripadat trochu zvlastni, ale vzapeéti si to vysvétlime. Abychom

I3

kruznici zmerili naprosto presné, museli bychom udélat nekonecno krokii o nulové délce.

K: Zaci se divali podeziivavé nebo nechapavé.

U: Podivejte, i kdybychom méli uplné presné mérici pristroje, tak i kdybychom si
vzali do kruzitka ten jeden milimetr a zvetsili bychom si to pod mikroskopem, stejné by se
ta kruznice trochu odchylovala od téch nasich car. Takze veskeré méreni kruznic a kulatych
objektit nebo krivek je vidy do urcité miry nepresné, vzdy tvorime jen néjakou reprezentaci
toho skutecného objektu. A jak jste si mohli v§imnout, to zahadné cislo 'x' které jsme
pocitali, vyslo vzdy néjak okolo hodnoty pi. To je totiz jeden ze zpiisobii, jak ho odvodit. To
Ze vy mate pi v kalkulacce, to vitbec neni samoziejmost. Nejditv musel nekdo provést
takovéto podobné meéreni, velice presné, a z néj pak vypocital hodnotu pi. Bohuzel, kvuli
nepresnosti tabule, kridy a pravitka, nam tyhle dva vysledky prelezly (vypocitanou)
hodnotu (obvodu), ale kdybychom meérili presnéji, stalo by se to, Ze ¢cim bychom méli kratsi

krok, tim vic by se hodnota toho obvodu bliZila té vypocitané hodnote, ale nikdy by ji
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nepresahla, to samé hodnota pi. A kdyz si vzpomeneme na ty obrazky ze viera, tam jsme
rekli, Ze maji obvod nekonecné dlouhy, kdyz bychom u nich zkracovali délku kroku, porad
bychom mérili nové ctverecky. Za to u kruznice ne, tam mame horni hranici, pres kterou se

pri méreni nedostaneme. Je vam jasny ten rozdil? “
T: (souhlasné ptikyvovani)
K: Limitni délku kruznice a hodnotu 7 na rozdil od prvni skupiny chapali Iépe.

U: ,, Poprosim nékoho z vas o smazani tabule a vas ostatnich se zeptam: byl nékdo
z vas na dovolené u more na néjakém ostrove? Ano? Kde jsi byla?

7: . Na Krété.

U: ,, Wwborne, tak pojd sem, ja ti tady pustim pocitac a nejdi prosim na internetu
mapu Kréty.(...) Ano, dékuju. Pojd’ tady k tabuli a zkus tu Krétu prekreslit tady na tabuli.
Néjak zhruba, schematicky, ale at’ je z toho poznat, Ze to je Kréta.(...) Dékuju. My ted's tou
Krétou udélame to samé, co jsme deélali s kruznici. Zmérime si jeji obvod tim, Ze ho

'obkrokujeme’ kruZitkem. “

Provedli jsme celkem tfi méfeni s délkou kroku postupné 25 cm, 15 cma 7 cm.

U: ,,Jeste naposledy pripomenu obrazky ze vierejska (rychle jsem nakreslil Kochovu
vlocku) a pred chvili jsme tady merili kruznici. ™

K: Nakreslil jsem ji na opa¢nou stranu tabule, uzil jsem metodu kontrastu.

U: ,,A z naseho méreni Kréty vidime, Ze s tim, jak zkracujeme krok, tak se ta délka
pobrezi méni dost vyrazne. U kruznice jsme si rekli, Zze pro obvod mame horni hranici,
kterou pri méreni nepresahnu, at’ si vezmu sebenepatrnéjsi krok. U téch vcierejsi obrazku
Jjsme si rekli, Ze mame nekonecny obvod, kdybych si vzal do kruzitka délku strany, tak
namerim obvod tri aty mensi trojuhelnicky v mereni uplné ignoruji. Kdybych si vzal
tretinu délky strany, uz zmeérim tyhle prvni vystupky, ale téch mensich si zase nevsimnu.
A takhle se zkracovanim kroku k nule by se nam objevovaly stile nové a nove detaily a
obvod by tak byl vilastné nekonecny. A co si myslite ta Kréta (ukazuji pobiezi)? Je Kréta

spis jako kruznice nebo spis jako tenhle obrazek? “
7: ., Jd bych rekla, Ze md nekonecnej obvod. *

U: ,, A proc?
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Z: ,, Protoze kdybychom to priblizovali a priblizovali, tak by tam byly pordd novy
a novy vybézky nebo tak néco. “

K: Celkem piesny popis situace, stejny pribéh jsme vidéli v ptedchozi hodiné
v GeoGebte. Naposledy mluvici zakyné tedy zvladla piechod k nekone¢nu bez problému.

U: ,, Presné tak. Vezméte si, ze jsme méli docela dost hrubou mapu z pocitace a jesté
Jjsme ji hodné na hrubo prekreslili na tabuli a stejné se nam ten obvod porad zvétSoval.
Kdybychom si tenhle poloostrov zvétsili, tak zjistime, Ze je sam slozity dost a dost a spoustu
tech detailu jsme pri tom predchozim méreni zanedbali. A kdybychom se postavili na plaz
a chtéli ten ostrov presné po jeho okraji obejit, tak kdyz mame v ceste pulmetrovy balvan,
tak ho musime obejit a ujdeme tak vétsi vzdalenost. Za to kdyz merime takovouhle mapu,
tak nas néjaky balvan viibec nezajima. TakzZe jsme zjistili, Ze ostrov, ktery je docela bézny
objekt na zemském povrchu, nema zZadnou méritelnou délku, neni to trochu divné?

K: O tomto zplisobu méteni mluvi Mandelbrot ve své knize Fraktaly: tvar, nahoda,
dimenze. Ve druhé kapitole nazvané ,, Kolik viastné méri pobrezi Bretané* pise: ,, Tak si
treba mizeme predstavit cloveka kracejiciho podél pobrezi takovym zpiisobem, aby se od
nej nevzdalil o vice, nez predepisuje nejaka vzdalenost n, a pritom se pohyboval po co
nejkratsi draze. Pak zacneme tuto maximalni vzdalenost c¢loveka od pobrezni linie stdle
vice zkracovat. Clovéka pak nahradime mysi, mouchou, atd.” Tato interpretace ale
vyzaduje chapat ostrov jako staticky model a neuvazovat pfiliv a odliv ¢i vliv eroze.
Zvidavy zak by toto mohl poznamenat, je tedy potfeba s takovymto ,,Stouranim* pfedem
pocitat a vysvétlit mu, pro¢ tento fakt zanedbavame, jaké by z né&j plynuly komplikace,
pfipadné toto téma rozvést v dalsi vyuce (napf. geometrické transformace — ,, Ma ostrov za
odlivu stejny tvar jako za prilivu, pouze zvétseny? ). Nebo miizeme smazat pochybnosti
naptiklad upfesnénim, Ze nas ostrov ma na pobiezi strma skaliska a pfiliv a odliv na jeho
tvar (v kratkodobé perspektiveé) nema vliv.

T: ,,Jo, to je.“

U: ,,4 tim se pravé dostavame k tomu, jak takovéhle obrazky souvisi s prirodou.
Tyhle obrazky se zacaly objevovat tésné pred rokem 1900 jako matematické hricky.
Matematici si prosté nadefinovali obrdzek tak, Ze se bude zmensovat do nekonecna
a zjistili, Ze ty vlastnosti jsou tak néjak mimo. Predstavte si, Ze jste na konci devatendactého

stoleti a nekdo vam rekne, Ze mate na papire nakreslenou kiivku, ktera je nekonecné
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dlouha. Jesté o sto let drive by ho za to updlili. Takze od toho zacali davat ruce pryc,
Fikalo se o tom Ze jsou to néjaka...

Z: ,Dadbel. *

U: ,, ...monstra nebo dabelské obrazky. Az okolo roku 1960 prisel pan jménem Benoit
Mandelbrot a zacal tyto obrazky zkoumat znovu a bez predsudkit a objevil, ze maji spoustu
spolecnych viastnosti pravé treba s ostrovy nebo se stromy. Podivejte se na strom.
Kdybyste chtéli zmérit dohromady délku jeho kmene a vsech veétvi, tak byste také mohli
mérit stale presnéji, az byste merili kazdou jehlicku zvlast' a stejné by se vam délka stale
zvétsovala. *

K: Uvédomuji si, Ze se jedna opét o urcité zjednoduseni...

U: On to pojmenoval fraktaly. Kdyz mate frakturu kosti, tak co s ni mate? *

3

T: ,, Zlomenou. *

U: ,,4no, 'fractus’ je latinsky rozbity nebo rozlamany a on tim chtél vystihnout fakt,
Ze ty tvary nemaji takové rozumné vlastnosti jako délka nebo povrch. Tim pak zpiisobil
viastné v geometrii velkou revoluci. To, Ze mame v geometrii kruznice, ty najdeme treba
v architekture, ale nereknou nam nic o prirode, ktera tu byla davno pred nami a funguje
mnohem lépe. Prisel taky na to, jak s takovymi tvary pocitat, jak je mérit a jak je
modelovat a o tom si budeme povidat zitra.

K (srovnani): Skupiny byly rozdélené podle vyuky jazyk. Prvni skupina byli
,,Sikovnéjsi* skupina rustiny, moje hodina ale ukazala spiSe opacny vysledek. Mozna proto,
ze latka v této hodin€ byla hlavné o pochopeni a ptedstavivosti, ale také, protoze po prvni

hoding jsem Iépe véd€l, jak se zaky pracovat a druhou hodinu jsem tedy vedl 1épe.

3.3.1.3 3. hodina

Podle scénafe z kapitoly 3.2.3 byla tato hodina z vétSiny pouze teoreticka
a obsahovala vyklad o jednotlivych druzich fraktdli a pojmii s nimi souvisejicimi
(sobépodobnost, sobépiibuznost, iterace atd.). Prostor pro reakce zaka tedy v hoding ptili§
nebyl, a proto nema vyznam prepisovat moje monology, protoze jejich obsah byl nastinén

uz v kapitole 3.2.3.

82



Pii vysvétlovani pojmu 'iterace' jsem pro ilustrace vedle sebe kreslil jednotlivé
iterace Kochovy vlocky. Pii druhé iteraci jsem mirné znejistél a poodstoupil jsem od
tabule, abych vidél, jestli kreslim spravné. V tom se nahlas, pfes celou tfidu ozvala jedna
zakyné

‘

Z: ., To nevadi, my to chipeme. *

K: Principu vzniku obrazku rozuméla do té miry, ze dokéazala doptedu tvotit

predstavy a byla si natolik jista, ze promluvila za celou tfidu.

(..

K: Velky uspéch pak mélo video se zvétSovanim Mandelbrotovy mnoziny az do
2,1x10*” nasobného zvétSeni. Cela téida upiené pozorovala barevné viny na obrazovce
a o¢ividné byli ptekvapeni tim, Ze po péti minutovém zvétSovani se objevil znovu stejny
tvar, jako na zacatku.

U: ,, Do priste vam davam dalsi domaci vkol, zadani je stejné, jako bylo na minule,
to znamena nakreslit nebo namalovat libovolny fraktal. Ted’ kdyz uz znate vsechny mozné
varianty a moznosti, mizete zkusit prijit na néco origindlniho. Jako fraktal se miize pouzit

Jjakykoli tvar, nemusi to byt jen ctverce nebo trojuhelniky, mizete zkusit pouzit cokoli. *

3.3.1.4 4. hodina

Zacal jsem vybranim domaciho tkolu z minulé hodiny, pak jsem zopakoval

dosavadni latku.

U: ,, V minulych hodinach jsme si povidali o geometrickych objektech, o kterych uz
vime, Ze se nazyvaji fraktaly. Jejich hlavni viastnosti je takzvana sobépodobnost, coz
znamend, Ze se v nich opakuje stale stejny tvar, pouze v jiném méritku. To ma pak za
dusledek to, Ze u nich objevuje velice nezvyklé chovani, napriklad to, Ze nékteré z nich maji
nekonecny obvod. A rikali jsme si také, Ze je popsal pan jménem Benoit Mandelbrot, ted’ si

3

pustime video, kde mluvi o svém Zivoté a o tom, co ho k jeho objeviim vedlo.

Pustil jsem ukézku z filmu ,,Fraktdly — hon na skrytou dimenzi“, kde Mandelbrot
mluvi o svych objevech.

U: ,, Takze v této ukazce jsme videli nekteré véci, které jsme delali spolu, hlavne to
méreni pobrezi, videéli jsme, Ze méli stejny probléem pri méreni délky pobiezi a Ze ho

nakonec Mandelbrot dokdzal modelovat pomoci fraktalii. Dal si pustime tri ukazky, ve
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kterych uvidime, kde se daji fraktaly vyuzit, kromé toho, zZe je najdeme v prirodé.(...) Jeden
z téch prikladii ma asi vétsina z nds v kapse...

T (ptekvapeni): ,,Jo fakt?

U: ,,..a je to mobilni telefon. Na kolika riznych frekvencich dokaze mobil
komunikovat? Na spousté, Ze ano. Mame tam volani, Wi-Fi, Bluetooth, LTE, 4G, 3G a tak
dale. A kazda tato technologie funguje na jiné frekvenci. A co potrebujeme, abychom mohli
prijimat vinéni na néjaké frekvenci? Anténu. A aby ten mobil mohl prijimat takové
mnozstvi frekvenci, potreboval by na kazdou jinou anténu. Na kaZdou frekvenci ta anténa
totiz musi mit jinou velikost nebo jiny tvar. Az jednoho pana, ktery se jmenoval Cohen,

napadlo udelat anténu ve tvaru fraktalu. A to si pustime prave ted. *

Z kraje ukazky jsem video pozastavil a zdlraznil jednu vétu, kterou Cohen na videu
prave ekl

U: ,, Tohle si zapamatujte: 'Fraktaly nejsou jen hezké, jsou i uzitecné!'.

K: Srovnani mobilniho telefonu obaleného anténami s dikobrazem zéky pobavilo,

zjevné chapou prakticnost toho vyuziti fraktald.

(...)

U: ,, Dalsi vyuziti, které si ukazeme, je v pocitacové grafice a animaci. Pro pocitac je
velice jednoduché vykreslit fraktal, protoze mu zadame jen to vstupni pravidlo, podle
kterého se meni a zmensuje ten tvar, a dame mu prikaz, at ho stale opakuje. Kdybychom
chtéli ten tvar vykreslit normdlnim zpiisobem, museli bychom kazdou caru definovat zvlast
a to by zabralo hrozné velky objem dat, to fraktal, ten obsahuje pouze dvé informace.
A jeden pan, ktery pracoval u Boeingu, chtél na pocitaci nakreslit pozadi pro letadla, ktera

‘

animoval, a zjistil, Ze to pomoci fraktalu jde velice snadno. *

(...)

U: ,,Samoziejmé z dnesniho pohledu to vypadd primitivne a nerealisticky, ale
uvedomte si, ze to bylo v dobé pred pétapadesati lety a byli to schopni vykreslit na jejich
tehdejsich primitivnich pocitacich. To byla tenkrat velka bomba! (...) Posledni ukazka,
kterou si z tohoto filmu ukazeme, je také z pocitacovych animaci. Videl jste nekdo Hveézdné

valky? V jejich tretim dile tam dva bojovnici spolu bojuji na planete, kde okolo nich stiika
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Zhava lava. Takze si ukazeme, jak se takovy proud lavy animuje. Na zacatku vezme jenom

takovy nezajimavy, uzky prouzek a na néj aplikuje fraktal a vysledek uvidite.

(..)

K: Po skonceni ukazky se ve tfidé rozbehne vzruseny Sepot.

U: ,, Takze to je pro dnesek z dokumentu vsechno, kdybyste se na néj chtéli podivat
doma, je snadno k najiti na Youtube, jmenuje se 'Fraktaly — hon na skrytou dimenzi'. Ma
skoro hodinu a je tam toho jesté mnohem vice, ale to uz dnes nestihneme. Misto toho si

jeste ukazeme, jak se z nas diky fraktalum stanou hudebni skladatelé.

‘

T:, Jé. Pane jo.*
U: ,,Ja si tady pustim specialni program na psani not, ktery nam dokdze pak i zahrat
to, co si napiseme. Mate vsichni hudebni vychovu, tak aspon néjaké zaklady vite. Co
k tomu budeme potrebovat? My jsme méli néjaky tvar, treba ctverec a ten jsme zmenSovali.

Tak to samé ted’ potrebujeme udélat s tony. Jaké noty znate? “
T:, Cela.*

U: ,, Ano, nejdelsi nota (ve smyslu notova hodnota) je cela, pak je?

‘

T: ,, Piilova, ctvrtovd, osminovd, Sestnactinovd...

7 ,, Triceti dvoutinovd, Sedesati ctvrtinovd a dal uz to neddvdam.

U: ,,No, spravné se Fika CctyriaSedesatinova, ale nam bude stacit nejkratsi
Sestndctinova. A ted’ jako mame u ctverce Ctyri strany, tak potrebujeme vybrat Ctyri tony,
tak jaké znate? *

T:, Cé. Ha. A. Fis.*

U: ,,Dobre, takze jsme vybrali ctyri tony a ted zacneme psat. Nejdriv vezmeme
kontrabasy a napiseme jim tyhle ctyri tony v celych notach. Tak a ted to nékolikrat

zkopiruji za sebe. A ted’ o ctyri takty dal vezmeme violoncella a ty samé tony jim napiseme

v piilovych hodnotach. A zase kopirujeme. Dal udelame co? *

T: ,, Ctvirtové.

U: ,,4Ano, dame ty tony ve ctvrtovych notach do viol. Pak v osminovych do druhych

housli a nakonec jako Sestnactiny v prvnich houslich. *

K: Podle reakci usuzuji, ze kddovani fraktalti do tont bez problémut pochopili.
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U: ,,Na konec napisu néjaky akord, doufam, ze se tam bude hodit, neptejte se mé, jak

Jjsem na néj prisel, to by bylo na dlouho. A co s tim udélame ted’?
T: ,, Pustime si to. Pustte to!*

(hraje hudba)

T: (chvilku hrobové ticho, pak potlesk)

U: ,,4 uvédomte si, ze k tomu jsme nepotrebovali zadné hudebni vzdelani, jen jsme
mechanicky pres sebe dali ty samé tony a ono to fungovalo. Chcete to zkusit jeste jednou? *

T:,,Jo, jo.“

U: ,, Tak vybereme néjake nové ctyri tony.

T: , E. Bé. G. Dis.

¢

U: ,, Dobre, tak ja to tam zase napisu a pak pustime si to. *

K: Tésn¢ po dokonceni zazvonilo. Pfi vSech ptedeSlych hodinach se ihned po
zvonéni zacali Zaci zvedat a musel jsem je opakované uklidiiovat, pokud jsem chtél jesté

néco fict. Ted ale ne, po zvonéni ziistalo hrobové ticho.
U: ,, No tak uz miizeme jit domii, nemusime si to poustet. “
T: ,, To ne, pustte to. "

U: ,, Ale vzdyt uz zvonilo.

‘

T: ,, To nevadi, pustte to prosim. *

K: Tato aplikace fraktalti je ve findle zaujala natolik, Zze byli ochotni zkratit si
prestavku, aby slySeli vysledek. Pfi kazdé nové ukdzané aplikaci fraktal byl ve tiide
znatelny pocit prekvapeni a zaujeti. Zaveérecnd praktickd ukazka, kdy jsme si dohromady
zkusili praci s fraktaly takika vlastnima rukama, navic pro vétSinu zaka na tak exotickém
poli, jako je hudebni skladba, zaznamenala nejvetsi Gspéch, v coz jsem pii tvorbé scénait

doufal a k tomuto momentu jsem vlastné cely tydenni ,,didakticky oblouk* gradoval.

3.3.2 Vyhodnoceni domacich ukoli

3.3.2.1 Prvni domaéci ukol

Vysvétlivky: Ch — chlapec, D — divka

Struktura charakteristiky a hodnoceni:

Iniciator — s jakym vychozim tvarem zak pracujeme
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,,2D/3D* — v kolika rozmérech fraktal je (n¢kdy je hodnoceni nejasné, bud’ 1ze fraktal

chapat obéma zplisoby, nebo by bylo potieba zamér doplnit o diskusi s zdkem)
,Matematicky/Ptirodni* — co fraktdl zobrazuje, nekdy je ,,pfirodni“ chipéano i ve
smyslu ,,nespadajici mezi objekty Skolni geometrie*
Pocet iteraci
,,Kompozi¢ni/Dekompozi¢ni‘

Hodnoceni — klasifikace na principu zndmkovani, déleni do tii kategorii: 1 — prace
spliuje fraktalni principy a je kreativni nebo peclivé vypracovand, 2 — prace spliuje

fraktalni principy, 3 — prace nespliuje fraktalni principy

Tabulka 3:
Kod Charakteristika |Scan Komentar
a hodnoceni
V levém obrazku si
Stverec nevi rady s vnittkem
D ctverce (vnéjsek
matematicky - |Jsme delali
1Chl 3 Y v hodin¢), obrazek
ey napravo je spravne
(Zlekompozwm provedena treti
iterace Sierpinského
koberce.
trojuhelnik
rznla?ltematick , > Pata iterace
ICh2 | Y > Sierpinského
dekompozicni > trojuhelnika.
1 >
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T L A e ﬂ
Ctverec : @ WA ®
2D e Sierpinského
1Ch3 matematicky = mﬂ' 5@“ kober;c, étvrtouv
3 . e Nu & w| iteraci pouze zacal,
dekompozi¢ni ™ @ o a gm ™ '“ti[lﬁ o ale nedokoncil.
2 LY EREL BRI
W e WEe ¥y
Ctverec E
rznlzltematick , \i Tieti iterace
1ICh4 | Y =0 Sierpifiského
dekompozi¢ni % : koberce.
2 z 3
:& V‘:\:
0 ‘ B U
trojuhelnik - 4§ Kochova vlocka, pti
rzn]z tematicky i f tieti iteraci uz
1Ch5 3 Y <§> neumist'uje mensi
- 4 4’) ' trojuhelniky viude,
kompozi¢ni »
2 7 ‘E’ ~ kam by mé¢l.
S
KR
SKERERE
2 a ‘q
. Z] e 4':'
trojuhelnik P v <
,'/1"" “q
rznlzltematick’ § g Pata iterace
1Ch6 Y i Sierpinského
> . R trojuhelnika
dekompoziéni . '
1 6l
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Nalevo je treti

a kdyz zjistil, ze to
nefunguje, uz se mu
nechtélo délat nic
dalsiho.

;t[\)/erec iterace Sierpinského
matematicks koberce, ¢tvercovou
ICh7 |3 a4 Y Kochovu vlocku
e napravo jsme délali
dekompozi¢ni C ..
) e v hodiné, hezky ji
1 kompozi¢ni
) pak ale doma
vysrafoval.
h Sierpifiského
B trojuhelnik, p¥i &tvrté
trojuhelnik N § b iteraci ale vybarvuje
2D 4 $patné ¢asti malych
1Ch8 matematicky g; trojuhelnikt, mozna
4 b proto, Ze uz
dekompoziéni N\ S neopisuji
3 <% : predtiSténou sit’
> » a musi jit mimo
Q § linky.
;Ii\)/erec Tteti iterace
matematicky Sierpifiskeho
1Ch9 3 Y koberce, pon¢kud
e nedbale a neptfesné
dekompozi¢ni .
5 vypracovana.
> oy <
Nejspis se pokousel
> o Sierpinského
trojuhelnik, pfi druhé
- , 2 iteraci uz ale
trojuhelnik oy X X& et
D S Vyba(tlrvlll Spatné casti
L, a vzdal to.
1Ch10 rznatema“"ky S Trojthelnikova it
o ho mozna zavedla
dekompozi¢ni > . NP
3 jinam neZ chtél
>
>
>




1Chl1

trojuhelnik
2D
matematicky
?
dekompoziéni
1 kompozi¢ni
3

%f#"éf%"

I

VAVA AVAVAVAVANAVAVAVATA

7N

NABTN/NININ

N

N

Zajimavé barvy, ale
nevi co s vnitrtkem
levého obrazce,
Kochova vlocka
napravo je z hodiny.

1Ch12

trojuhelnik
2D
matematicky
3
dekompoziéni
1 kompozicni
1

VV% V AN AVAN
/N AT \/\/ NAY L/

B/ N/N/BTN/

AT AVAVAV.

AVAVATA A ATAVAYA

AoA

AVAVA

muvmmvz.nuvﬂ
A/ VAVAVAV.VAVA
VAVAVACAVAV,AVAVAY,

Sam pfiSel na princip
tzv. Kochovy
antivlocky, tj. kdyz
trojuhelniky
konstruujeme
dovnitf obrazce

1D1

trojuhelnik
2D
matematicky
?
dekompozi¢ni
3

NN/ AN

A

NN VN S T AN,

Pokus

o Sierpiniského
trojuhelnik, nechape
ale princip vzniku.
Mozné zkousel
nalézt vlastni zpiisob
a zastavil se ve
chvili, kdy zjistil, ze
nevi jak dal.
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Ctverec
2D Kvadraticka
D2 matematicky Kochova vlocka,
3 1denticka s tim, co
kompozi¢ni jsme délali v hoding.
2
K
1 K
WP
A t > h\b K
a5
trojthelnik > Py
2D " r Ctvrta iterace
D3 matematicky < Sierpinského
4 trojuhelnika, hezké
dekompozi¢ni K barvy.
1
<
<
trojuhelnik
r2nI:1tematick , Ctvrté iterace
D4 |, Y Sierpifiského
dekompoziéni trojuhelnika.
1
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trojuhelnik
2D
matematicky
3
kompozi¢ni
2

.;95" .
". (),
..’A l""" Nejlepsi prace,
@ AR , ..
fraktal na principu
kruZnice Kochovy vlocky,
2D ktery ale pouziva
matematicky kruZznice, vykreslené
1D5 8|, .
5 + |az do 5. iterace.
kompozi¢ni Autorkou je zvidava
1 _ Yy | Zakyné z Givodu
o0 druhé hodiny ve
B AN druhé skupiné.
Ctverec i 7 Al b Naznacuje jakousi
2D i B EERL Tl vné&j$i limitni hranici
matematicky i EETY R fraktalu, bohuzel
1ID6 |3a2 iy i1 nepresné. Uvniti je
dekompozi¢ni e i druha iterace
i kompozi¢ni Bt meiger op Sierpinského
2 i E[; ‘:j:;“ ; koberce.
1
TS
» <h
L

QR

Tteti iterace

D7 Kochovy vlocky.
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mnozstvim
vybarvené plochy

Stveree =  |Kvadratick4
D 01 | 2 |Kochova vlocka,
o . _ |nejmensi Ctverce ale
matematicky ‘ = PR
- - - |neumist'uje vSude,
ID8 [3a2 1 | y .
e, ~ |kam by mé¢la. Uvnitf
dekompozi¢ni . L | .
. e, |  |jedruha iterace
1 kompozi¢ni : L
5 == Sierpinského
e T - | koberce.
= Theti iterace
) ’ '@‘ - Slerplﬁskéhq
ctverec ey koberce. Zatimco
2D o FRrEE prvni .avdruh.ou o
1D9 matematicky = =T iteraci Srafuje, tieti
3 = vybarvuje, nejspise
dekompozi¢ni z lenosti
LR W ~
2 —f—er— a s predpokladem
19 S = ,Hucitel to prece
® & a Lo\ e
chape®.
Poznamka na okraji
(., Zacala jsem blbé
AN a pak uz jsem
trojuhelnik 4 nevedela. ‘) svédci
2D o sebereflexi.

D10 matematicky 4 Nejspise se snazila
? 4 piijit na novy
dekompozi¢ni 4 princip, ale byla
3 4 zaskoCena

\

u ¢ehoz se zastavila.
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Stverec &
g
r2n]21tematick' ' 4. iterace
DI |, Y = Sierpifiského
dekompozi¢ni . ‘ Koberce
1 ;8.
&
iz
trojuhelnik Druh4 iterace
2D Sierpinského
matematicky trojuhelnika, neni
ID12 2 vSak jasné, co
dekompozi¢ni odebira a ktera ¢ast
2 obrazku ziistava.
Druha iterace
Sierpinského
trojuhelnik trojuhelnika.
2D Vzhledem
matematicky k peclivosti zbytku
1D13 . .
2 obrazku tec¢ky po po
dekompozi¢ni obvodu nenaznacuji
2 potencidlni téeti
iteraci, spiSe se jedna
o kresleni mimode¢k.




: ‘?.ﬁ‘?‘ ’ E“[ Bg EL,_’*—”.
v @7 e | B L = I S
tematicky Blaln ¥/ ola D Tteti iterace
ID14 IR 2 [ s [7]o Sierpinského
dekompozi¢ni z 2 Z cEpa ;l iz s koberce.
? <[> 2 [ = s
D n @ ®IBFE 3@
Tteti iterace
. , Sierpinského
;tlszerec L koberce, pfi které si
matematicky | £ modifikuje princip.
1D15 3 Y To samoziejmé je
d o s - mozné, ale mél by
ekompozi¢ni o
2 = 00 118 ho pak pouzit
Thl dusledné ve vSech
e iteracich.
> .
R
o | TERERERRE
trojuhelnik N > <> 4>4><
B | SRR
D16 matematicky . a‘h#"h‘h Tieti iterace )
3 ‘ 4"‘%‘} 4& Kochovy vlogky.
kompozi¢ni 4» <> <> <> y
z I
O
Eoda ey
5 i i
R | S S| P
4 4» Pokus
- . > o Sierpinského
trojuhelnik < helnik ha
D o ' U troju elnik, nechape
matematicky d ale princip. MozZna
ID17 |, Y T se snazi piijit na
j o, TN novy princip,
dekompozicni i 45 nechava se ale
3 - strhnout vytvarnou
> <> strankou.
e
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)2
- Pokus
trojihelnik ' o Sierpinského.
trojuhelnik, pfi ctvrté
2D 3 , rojuheinix, p
matematicky iteraci aplikuje
1D18 4 > Spatné rozd¢len.
dekompozicni > % Neni jedind, komu
3 P o d&la problém pienést
1 stejnou strukturu do
> mens$iho méfitka.
L
>
>
_ >
trojuhelnik Pokus
2D > o Sierpinského
matematicky | trojuhelnik, ale uz
1D19 .- L .
2 pfi druhé iteraci
dekompozi¢ni aplikuje Spatné
3 rozd¢leni.
ctverec ’ EEE fj j L D.m he‘lrlter’ace
' ' Sierpinského
2D B B P e
matematicks koberce. Druhou
D20 |, atematicky g | L [ iteraci uz viak
o, P B e nevybarvuje,
dekompozi¢ni B S ey N «
2 SRR f e pravdépodobné
I ‘aj A EEa s z lenosti.
e I e M.«-—-As
Pocet praci: 32 Kompoziéni: 9
Priimér: 2,03 Dekompozicni: 26
Primér chlapci: 2 Vsechny jsou 2D a pouze

Primér divky: 2,05

matematické/geometrické tvary

Pozn. Nékteré prace lze zaradit do obou kategorii pfislusné typologie, proto napi. soucet
»Kompozi¢ni*“ + ,,Dekompozicni* neni roven ,,Pocet praci®.
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3.3.2.2 Druhv domaéci ukol

Vysvétlivky: Ch — chlapec, D — divka

Struktura charakteristiky a hodnoceni:

Iniciator — s jakym vychozim tvarem zak pracujeme

,2D/3D* — v kolika rozmérech fraktal je (n¢kdy je hodnoceni nejasné, bud’ I1ze fraktal
chépat obéma zpiisoby, nebo by bylo potfeba zamér doplnit o diskusi s Zakem)

,Matematicky/Pfirodni“ — co fraktal zobrazuje, n¢kdy je ,,pfirodni* chépano i ve
smyslu ,,nespadajici mezi objekty Skolni geometrie*

Pocet iteraci

,,Kompozi¢ni/Dekompozi¢ni‘

Hodnoceni — klasifikace na principu zndmkovani, déleni do tii kategorii: 1 — prace
splituje fraktalni principy a je kreativni nebo peclivé vypracovand, 2 — prace spliiuje

fraktalni principy, 3 — prace nespliuje fraktalni principy

Tabulka 4:
Koéd | Charakteristika |Scan Komentar
a hodnoceni
Zajimavé pouziti
tvaru pismene H,
i L i jedna se dokonce
pismeno H i i ][“%—{ o fraktal zvany
D i ‘ ~ |H-strom, ktery byva
tematicky uvadeén jako priklad
2Chl gna cmaticky 0 T T L-systému a spada
kompozicni | do kategorie SFC. ‘
1 7 )» 9. JQ‘ Je mozné¢, ze na n¢j
g L L |narazil, kdyZ si
j doma sam fraktaly
hledal v jinych
zdrojich.
S fraktaly ma
kruznice spolecné
2D zmenSovani dovnitt
2Ch2 matematicky sebe sama, chybi ale
? néjaka zakonitost.
dekompozi¢ni E : Musel by svij
3 napad jesté dale
: rozvinout.
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3

/i
M

[

ponékud zmatené.

kruznice Nejspise

2D spolupracoval se
matematicky spoluzakem 2Ch2,
? zde je ale princip
dekompoziéni iterace trochu

2 ziejme;jsi.
trojihelnik , ” Nejspise chtél
2D ‘ ” zkombinovat
matematicky §> Kochovu vlocku
? <> a Sierpinského
Flekompo;iéni @» trojﬁhelnik., ale

1 kompozicni %’ provedeni je

1N

neznamy tvar
2D

Hezké pouziti
zajimavého tvaru
(miize to byt jablko,
motyl, houba, rty,
...). Neni vzdy

g)nrodm / |dusledny a pfesny,
o spolu s provedenim
kompozi¢ni ‘. y
1 obycejnou mzlfou to
napovida, Ze si spi$
testoval, co bude
fungovat.
Pro mé¢ osobné
auto ‘|nejoriginalné;jsi
2D | prace — fraktalni
piirodni auto. Nepracuje jiz
3 | se soumérnym
kompozi¢ni objektem, ale na
1 bazi posunuti

- |a podobnosti.




neznamy tvar

Zvlastni tvar
(napada mé, ze by
to mohl byt pohled
shora na stary
televizor, €1 n&jaka

31,) (k\ful,l nadoba), ale spravné
stinovani) . Ak
w . iterovany. Dava si
2Ch7 |ptirodni .
dokonce i pozor na
3 . <
Kompozicni to, jestli k sob¢
1 objekty ptiléhaji
spravnou stranou.
Trochu mu déla
problém piesnost
a soumernost.
ctverec
2D Iteruje fraktal
matematicky dovnitf i ven
2Ch8 |? zaroven, originalni
dekompozi¢ni pojeti latky z prvni
1 kompozi¢ni hodiny.
1
kvét
2D
2D1 g’“mdm Fraktalni soukveti.
kompozicni
1

99




Podobné vétveni
jsem v hodiné
promital jako

vetveni piiklad. Chépe

2D princip, ale
D2 pfirodni provedeni neni

3 v nékterych fazich

kompozi¢ni dotazené. MoZna by

2 ; Ji pomohlo odliSovat

Jednotlivé iterace
jinym odstinem
zelene.
Nejspise ve
spolupraci se
: spoluzackou 2D4.
vétvent PN \% Iv)oslednirp kr(?ku
D Y obé pakreshly vice
srodni N\ vétvicek smérem od
2D3 Erlro - stonku, nez do
s A prostoru k nému.

kompozi¢ni oy .

5 Nejspis nechépou,
ze diky fraktalnimu
zmenSovani se
nejmensi vétveni
vejde do vSech mist.
Tteti iterace

KruFmice KOC}I,OV?, f,raktélu

D pouzivajief

matematicky kruz.mce’, nejspis

2D4 3 Inspirovano

Kompozicni autorkou ﬁkqlu

) 1DS, kterou jsem
pted tfidou
pochvalil.

Autorkou

postava p Qj me{lOVVér},o

D ”lvldﬁky zvebrlk“. Na

pifrodni vetsi plose by '

2D5 | mozna vysel najevo

o dobry zamér, zde ho

:',’ ale nevidim.

PfinejmenSim chybi
prvek zmensSovani.
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Neni uplné zietelny
zamer, mozna

kdyby mohla na

., , veEtsi plose
gg thelnik pokracovat dal,
matematicky vySla by najevo

2D6 |, néjaka zakonitost.

o V této formé tam ale
:'; fraktal nenachdzim.
Vypada to jako stied
dvou ideji, které
chépala jako jednu
a zde to odkryla.
ctverec
2D Reprodukce fraktala
matematicky z prvni hodiny, neni

2D7 “s s o
3 zadnym zpisobem
kompozi¢ni originalni.

2
neznamy tvar
2D Zajimavy tvar,

D8 ptirodni mozna Skeble nebo
2 musle nebo také
kompozi¢ni nerozvinuty kveét.

1
Hezké vytvarng,
mozna kdyby méla
medved vice prostqru, yy§10
3D by najevo jestli
firodni myslela zmensovani
2D9 grlro medveéda az do
o nekonecna, kdy uz
i by z dalky tvofili

jen caru. Byla by
nejspise potieba
dalsi diskuse.
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Krasna fraktalni
kapradina, ocas
chameleona by se
také dal povazovat

l;%) radina za fr'aktél. Zjevné
srodni ¥nsp1rovéno .
2D10 Iz)mo internetem (viz
o obr. 7, str. 22). Tyto
dekompoziéni , .
1 obrazl.<y jsem
v hodinéch
nepromital, musela
si je tedy vyhledat
z vlastni iniciativy.
N \ 1
hvézdice | | |Hezke vytvamg,
3D eVokl:l_]e 3D, alg ’
matematicky fraktal tam nevidim.
2DI1 |, Musela by
o . <l prob&hnout diskuse
i L—— k obrazku, k ¢emuz
. |bohuzel nedoslo.
Sl
Fraktalni
péticipa pentagram, chytré
hvézda a ji objeveni ptikladu,
opsany jak se tvar miize
pravidelny opakovat uvnitt
D12 pétithelnik sebe sama. Ve vyuce
2D 13D to dava prilezitost
matematicky pohovofit o Zlatém
3 fezu — dal$i témer az
dekompozi¢ni zahadné spojce mezi
1 ptirodou

a matematikou.
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Iterace tvaru
Sestiramenné
hvézdicky (mlze to
byt kvétenstvi,
sn¢hova vlocka,...).
Ptesn¢ dodrzuje
pravidlo vétveni,

hvézdicka . .,
203D dy? s amena
piirodni pak navzdjem kiizi.
2D13 3 Nebo také ke
kompozitni kﬁier}i nedociliézi,
1 protoze se muze
jednat o obraz 3D
modelu M4 tedy
dobrou
predstavivost
a kontrolu nad tim,
co na papife
provadi.
l;ia)p radina Hezka fraktélni
srodni kapradina. Inspirace
2D14 12)r1r0 n a vlastni iniciativa
dekompozitni pfi hledani zdroja
1 viz 2D10
\;)tvenl Fraktalni vétveni.
pFirodni Zajimaveé J.e,wze si
2D15 5 stranou nejdiive
kompozieni nzilkreslrila generator
1 vétveni.
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jednotkova ‘ L : )
usecka i i i ;
2D s s
2D16 | matematicky SR W) g a1 | Pata iterace 5
5 T MR e wi wy e w |Cantorovy mnoziny
dekompoziéni ve wa me uw M uw [T
1 | 0 BUEE A
Zajimava by byla
" diskuze, zda
ctverec Y
D prgmyslela
matematicky troj ’rozméllné a
2D17 |19 jakym smérem,
dekompozi¢ni ] e,Sthv bylo jejim .
i kompozicni zamérem aby objekt
1 vystupoval ven nebo
jestli se mé naopak
propadat do papiru.
Pokusil se
0 Mengerovu
houbu, zacal
spravné, ale nevédeél
co s vnittkem
- d o objektu. Tti vnéjsi
A A strany viak vykreslil
krychle IEEEER; dobte. Mél odvahu
3D 3 | 4 I pustit se do takto
D18 matematicky BEEER néroépého objektu,
2 11 i ale k jeho
dekompozi¢ni § E‘ % uspésnému
2 F L 3L vytvofeni nema
i gg aparat, protoze
“! ‘ rysovani téles ve
: !D volném
sl rovnobézném
promitani a fezy
jsou v osnovach az
Vv sexteé.

Pocet praci: 26

Primérné hodnoceni: 1,58

Primér chlapci: 1,63
Primér divky: 1,56

Kompoziéni: 15

Dekompozi¢ni: 9

Matematické: 13 2D: 20

Pfirodni: 13

3D: 8

Pozn.: Nékteré prace lze zatadit do obou kategorii pfislusné typologie, proto napt. soucet ,,Kompozi¢ni* +
,,Dekompozi¢ni“ neni roven ,,Pocet praci®.
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3.3.2.3 Srovnani

Oba domaci Ukoly mély stejné zadani (,, Wwtvorte néco, o cem si myslite, Ze je
fraktal. ), 1isily se pouze tim, ze poprvé byl tento kol zadan na konci prvni hodiny, kdy
zaci poznali jen letmo nejzakladnéjsi fraktaly (nevédéli dokonce, Ze se jim tak tikd) a jejich
zékladni vlastnosti. Podruhé jiz méli za sebou dalsi dvé hodiny, které obsahovaly
teoreticky vyklad o fraktilni geometrii doplnény o diskusi a detailnéjsi zkoumani jejich
vlastnosti.

Celkem jsem obdrzel 48 praci (z prvniho tkolu 32, z druhého 26), z nichz bylo 25
barevnych (neni piekvapenim, ze barevné prace cCastéji tvorily divky), 22 praci splnilo
zadani, 14 praci bud’ spliiovalo zadani s vyhradami nebo by je bylo potieba okomentovat
v diskusi nebo byly kopii latky z hodiny, 12 praci zadani nesplnilo.

Z obou ptedchozich kapitol je myslim ocividné, Zze seznameni s fraktaly podnitilo
vétsinu zaki k tvofivé Cinnosti, pficemz ale dokézali ziistat v mantinelech vymezenych
vlastnostmi fraktald. O tom vypovida i fakt, ze primérné hodnoceni domécich praci na
principu znamkovani stouplo z 2,03 na 1,58, coZz odrdzi narGst miry pochopeni
problematiky a schopnosti reprodukce zkoumanych objekti na papir ¢i dokonce tvorby
vlastnich. Pomér dekompozi¢nich ku kompozi¢nim se obratil z 26 : 9 na 9 : 15. Soudim, ze
je to tim, ze pii vlastnim vytvareni (zvlasté na papire) je snazsi pridavat (prikreslovat) nez
ubirat (gumovat, mazat). Cast tfidy byla dokonce schopna vytvofit trojrozmérné objekty,
polovina zakii si ve druhém ukolu vybrala pfirodni tvary (nebo takové, které nejsou
elementarnimi tvary bézné geometrie).

Pocty odevzdanych praci se v obou ukolech lisi. Je to samoziejmé jednak proto, Ze
nektefi zaci na jedné z hodin chybéli, navic v prvnim ukolu také néktefi Zaci odevzdali dva

ukoly (trojuhelnikova a ¢tvercova sit’).
3.3.2.4 Reflexe zaki

Nasledujici tyden po mém pusobeni v kvarté na Gymnaziu v Jarométi zadala pani

profesorka Bohacova této tfidé kol vyjadfit se k tématu fraktalii. Rozdala zakiim malé
kousky papiru a na tabuli pfedepsala schéma (viz niZe) a instruovala zéky, aby do n¢j
vepsali své myslenky.

Tato Sablona vypadala nasledovné (tématem byly samoziejmé fraktaly):
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téma

jaké je téma

co délda téma
Véta 0 Ctyfech slovech.

synonymum nebo asociace

Listky vyplnéné podle tohoto vzoru jsem od pani profesorky dostal a jejich obsah
jsem ptepsal do webového generatoru Wordle (www.wordle.net), ktery analyzuje vlozeny

text a kazdé slovo vypise velikosti fontu umérnou ¢etnosti jeho vyskytu.

SOBEPODOBNE

AEE OPARUIICT popOBNE

NE KONECNE

s NESKUTECNE OPAKUJE - [ POKR/ '*f“”mau\ ANl 71

E " ZVE l$lJ]E

éVhlSUJl

UZITECNE ZMBNSUJ I
LOGICKE . L Lll\Mt': 7 \]IM{\\’

DIVNE MAND]:LBROI NEKONECNOST " ROZDELUIL iy i YUZIVAE S

PRAVIDhLNh SOBEPRIBUZl:T/E

i OPAKOVANE  PEERMARIE g gy
NEzawatl OBRAZCE O onoma =

 NEKONC
OPAKUIJI

Je zde vidét, Ze zaci kromé samotného vyrazu ,, fraktdly “ nejCastéji pouzivali slova,

NER t\l NE N
i

kterd se rozhodné k fraktalim tzce vaZzou, vypichnu a okomentuji ta nejcastéji pouzivana
nebo ta, jejichz vyskyt je néjakym zplisobem zajimavy:

., Nekonci“, , nekonecné*, , opakuji“ — to bezpochyby jsou slova, vystihujici
charakter fraktald, setkdni s nekone¢nem v jeho potencidlni formé (konstruujeme kroky

jejichz opakovanim do nekonecna dojdeme) na né zaplsobilo vice, nez tzv. aktualni

106



nekone¢no (,,hotové“ nekonecno, zakiim se ve Skole fekne, ze pfimka nekonci, neni
potieba ji n¢jak do nekonecna pomahat). [7]

,Sobépodobné*, , sobépribuzné”, , iterace” — to jsou piimo matematické vyrazy
pojmenovavajici vlastnosti fraktald, ptipadné jejich konstrukei. Dostavaji se Zaku do tzv.
pasivni slovni zasoby, kdy sami tato slova v bézné feci neuziji, ale pokud je pouZzije ucitel,
tak je chapou a dokazi je ve spravném kontextu pouzit, pokud je to psanou formou a/nebo
maji dost Casu na ptipravu.

. ZmenSuji*, , zvetsuji*, , pokracuji“, , rozdeluji*, , nemeni“ — uvédomuji si, ze
u fraktalt jde pfedevSim o jejich tvary, riznymi slovy popisuji, co se s tvarem b&hem
vzniku frakdlu dé&je. Zajimavé je, ze uvazuji obéma sméry (zmenSuji/zvéEtsuji,
rozdé€luji/nementi).

., Pravidelné “, ,, podobné“ — zmény probihajici v puberté vedou k potiebé bezpeci,
byt nékdy jen podvédomé. Tu fraktaly svou symetrii a pevnym fadem zakotvenym ve své
struktufe napliuji. Casté opakovani $kolnich tloh v prvnim domacim ukolu také svédéi

o ztotoznénim se a zajmu se vracet k t€émto tvarim.

w7 v

., Benoit“, Mandelbrot* — t&§i m¢, Ze aspon né€kolika z nich uvizlo v paméti jméno
této kli¢ové osobnosti. V jeho osobé se jim propojuje matematika s d&jepisem a navic se
tim pro né matematika ,,zlidStuje”. Bézné se totiz ve vyuce matematiky nehovoii
o zivotopisech matematikil, pouze o jejich objevech a jména znaji jen ve spojeni se vzorci
(kazdy zné Pythagorovu vétu, ale maloktery zadk na zakladni Skole vi, kdy se Pythagoras

narodil, kde Zil, ¢im se kromé& geometrie zabyval apod.).

Pouze jedna reakce byla vyloZené negativni, kdy zdkyné napsala vétu ,, Fraktaly mé
bohuzel nezajimaly. . Slovem , bohuzel” vSak zaroven vyjadiila litost nad svym

nezdjmem, rozpor, ktery tim vyjadfuje ma ale mnoho interpretaci.

107



r 4
4 Zavér
Cilem této prace bylo ovéfit, zda mohou fraktaly slouzit jako motivaéni prvek u zakt
na druhém stupni zakladni Skoly. Po piipravé scénaii v kapitole 3.2 a analyze pribchu
jejich praktické realizace v kapitole 3.3 si troufdm tvrdit, Ze jsem za danych podminek

tohoto cile dosahl.

Jednim z dil¢ich cili bylo ovéfit vhodnost tohoto tématu pro zaky dané veékové
skupiny. Zejména z pruabéhu hodin 3.3.1.2 a 3.3.1.3 a analyzy domacich praci 3.3.2.2
soudim, Ze z4ci devatého ro¢niku jsou s to principy fraktalni geometrie pochopit a tento
fakt demonstrovat schopnosti samostatné pouzit fraktalni principy, v mnoha piipadech

velice kreativnim zptisobem.

Dale se potvrdilo, ze studium praktické ¢asti dokdze vzbudit zajem nezasvéceného
Ctenafe o fraktdly, a Ze tato Cast je svym obsahem postacujici pro teoretickou piipravu

pedagoga k zatazeni fraktalt do vyuky.

Abych mohl povazovat zavéry své prace za obecné platné, bylo by tfeba provést
vyzkum v mnohem $ir§im méfitku (testovat vSechny ro¢niky, na vice Skolach riznych typt
v ruznych lokalitach), piesto si myslim, ze se motivacni potencial fraktala pro zaky tohoto
véku podafilo potvrdit.

Fraktaly a jejich uplatnénim se zabyvd mnoho autord, drtiva vétSina z nich se ale
zabyva pouze jejich teoretickou strankou, ptipadné jejich aplikaci v technickych oborech,
jako je programovani nebo architektura. Ptinos této prace proto vidim v tom, Ze
k problematice fraktalti ptfistupuje odliSnym zplsobem a uvazuje jejich vizudlni stranku
jako rovnocennou strance matematické.

Piinos u zakli samotnych vidim v tom, ze se diky mé vyuce setkali s nékolika
novymi zpusoby prace a ze byli nuceni vice diskutovat, nez byli dosud zvykli. Navic
dostali moznost si uvédomit hned nékolik mezipredmétovych vztahii — jak s vytvarnou
vychovou (domaci ukoly — kresleni vlastnich fraktali), tak se zemé&pisem (méteni pobiezi
ostrovll), s vypocetni technikou (ukazky fraktali v mobilnich telefonech a v pocitacové
grafice), s hudebni vychovou (skladani fraktalni hudby), s biologii (fraktalni pojeti stromu,

mraki, zivych organismil) i déjepisem (zivotni osud B. Mandelbrota).
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Obtize pii realizaci mi Cinil predev§im omezeny ¢asovy prostor ve vyuce, béhem
které¢ho jsem musel zvladnout svou ucitelskou premiéru, ziskat si divéru tfidy, kterd me
neznala, a stihnout probrat vSe, co jsem si ve scénafich pfipravil. Lze namitat, Ze nebylo
nutné trvat na prob&éhnuti vSech scénaiti a spiSe se soustfedit na samostatnou praci zakd,
scénafe jsem vSak zamérné pripravil tak, aby k propojeni vSech souvislosti (a k jakémusi
Aha efektu) doslo az v posledni hodin€. Tuto namitku tedy uznavam jako opodstatnénou,
k jejimu zohlednéni bych vsak spiSe potieboval odlisné podminky (del$i ¢as a mensi
kolektiv, ktery bych si mohl pfedem pfipravit), za stavajicich podminek bych na svém
postupu nic nemeénil.

Pro m¢ osobné bylo psani této prace rozhodn¢ pifinosem a urcit€ mohu prohlasit, ze
takto blizké setkani s fraktdly zménilo zptlisob, kterym se divam na svét. Navic jsem si
poprvé v zivoté vyzkousel roli ucitele pred plnou tfidou, protoze az dosud jsem mél

zkuSenosti pouze s individualni vyukou.
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