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Abstrakt

Nazev prace: Heuristické strategie feseni uloh
Autor: Bc. Markéta Matlova

Vedouci prace: prof. RNDr. Jarmila Novotna, CSc.

Cilem této prace je seznamit Ctenafe s nejCastéjSimi heuristickymi strategiemi
pouzivanymi pii feSeni Gloh na druhém stupni zékladni Skoly a na stiedni Skole a dale
na konkrétnich ulohach predvést feSeni jednoho piikladu pomoci vice heuristickych
strategii. Prace se sklada ze dvou ¢asti, které 1ze dale rozd¢lit do celkem ¢tyt kapitol. Prvni
orientované, nebot’ se Vv nich nachézeji konkrétni ptiklady heuristickych strategii spolu
s feSenim ukazkovych uloh.

Teoreticka ¢ast prace objasiiuje chapani heuristiky jako védy o tviircim mysleni a jeji
aplikaci do konstruktivistické vyuky. Dale se vénuje heuristice ve vyuCovani a vyuce
heuristickymi metodami. Zvlasté detailn¢ se zaméfuje na metodu feSeni problémil
a problémovou vyuku.

Dalsi ¢ast prace je svym zaméfenim teoreticko-prakticka, protoze krom¢ vymezeni
pojmu heuristicka strategie a algoritmus obsahuje jak teoretické, tak praktické ptiklady
jednotlivych heuristickych strategii. Posledni ryze praktickd ¢ast prace predstavuje rlizna
feSeni jedné z vybranych uloh pomoci vice heuristickych strategii. Navic je paleta feSeni

obohacena i o algoritmické a stfedoskolské feseni.

Klic¢ova slova: heuristika, heuristické strategie, feSeni problému



Abstract

Title: Heuristic strategies of problem solving
Author: Bc. Markéta Matlova

Supervisor: prof. RNDr. Jarmila Novotna, CSc.

The aim of this work is to familiarize the reader with the most common heuristic
strategies used in problem solving at the secondary school and high school as well as on
specific tasks to demonstrate solutions to one example of using multiple heuristic strategies.
The work consists of two parts, which can be divided into a total of four chapters. The first
two chapters form the theoretical framework of the issue. The next two chapters are
practically oriented, because in them we can find concrete examples of heuristic strategies
and solutions of sample problems.

The theoretical part explains the understanding of heuristics as the science of creative
thinking and its application to the constructivist teaching. It also discusses the heuristics
in teaching and teaching heuristic methods, especially in detail the method focuses
on problem solving and problem teaching.

Another part of the thesis is focused theoretical and practical, because in addition to
the definitions heuristic strategy and algorithm it includes both theoretical and practical
examples of various heuristic strategies. The last purely practical part presents various
solutions to one of the selected tasks using multiple heuristic strategies. Moreover, solution
portfolio is enriched of algorithmic and high school solutions

Keywords: heuristics, heuristic strategies, problem solving
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Uvod

Jiz na zakladni Skole jsem propadla krasdm a tajim matematick¢ho poznavani
a snazila jsem se vzdy vymyslet ,,chytiejsi“ zplisob feSeni, nez ten, ktery byl na tabuli.
Vzorce a nazpamét naucend algoritmickd feSeni pro mé nemeéla vyznam. Pro€ se je ucit,
kdyz je ihned zapomenu a kdyz si je mohu navic vétsinou vymyslet, ¢i si je odvodit?

Pravé tato radost z poznavani matematickych zakonitosti, neutuchajici nadSeni
z tesSeni zapeklitych uloh a problémt, vymysleni jinych feSeni a odhodlanost pfedat tuto
radost a um dal$im generacim mé dovedla az na Katedru matematiky a didaktiky matematiky
PedF UK k pani profesorce Novotné. Byla to pravé ona, kdo mi navrhl zaméfit tuto
bakalarskou praci na téma heuristické strategie a zformalizovat tak ony ,,chytré a jiné*
zpusoby Feseni uloh, objevovani a poznavani v matematice.

Cilem této prace je seznamit Ctendfe s nejcastéjSimi heuristickymi strategiemi
pouzivanymi pfi feSeni Uloh na druhém stupni zakladni Skoly a na stfedni Skole a dale
na konkrétnich ulohach predvést feSeni jednoho ptikladu pomoci vice heuristickych
strategii. Tyto fteSené piiklady, nachazejici se ve CcCtvrté kapitole, jsou doplnény
I 0 algoritmicka feSeni znama ze ,,8kolni tabule”. Kromé& feSenych ptikladd jsou na konci
prace uvedeny dalSi nefesené priklady, které mohou byt rovnéz feSeny pomoci vice
heuristickych strategii.

Tato prace je urCena predevSim ucitelim matematiky, ktefi se chtéji seznamit
s uk4dzkami heuristickych strategii, studentliim ucitelstvi matematiky a dal$im ¢tenaitim z fad
odborné i laické vetejnosti. Pojem heuristické strategie neni bézné v povédomi laiki a Casto
ani odbornikd, proto prvni kapitola prace zasazuje téma do $ir§iho pojeti heuristiky jako védy
0 tviréim mySleni a feSeni problému. Dale je v této kapitole charakterizovano
konstruktivistické vyucovani, jsou zde vymezeny jeho rozdily oproti transmisivnimu
vyucovani a objasnéna problematika konstruktivismu pfimo ve vyuce matematiky. V zavéru
této kapitoly se pfesuneme k uz§imu pojeti heuristiky a heuristickych ptistuptt v podobé
ptikladii heuristickych postupti a schémat 1 mimo oblast vyuky matematiky.

Druha kapitola je jiz pIn¢ zamétena na heuristiku ve vyucovani jak v podobé vyuky
heuristickymi metodami, tak v podobé problémové vyuky nejen v hodinach matematiky.
Na tento teoreticky ramec navazuji dvé vice prakticky orientované kapitoly s ukazkami
prikladii. Ve tieti kapitole je obsazen ptehled nejcastéji pouzivanych heuristickych strategii
V hodinach matematiky na druhém stupni zakladni $koly a na stiedni skole. Tento ptehled

je doplnén o ukazkové priklady pouziti jednotlivych heuristickych strategii.



Jak jiz bylo zminéno vyse, posledni ¢tvrta kapitola ukazuje na konkrétnich ptikladech
rizné zpusoby feSeni pomoci vice heuristickych strategii. Na zavér je kapitola obohacena
0 dalsi nefeSené¢ ukazkové piiklady s ndstinem mozného vybéru heuristické strategie

pii jejich feseni.



1 Heuristika

1.1 Sirsi pojeti heuristiky

,,Heuristika (z rec. heuréka = objevil jsem, nalezl jsem) je véda zkoumajici tviirci
mysleni, také heuristickd cinnost, tj. zpiisob Feseni problémii. “ (Manak, Svec, 2003, s. 113)
Pojmenovani této védy (n€kdy téz nazyvané heurologie), staré¢ jako lidstvo samo, odkazuje
na jeden z nejslavnéjsich vyroki vyznamného starofeckého matematika, fyzika a technika
Archiméda ze Syrakus.

Slavny vykiik ,,Heuréka!“ je spojovan s Archimédovym zikonem! a s historkou
,0 koruné krale Hierona®. Protoze je tento pfibéh izce spjat s radosti z objevovani a mohl
by byt pouzit i k motivaci zakii v hodin€ matematiky, rozhodla jsem se ho na tomto misté
uvézt cely v ptivodni podobé, tak jak ho ve svém dile Deset knih o architektuie zvé¢nil
fimsky stavitel a architekt Marcus Vitruvius Pollio (cit. z Halas, 2012, s. 11).

, Ackoliv Archimédovych objevii bylo mnoho a podivuhodnych, zda se, Ze nejvétsim
diimyslem a bystrosti ze vsech se vyznacuje ten, ktery uvedu. Kdyz se totiz Hieron
vV Syrdkusdach povznesl ke krdlovské moci, rozhodl se, Ze za Stésti, které mél pri svém
pocinani, obétuje v néjaké svatyni zlaty venec, ktery zaslibil nesmrtelnym bohiim. Dal jej
udélat na zakazku a zlato na néj vyrobci presné odvazil. Za néjaky cas predlozil vyrobce
krali vkusné provedené dilo svych rukou k jeho uplné spokojenosti, pricemz se zddalo,
Ze dodrzel presné vahu veénce.

Kdyz prislo pozdéji ovsem udani, zZe zlata bylo ubrdano a zZe do zpracovavaného vénce
bylo primiSeno stejné mnozstvi stiibra, pozadal Hieron, rozmrzely nad tim, zZe byl takhle
podveden, a Ze nemohl prijit na to, jak by se mohla zpronevéra prokazat, Archiméda, aby se
pro ného ujal prozkoumani této zalezitosti. Archimédeés, ktery toho mél plnou hlavu, prisel
nahodou do lazni a pri vstupovani do vany si vsiml, Ze z ni vytéka takové mnozstvi vody ven,
jak se do ni ponorovalo jeho télo. Kdyz mu to poskytlo vysvétleni dané otazky, nemeskal,
nybrz vyskocil samou radosti z vany, pospichal nahy domit a vsem lidem zvéstoval jasnym
hlasem, zZe objevil, po cem patral. Vykrikoval totiz v béhu a stale Fecky heuréka, heuréka
(nasel jsem to, nasel jsem to).

Vychazeje potom z tohoto objevu, dal pry udélat dva kusy stejné vahy, jako mél vénec,

a to jeden ze zlata, druhy ze stiibra. (...)

1 Znéni Archimédova zakona: T&leso ponotené do vody je nadlehGovano vztlakovou silou, kterd je rovna tize

vody o stejném objemu, jako je objem ponoiené Casti télesa. (Jandora, 2004)



Vyzkoumav to, vroril podobné do nadoby Kus zlaty a po jeho vynéti dolil tymz zpiisobem
miru a zjistil z mensiho poctu sextariii, o¢ ma kus zlata pri téze vdaze mensi objem nez kus
stribra. Nacez znovu naplnil nadobu a vnoril do téze vody samotny vénec a shledal, Ze pri
venci vyteklo vice vody nez pri kusu zlata téze vahy. Vypoctem z toho, oc¢ bylo pri vénci vice
vody nez pri kusu zlata, prokdzal ve zlate primés stiibra a oc¢ividnou vyrobcovu zproneveru.
([Vi], str. 293-295)

Tvirci mysleni a objevovani jde uz od nepaméti ruku v ruce s radosti a zapalem pro véc.
Nejen téchto vlastnosti a charakteristik si v§imlo jiz nespocet mysliteld, filozofi, pedagogt
a dalsich védct, ktefi pfisli s terminy jako aktivizujici vyukova metoda, konstruktivistické
pojeti vyuky ¢i motivace zaki. Jestlize chceme proniknout do podstaty véci, je z mého
pohledu nezbytné objasnit uvedené terminy, se kterymi budeme v rdmci této prace pracovat.

Zakladni naplni casu strdveného ve Skolnich lavicich je bezesporu vyuka, kterd
je chapana jako ,,systém, ktery zahrnuje proces vyucovani, cile vyuky, obsah vyuky,
podminky, determinanty a prostredky vyuky, typy vyuky, vysledky vyuky.* (Zormanova,
2012, s. 8) Ackoliv je $kolstvi nejen v Ceské republice spojovano s piivlastky jako
konzervativni, zastaralé, zkostnatélé, jsou to pravé vyukové metody, které reflektuji vyvoj
spolecnosti, ucitelovo piesvédCeni a filozofii. Pravé na osobnosti ucitele zavisi, zda bude
vyuzivat osvédcené a zab&éhnuté postupy prace ve tiidé, nebo se odvazi do svych hodin vnést
zavan zmén a reforem.

V odborné literatute se zdiiraznuji predevs§im dvé€ nasledujici protichlidna pojeti vyuky
— transmisivni a konstruktivistické. Transmisivni neboli predavajici pojeti vyuky patii
k procesu vyuCovani jiz od pocatku lidstva. Jeho hlavni rys je zprostiedkovavani
jiz ucelenych vé€domosti a dovednosti, diky kterym si Zak v roli pasivniho pfijemce osvoji
hotovy poznatek. Toto predavani poznatkli miize mit n€kolik podob, od stfedovékého
pfedavani dogmat, pies slovné-ndzornou koncepci Komenského po memorovani
bez piedchoziho porozuméni obhajované predev§im Herbartem. (Zormanova, 2012, s. 8)

Na druhé strané existuje konstruktivistické pojeti vyuky, které zdiiraziuje zakv proces
konstruovani poznatkl. Poznavani a uceni se je nepfetrzity proces, ktery pfirozené probiha
i mimo oblast forméalniho vzd&lavani. Zak &i student kazdodenné piichazi do $koly s uréitou
predstavou, jaky svét je. Pravé tato predstava pak castecné ovliviiuje jeho vnimani,
porozuméni a dalSi uceni. V ramci konstruktivismu se také objevilo né€kolik koncepct,
a to problémova vyuka propojujici Skolni u€eni s u¢enim Zivotnim, jejimz propagatorem byl
Dewey. Dale se objevila Vygotského koncepce uceni o zoéné nejblizsiho vyvoje, kdy ma

uceni piedbihat vyvoj. (Zormanova, 2012, s. 11, 8)
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Pokud se z teoretickych vysin vyukovych pojeti a jejich koncepci piesuneme do reality
vyucovacich hodin, mizeme si na pouzivanych vyukovych metodach objasnit rozdily mezi
transmisivnim a konstruktivistickym vyucovanim.

V ramci transmisivniho (nebo téZ klasického, tradi¢niho) vyucovani hraje hlavni roli
ucitel, ktery klade v prvni fad¢ diraz na uc¢ebni osnovy a obsah vyuc¢ovani. Vyucovani je pak
casto vedeno formou vykladu, kdy ucitel nastavi jednotné tempo, které je odvozeno
od pramérnych ¢i slabsich zakt. Chvilkova i del$i nepozornost zaku je v takto vedenych
hodinach velmi bézna. (Okon, 1966, s. 10 — 13)

Manak a Svec (2003, s. 49) uvadgji nasledujici soupis klasickych vyukovych metod,
které jsou ¢asto vyuzivané v tradi¢nim vyucovani:

e metody slovni — vypravéni, vysvétlovani, prednaska, prace s textem, rozhovor;

e metody nazorné-demonstraéni — predvadéni a pozorovani, prace s obrazem,

instruktaz;

e metody dovednostné-praktické —  vytvafeni dovednosti, napodobovani,

manipulovani, laborovani, experimentovani, produk¢éni metody.

Vzhledem k piedchozimu vymezeni pojmu transmisivni vyucovani nelze vechny vyse
uvedené klasické metody pouzit v tomto pojeti vyuky. U kaZzdé jmenované metody je nutné
zamyslet se nad kontextem jejiho pouziti. Uvazujeme-li naptiklad dovednostné-praktickou
metodu experimentovani, miize tato metoda nabyvat ve vyucovacich hodinach minimalné
dvou podob — zakiv experiment, uditeliv experiment. Jestlize je zakim piedstaven jisty
experiment ucitelem, jednd se o transmisni vyucovani, pokud je ale vyuka postavena
na samostatné praci zaku, kteti bud’ sami, nebo pod vedenim zkoumaji jisty jev, jedna se jiz
0 vyukovou metodu konstruktivistického pojeti vyuky. Nelze tedy klasifikaci klasickych
vyukovych metod Maiidka a Svece brat jednoznaén& jako klasifikaci vyukovych metod
transmisivniho vyucovani.

Konstruktivistické (n€kdy téz alternativni, inovativni ¢i moderni) vyucovani je zacileno
pfedevSim na osobu Zdka a jeho soucasné schopnosti a znalosti. Samotné vyucovani
je charakterizovano jako aktivni, problémové¢ orientované, béhem kterého jsou feSeny
problémy, které zaka piipravuji na feSeni Zivotnich problémil. Zakovi je tak umoznéno pfijit
na vlastni hypotézy, rozviji se jeho pfedstavivost a je pfipraven na obtiznéjsi intelektudlni
¢innost. (Zormanova, 2012, s. 10)

V hodinach vedenych konstruktivistickym ucitelem se mizeme nejcastéji setkat
s nasledujicimi metodami, které Manidk a Svec (2003, s. 49) nazvali jako aktivizujici

vyukové metody, a nékterymi komplexné vyukovymi metodami:
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e aktivizujici vyukové metody — metody diskusni, metody heuristické, teSeni

problémt, metody situacni, metody inscenacni, didaktické hry;

e komplexni vyukové metody — skupinova a kooperativni vyuka, kritické mysleni,

brainstorming, projektova vyuka, oteviené uceni, uceni v zivotnich situacich a dalsi.

Ackoliv se z dneSniho pohledu muze zdat, ze tradi¢ni metody vyuky jsou Spatné
a prekonané, mohou nastat situace, kdy se bez nich pteci jenom v bézné pedagogické praxi
neobejdeme. Svoje misto maji napiiklad v hodinach, kdy je vykladana latka slozita
a pro zéky C¢i studenty lehce neuchopitelnd. Dale pak je tato metoda vhodna
ke zprostfedkovani poucek, norem a pravidel a k orientaci v abstraktnim ucivu. (Pecina,
Zormanova, 2009)

Na druhou stranu zazniva i kritika v dnesni dobé stale popularnéjsSiho konstruktivismu.
Hlavnim argumentem kritikii je poukazovani na domnélou malou efektivitu pti ziskavani
sumy védomosti. Ne¢ktefi autofi jako Pecina a Zormanova (2009) se domnivaji,
ze nejvhodnéjsi je kombinace obou pojeti vyuky.

Vzhledem k zaméfeni této prace a osobnimu piesvédéeni se budu dale vénovat pouze

konstruktivismu a jeho pojeti v ramci vyuky, dale aplikovanému na vyuku matematiky.

1.2 Konstruktivismus ve vyuce (matematiky)

Konstruktivismus je v Pedagogickém slovniku (Prucha, Walterova, Mares, 2013, s. 132)
definovan jako ,,siroky proud teorii ve védach o chovani a socidlnich védach, zdiiraziujici
aktivni ulohu subjektu v pOzndvani sveta, vyznam jeho vnitinich predpokladii
V pedagogickych procesech, diilezitost jeho interakce s prostiedim a spolecnosti. *

Velice podobné je termin konstruktivismus vysvétlen 1 v Psychologickém slovniku
(Hartl, Hartlova, 2000, s. 271). Konstruktivismus je zde ,,v psychologickych a socidlnich
vedach smeér druhé poloviny 20. stoleti, ktery zduraznuje aktivni ulohu cloveka, vyznam jeho
vnitrnich predpokladii a dulezZitost jeho interakce s prostredim a spolecnosti.

Jiz z definic je patrné, Ze se jedna o proud, ktery se dotyka nejedné veédy, a vzhledem
k jeho obecné charakteristice nabyva né€kolika podob, které se stale vyvijeji. V odborné
literatuie tak lze narazit na konstruktivismus s nasledujicimi pftivlastky: kognitivni
konstruktivismus, radikalni konstruktivismus, socialni konstruktivismus, sociologicky

konstruktivismus, realisticky konstruktivismus, didakticky konstruktivismus a dalsi.
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ProtoZe cilem této Casti neni charakterizovat jednotlivé odnoze konstruktivismu,
ptiblizim pouze teorii zaméfenou na konstruktivismus v didaktice, ktery je pro ucely této
prace nejvhodné;jsi.

Podle Pedagogického slovniku je konstruktivismus v didaktice jedno z dominantnich
soudobych paradigmat, které se déli do nésledujicich proudii: kognitivni konstruktivismus,
socialni konstruktivismus, pedagogicky konstruktivismus a didakticky konstruktivismus.
Jestlize kognitivni konstruktivismus zdiiraznuje, Ze si poznavajici subjekt individualné
konstruuje poznatky z fragmentt informaci z vnéjsiho svéta, které sklada do smysluplnych
celkd, rekonstruuje stavajici celky a provadi s nimi intelektualni operace na urovni jeho
kognitivniho vyvoje, pak socialni konstruktivismus vyzdvihuje nenahraditelnou funkci
socialni interakce a kultury v procesu tvorby poznatkii. BEhem vyucovacich hodin vSak Casto
dochazi k miseni obou pfistupti. Na tento jev nasledné¢ reaguje pedagogicky
konstruktivismus, ktery prosazuje ve vyuce feSeni problémd, tvotivé mysleni, kooperativni
uceni ve skupinach a naptiklad i manipulaci S predméty jako hlavolamy, stavebnice atd.
(Pracha, Walterova, Mares, 2013, s. 132)

Pedagogicky konstruktivismus je podle Kalhouse a Obsta vymezovan jako ,,snaha
0 prekonani transmisivniho vyuCovani, jez je chdpdano jako predavani definitivnich
vzdelavacich obsahii zakum, kteri jsou pri tom odsouzeni do pasivni role jejich prijemcii.
(Kalhous, Obst, 2002, s. 49)

Poslednim konstruktivistickym proudem v didaktice je podle Pedagogického slovniku
didakticky konstruktivismus, ktery je nékterymi autory jako napiiklad Kalhousem a Obstem
pojmenovan jako konstruktivistickd didaktika. Toto pojeti konstruktivismu se hlasi
ke zjednodusené interpretaci vyvojové-psychologickych a kognitivné-psychologickych
teorii. Diiraz je zde kladen na propojeni poznévacich procest s identitou jedince. Didakticti
konstruktivisté si uvédomuji, ze ¢lovek se uci jen tomu, co poklada za osobné smysluplné
a co je v souladu s jeho vlastni identitou. S timto proudem konstruktivismu je napiiklad
spjata prace didaktik®i jako Hejny, Kutina?, Stehlikova® a dalsi. (Priicha, Walterova, Mares,
2013, s. 132; Kalhous, Obst, 2002, s. 73)

Stopy konstruktivismu ve vyuce miizeme odhalit dokonce jiz u Sokrata, ktery pied vice
nez dvéma tisici lety pomahal svym diskusnim partnerim k poznani skrze promysSlené

kladené otazky. Pomahal na svét myslence stejné tak, jako porodni baba poméhala na svét

2 Hejny, Kuiina, 2001
3 Stehlikova, 2004
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ditéti. A tak se uchytilo pojmenovani Sokratovo ,,babické umeéni* jako synonymum
pro osvojeni si nové myslenky, nikoliv pouze pro pfedani informace. (Stehlikova, 2004,
S. 12; Petrzelka, 2000)

Didaktickym konstruktivismem se zabyvalo béhem vyvoje lidstva nespocet myslitelt,
védct a akademikdl, z nichz miizeme jmenovat naptiklad klasiky Piageta a Deweyho, déle
Davise, Maherovou, Noddingse, Jaworski, Ernesta a dalsi. Na c¢eském Uzemi
se konstruktivismus objevil pfedevsim v dilech Kufiny a Hejného.

Pro tucely této prace se nyni podivame konkrétné na pojeti konstruktivismu ve vyuce
matematiky. Podle Kufiny se konstruktivismus ve vyuce matematiky projevuje skrze
., aktivni vytvareni casti matematiky Vv mysli Zaka. Podle povahy zdka mize byt podkladem
pro takovou konstrukci otdzka ¢i problém ze svéta prirody, techniky nebo matematiky samé.
(Kufina, 2002, s. 1-8) Dale autor zduraziiuje roli motivace zédka v procesu poznavani.
Jestlize totiz student ¢i zadk neni motivovan k poznavani, nejen Ze si nevybuduje uréitou
poznatkovou strukturu, ale on s budovanim ani nezacne. Proto je tieba predkladat studentim
a zaktim motivacni tlohy, problémy a otazky. (Kufina, 2002, s. 1-8; Stehlikova, 2004, s. 13)

Na zakladé téchto vychodisek vytvofili Hejny a Kufina tzv. Desatero konstruktivismu,
které zni nasledovné¢:

,.1. Aktivita
Matematiku chapeme predevsim jako specifickou lidskou aktivitu, tedy nikoliv jen jako jeji

vysledek, ktery se obvykle formuluje do souboru definic, vét a diikazii.

II. ReSeni iiloh

Podstatnou slozkou matematické aktivity je hledani souvislosti, reSeni uloh a problémii,
tvorba pojmui, zobeciiovani tvrzeni a jejich dokazovani. Popsany proces miize probihat
V matematice samé nebo v libovolné jiné oblasti lidského poznani. Tvorba matematickych

modelii reality je pak jeho soucasti.

II1. Konstrukce poznatkii
Poznatky, a to nejen poznatky matematické, jsou neprenosné. Prenosné (z knih, casopisii,
prednasek a riiznych médii) jsou pouze informace. Poznatky vznikaji v mysli poznavajiciho

cloveka. Jsou to individualni konstrukty.

1V. ZkuSenosti
Vytvareni poznatku (napr. v oblasti pojmii, postupu, predstav, domnének, tvrzeni,

zditvodnéni ...) se opira o informace, je vSak podminené zkuSenostmi pozndvajiciho.
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Zkusenost si prinasi zak zcasti z kontaktu s realitou svého zZivota, mél by vsak mit dostatek

prileZitosti nabyvat zkuSenosti i ve Skole (experimentovani, reseni uloh ...).

V. Podnétné prostiedi

Zakladem matematického vzdelani konstruktivistického typu je vytvaret prostredi
podnécujiciho tvorivost. Nutnym predpokladem toho je tvorivy ucitel a dostatek vhodnych
podnetut (otazky, ulohy, probléemy ...) na strané jedné a socialni klima tiidy priznivé

tvorivosti na strané druheé.

VI. Interakce
Ackoli je konstrukce poznatkii proces individudlni, prispiva k jeho rozvoji socidlni interakce
ve tride (diskuse, srovnavani vysledki, konstrukce prikladii a protiprikladi, pokusy

0 formulace domnének a tvrzeni, argumentace, hledani ditkazu ...).

VII. Reprezentace a strukturovani
Pro konstruktivisticky pristup k vyucovani je charakteristické péstovani nejriiznéjsich druhi
reprezentace a strukturdlni budovani matematického svéta. DIlci zkuSenosti a poznatky jsou

riizné orientovany, tridény, hierarchizovany, vznikaji obecnéjsi a abstraktnéjsi pojmy.

VIII. Komunikace

Pro konstruktivistické vyucovani v matematice ma znacny vyznam komunikace ve tride
a pestovani riuznych jazyku matematiky. Jednim z nich je neverbalni vyjadrovani, jinym
matematicka symbolika. Dovednost vyjadrovat viastni myslenky a rozumeét jazyku druhych

je treba systematicky péstovat.

IX. Vzdélavaci proces

Vzdeélavaci proces v matematice je nutno hodnotit minimdlné ze tri hledisek. Prvni
je porozuméni matematice, druhé je zvladnuti matematického iemesla, tieti jsou aplikace
matematiky. Pro porozuméni matematice ma zasadni vyznam vytvareni predstav, pojmii
a postupu, uvedomovani si souvislosti. Rozvijeni matematického remesla vyzaduje trénink
a pripadné i pameétové zvladnuti urcitych pravidel, algoritmii a definic. Aplikace matematiky
nemusi byt jen vyvrcholenim vzdélavaciho procesu; mohou hrat i roli motivacni. Matematiku

se ucime jejim provozovanim.
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X. Formalni pozndani

Vyucovani, které ma charakter predavani informaci (vyucovani transmisivni), nebo
vyucovani, které dava pouze nadvody, jak postupovat (vyucovani instruktivni), vede
predevsim k ukladani informaci do paméti. To umozZnuje v lepsim pripadeé jejich reprodukci
(napr. u zkousky), obvykle viak dochazi k jejich rychlému zapominani a ziidkakdy k jejich
netrivialnimu vyuziti. Takové poznani je pseudopoznanim, je poznanim formalnim. “ (Hejny,
Kufina, 2001, s. 160-161)

Kromé¢ vyse uvedenych zasad zdlraziuje Kufina jest¢ aplikaci tzv. realistického
konstruktivismu, zvlasté pak moznost transmise ur¢itych ¢asti matematiky, odkazovani se na
poznatky v encyklopediich, uc¢ebnicich atd., ¢i dokonce poskytnuti napoveédy pii feSeni
typickych uloh. VSechny ¢innosti vSak musi byt ,,ve sluzbdch rodici se matematiky
V duSevnim svété Zaka.** (Kufina, 2002, s. 6) Nelze predpokladat, Ze na vse piijdou Zaci
sami. Do procesu poznavani jisté patii 1 prace s informacemi. Napftiklad, jak vypada thel
0 velikosti 90° a ze se velikost Ghli znac¢i zrovna nasledujicim symbolem °, jist¢ nemohou
Zaci vymyslet, jedna se o matematické konvence. (Kufina, 2002, s. 6; Stehlikova, Cachova,
2006, s. 4)

Ve spojitosti s heuristikou v §ir§im pojeti konstruktivismu Ize na tomto misté zminit

ptiklady pojeti vyuky, které vychazeji z téchto koncepci.

1.3 UZSi pojeti heuristiky

Na zagatku této kapitoly byla uvedena Manakova a Svecova definice heuristiky, ktera
naznacuje jeji mezioborovost a Siroky obsah zdjmu. Co se tyce jejiho dalSiho vymezeni
a klasifikace, je odborna literatura nejednotna jak v nazvoslovi, tak v charakteristice.

Mezioborovost heuristiky 1ze demonstrovat napiiklad na jeji charakteristice
v akademickém slovniku cizich slov, kde nalezneme pod heslem heuristika tfi definice:
1. umeni vynalézat (ars inveniendi), metodicky ndvod, jakymi optimalnimi prostredky
a postupy objevovat nové (myslenky, fakta ap.) 2. metoda ziskavani, shromazdovani a tridéni
historickych pramenu a informaci 3. zpiisob zdpisu programu pro samocinné pocitace,
heuristické programovani. “ (Kraus, 2005, s. 306)

Za heuristiku, ¢i heuristicky pfistup budeme v ramci tohoto textu povazovat heuristiku
V pojeti prvni definice, tedy tvir¢i zpiisob mysleni a feSeni problém, pfistupy zaloZené

na zkoumani, badani, objevovani, poznavani, patrani, praci s hypotézami, dokazovani,

4 Zde je téz patrny odkaz na Sokratovo babické uméni.
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vytvareni novych algoritmi apod. Ve shod¢ s timto vymezenim heuristiky je i Zelinovo
pojeti, ktery chape heuristiku také jako ,, metodu tviirciho reseni problémii” nebo jako
., charakteristickou specifikaci typovych Ccinnosti, které se uplatiuji pri objevovani,
vynalézani, tvoreni a specifikovani norem a postupii. ““ (Zelina, 1990, s. 66)

Heuristickou metodu budeme dale chépat jako jednu z aktivizujicich vyukovych metod,
ktera zahrnuje uceni cestou samostatného objevovani, metodu fizeného objevovani, metodu
fizené diskuse, techniku odrazového mustku a zvlast€¢ metodu feSeni problému
(problémovou vyuku). Heuristicka metoda je tak soucasti nadfazenych koncepti jako
badatelsky orientovana vyuka, podnétna vyuka, tvofiva vyuka. Podrobnéjsi charakteristice
téchto metod bude vénovana druha kapitola této prace. (Manak, Svec, 2003, s. 113-115)

Pocatky heuristického pfistupu lze nalézt jiz ve starovéku, kdy anticti myslitelé jako
Sokrates, Cicero, Aristoteles a dalsi vedli nejen se svymi zZaky pisobivé dialogy a nechavali
tak vzniknout novym myslenkam. Pfivlastek otec heuristiky si vSak vyslouzil madarsky
matematik Polya, ktery ve svém dile How to solve it> vypracoval heuristicky postup
pro feseni problému. Jeho zavéry vychazejici ptivodné z heuristické metody aplikované
na vyuku matematiky se daji pfenést i do jinych pfedmétd. (Flekova, 2013, s. 41)

Spojenim heuristickych metod a matematiky se zabyvali i ¢eSti akademici, z nichz
pro nase ucely nejvyznamngj$imi jsou Kopka a Zelina. Kopka obohatil teorii o svij
vyzkumny piistup a Zelina rozsitil matematické ulohy o metodologické zpracovani. Mezi
dalsi Ceské heuristiky 1ze fadit i LokSu a LokSovou, kteti se vénovali pfedevsim oblasti
tvofivosti. (Flekova, 2013, s. 41-42)

Tak jak se vyvijelo mysleni lidstva, pfibyvalo 1 novych heuristickych postupli a schémat,
které byly sice vytvofeny na stejném zaklad¢, ale 1ze u nich vysledovat rozvrstveni podle
jistych specifik. Naptiklad ,, heuristika manzelii Fustioerovych /nazvali ji invetika/
zdiirazinuje funkciondlni analyzu, heuristika Nadlera systémovou analyzu, heuristika
Altsullera — TRIZ — zduraznuje specifika objevovani v technice atd. * (Zelina, 1990, s. 67)

Goralski (cit. ze Zelina, 1990, s. 67) klasifikoval vSechny heuristicky ladéné postupy
do tfi skupin:

e reflexivni heuristiky — naptiklad metody Sokratovy, Bolzanovy, kartézska heuristika

atd.:

5 Polya, George. How to Solve It: A New Aspect of Mathematical Method (Expanded Princeton Science Library
ed.). 1945, Princeton: Princeton University Press. ISBN 0-691-08097-6.
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e pragmatické heuristiky — naptiklad Polyovy metody, postupy Deweyho,
brainstorming, synektika, morfologicka analyza, CPS (creative problém solving) —
metoda z Buffalské univerzity atd.;

e informatické heuristiky — naptiklad modelovani a simulovani za pomoci pocitace,
metoda MULTICOMP atd.

Pro ucely této prace neni nutné charakterizovat jmenované¢ metody a objasnit jejich
vyuziti. Necham tuto poznavaci aktivitu na samotném c¢tenaii, zda si rozsiii své znalosti
heuristické postupy a schémata, nazveme je heuristické strategie, které nejcastéji vyuzijeme
v hodinach matematiky s zaky druhého stupné zakladni $koly a stfedni $koly. Pravé tato

oblast bude néplni samostatné tteti kapitoly.
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2 Heuristika ve vyucovani

2.1Vyuka heuristickymi metodami

Jak jiz bylo vysvétleno v prvni kapitole, heuristické metody vyuky® patii podle Mafaka
a Svece do kategorie aktivizujicich vyukovych metod, které vznikaly postupné s potiebami
a vyvojem spolecnosti. Tyto metody jsou v soucasné dobé rozsifeny nejvice v osvicenych
a alternativnich Skolach, které jiz zareagovaly na potiebu spolecnosti vychovavat tvoiive,
samostatng, aktivné myslici zaky. (Matiak, Svec, 2003, s. 49)

Aktivizujici metody jsou odbornou literaturou definovany jako ,, postupy, které vedou
vyuku tak, aby se vychovné-vzdeélavacich cilii dosahovalo hlavne na zaklade viastni ucebni
prdce Zaku, pricemz diiraz se klade na mysleni a reseni problému . (Jankovcova, Pricha,
Koudela, 1988, cit. z Manak, Svec, 2003, s. 105) Jejich vyhodami jsou predevs$im rozvoj
osobnosti zaka s dirazem na samostatnost, zodpovédnost a tvotivost, dale pak zvySeni zajmu
zakl o ucivo, pozitivni vliv na Skolni klima, otevienost Skoly a jeji propojenost s redlnym
ivotem a dal3i. (Matiak, Svec, 2003, s. 105-106)

Na druhé strané¢ se vSak objevuji 1 autofi, kteti poukazuji na jisté limity vySe
jmenovanych metod. Nejvyraznéjsi kritiku sklizeji tyto metody v oblasti vysledka
a uspéSnosti vzdélavacich programi. Oproti tradi¢nim $koldam maji alternativni Skoly
absolventy s niz§im rozsahem védomosti. Na misto toho svym zaktum poskytuji vétsi prostor
pro rozvoj osobnosti, na ktery neni v klasické $kole as. (Manak, Svec, 2003, s. 105-106)

Jak jiz bylo uvedeno v prvni kapitole, mezi aktivizujici vyukové metody patii mimo jiné
pravé heuristické metody feseni problémil, kterym bude vzhledem k cili prace vénovana
vyrazna pozornost. Ostatnimi aktivizujicimi metodami se nebudu v souladu se zamétenim
préace dale zabyvat.

Heuristické metody pomahaji cilen¢ rozvijet zaky v aktivni a tvofivé osoby. Pravé tim,
ze ucitel v ramci pouziti téchto metod neptedava poznatky zakim piimo, jsou oni sami
donuceni K jejich samostatnému osvojovani. Ucitelova funkce je v tomto procesu zvIaste
na zacatku spiSe poradni ¢i usmérniovaci a fidici. Je vSak nezbytné si uvédomit, Ze tyto
metody nemohou z vyucovacich hodin zcela vytésnit ostatni metody, na vSe si zaci nemohou
pijit sami. (Manak, Svec, 2003, s. 113)

® Rizni autofi chdpou terminy z oblasti heuristiky odli$ng. V ramci této prace bude pojmem heuristika

vvvvv

k feSeni problémil) a heuristické vyukové metody (téz jen heuristické metody), skrze které vede uditel

heuristicky zaky k poznani, védomostem a dovednostem.
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Do kategorie heuristické metody vyuky jsou zahrnuty techniky od Upln€ samostatného
objevovani zdka po metodu problémové vyuky. V procesu poznavani nelze opomenout
vyznamnou techniku ,,u¢eni formou samostatného objevovani®, kdy je zak postaven pied
nelehky ukol piijit si na objev zcela bez pomoci ucitele. Zakladni podminkou vyuziti této
metody je, aby byli Zaci vybaveni potfebnymi znalostmi a informacemi. Déle je nezbytné
pocitat s vétsi asovou narocnosti a nebazirovat na presném verbalizovani objeveného jevu,
dualezitéjsi je, aby si zaci prozili proces objevovani, nez aby vSe vyslovili jazykove spravné.
(Manak, Svec, 2003, s. 114)

Vzhledem Kk uvedenym omezenim se v praxi vyvinula dalsi heuristickd metoda,
a to tizené objevovani, kdy je s pomoci ucitele jiz prvoplanové pocitano. Ucitelovy zasahy
do procesu jsou Castéjsi a obsahlejsi. I v dnesni dob¢ se ve §kolach mizeme setkat s jednou
Z nejstarSich heuristickych metod — sokratickou, neboli fizenou diskusi. Jedna se o metodu
S nejrozsahlejsi roli ucitele v procesu poznavani, kdy prostiednictvim svych logicky
promyslenych otazek sméfuje systematicky zaky k zamérnému objevu. V neposledni fadé
je téz vyuzivana technika odrazového mustku, kdy jsou zaci namotivovani k poznavani skrze
nejriizngjsi impulsy jako piekvapujici informace &i zajimavé zadani. (Manak, Svec, 2003,
s. 114)

Za nejpropracovanéj$i a nejpouzivanéj$i heuristickou metodu vyuky je povazovéana

metoda feSeni problémi neboli problémova vyuka.

2.2 Metoda i‘eSeni problémii, problémova vyuka

Hlavni sloZkou této metody je ,,problém*, pro ktery existuje n€kolik vymezeni, z nichZ
jsem pro ucely této prace vybrala nasledujici tfi od Kozieleckiho, Okoné a Kilpatricka. Prvni
vymezeni problému je obecné, a tudiz aplikovatelné i mimo obor matematiky a didaktiky.
Druha definice jiZ popisuje problém pfimo v didaktickém prostfedi. Tteti a ¢tvrta vybrana
definice predstavuji problém v kontextu matematiky. Vybrané definice se navzajem dopliiuji
a utvareji co nejpresnéjsi predstavu 0 chapani pojmu problém v této praci. Kozielecki (cit.
z Manak, Svec, 2003, s. 115) udava, Ze problém nastava za praniku tfi situaci — situace
obtizné, nové a nejasne.

Okoti (cit. z Manak, Svec, 2003, s. 115) vidi problém jako ,, teoretickou nebo praktickou
obtiz, kterou Zak musi resit aktivnim zkoumanim, myslenim. Problém je rozpor, prekazka,
paradox, protiklad, nesnaz, svizel, tezkost, konflikt, neshoda, nesouhlas, ktery vybocuje

Z navyklého pro nds ramce existovani jevi, poruSuje Stereotyp vnimani, registrovani
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a reagovani a ktery je podnétem k myslenkoveé aktivite, pokud ovsem presahne prah vnimani
subjektu a vzbudi zajem 0 reSeni. *

Do tietice uvedu pojeti problému amerického didaktika matematiky Kilpatricka
(cit. z Kopka, 2013, s. 15), jez vnima problém jako ,,situaci, v niz mame dosdhnout néjaky
cil, ale prima cesta k nému je zablokovana. “ Dale dodava: ,, Aby byl problém matematicky,
pak bychom pri hledani odpovédi méli uzivat matematické pojmy a principy. *

V neposledni fadé 1ze problém chapat jako jev slozeny z vychozi situace, cile a cesty
od vychozi situace k cili. Poté mtiizeme stejné jako Kopka (2013) rozlisit tfi druhy problému
uzitych nejen v hodindch matematiky. Do prvni skupiny patii problémy rutinni (cviceni),
u kterych jsou vSechny tfi komponenty znamé. Vychazime z ptesné zadané situace po zndmé
cesté k pfesn¢ vymezenému cili. Je to napiiklad situace, kdy zakim zadame procvicovaci
ulohy, u kterych si jen zaziji diive objeveny postup feSeni. Druhou skupinu tvoii problémy
nerutinni (tlohy), u kterych znadme vychozi situaci a cil, ale nevime, jak k nim dojit. Cesta
K cili je neznama. Piikladem tohoto problému mtize byt napiiklad zakovo pfimé dokazovani
matematické véty. Do posledni tieti skupiny patii nejslozitéjsi problémy, nazvané zkoumani.
Jde o jev, kdy je znama pouze vychozi situace. Cil je otevieny nebo zcela neznadmy, takze
K nému neexistuje ani znama cesta. Jedna se naptiklad o zkoumani vlastnosti lichych ¢isel,
¢tvercovych Cisel, prvocisel atd. (Kopka, 2013. s. 15-16)

Stejné jako existuje velké mnozstvi definic problému, existuji i rizné teorie feSeni
problému. Pro ucely této prace jsem vybrala ctyfi nejvhodnéjsi definice od Ceskych
I zahrani¢nich autori, od matematikd i mimooborovych akademikt. Jako prvni uvedu
obecné faze FeSeni problému podle Maiiaka a Svece z pohledu problémové orientované
vyuky (2003, s. 116):

1. , Identifikace problému, tj. jeho postizeni, nalezeni a vymezeni.

2. Analyza problémové situace, proniknuti do struktury problému, odliseni znamych
a potiebnych, dosud neznamych informaci.

3. Vytvareni hypotéz, domnéenek, navrhy reseni.

4. Verifikace hypotéz, viastni reSeni problému.

5. Navrat k drivejsim fazim pri neuspéchu resent.

Zadruhé piedstavim zakladni kroky heuristické metody podle Polyi (cit. z Zelina,
1990, s. 70):

1. ,,pochopeni ulohy;
2. vytvoreni planu resent,

3. realizace planu resent,
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4. ziskani vysledku;

5. uvahy nad zpusobem reseni i nad resenim.

Tteti ukazkou feSeni problému je lehce zapamatovatelné schéma podle Zeliny
(1990, s. 73), které je znamé pod akronymem DITOR:

1. ,,D — definuj problém;

2. | —informuj se o problému, analyzuj ho;

3. T —tvor resent;

4. O — ohodnot vytvorené reseni a vyber nejvhodnéjsi,

5. R —realizuj resent /v praxi, zapisem, fixovanim/.*

Déle ptedstavim specificky a ryze matematicky Kopkiiv vyzkumny pristup, ktery
rozviji jeho pojeti problému v praci matematika specialisty a je znazornén na obr. 1. Horni
¢ast schématu popisuje strategii, kterd je vyuzita, pokud vychdzime z ptesné popsané situace
a fesime ji, tak jak je zadand. Spodni ¢ast obr. 1 nastiiuje mozné kroky, pokud danou situaci
preformulujeme, ptdme se, jak se feSeni zméni, kdyz zménime podminky feSeni,
ptfihlédneme k extrémnim situacim apod. Timto pifeformulovanim jsme schopni generovat
tzv. ,,hrozen problému* a obohatit sva feSeni o nova. Vyteckovana ¢ast odkazuje na shodnost

dalsich kroka s kroky v horni ¢asti. (Kopka, 2013, s. 18)

Obr. 1: Kopkiiv vyzkumny pristup pfi vyuce matematiky

feSeni problému
otazka (problém) < )» vyfeseny problém
neuspéch

dukaz

situace —— > experimentovani hypotéza matematicka véta
vysvétleni
ovéreni
Zadny objev
vyvraceni
neuspéch
varianty : sas
R —> experimentovanl <2 ..
sittiace experimentovani
) ast A ) ast B

Zdroj: Kopka, 2013, s. 18 (vlastni zpracovani)
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Stejné jako v predchozich modelech (podle Zeliny, Polyi, Maiidka a Svece) ma i Kopkav
vyzkumny ptistup pét fazi, ale obsah jednotlivych kroki se 1isi. Tak jako tomu bylo 1 U jinych
autorti, vychazi Kopka z popisu néjaké situace, kterou nasledné feSitel zkoumd. Tato
vyzkumna aktivita mtze podle Kopky vyustit ve tii stavy: bud’ z ni vyplyne popis problému
doplnény otazkami k dalSimu zkoumani, nebo konkrétni hypotéza, ktera predpoklada
existenci néjakého jevu, vlastnosti, pravidla v experimentu, anebo ze zkoumani nevyplyne
zadny objev. Jestlize feSitele dovedlo zkoumani az k problému, miize dany problém bud’
fesit, nebo se feSeni vzdat bez tispéchu (naptiklad pokud mu chybi znalosti, motivace atd.).
Jestlize se fesiteli na zakladé zkoumani podatilo formulovat hypotézu, je jak ve védeckych
kruzich, tak v hodinach matematiky Zadouci tuto hypotézu dokazat, vysvétlit nebo ovéfit.
Jediné tak se feSitel muze dostat k obecné platné vété (v matematice se oznacuje jako
»,Matematicka véta®). Na konec nelze opomenout zkoumani, ktera kon¢i vyvracenim
hypotézy nebo jejim nepotvrzenim a netspéchem. (Kopka, 2013, s. 18)

Zatazeni problémové orientované vyuky je vhodné nejen pro ucitele a organizaci
naplné jejich hodiny, ale 1 pro samotné zaky, ktefi si tak postupné osvojuji jednu z kli¢ovych
kompetenci fesit problémy jako zaklad kritického mysleni. Schémata feSeni problémi podle
Zeliny a dalSich uvedenych autorti pak mohou slouzit jako ,,kucharka“ nejen pro ucitele, ale
1 samotné Zaky pii feSeni tloh v hodinach i mimo né&. Vyskyt téchto metod béhem vyucovani
na Ceskych Skolach je jiz Cast&jsi, ale i nadale existuji Skoly a uditelé, ktefi problémove
orientované vyucovani odmitaji. Duvodi je zfejmé né€kolik — dlouhodoba absence
problémové orientovanych aktivit kviili ¢asové narocnosti, ktera jde ruku v ruce malou
zkuSenosti studentli a zakli pracovat timto jinym zplsobem, ktery klade diiraz na jejich
aktivitu v hodinach a schopnost kriticky myslet.

Uspé&snost problémové vyuky Vv praxi $kolniho vyudovani tzce souvisi s naroky
na pripravenost uditele, vytvafenim vhodnych problémt, a S postojem zaku Kk feSeni
problému. Jiz Polya (1945) vymezil nékteré zasady tvoiivého vyucovani (aplikované
na vyuku matematiky, ale pouzitelné i v jinych predmétech), které klasifikoval do tii oblasti
— aktivita Zaka, vnitini motivace a pokracovani po krocich heuristiky. Zasadni je, aby si zak
mohl vybrat naro¢nost tlohy tak, aby pracoval na hranicich svych moznosti po celou dobu
vyu€ovani. Dale je nutné pohlidat, aby zak teSil problémy se zajmem, nikoliv z donuceni.
A v neposledni fad¢ je dobré, aby se Zak orientoval v jednotlivych krocich feSeni problému,
vidél pfed sebou plan postupu a mél zpétnou vazbu pii prekonani jednotlivych krokt.

(Zelina, 1990, s. 71)
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Polya (cit. z Zelina, 1990, s. 71-72) dale vytvofil zasady efektivni vyuky matematiky

s dirazem na osobu ucitele, tzv. desatero pro uditele, které je aplikovatelné i v jinych

predmétech a pouzitelné dodnes:

1. ,,samotny ucitel musi byt fascinovany, mit zajem o to, co uci — t0 je prvni predpoklad
uspéchu;

2. ucitel musi dobre ovldadat sviij predmét — nemiize dobre a zajimavé vykladat a vysvetlovat
néco, cemu sam nerozumi,

3. pamatuj, Ze nejlepsim zpusobem, jak se naucit cokoliv, je objevovani této véci v pritbéhu
vyucovant,

4. pouzij empatii — uc se Cist z tvare zaku jejich prani, jejich pocity tézZkosti a problémy, vzij
se do jejich postaveni a zmen hned metodu, taktiku, kdyz zpozorujes, Ze ti Zaci nerozuméji
nebo té nesleduji,

5. poskytuj zZakim nejen poznatky, ale také postoje, lasku, dovednosti, navyky metodické
prace — dobry ucitel je ten, kdo vede Zaky tak, aby byli sami dobrymi ucitell,

6. ucje odhadovat reseni — ved je tim k odvaze mysleni, ved je k uzivani intuice pro odhady
rozumné, zalozZené na indukci a analogit,

7. naucit zaky uméni oditvodnovani, argumentace, dokazovani pravdy;,

8. uc je takovym metodam reseni, které mohou pouZit i pri reseni jinych uloh;

9. neodhal hned, nybrz postupne, celé tajemstvi ulohy, jejiho 7eSeni, aby uloha svou
dramaticnosti motivovala Zaky;

10. nerikej vzdycky dopredu sviij nazor, usudek, postoje a hodnoceni; prenech to vic Zakiim,
tim dosahnes jejich zainteresovani na reseni i vys$Si stupen tvorivosti ve vSech krocich
heuristické metody.

Dtlezitou soucasti problémového vyu€ovani je piitomnost problémové tlohy. Aby bylo
takové vyucovani efektivni, musi ucitel zakim vhodné zformulovat vychozi situaci neboli
zadat ulohu. V dalsi ¢asti pokladam vzhledem k cili prace, kterym je vytvofeni ukazkovych
uloh, za nezbytné objasnit Ctenari pojem ucebni tilloha a jeji tvorba v oblasti vyuky a nasledné
vymezit hlavni poZadavky na tlohy problémové.

Pro tcely této prace budeme pojmy problém a problémova tloha chapat velice podobné.
Na tyto pojmy budeme nahlizet v kontextu vychozi situace (resp. zadani), ktera musi
obsahovat jev novy, obtizny a zaci na prvni pohled nevidi, jak by ji mohli feSit. Pojem
problémova tloha v této praci neztotoznujeme s tlohami, jejichz feSeni ¢ini Zakiim nejvetsi
problémy, naopak se budeme zabyvat Glohami, které pfinaseji pro Zdky nova, netradi¢ni,

neotfela feseni a jsou doprovazeny tvofivym myslenim. Obecnéjsi pojem ucebni tloha bude
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V této praci zastfeSovat vSechny typy uloh, jak ty s rutinnim, algoritmickym feSenim,
tak problémové ulohy. V tomto pojeti jsou napiiklad Kopkovy (2013) rutinni problémy
fazeny nikoliv mezi problémy a problémové tlohy, ale pouze jako ucebni ulohy.

Ucebni tlohy lze obecné popsat jako ,,Sirokou Skdlu vsech ucebnich zaddni, a to
od nejjednodussich vkoli, vyzadujicich pouhou pamétni reprodukci poznatkii, az po slozité
ukoly, vyzadujici tvorivé mysleni. ** (Kalhous, Obst, 2002, s. 329) Ucebni ulohy by se mély
ve vyucovani vyskytovat v promysleném syst¢tmu od nejjednodussich po slozité
a od algoritmickych po tvofivé (resp. heuristické). Mély by slouzit jak k procviceni dané
latky, tak k ziskani novych dovednosti a védomosti. Diky ucebnim tloham dostavaji nejen
ucitel ale i Zaci zpétnou vazbu o splnéni vyukového cile. (Kalhous, Obst, 2002, s. 328— 329)

Dilezitost uéebnich uloh je vidét v jejich funkci. Pravé pomoci uéebnich uloh lze
., rozvijet schopnost tymové spoluprdce, dovednost pracovat s literaturou, volit vhodné
metody prdce, osvojovat si mySlenkové operace potiebné k reseni probléemii a ziskavat
osobni viastnosti, zvldsté cilevedomost, systematicnost, soustiedenost na prdci, svédomitost,
pomoc jednoho druhému atd. © (Kalhous, Obst, 2002, s. 328)

Aby ulohy plnily dobfe a efektivné svoji funkci, je tfeba splnit nékteré zakladni
pozadavky (Kalhous a Obst, 2002, s. 330):

e Ucebni ulohy by nemély byt prezentovany izolovanég, ale v logickych systémech

s gradovanou obtiznosti.

e Ucebni tlohy by nemély byt monotdénni, tzn., Ze by mély vybizet k vyuziti Siroké
Skaly riznych poznavacich aktivit, a mély by jakoby vyplynout z okamzité situace
behem vyucovani.

e Ucitel by si mél ptipravit dostatecné velky soubor tloh, aby mohl pohotové reagovat
na tézko predvidatelné situace v hoding. Improvizace béhem hodiny je mozna, ale ne
bez ptredchozi pripravy.

e Pii tvorbé tloh je nejdulezitéjsi stanoveni vyukového cile, jeZz vede K tvorbé tiloh
,,na miru®.

e Tvorba uloh je signidlem profesionalniho mistrovstvi ucitele, ktery by se v této
¢innosti mél neustale zdokonalovat a rozvijet.

Problémové ulohy by mély navic spliiovat nasledujici zasady, které shrnula Zormanova
(2012, s. 78) z pojeti problémové ulohy od rtiznych autori. Problémova uloha podle ni musi

splilovat tyto poZadavky:
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,,méla by byt stanovena v logické navaznosti S dosavadnimi poznatky Zdku (Pecina,
2008);

meéla by byt primérena veku, véedomostem Zakii (Pecina, 2008; Cizkova, 2002);,
musi mit problémovy obsah (. obtiz), ktery ma povahu nového poznatku (Pecina,
2008);

méla by Zaky upoutat a vzbudit v nich zdjem a chut poznavat (Pecina, 2008, Cizkova,
2002);

diilezité je také, aby ucitel Fidil ¢innost zakii p¥i jejich reseni (Cizkova, 2002).*
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3 Heuristické strategie v hodinach matematiky

Uzitecnost a dulezitost heuristickych strategii na uvod ilustruji motivacni vétou z knihy
How to solve it mad’arského matematika Polyi (1945) (cit. z Kopka, 2013, s. 26): ,,Je tezké
mit dobry napad, kdyz z dané oblasti zname mdlo, a je nemozné ho mit, pokud nezname nic.
Dobré napady jsou zalozeny na minulych zkusenostech a drive ziskanych znalostech. *

Heuristika aplikovand v matematice stala jiz u zrodu této védy, kterd je béhem staleti
spojovana s matematickymi velikany jako Pappus, Descartes, Leibnitz, Bolzano. Byl to vSak
Polya, ktery jejich uvahy do té doby znamé pouze védeckym kruhim rozsitil i mezi Sirokou
vefejnost uciteldl matematiky az do samotné vyuky. Do hodin matematiky tak zacaly
postupné pronikat i jiné nez algoritmické postupy (strategie) feseni tloh (resp. problémil),
a to heuristické. (Kopka, 2013, s. 26)

Slovem algoritmus budeme oznacovat sled tikonti, ¢innosti, krokti, které za pfitomnosti
mechanickych vypocti povedou k feseni v§ech lloh uréitého typu bez ohledu na schopnosti
feSitele a jeho pochopeni podstaty ulohy. To znamend, ze algoritmus musi byt jasné,
jednoznaéné a srozumitelné popsany proces, musi byt snadno pienositelny z feSitele
na tesitele, dale musi mit konecny pocet kroki, které milze provadét i stroj. Vhodnym
prikladem v matematickém prostfedi je naptiklad vypocet kofenti kvadratické rovnice,
Euklidiiv algoritmus k urceni nejvétSiho spoleéného délitele dvou pfirozenych Cisel,
Hornerovo schéma a dalSi. Za algoritmicky postup feSeni tloh budeme v této praci
predpokladat piimé feSeni klasickou (naucenou) cestou napiiklad algebraicky rovnici,
geometricky atd. (Zelina, 1990, s. 68)

Heuristicky postup (strategie) bude reprezentovat neobvyklé (alternativni) feSeni, které
se neshoduje s klasickym feSenim. Pfi tomto postupu feSitel stfida konvergentni (mySlenky
se sbihaji k cili — k jedinému spravnému feSeni) a divergentni (feSeni ve vice rovinach,
smérech) mysleni. Jak bylo nastinéno v tvodu této kapitoly, vymysleni a pouZivani
heuristickych strategii neni mozné bez predchozi znalosti n€kterych zdkladnich algoritm.

S popularizaci heuristiky ptibyvalo 1 heuristickych schémat a strategii, ¢i ndvodl feSeni
problémti. Nékteré z nich jsem jiz uvedla ve druhé kapitole v Casti vénované feSeni
probléml. V této kapitole se zaméiuji pouze na piiklady konkrétnich strategii, které
Ize vyuzit v hodinach matematiky na druhém stupni zakladnich $kol a na stiednich Skolach.
Vzhledem k jejich rGznorodosti a poctu vSak uvedu jen nékteré heuristické strategie,

se kterymi se ve Skolské praxi muzeme setkat nejcastéji. v této ¢asti budu vychdzet
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z Kopkovy (2013, s. 26-76) taxonomie heuristickych strategii, kterou doplnim o strategie
vytvofené kolektivem autorit Novotna, Eisenmann, Ptibyl (2015, 13-22).
Kopka (2013, s. 26-76) déli nejcastéji se vyskytujici heuristické strategie ve Skolské
matematice na:
e vychozi (zékladni) strategie,
o dalSi obecné strategie,

e specifictejSi matematické strategie.

Toto d¢leni je vyuzito i v této praci.

3.1Vychozi (zakladni) strategie

Mezi zakladni strategie, které jsou schopni Zaci bez vétSich problémd, Casto 1 intuitivné,
pouzit, lze zafadit naptiklad strategie systematické experimentovani a strategie odhad,
ovéteni a oprava. Kopka do této kategorie dale fadi strategii pokus — omyl, algebraickou
cestu (sestaveni rovnice nebo soustavy rovnic) a geometrickou cestu (grafické znazornéni).
Vzhledem k teoretickému vymezeni pojmu algoritmus a heuristicka strategie nebudeme dvé
posledni vyjmenované strategie uvadét jako zakladni heuristické strategie, protoze svoji
podstatou patii spiSe mezi algoritmy. Mohou se vSak objevit ptiklady, kdy budou tyto
strategie vyuzity jako heuristické. Co se tycCe strategie pokus — omyl, nazor na jeji zatazeni
mezi heuristické strategie neni mezi autory jednotny. Néktefi ji mezi heuristické strategie
zatazuji jako naptiklad Kopka, nekteti ji vyclenuji jak ze skupiny algoritmi, tak ze skupiny
heuristickych strategii naptiklad Zelina, Novotna, Eisenmann, Ptibyl. (Kopka, 2013, s. 26;
Zelina, 1990, s. 67; Novotna, Eisenmann, Piibyl, 2015, s. 14)

311 Strategie pokus - omyl

Podle Kopky je tato strategie nejjednodussi moznou metodou, jak dojit k cili. Uskali
této metody vSak spociva v pomérné velkém poctu experimentli a v pfitomnosti mozného
netspéchu. Jedna se ve své podstat¢ o nesystematické experimentovani. Ukdzkovym
ptikladem této metody miiZe byt situace v hodin€é matematiky na prvnim stupni, kdy se zak
snazi doplnit nezndmé ¢&islo do nasledujici rovnosti: 3 + [ ] = 8. Pokud zdk zkousi
dopliiovat rizna Cisla bez jakéhokoliv pravidla a doufd, ze ne€které z nich bude hledanym
feSenim, pak vyuziva plné této strategie. Pokud si ale zacne uvédomovat néjaky vztah mezi
svymi pfedchozimi pokusy a divody neuspéchu, je na cesté k dalsi heuristické strategii

odhad, ovéteni, oprava. (Kopka, 2013, s. 26)
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DalSim ptfikladem mulze byt situace ze stfedni Skoly, kdy se b&hem vyuky
exponencialnich funkci objevi rovnice 2* 4+ 3* = 13 a studenti za¢nou hadat vysledek.
Ti bystiejsi a motivovanéjsi k feSeni uloh najdou pomérné rychle vysledek x = 2 ajsou Casto
spokojeni s fesenim. Problém této strategie v tomto piikladu je ten, Ze studenti ndhodnym
experimentovanim sice mohou najit jedno feseni, ale jiz neovéiuji, zda ma tato loha jen to
jediné feseni, zda vyiesili ulohu korektné.

Préavé na zéklade vyse uvedeného prikladu je nékdy tato strategie fazena mimo okruh
heuristickych strategii v hodindch matematiky. Podle Novotné, Eisenmanna, Pfibyla
je feseni touto cestou vétSinou doprovazeno pouze vnéjsi motivaci fesitele. , Resitel
si neklade otazku, zda vilohu spravné vyresil, a plni pouze cil ,, vyresit problém *, a to vétsinou
pouze jednou, bez vnitrni zpétné vazby o sprdavnosti reSeni. “ (Novotnd, Eisenmann, Pfibyl,
2015, s. 14)

Strategii pokus — omyl nefadi k heuristickym strategiim ani Zelina (1990, s. 67), ktery
déli metody uceni a vyuky na tii skupiny: uceni se pomoci pokusu a omylu, uc¢eni se pomoci
algoritmi, uceni se pomoci heuristiky. I kdyZ se tato strategie z pohledu matematiky nezda
byt heuristicka, v jinych oborech, naptiklad v ptirodovédeckych nebo technickych, stoji tato
strategie za Cetnymi objevy, proto ma své misto v Kopkove taxonomii heuristickych strategii

a zaroven 1 v tomto vyctu.

3.1.2 Strategie systematické experimentovani

Systematické experimentovani je Casto ptitomno pii feSeni uloh, které¢ vedou ke hledéni
néjakého vzorce, €1 zékonitosti. Pokud je to moZné, je vhodné jednotlivé kroky
pro ptehlednost zapisovat do tabulky, ve které je po dostatecné velkém poctu experimentl
Casto patrna néjaka pravidelnost. (Kopka, 2013, s. 26)

Za vyuziti systematického experimentovani lze k vysledku dojit pomoci urcitého
systému v opakovani pokust. Na zacatku si Casto feSitel zvoli tzv. ,,odrazovy pokus®,
od jehoz vysledku se pomoci dalSich pokust snazi pfiblizit hledanému feseni. Velmi
vyhodné je spojeni této strategie s pouzitim pocitace, ktery miize dobu feSeni zkratit a feSeni
tak zefektivnit. (Novotna, Eisenmann, Pfibyl, 2015, s. 13)

Ukazme tuto strategii rovnou na konkrétnim ptikladu.

Piiklad &. 1: ,, Cisla, kterd se ctou stejné odpiedu i odzadu, jako napr. 452 254, se nazyvaji
palindromy. Muj pritel tvrdi, Ze vSechny ctyrciferné palindromy jsou délitelné cislem 11.

Je tomu tak? “ (Kopka, 2013, s. 33)
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ReSeni: Nejdiive si stejné¢ jako vétSina feSiteld zkusime vypsat nékolik Etyfcifernych

palindromti a vydélime je Cislem 11.
1221/11 =111
2552/11 = 232
5665/11 = 515
4994 /11 = 454

Z prvnich pokust je vidét nejen, ze se v téchto pfipadech potvrdila zadana vlastnost,

anavic se 1 ve vysledcich objevuji palindromy. Jak je to mozné? K objasnéni pozorovanych

vlastnosti mizeme pristoupit naptiklad tak, ze se pokusime najit protiptiklad, nebo budeme

nadale ovérovat rizné Ctyfciferné palindromy. Pouzijeme-li systematické experimentovani,

vypiSeme do tabulky vSechny c¢tyiciferné palindromy (tab. 1).

Tab. 1: Ukazka systematického experimentovani p¥i ieSeni prikladu ¢. 1

a b b
1 0
1 1 1
1 2 2
1 9 9
2 0 0
2 1 1
2 2 2
2 9 9
3 0 0
3 1 1
3 2 2

NN N e )

w | w W N

abba/11 =
91
101
111

181
182
192
202

272
273
283
293

9

9

b
0

a

abba/11 =
455

546

636
637

727
728

818
819

909

Zdroj: Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2015, s. 15 (vlastni zpracovani)

Po vyzkousSeni zadané vlastnosti u vSech devadesati palindromt jsme dospéli

k zavéru, ze vSechny Ctyfciferné palindromy jsou délitelné ¢islem 11. Odpovéd’ na zadanou
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otazku zni: Ano, je tomu tak. Mij ptitel mél pravdu. Zaroven se nam podafilo vyvratit nasi
domnénku, ze vysledkem po déleni budou opét palindromy, protoze jsme nasli protiptiklad

napiiklad 1001, 2002, 3003.

3.1.3 Strategie odhad, ovéreni a oprava

Tato strategie je ve skute¢nosti pouze modifikaci strategie pokus — omyl (viz 3.1.1).
Na rozdil od strategie pokus — omyl je strategie odhad, ovéfeni a oprava zahrnovana mezi
heuristické strategie a jeji prubéh vypada nasledovné. Nejprve udé€ldme odhad fesSeni
a zkontrolujeme jeho spravnost. Pokud nebyl odhad spravny, v dalsSim kroku odhadneme,
jak moc jsme se zmylili. Na zaklad¢ ptedchozi prace s chybou vytvofime novy odhad, ktery
by m¢él byt blize vysledku, a postup opakujeme, dokud nedojdeme ke spravnému zavéru.
Stejné jako v pfipad¢ systematického zkoumanti je, pokud to typ ulohy umoziuje, vyhodné
zaznamenavat si kroky do tabulky, kterou je vhodné doplnit o posledni sloupec
S poznamkami k mylnému odhadu. Tento zptisob zdznamu mize pomoci odhalit hledanou
zakonitost rychleji, nez by tomu bylo u jiného typu zdznamu. Ukazkovym ptikladem této
strategie je pisemné dé€leni viceciferného cCisla ¢islem minimalné dvoucifernym, kdy zak
nejdiive odhadne, kolikrat je délenec vétsi nez délitel, pak svlij odhad ovéti vypoctem
a pokud byl jeho odhad $patny, snazi se o korekci odhadu nejblizsi spravnému vysledku.
(Kopka, 2013, s. 27; Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2015, s. 15)

Pro néazornost si tuto strategii ukdzeme na konkrétnim ptikladu, ktery vymyslel Zak
9. ro¢niku béhem Kopkova experimentu. ProtoZze vSak zadand cisla nevedou k feSeni,
upravila jsem je tak, aby bylo mozné danou situaci vyfesit.
Priklad ¢. 2:
Na planeté Drakon ziji draci a drakousi. Drak mé 7 hlav a 5 nohou a drakous ma 3 hlavy
a 6 nohou. Astronauti na planing napoditali 136 hlav a 155 nohou. Kolik draku a kolik
drakousi astronauti vidéli? (Kopka, 2013, s. 32, upraveno’)
ReSeni: K nalezeni vysledku této ulohy lze uzit vice metod a strategii, od klasické
algebraické cesty s vyuzitim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych pies heuristické
systematické experimentovani po strategii odhad — ovéteni — oprava. Pro tcely této prace
vSak uvedu feseni této ulohy vyhradné pres strategii odhad — ovéfeni — oprava.

Za prvni ,,odrazovy* odhad zvolime napftiklad, ze na planeté je 10 draki a 10 drakoust.

Jednotlivé vypocty si budeme zaznamenavat do nasledujici tabulky (viz tab. 2). Kromé poctu

" Upraveno autorkou bakalafské prace
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drakd, drakoust a celkového poctu hlav a nohou byly do tabulky ptidany jesté dva sloupce,
které ukazuji, jak se odhad 1isi od zadaného poctu hlav a nohou. Pomoci téchto rozdila se pak
snazime zpiesnovat dal$i odhad a pfiblizovat se zadanym ¢isliim. Pocet krokt tak zavisi
na schopnostech fesitele. VSichni fesitelé by se vSak po koneéném poctu krokd méli dostat
do situace, kdy jim v obou sloupcich s rozdily vyjde 0. Re$enim jsou nasledné poéty draki

a drakousu uvedené na zacatku tohoto fadku.

Tab. 2: Ukazka strategie odhad, ovéieni a oprava pri FeSeni prikladu ¢. 2

Pocet Pocet Pocet Pocet
Odhad o o vSech Rozdily vSech Rozdily
draku drakousu
hlav nohou
1 10 10 100 36 110 45
2. 13 16 139 -3 161 -6
3 12 17 135 1 162 -7
4, 13 15 136 0 155 0

Zdroj: vlastni zpracovani

Odpovéd na zadanou otazku zni: Astronauti vid€li 13 drakti a 15 drakoust.

3.1.4 Grafické znazornéni

Pfedchozi uloha je ve skuteCnosti variaci Castéji zadavaného typu tloh tykajicich
se prasat a slepic, kdy je Zadktim zadan pouze celkovy pocet hlav a nohou, ktery pozorovatel
napocital na dvorku. ProtoZze maji vybrané druhy zvifat pouze jednu hlavu, je uloha
0 poznani snazsi a da se u ni ukazkove vyuzit strategie grafického znazornéni. Pro prezentaci
této strategie jsem vsak vybrala zjednoduSenou verzi ptikladu ¢. 2. Uvazujme tedy piipad,
kdy maji draci 1 drakousi vSichni 4 nohy a li$i se pouze poctem hlav, draci maji 5 hlav
a drakousi 3 hlavy. Astronauti pak napocitali celkem 110 hlav a 112 nohou.
Piiklad ¢. 3:
Na planeté Drakon ziji draci a drakousi. Oba druhy maji 4 nohy a lisi se pouze poc¢tem hlav,
draci maji 5 hlav a drakousi 3 hlavy. Astronauti napocitali celkem 110 hlav a 112 nohou.
Kolik draki a kolik drakoust astronauti vidéli? (Kopka, 2013, s. 32, upravena®)

8 Upraveno autorkou bakalafské prace
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Pii grafickém feSeni modifikované ilohy je vhodnym prvnim krokem ur¢it, kolik oblud
celkem vlastné astronauti vidéli. Vypocet je pomérné snadny, protoze maji v§echny obludy
Ctyfi nohy, staci celkovy pocet zpozorovanych nohou vydélit timto poctem: 112 /4 = 28.

Déle je mozné postupovat tak, ze si naCrtneme 28 ovalkli znazorniujicich téla oblud.
Kazda obluda mé minimalné tfi hlavy, tak ke kazdému télu (ovalu) ptikreslime 3 cary
znazoriujici krky. Z celkového poctu 110 hlav jsme jiz zakreslili 3 - 28 = 84 hlav. Zbyva
tedy rozmistit 26 hlav, které rozdélujeme po dvou, protoze draci maji misto 3 hlav 5.
Z obrazku €. 1 je na prvni pohled vidét, Ze timto postupem jsme vytvoftili 13 pétihlavych
draki a 15 tiihlavych drakoust.

A 5 3 33
0

Zdroj: vlastni zpracovani

ProtoZe se nejedna o algoritmické feSeni tlohy, l1ze v tomto pfipadé poZzadovat grafické
znazornéni za heuristickou strategii a zatadit ji do kategorie zakladnich heuristickych

strategii.

3.2 Dalsi obecné strategie

Zéakladni strategie nam umoznily podivat se na feSeni problému z jiného thlu pohledu,
neZ piipousti algoritmickd cesta. UZité postupy mohou zakiim zjednodusit nalézani fesSeni
a ukédzat matematiku ve zcela novém svétle jako tvirci, zabavnou a ptekvapujici. Vybrané
problémy pfedstavené v predchozi Casti této prace lze fadit k motivaénim ulohdm, které
pritdhnou své fesitele a uz je nepusti, dokud neptijdou na zpiisob feseni.

V této Casti se presuneme ke strategiim, které tvoii zakladni pilife matematiky a prace
matematika. Kopka je nazval obecné strategie a zatadil do této skupiny nésledujici strategie:
konkretizace a zobecnéni, analogie, pfeformulovani problému, cesta zpét, zavedeni
pomocného prvku, vypusSténi podminky, opakovani ur¢itého postupu. Vyuziti téchto metod

feSeni jiz predpoklada fesitelovu orientaci v dané problematice, zkuSenosti a vhled
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do matematickych situaci. To je také hlavnim divodem, proc€ jsou tyto strategie vyuzivany

zaky a studenty méné nez zakladni strategie. (Kopka, 2013, s. 32-59)

3.2.1 Konkretizace a zobecnéni

Konkretizace a zobecnéni patii mezi strategie, které se v matematice ¢asto pouzivaji.
Lze tici, ze se navzajem doplnuji. Pokud fesime obecny problém, ktery byva ¢asto zadan
napiiklad vzorcem, parametrem, obecnou situaci, budeme pravdépodobné nejdrive vyuzivat
konkretizaci problému. Naopak pokud chceme z konkrétnich experimentti a vysledku
vyvodit platnost obecného tvrzeni, budeme se snazit dany jev zobecnit. (Kopka, 2013, s. 32—
35)

V matematické praxi je Casté, ze vyjdeme z obecného problému, ktery si nejdiive
ptiblizime prostiednictvim specifické situace. Pokud mame jiz ptedstavu o problému
a problém nam dava smysl, zacneme s dal§imi systematickymi konkretizacemi, poptipadé
s rafinovanymi konkretizacemi (konkretizace vyuzivajici vhledu do situace), které ndm
mohou vyrazné pomoci v feSeni problému. Na zavér jsme pak opét schopni piejit
od konkrétnich piipadi k obecnému problému a vyfesit ho. Pro nazornost opét ukazi
konkretizaci a i zobecnéni na piikladech. Nejdiive za¢neme s konkretizaci.

Piiklad ¢. 4

,, Obchodnik koupil knihu za jednu sedminu jeji piivodni ceny a prodal ji za tii osminy jeji
puvodni ceny. Jaky zisk v procentech ma obchodnik? “ (Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2015,
s. 18)

ReSeni: Aby bylo mozné predstavit si obchodnikovu situaci, uréime si nejdiive konkrétng

puvodni cenu, naptiklad 112 K¢. Obchodnik tedy koupil knihu za 16 K¢ a prodal ji 42 K¢&.
Zisk v tomto piipadé byl 26 K&, coz je 162,5 % (g- 100). Na zakladé této konkretizace

jsme schopni vytvofit i dali situace. ProtoZe vysledek vychazi ve vSech piipadech stejny®,

tedy 162,5 %, dojdeme k zavéru, Ze vysledny zisk nezéavisi na pivodni cené¢ knihy, takze

® Pro korektni feSeni by bylo tfeba vyzkouset viechny konkretizace piivodni ceny, kterych je viak nekoneéné
mnoho, coz neni mozné. Soucasti feseni by tedy mél byt diikaz, ze vySe zisku nezavisi na vysi ptivodni ceny.
Dutkaz bychom ziskali pfes algoritmické feSeni ulohy jako podil rozdilu prodejni a pofizovaci ceny
ku potizovaci ceng, to celé vyjadieno v procentech. Tak bychom zjistili, Ze v Eitateli i jmenovateli se nachazi
neznama pivodni cena, kterou lze ze zlomku vykratit. Ze zbylych hodnot Ize pak také vyjadfit piesnou hodnotu

zisku.
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muizeme bez Ujmy na obecnosti piejit k zavéru a odpovédét na otazku. Obchodnikiv zisk
je 162,5 %.

Dalsi priklad bude ilustrovat pouziti strategie zobecnéni.

Priklad ¢&. S:
,Vime, Ze trojice [3, 4, 5] je pythagorejskd, coz znamend, Ze plati: 3% + 42 = 52. Naleznéte
vice pythagorejskych trojic. “ (Kopka, 2013, s. 35)
ReSeni: Zajisté 1ze tento problém fesit pouze strategii pokus — omyl, pokud neni fedeno,
kolik dalich trojic mame nalézt. Casové vyhodnéjsi je viak pievést problém do obecné
roviny a hledat vSechna nebo alespon nekone¢né¢ mnoho feSeni rovnice

x?+vy? =122 kdex,y,z €N,

Pti hledani feSeni obecné rovnice je vhodné ihned na zacatku vyuzit znamou rovnost
(a+1)? = a? + 2a + 1,kde a € N. Problém bude vyieSen, pokud se nam podafi nalézt
takova ¢isla a, pro ktera bude platit, ze ¢isla 2a + 1 budou ¢tvercova, tedy

2a+1=>b?kdeb € N.

Pokud z této podminky vyjadiime, ¢emu se rovna a, a dosadime tento vyraz
do obecné rovnice, dostaneme nasledujici rovnost:

(b% +1)? = (b2 — 1) + (2b)2.

Nyni jiz sta¢i jen hodnotam v zavorkach ptifadit neznamé X, y, z a lze generovat
nekone¢né mnoho pythagorejskych trojic, pokud budeme za b dosazovat vsechna ptirozena
¢isla. Dalsimi pythagorejskymi trojicemi jsou naptiklad [6, 8, 10], [17, 15, 8], [26, 24, 10],
[37, 35, 12].

3.2.2 Analogie

Nejen v matematice, ale i v bé&Zném zivoté a jinych védach predpokladame,
ze podobné jevy, vztahy, zavislosti, charakteristiky se piendSeji 1 do jinych struktur,
napiiklad ze svéta zvitat do svéta lidi a podobné. Heuristicka strategie zaloZena na analogii
pak vypada takto: nejdifive najdeme analogickou ulohu k zadanému problému, ktera
se vétsinou tyka analogického objektu, vztahu, vlastnosti atd. Poté tuto ulohu vyfesime
a nalezené feSeni aplikujeme na pivodni problém. Aby byla strategie analogie dobie
pochopena, vysvétlim ji na nasledujicim ptikladu. (Kopka, 2013, s. 39-40; Novotna,
Eisenmann, Ptibyl, 2015, s. 11)
Piiklad €. 6:
., Marie ujela 423 km a spotrebovala pri tom 29,5 | benzinu. Jakou mélo jeji auto priimeérnou

spotrebu na 100 km? ** (Kopka, 2013, s. 40)
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ReSeni: Pro nékteré 7iky je feSeni této ulohy automatické, protoZe znaji algoritmus
(naptiklad vyuziti troj¢lenky). Jednoduse si tedy do trojélenky dosadi zadana ¢isla a maji
vysledek. Pro nékteré zaky je vSak pocitani s desetinnymi ¢isly no¢ni mirou, a pokud jesté
k tomu neznaji vhodny algoritmus feSeni této ulohy, je pro né obtizné feSitelna. Pravé
Vv tomto piipadé je velmi vhodné feSit analogickou ulohu, kterou sestavime pomoci
,vlidngjsich® ¢isel. Marie v nasem piipadé ujede pouze 200 km a spotiebuje pii tom 16 |
benzinu. Nyni je uz feSeni prihledngjsi, sta¢i 16 vydélit dvéma, protoze 200 = 2 - 100.
Nalezeni odpovédi k pavodni tloze jiz neni tak slozité. Staci vypocitat nésledujici vyraz:
29,5 _ 29,5100

29,5: (423/100) = 57 = = 6,97399527 = 7.1

423
100

Odpovéd na zadanou otazku: Mariino auto mélo spotiebu piiblizné 7 | na 100 km.

3.2.3 Strategie preformulovani problému

Pti pouziti této strategie, jak jeji nazev napovida, preformulujeme zadany problém
na novy, ktery se od piivodniho problému mtize vyrazné lisit. Divodem pro pteformulovani
problému je vétSinou existence snadnéjSiho feSeni preformulovaného problému, na jehoz
zakladé mlizeme zadany problém vyfesit ihned, nebo ndm alespont vyrazné napomuze
k feSeni zadan¢ho problému. Ukazme si tuto strategii na nasledujicim ptikladu.
Priklad €. 7:
. Necht p je prvocislo vétsi nez 3. Ukazme, Ze cislo p? — 1 je vidy délitelné cislem 24.“
(Kopka, 2013, s. 43)
ReSeni: Jako prvni krok se nabizi rozlozit zadany vyraz na nasledujici sougin:

pP—1=(@-D@+1).

Nyni se muzeme ptat, jakymi ¢Cisly jsou délitelné vyrazy (p—1),p,(p+ 1)
tzn., ze jsme preformulovali zadany problém. ProtoZe p je prvocislo, budou oba zbylé vyrazy
sude, tedy délitelné dvéma. Protoze navic vime, Ze p je prvocislo vétsi nez 3, bude jeden
ze zbylych vyrazh délitelny ¢tyfmi. A nakonec si miZeme vSimnout, Ze uvazované vyrazy
reprezentuji tfi po sob€ jdouci Cisla, tedy Ze jedno z nich je délitelné tfemi. Uvazované
prvocislo p to byt nemuize, protoze je to prvocislo vEtsi nez tii, z ¢ehoz vyplyva, Ze jeden
ze zbylych vyraz musi byt délitelny tfemi. Po vyndsobeni nalezenych délitellt vyrazu
(» — 1) (p + 1) dostaneme 2 -4 -3 = 24. Z toho vyplyva, ze i ¢islo p? — 1 je délitelné

¢islem 24. Tim se ndm podatilo dokdzat, ze zadany ptredpoklad vzdy plati.

10 Spotieba je podle zvyklosti zaokrouhlena na jedno desetinné misto.
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Preformulovani problému ndm v tomto piipad¢ vyrazné zjednodusilo praci a vedlo
rovnou k feseni zadaného problému. Zaroven jsme vyuzili i strategii zavedeni pomocného
prvku, ktera bude vysvétlena v podkapitole 3.2.5, kdyz jsme zkoumali téZ vlastnosti ¢isla p,

jez nebylo soucasti preformulovaného vyrazu.

3.24 Cesta zpét

Cesta zpét je jednou z nejcastéji uzivanych strategii v matematice. V ramci skolské
matematiky ji mizeme najit napiiklad pfi rozboru konstrukénich uloh v geometrii,
kdy ptedpokladame, ze illoha ma feSeni a Zze nacrtek, ktery jsme vytvofili, reprezentuje jedno
z teSeni. Dalsim ptikladem uziti této strategie je konstruovani dikazu, ve kterém
predpokladame, Ze to, co mame dokézat, plati. Nasledné postupujeme od konce k nééemu,
co uz vime, je obecn€ znamo, ¢i zaddno. Ve strucnosti postupujeme od toho, co chceme
dokazat, k tomu, co uz vime. Dal§im krokem ale musi zkouska, ze nas cesta zpét dovedla
ke spravnému zavéru. Demonstrujme tuto strategii a nasledujicim piikladu.
Piiklad ¢. 8:
,, Myslim si cislo. Kdyz prictu 300 a odectu 165, dostanu cislo, které je pétkrat vetsi nez cislo
79. Jaké cislo si myslim? “ (Novotna, Eisenmann, Piibyl, 2014, s. 19, vlastni pieklad)
ReSeni: Jednoduchou cestou k nalezeni vysledku je jit od posledni informace k prvni.
K nalezeni Cisla vyuzijeme nasledujici sled vypocti.

5-79 = 395,395 4+ 165 = 560,560 — 300 = 260

Odpoved: Myslené Cislo je 260.

3.2.5 Zavedeni pomocného prvku

Pomocny prvek se pii feSeni ptikladi ze Skolské praxe zavadi Casto v piipadech, kdy
si myslime, ze se timto krokem ptesuneme do jednodussi situace, nebo do situace zndmé,
diive fesené. Pomocny prvek definujeme stejné jako Novotna, Eisenmann, Pfibyl podle
Polyi (1945). Pomocny prvek je objekt, ktery neni soucésti zadéani, ale ktery vyuzivame
Vv feSeni s nadéji, Ze ndm pomuize dojit k vysledku jednoduseji. Jako pomocny prvek byva
Casto oznacovana piimka, bod, kruznice a dalS§i geometrick¢é objekty pii feSeni
geometrickych problému. V algebraickych postupech se s pomocnym prvek setkdme ¢asto
Vv podobé substituci, zavedeni nové neznamé, nebo pii pficteni stejné hodnoty k obéma
stranam rovnice. S vyuzitim pomocného prvku jsme se v tomto textu jiz setkali naptiklad

v prikladu €. 6, kde pomocnym prvkem je prvocislo p. Nyni uved'me dva piiklady uziti
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pomocného prvku nejdiive v jednoduchém algebraickém piikladu, poté v geometrii. (Kopka,
2013, s. 52; Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2014, s. 19)

Piiklad €. 9:

., V oboru redlnych cisel R Feste rovnici: x* — 5x% + 4 = 0.“ (Kopka, 2013, s. 52)

Reseni: Vyhodnym fesenim této rovnice je pouZiti substituce y = x2, kdy je nova neznama
y tzv. pomocnym prvkem. Nyni jiz lze feSit jednodussi situaci, namisto feSeni rovnice
ctvrtého fadu feSime pouze rovnici druhého fadu. DoteSeni ptikladu jiz nechdm na ¢tenafi.
Piiklad ¢. 10:

,,Je dan libovolny konvexni ctyrithelnik ABCD (viz obr. 3). Body M, N reprezentuji stiedy
prislusnych stran AD, BC. Spojte stiedy stran M a N a zjistéte, jaky je vztah mezi |MN|

a % (IAB| + |CD|).* (Novotna, Eisenmann, Pfibyl, 2015, s. 16)

Obr. 3: Ctyitihelnik ABCD

A

Zdroj: Novotna, Eisenmann, Pfibyl, 2015, s. 16 (vlastni zpracovani v GeoGebra)

ReSeni: Jako pomocny prvek si v tomto piipadé zvolime usetku AC, ktera Gtyiahelnik
rozdéli na dva trojuhelniky (viz obr. 4). Nyni ozna¢ime S stied AC. Spojenim bodu S, M, N
dostaneme trojuhelnik SMN, jehoz dvé strany MS a NS jsou v tomto potadi stfednimi
ptickami trojuhelnikt ACD a ABC (viz obr. 4). Pro usecky MS a NS plati:

IMS| =~|CD|a|NS| =2 |AB|.
Z trojuhelnikové nerovnosti v trojuhelniku SMN vyplyva vztah:

IMN| > |NS| + |MS| =2 |AB| +2|CD| = 2 (|1AB| + |CD).
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V piipadé, ze by ¢tyfuhelnik ABCD byl lichobéznik, bod S by lezel pfimo na usecce MN,
takze by zadny trojuhelnik SMN nevznikl a platilo by, ze |[MN| = |MS| + |NS]|.
Nakonec jsme ziskali vztah mezi zadanymi objekty a miizeme odpoveédét na zadanou otazku:

IMN| > (4B + |CD)).

Obr. 4: Pomocny prvek

A

Zdroj: Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2015, s. 16 (vlastni zpracovani v GeoGebra)

3.2.6 Vypusténi podminek

Nejen matematické problémy vétSinou obsahuji fadu podminek, které neni vzdy
jednoduché ihned splnit, poptipadé zohlednit pti feSeni jiz od pocatku. Proto se pfi jejich
feSeni nabizi postupné dané podminky vynechat. Tim se zadana tloha zjednodusi a my ji
budeme schopni vyfesit. Nakonec nesmime zapomenout opét zaclenit vSechny vynechané
podminky. Rozhodujici je u této strategie rozhodnuti, kterou z podminek vynechat jako
prvni. Tuto strategii si ukazeme na typickém piikladu jejiho vyuziti v planimetrii. (Kopka,
2013, s. 55; Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2014, s. 20)
Priklad ¢. 11:
,,Je dan trojuhelnik ABC. Vepiste do tohoto trojuhelniku ¢tverec KLMN tak, aby strana KL
lezela na strané AB, vrchol M na strané BC a vrchol N na strane AC. * (Kopka, 2013, s. 55)
Refeni: Je velmi pravdépodobné, 7e se nam, ani zakim ihned nepodaii takovy &tverec
sestrojit. Proto se pro zacatek pokusime vynechat jednu z podminek, naptiklad aby vrchol

M lezel na stran¢ BC. Nyni jiZ takovy ¢tverec sestrojit neni problém. Ozna¢me ho KiL1MiN1
(viz obr. 5).
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Obr. 5: Ctveree KiL1iM1N;

L -

A K; L, B

Zdroj: Kopka, 2013, s. 55 (vlastni zpracovani v GeoGebra)

Hledany c¢tverec KLMN je vlastné stejnolehly se stfedem stejnolehlosti A

- A y .
a koeficientem k = % se ¢tvercem KiLiMiNi, proto vynechanou podminku snadno
1

splnime, kdyz ¢étverec KiLiMiNi zobrazime ve stejnolehlosti s bodem A. Tam,
kde poloptimka AM; protne stranu BC, bude lezet bod M. Zkonstruovat ¢tverec KLMN jiz
nebude problém (viz obr. 6). Jestlize tuto ulohu feSime s zaky, ktefi jesté neznaji

stejnolehlost, mizeme piiklad dofesit pomoci systematického experimentovani (viz 3.1.2).

Obr. 6: Hledany ¢tverec KLMN

C

Zdroj: Kopka, 2013, s. 55 (vlastni zpracovani v GeoGebra)
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3.3 Specifické matematické strategie

Posledni skupinu nasi klasifikace heuristickych strategii v hodindch matematiky tvofi
strategie, které jsou zaky a studenty pouzivané jen ojedin€le. Do této skupiny patii ryze
matematické strategie, které vyuzivaji ¢ist€ matematicky aparat a které pouzivaji vyhradné
zkusendi fesitelé. Z tohoto diivodu vybereme jen ty zajimavéjsi strategie vyuzitelné ve skolské
praxi, které reprezentujeme na piikladech. Seznameni se zbylymi strategiemi a jejich
pouzitim, které je prehledné shrnuto napiiklad Kopkou, nechame na ¢tenafi. (Kopka, 2013,
S. 59-77)

Kopka tadi do skupiny specifickych heuristickych strategii tyto strategie: vyuziti
invariantu vzhledem k zobrazeni, rozklad na jednodussi pfipady, uziti extrémniho prvku,
metoda nekoneéné regrese, parita (sudy, lichy), Dirichletdv princip, hledani vyjimek
a specialnich pripadti. Podrobné piedstavim pouze rozklad na jednodussi ptipady, uziti
extrémniho prvku a Dirichletiiv princip. Tyto vybrané strategie jsou podle mé zkuSenosti
snadnéjsi na vysvétleni 1 na pochopeni zaky, proto by se jejich principy daly jednoduseji

aplikovat ve skolské praxi 1 primérnymi zaky.

331 Rozklad na jednodussi pripady

Hlavni ideou této strategie je rozlozit obtizné fesitelny problém jako celek na né€kolik
jednodussich ptipadii podle vyhodného kritéria ¢i podminky. Jestlize vyfeSime jednotlivé
ptipady, pak celkovych feSenim je spojeni té€chto Castecnych vysledkd. V hodinach
matematiky na stiedni Skole se s touto strategii studenti bézné setkavaji naptiklad pfi feSeni
rovnic a nerovnic s absolutni hodnotou. Reseni v celém oboru realnych ¢&isel je vhodné
rozdélit na feSeni na jednotlivych disjunktnich intervalech vymezenych nulovymi body
uvazované rovnice ¢i nerovnice. V ramci feSeni na daném intervalu je jiZ mozné feSit pouze
jednodussi rovnice ¢i nerovnice bez absolutni hodnoty. Zavérecnym krokem je pak

sjednoceni dil¢ich feSeni z jednotlivych intervalti a vznik celkového feseni. (Kopka, 2013,

S. 67)

3.3.2 Uziti extrémniho prvku
Vyuziti tohoto principu je nevhodnéjsi v ptipadech, kdy v rdmci zadaného problému
zkoumame uspofadanou mnoZinu. Praveé uspofadani vede Casto k situacim, kdy je velmi
vyhodné zabyvat se v prvni fad¢ jednim z extrémnich pfipadd, bud’ nejmensim prvkem, nebo

naopak nejvetsim prvkem. OvSem za predpokladu, Ze takové prvky v mnoziné existuji.
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Zohlednéni téchto prvki pfi feSeni ndm miZze problematickou situaci vyrazn€ usnadnit.
Ukazme nyni tuto strategii na nasledujicim ptikladu. (Kopka, 2013, s. 69)

Piiklad ¢. 12:

,,Na vecirku Zadny chlapec netancoval se vSemi divkami a kazda divka tancovala aspon
S jednim chlapcem. Dokazte, Ze existuji dvé dvojice CD a C'D’, které spolu tancovaly,
a pritom chlapec C netancoval s divkou D" a chlapec C’ netancoval s divkou D. “ (Kopka,
2013, s. 70)

Reseni: K feseni tohoto problému bude zapottebi pouzit nkolik heuristickych strategii.
V prvni fadé provedeme konkretizaci problému, abychom ziskali do problému lepsi vhled.
Zvolme napriiklad 4 pary (4 dévcata a 4 chlapce), které popiSeme pomoci pismen A, B, C, D
pro divky a E, F, G, H pro chlapce. Pro ilustraci situace pouzijeme nasledn¢ grafické
znazornéni (viz obr. 7). Uvazujme napiiklad situaci, kdy kazdy z chlapci tancil pravé

se tfemi divkami a kazda divka tancila alespoi s jednim chlapcem.

Obr. 7: Grafické znazornéni prikladu ¢&. 12

AQ E

B F
C G
D H

Zdroj: Kopka, 2013, s. 70 (vlastni zpracovani)

Nyni Ize konkrétni feSeni popsat matici, ve které ¢islem 1 znazornime situaci, kdy
spolu dvojice tancila, a ¢islem 0, kdyz spolu piisluSna dvojice netancila. Vysledna matice

ma tento tvar:

(A B C D)
Ex /1 1 1 0
Ffo 1 1 1
GJ\lo 1 1 1
H \o 1 1 1
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Pokud uvazujeme naptiklad situaci, ze kazdy chlapec tancil prave se tfemi divkami, vidime,
ze v kazdém tadku je pravé jedna 0. Podminka, Ze kazda divka tancila s alespon jednim
chlapcem, zajist'uje, Ze v kazdém sloupci bude alesponi jedna 1.

Dvojice, které spliiuji pfedepsanou vlastnost, jsou vV naSem konkrétnim piipadé dvojice EA
aDF, EA a DG, EA aHD.

Na zavér je nutné opét zobecnit tuto konkrétni maximalni situaci. Zapis pomoci matic
umozni zobecnéni situace pro libovolny pocet chlapct (pocet fadki) a divek (pocet sloupcti)
bez ujmy na obecnosti. Jestlize vime, Ze zadny chlapec netancoval se vSemi divkami, bude
v kazdém tadku matice vzdy alespon jedna 0. Podminka, Ze kazda divka tancila aspon
S jednim chlapcem, se vV matici projevi tak, ze v kazdém sloupci bude alespoii jedna 1.
Spojenim obou podminek vznikne matice s prvky 0 nebo 1, ve které budou nékteré jeji prvky
tvofit ,,obdélnik (resp. ¢tverec)®, Vv jehoz jedné dvojici protilehlych vrcholti budou pouze
prvky stejné hodnoty 1 nebo 0 a druha dvojice protilehlych vrcholi bude nabyvat opaénych
hodnot oproti té prvni (viz nasledujici matice a dvé dvojice zvyraznénych prvki).

4 ¢ E A C)

/B\/O o - 1 0\
D o 0 - 1 1
| F|l: ¢+ - &+ &
\B,’,/ \1 1 ..0 0/
B o o0 - 1 1
Takovyto ,,obdélnik nebo ctverec* se bude v matici vyskytovat vzdy alespon jeden, coz vede
k zavéru, ze na taneéni zabaveé bude vzdy existovat minimalné jedna kombinace dvojic CD

a C'D’, které spolu tancili, ale chlapec C netancil s divkou D’, a chlapec C’ netancil

S divkou D.

3.3.3 Dirichletv princip
Dirichletiv princip (nékdy téZ nazyvany princip holubniku, nebo zasuvkovy
¢1 hromadkovy princip) v sob¢ skryva jednoduchou tivahu. Pokud madme n zasuvek an + 1
objektii, které rozmistujeme, je jisté, ze v alesponn jedné zasuvce budou minimalné
2 predméty. Matematicky Ize tento princip formulovat takto:
slestlize je kn + 1, kde k > 1, rozdéleno do n ptihradek, pak alespon jedna piihradka
obsahuje alesponn k + 1 objektt.” (Kopka, 2013, s. 75) Ukazme si nyni tento princip

na jednoduchém ptikladu.
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Priklad ¢. 13:
Ve tfidé 9. B je 25 zaku. Dokazte, ze jsou v této tfid¢ alespon 3 zaci, ktefi se narodili
ve stejném znameni zveérokruhu.
Reseni: Celkem 25 7akti mame rozdélit podle znameni zvérokruhu, kterych je celkem 12.
Mohou nastat rizné varianty tohoto rozdéleni od situace, kdy se vSichni Zaci narodili
ve stejném znameni po situaci, kdy se v kazdém znameni narodili alespon dva Zaci.
Uvazujme nejméné vhodnou situaci ze zadanych podminek, a to Ze se v kazdém znameni
narodili alesponi dva zaci.

Pokud vydélime 25 zakt dvanacti znamenimi, dostaneme 2 zbytek 1. Posledni zbyly zak
bude jist¢ patfit do jedné skupiny, kterd bude mit nakonec tfi ¢leny. Tak jsme dokéazali,

ze alespon jedno znameni zveérokruhu bude zastoupeno minimalné tremi zéky z 9. B.
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4 Ukazky uloh reSitelnych pomoci vice heuristickych

strategii

Cilem této ¢asti prace je vytvorit ptiklady slovnich tuloh, které lze feSit pomoci vice
heuristickych strategii. Jsou zde zatazeny Ctyii ulohy, které lze feSit vice heuristickymi
strategiemi. U kazdé tlohy se pokusim vytvofit riizna feSeni pomoci heuristickych strategii,
ktera by mohli Z4ci nejéastdji vyuzit. ReSeni obsahuji pouze ty heuristické strategie,
se kterymi byl ¢tenaf detailné seznamen ve tieti kapitole. Tyto ulohy obsahuji poznatky
z riznych matematickych oborti — z aritmetiky, algebry, geometrie i analyzy. Uroveti
obtiznosti vSech zatazenych uloh je koncipovana tak, aby ulohy byli schopni fesit zaci
druhého stupné zékladnich skol a ctyfletych gymnézii.

Zadani slovnich uloh je bud’ ptevzato z ucebnic matematiky doporuc¢enych pro druhy
stupent zdkladnich $kol, viceletd gymndzia nebo stfedni Skoly, nebo jsou vybrand zadani
upravena po numerické nebo obsahové strance. Zdrojem uloh byla dale zadani rtznych
matematickych soutézi jako Matematicka olympiada, Matematicky klokan, Pangea a dalsi
texty zaméfené na zajimavé ulohy z oblasti matematiky. V textu budou jednotlivé piipady
odliSeny pomoci doslovné citace s uvedenim zdroje u prevzatych zadani, nebo pomoci
poznamky pod carou, ktera bude upfesnovat stupen modifikace zadani a odkazovat
na zdrojovy dokument. Pokud se bude jednat o nové vytvofené zadani, nebude v textu
uveden Zzadny odkaz.

Stejné jako vznikala jednotliva zadani slovnich tloh, vznikala i jejich feSeni. Néktera
feSeni jiz byla popsana u tloh stejného nebo podobného typu, proto se u nich budu odkazovat
naptiklad na feSeni tloh se zcela odliSnym zadénim, ale podobnym feSenim. U nékterych
piikladl jsem jiz popsand feSeni rozSifila o dalS§i moZzné feSeni, tak aby vznikl ptehled
moznych heuristickych zptsobti, jak by danou problémovou tlohu mohli Zaci nejcastéji
fesit. I v této Casti se budu pozndmkami pod ¢arou odkazovat na jednotlivé zdroje. Aparat
poznamek pod ¢arou bude v této ¢asti prace vyuzit, aby poznamky nepierusovaly proud textu
S feSenim.

Kazdy ptiklad bude dale doplnén o typické algoritmické feSent, které se bézné ve skolské
praxi pouziva k feSeni urcitého typu tloh, a o stfedoskolské feSeni, kde to povaha ptikladu

dovoli.
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4.1 Michani smési

Skupina slovnich tloh tykajicich se michéni smési riznych druht latek od rtzné
procentniho lihu, ptes rozdilné teplou vodu po smési odlisSnych druhii bonbonii je ve Skolské
praxi zafazovana do uciva 9. ro¢niku zdkladni Skoly. Ukazkovym feSenim je sestaveni
soustavy dvou rovnic 0 dvou neznamych. My ale na nasledujicim piikladu ukazeme dalsi

vhodné fesitelské strategie.

Priklad ¢. 14: Michani vody

V fimskych laznich jsou nadoby na vodu o teploté 30 °C a 80 °C. Kolik které vody mam
do kadé namichat, aby mi vzniklo 150 litrii vody o teploté 50 °C?

a) Algoritmické sestaveni soustavy rovnic

Ulohy zamé&fené na michani smési se ,,ve Skole* fesi vétSinou pomoci dvou rovnic
0 dvou nezndmych. V soustavé rovnic budou v tomto ptikladu figurovat dvé neznamé,
ozna¢me je x a'y. Pocet litrd vody o teploté 30 °C bude zastupovat x a y nahradi pocet litrti
vody o teploté 80 °C. Soustava dvou rovnic o dvou neznamych vypada takto:

30x + 80y = 150 - 50,
x +y = 150.
Prvni rovnice vyjadiuje zachovani objemu a teploty. Druha rovnice pfedstavuje vztah mezi
objemy (resp. pocty litrtt) jednotlivych typa vod.

Resit soustavu rovnic lze nékolika metodami, z nichZ na zakladni $kole
nejrozsitené;si je metoda dosazovaci nebo s¢itaci. Ob&é metody vedou K vysledku, Ze je tieba
smichat 90 litri vody o teploté 30 °C a 60 litrii vody o teploté 80 °C. Pro zéky je ale Casto
obtizné sestavit potfebné rovnice. Pokud se jim to nepodafi, maji moZnost vyuZzit heuristické

strategie feSeni.

b) Systematické experimentovini

Pro vyuziti této strategie budeme piedpokladat, Ze zadana loha povede k feSeni
Vv oboru celych Cisel, tedy ze vysledek vyjde v celych litrech. Jediné tak mizeme sestavit
151 moznosti, jak dva druhy vody namichat. Nasledné si sestavime tabulku (viz tab. 3),
do které zaznamenavame vysledky jednotlivych pokust. Pokud by se nam ve tietim sloupci
znazoriujicim teplotu namichané vody vyjadienou ve °C neobjevilo celé cislo 50, bylo

by nutné dale experimentovat s necelymi pocCty litrt.
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Z tabulky (viz tab. 3) je patrné, Zze odpoveédi na zadanou otazku je, Ze je potieba

smichat 90 litrti vody o teploté 30 °C a 60 litri vody o teploté 80 °C.

Tab. 3: Systematické experimentovani v prikladu ¢. 14

Pocet litri vody o teploté | Pocet litrii vody o teploté | Teplota namichané vody
30°C 80 °C ve °C
150 0 30
149 1 30,3333
148 2 30,6666
147 3 31
90 60 50
0 150 80

Zdroj: vlastni zpracovani

Pokud by nastal ptipad, kdy by se ve tietim sloupci neobjevilo celé ¢islo 50, mohli
bychom diky rostouci teplot¢ vody ve tietim sloupci omezit dal$i experimentovani na mensi
interval, nez bylo ptivodni rozpéti. Stacilo by uvazovat pocty litrii, které vedou k teploté
smési 0 néco mensi nez 50 °C a hodnoty, které vedou k teploté o néco vétsi nez 50 °C. Takto
vymezeny interval, bychom pak mohli délit na mensi a mensi jednotky, dokud by se ve tfetim

sloupci neobjevilo ¢islo 50.

¢) Odhad, ovéreni a oprava

Dalsi heuristickd strategie, ktera je vyuZitelna pfi feSeni této ulohy, je odhad, ovéteni
a oprava. K feSeni vyuziji jako v predeslém piipadé tabulkovy zéapis (viz tab. 4), ktery
zaznamenava mozny pribéh feSeni. Na rozdil od predchozi strategie systematické

experimentovani, neni nutné omezovat hodnoty ve druhém a tietim sloupci na cela Cisla.

Tab. 4: Odhad, ovéfeni a oprava v prikladu ¢. 14

Pocet litra Pocet litri Teplota
Poiadi odhadu | vody o teploté | vody o teploté namichané Korekce
30 °C 80 °C vody ve °C

1. 100 50 46,6666 + 3,3334
2. 99 51 47 +3
3. 98 52 47,3333 +2,6667
4. 97 53 47,6666 +2,3334
5. 96 54 48 +2
6. 95 55 48,3333 +1,6667
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7. 94 56 48,6666 +1,3334
8. 93 57 49 +1
9. 90 60 50 0

Zdroj: vlastni zpracovani

Odpovéd: Je potfeba 90 litrii vody o teploté 30 °C a 60 litri vody o teploté 80 °C.1!

d) Vypusténi podminky*?

Zaklad této strategie je ve vypusténi jedné z podminek, v piikladu ¢. 14 to bude
informace o celkovém poctu litrt. Jestlize ozna¢ime pocty litri jednotlivych vod neznamymi
X pro vodu o teploté 30 °C a 'y pro vodu o teploté 80 °C, ziskame tuto rovnici:

30:x+80-y =(x+y)-50,
kterou lze upravit na nasledujici diofantovskou rovnici: 30 -y = 20 - x. Tuto rovnici lze
fesit naptiklad pomoci tabulkového procesoru (viz tab. 5), kdy vyjadiime hodnoty y jako
funkci x: y = gx Opét predpokladame, Ze pocty litra jsou v celych Eislech, takze x,y € Z.

Potom x musi byt délitelné tfemi.

Tab. 5: ReSeni diofantovské rovnice v prikladu &. 14

X Yy Xty

3 2 S)

6 4 10

9 6 15
30 20 50
60 40 100
90 60 150

Zdroj: vlastni zpracovani

Za pomoci piidani vynechané podminky v ramci posledniho sloupce s celkovym

poctem namichanych litri vody je mozné tlohu pomérné rychle dotesit.

11 7 tab. 4 je mozné zaznamenat, Ze celo¢iselné hodnoty teploty namichané vody nastavaji pouze tehdy, kdyz
zvolim pocet litrd vody o teploté 30 i 80 °C, ktery je délitelny tiemi. JestliZe si fesitel uvédomi tuto vlastnost,
miZze mit Glohu vyfeSenu s mensim poctem pokusti.

12 Reseni inspirovano ¢lankem (viz Eisenmann, Biehovsky, 2013, s. 186-187)
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f) Stredoskolské reseni

Na stfedni skole by bylo mozné zadat tento ptiklad také a sledovat, jaké strategie
feSeni si zaci vyberou. V idealnim piipadé by se mohl ve tfidé objevit zak, ktery by tuto
ulohu fesil pies grafy funkci, které vznikly vyjadienim jedné neznamé ze dvou rovnic
uvedenych vyse v algoritmickém feSeni. Ze zadanych rovnic lze vyjadfit napiiklad, jakych
hodnot nabyva nezndma y v zavislosti na neznamé X. Jedna se o tyto predpisy linearnich®3

funkei:

_ 150-50—30x,
fl'y - 30 ’
fory =150 — x.

Grafy linedrnich funkci jsou pfimky. Poloha dvou ptfimek pak urcuje pocet
spole¢nych bodl a naopak pocet spoleénych bodl urcuje polohu dvou piimek. V tomto
ptipadé se jednd o dvé riiznobézné ptimky, které maji jeden spoleény bod. Resenim piikladu
jsou pak soutadnice jejich pruseciku. Polohy dvou piimek lze ur¢it za pomoci poznatka
z analytické geometrie, nebo piimo nakreslit grafy obou funkci. V tomto feSeni bude
reprezentovan druhy zplsob — nakresleni grafi funkei (viz obr. 8). Ve vysledném obrazku
reprezentuji hodnoty na ose X pocet litrii vody o teploté 30 °C a hodnoty na ose y udavaji

pocet litrti vody o teploté 80 °C.

Obr. 8: Grafy funkci fy, 2

Y

150

Ja

-50 Q 50 100 15 200 250 300 4

1

-50

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

13 Linearni funkce ma ptedpis y = ax + b,proa,b € R.
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Z grafu funkci (viz obr. 8) vyslo jediné feSeni daného piikladu, protoze se funkce fy,
af, protnuly v jediném bod¢ P. Pfesné feSeni piikladu ¢. 14 bohuZzel nevycteme ptimo z grafu
funkci na obr. 8, protoze jsme zvolili nedostate¢né jemné métitko. K vysledku se 1ze dostat
zjemnovanim méfitka, nebo dopo¢tem souradnic bodu P. Zvolime-li druhy zplsob, ziskame
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, kterou jsme jiz fesili v ramci algoritmického feSeni

(viz feSeni a). Pomoci zjeminovani méfitka je mozné presny vysledek vy¢ist pfimo z grafu.

4.2 Zlomky

Zlomky a prace s nimi je nedilnou soucasti napln¢ hodin matematiky na druhém stupni
zakladni Skoly. Tato latka je doprovédzena zajimavymi oblastmi jako kraceni a rozSifovani
zlomkii, hledani nejmensich spole¢nych ndsobkl jmenovatelll zlomki a dalSimi, které
je vhodné ptiblizit zakiim pomoci badani, objevovani a hrani si s ¢isly.

Z této oblasti jsem vybrala piiklad inspirovany piikladem z matematické olympiady
pro 8. ro¢nik zakladni §koly z roku 2005/2006. Kromé¢ toho, Ze obsahuje praci se zlomky,
vyuziva i prace se studijnim primérem, ktery si pfedevim Zaci poslednich ro¢nikd ZS
ostrazité hlidaji, protoze jim muze pomoci k pfijeti na vysnéné stiedni Skoly. Ptiklad by m¢l

pfindSet pro zaky zajimavé téma i obsah.

Priklad €. 15: Studijni prumér

Karel by chtél mit ve druhém pololeti studijni primér ze vSech predméta 1,14.
Z pozorovani z minulych let vi, Ze ma vZdy co nejvice jednicek, pravé jednu osminu
dvojek a jednu pétku. Kolik znamek musi Karel za pololeti nasbirat, aby dosahl

vysnéného prioméru? Myslite, Ze se mu to povede?'*

a) Preformulovani problému a odhad, ovéreni a oprava

Vychozim poznatkem je vypocet aritmetického priméru, ktery dostaneme, kdyZ secteme
hodnoty vSech zndmek a nasledné¢ je vyd€lime celkovym poctem znamek. Tento zlomek ma
V naSem piipad¢ nabyvat naptiklad hodnoty %, coz je zadanych 1,14.

Dalsim dillezitym poznatkem je prace se zlomky, které lze kratit a roz$ifovat, a praveé

tyto operace nabizeji Sirokou Skalu moznych feSeni. Proto Ize zadany problém preformulovat

14 Inspirovano piikladem z Matematické olympiady, autor L. Simianek, 2005/2006
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na novy problém: ktery z moznych zlomki spliiuje zadané podminky. Jakmile nalezneme
vyhovujici zlomek, nalezneme i feSeni pavodni ulohy. Hledany pocet znamek
je jmenovatelem jediného vyhovujiciho zlomku.

Po pfeformulovani problému Ize vyuzit dalsi z heuristickych strategii, a to systematické

experimentovani nebo odhad, ovéfeni a oprava. Nejprve ukazeme feSeni pomoci strategie
o . L 114 ., . , ,
odhad, ovéieni a oprava, kdy zacneme ovétovat, zda zlomek 700 splnuje zadané podminky

a pozadavky na pocty jednotlivych znamek. Vypocéty budeme zaznamenavat do tabulky
(viz tab. 6).

V prvnim a druhém odhadu byl problematicky vysledek u poctu dvojek, ktery vysel jako
desetinné Cislo, coz v zadané situaci vyjit nemtze. Je tedy nutné brat takovy pocet znamek,
ktery je dé€litelny osmi. Protoze hleddme nejmensi mozny pocet znamek, ktery dostaneme
Z rozsiteni nebo zkraceni zadaného aritmetického pomeéru, tak dal$im vyhovujicim ¢islem

znazoriujicim pocet znamek je 200 (viz 3. a 4. odhad).

Tab. 6: Odhad, ovéieni a oprava pii FeSeni pfikladu ¢. 15

Odhad Znamky 1 2 3 4 5 Ma vyjit

1. Pocet znamek 12,5 1 100
Hoglnota 5 114
znamek
Korekce Pocet dvojek neni celé Cislo

2. Pocet znamek 6,25 1 50
Hoglnota 5 57
znamek
Korekce Pocet dvojek neni celé Cislo

3. Pocet znamek 174 25 1 200
Hodnota 174 50 5 228
znamek
Korekce Celkova hodnota znamek: 229 # 228

4. Pocet znamek 173 25 1 1 200
Hodnota 173 50 3 5 228
znamek
Korekce Celkova hodnota zndmek: 231 # 228

5. Pocet znamek 349 50 1 400
Hodnota 349 100 5 456
znamek
Korekce Celkova hodnota znamek: 454 # 456

6. Pocet znamek 348 50 1 1 400
Hodnota 348 100 3 5 456
znamek
Korekce Celkova hodnota znamek: 456 = 456

Zdroj: vlastni zpracovani
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Ve 3. a 4. odhadu je vSak problematicky rozpor mezi hodnotou a poctem zndmek
Vv z&vislosti na co nejvétsim poctu jednicek. Pokud vezmeme nejvétsi mozny pocet jednicek,
dostaneme o 1 vétSi hodnotu znamek, nez jsme predpokladali. Pokud jednu jednicku
nahradime trojkou ¢i jinou znamkou, dostaneme vzdy vys§i soucet hodnot, nez jsme
ptedpokladali. Nikdy v tomto piipad¢ nemuiize nastat rovnost.

Dal8im nejmensim vyhovujicim poctem znamek je 400. V tomto piipadé¢ mame zarucen
celocCiselny pocet dvojek. Jestlize vezmeme co nejveétsi pocet jednicek, tedy 349, vyjde nam
celkova hodnota znamek o 2 mensi nez predpokladana. Tento problém jsme jiz schopni
doladit snizenim poctu jedni¢ek o 1 a navySenim poctu trojek o 1 (dvojky navySovat nelze,

protoze by jich pak nebyla osmina). Prave tento pfipad je feSenim zadané ulohy, protoze

. LA s , . . . 114
vyhovuje podminkdm pteformulovaného i ptivodniho problému (viz rovnost zlomki o0 =

_ 57 _ 228 _ ﬁ)
" 50 200 4007
Odpoved: Karel musi za pololeti nasbirat nejméné 400 znamek. Vzhledem k tomu, ze se

jedna o pocet znamek ze vSech predméti, tak by se mu to mohlo podarit.

b) preformulovani problému a systematické experimentovini
Zacatek tohoto postupu je stejny jako v pifedchozim piipadé, protoze opét vyjdeme
z pteformulovaného problému, kdy sledujeme vlastnosti zlomkt. V ptipadée systematického
experimentovani nejdiive vyjadiime aritmeticky primér jako zlomek s nesoudélnym

i . (. 57 ., L e . .
Citatelem a jmenovatelem, tim je s Naésledné muzeme testovat zadané podminky

pro vSechna rozsifeni zlomku z oboru pfirozenych ¢isel (n). Takovych moznosti je sice
nekone¢né mnoho, ale protoze hleddme to nejmensi feSeni, budeme délat konecny pocet

experimentt. Vysledky systematického experimentovani jsou zaneseny V tab. 7.

Tab. 7: Systematické experimentovani pii FeSeni prikladu ¢. 15

n Znamky 1 2 3 4 5 celkem Je feSenim?
1 | Pocet znamek | 42,75 | 6,25 1 50
Hodnota | ) 75 | 155 5 57 NE
znamek
2 | Pocet znamek | 86,5 12,5 1 100
Hodnota | g5 | o5 5 114 NE
znamek
3 | Pocet znamek | 130,25 | 18,75 1 150
Hodnota | 155 55 | 375 5 171 NE
znamek
4 | Pocet znamek 174 25 1 200
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Hodnota 174 | 50 5 228 NE
znamek

5 | Pocet znamek | 217.75 | 31.25 1 250
Hodnota | 512 o5 | 25 5 285 NE
znamek

6 | Pocet znamek | 261,5 | 37,5 1 300
Hodnota | 01 5 | 75 5 342 NE
znamek

7 | Pocet znamek | 305,25 | 43,75 1 350
Hodnota | 455 50 | g7 5 5 399 NE
znamek

8 | Pocetznamek | 348 | 50 | 1 1 400
Hodnota 348 | 100 | 3 5 456 ANO
znamek

Zdroj: vlastni zpracovani

Béhem systematického experimentovani mohl feSitel narazit na dva rozpory
se vstupnimi podminkami. Bud’ nevysel pocet dvojek jako celé ¢islo, nebo nabyvala celkova
hodnota vzdy vétSich hodnot nez ta predpokladand, nebo oboje nardz. Prvnim a zaroven

jedinym feSenim je ptipad, kdy byl pocet znamek 400.

4.3 Obsahy obrazcii

Poznatky z geometrie vyucované na zakladni Skole by mély byt pro nazornost a lepsi
predstavivost podle mého nazoru vyucované formou experimentl, projektové vyuky,
badatelsky orientované vyuky, problémové vyuky apod. Pii pouziti téchto metod si zaci
osvoji napiiklad systém vytvareni vzorcl pro obvod a obsah znamych geometrickych utvart
a budou nasledné schopni vymyslet vypocty pro obsah dalSich obrazct.

Z této oblasti jsem vybrala dva ptiklady vypoctu obsahu obrazcd, jednim z nich
je ¢tytuhelnik podobny lichobézniku, ktery ale nema Zadnou dvojici rovnobéznych stran,
druhy obrazec je pravouhly lichobéznik. Pfi jejich feSeni lze pouzit rizné heuristické
strategie, jak dojit k vysledku. Vétsinu z nich pfedstavim v rozboru feseni, ale véfim, Ze zaci

V hodinach matematiky vymysli i dalsi feSeni.

Priklad ¢. 16: Obsah obrazce 1
Vypoctéte obsah zadaného obrazce ABCD (viz obr. 8), jestliZe znate rozméry vsech jeho

stran:

a=500cm,b =+2002 + 4002 cm,c =+/200%2 + 9002 cm,d = /2002 + 2002 cm.
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Obr. 8: Obrazec ABCD

A a B

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

a) Zavedeni pomocného prvku a rozklad na jednodussi pripady

Zadany obrazec neni zadnym ze zndmych geometrickych ttvard, proto k vypoctu
jeho obsahu nelze pouzit obecny vzorec. V tomto piipadé bude nutné vymyslet vypocet
specialné pro zadany obrazec. Jestlize obrazec rozdélime na mensi obrazce, nejlépe znamé
geometrické utvary, k vypoCtu jejichz obsaht lze jednoduse pouzit vzorce, a tyto dil¢i,
na vypocet jednodussi, obsahy secteme, dostaneme obsah zadané¢ho obrazce. Na prvni
pohled lze vyuZzit déleni na dva trojuhelniky, nebo lichobéznik a trojuihelnik. Vhodnych

déleni existuje vice, zalezi na tesiteli, ktery si vybere.

Obr. 9: Obrazec ABCD ve ¢étvercové siti

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

I kdyz zavedeme pomocné prvky, nadile je feSeni tlohy zna¢né komplikované

amnozstvi ,,nehezkych* vypocti s desetinnymi ¢isly muze fesitele odradit od feseni. Zvolme
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proto dalsi pomocny prvek, ktery celou ulohu vyrazné zjednodusi. Timto prvkem
je zakresleni Gtvaru do ¢tvercové (pravouhlé) sité se ¢tverci o rozmérech 100 cm X 100 cm
(viz obr. 9). K tomuto kroku by mélo fesitele navést zadani hodnot délek stran pomoci souétu
druhych mocnin pod odmocninou, coz by mohlo dale navést feSitele k vyuziti Pythagorovy
vety pro vypocet délek téchto stran jako délek odvésen v pravouhlych trojuhelnicich.

Dale budeme ptiklad feSit pouze pro situaci, kdy jsme obrazec ABCD rozd¢lili
na lichobéznik a trojuhelnik. Pomocnym prvkem v tomto piipad¢é bude usecka DX, kterd

je rovnobézna s tseCkou AB a bod X je prasecikem této rovnobézky a strany BC (viz obr.
10).

Obr. 10: Pomocné prvky v obrazci ABCD

C
c
D X
b
d
A a ¥

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

Obsah lichob&zniku oznafime S1 a vypocteme ho pomoci vzorce: S; = 2y,

2
kde v citateli je soucet délek dvou rovnobéZznych stran a v je jejich vzdalenost. Dopocteme:

a+|DX| v = 500+800

5 S 200 cm? = 130 000 cm? = 13 m?2,

Sl=

Obsah trojahelnika DXC ozna¢ime Sz a vypocteme ho pomoci vzorce: S, = |D2—X| "V

kde v je vyska na stranu DX. Dopoéteme: S, = % - 200 cm? = 80 000 cm? = 8 m?2.

Odpovéd’: Obsah obrazce ABCD je 21 m?.

b) Grafické reseni pomoci ¢tvercové sité

Obsah obrazce ABCD lze urcit také ,,pouze® za pomoci ¢tvercové sité z piedeslého
feSeni. JestliZze obrazec zakreslime do Ctvercové site (viz obr. 9), staci spocitat pocet Ctverci,
které jsou utvarem pokryty celé, a téch které jsou sice pokryty castecné, ale 1ze z nich celé

¢tverce sestavit. Jeden ¢tverec ma obsah: 100 - 100 cm? = 10 000 cm? = 1 m?. Obrazec
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obsahuje 14 celych &tverct, jejichz obsah je 14 m?. Dale strana AD d&li dva C&tverce
na polovinu, proto necelé &tverce piiléhajici na tuto stranu maji dohromady obsah 1 m?.
Podobné déli i tseka BX obdélnik slozeny ze dvou ¢tvercti na polovinu, proto obsah ¢asti
Casti Ctverct, jejichz jedna strana je ¢ast iseéek XC a CD. Podivame-li se na obr. 9 podrobné,
vidime, Ze vSechny tyto ¢asti ¢tverct V trojuhelniku CXD daji dohromady 5 celych ¢tverci,
tj. 5 m?. Toto tvrzeni je diisledkem tivah, Ze usecky XC i CD jsou uhlopii¢kami jednotlivych
miizovych obdélnikt, které t€émito body prochazi, a déli je na dvé stejné velké ¢asti.

Timto zplisobem feSeni l1ze dojit az k tzv. Pickové formuli, kterda zni: , Obsah
Jednoduchého™ mnohotihelniku s vrcholy v miizovych bodech (¥ikejme mu tieba mrizovy
mnohouhelnik) miizeme spocitat takto: Oznacme V pocet mrizovych bodi, které jsou uvnitr

mnohouhelniku, a H bud’ pocet miizovych bodii, které jsou na jeho hranici. Hledany obsah

je pak roven V + g — 1. “ (Han¢l, 2012, s. 9)

c) Preformulovani problému

Pro vypocet obsahu obrazcl je mozné pouzit téz fesSeni, které vyuziva doplnéni
obrazce na obdélnik, resp. ¢tverec ¢i jiny zdkladni geometricky utvar a nasledné od¢itani
nadbyteénych &asti. Casto tyto ¢asti tvoii také jednoduché zakladni geometrické utvary,
jejichZ obsah lze vyjadtit pomoci zndmych vzorcti. Misto obsahu ttvard, ze kterych lze slozit
zadany utvar, vlastné¢ pocitime obsah utvarl, které tvofi spolu se zadanym obrazcem
pravouhelnik.

V ptikladu ¢. 16 ozna¢me tento pravouhelnik MNOP (viz obr. 11). Obsah obdélniku
MNOP je S = 9 -4 m? = 36 m?. Od tohoto obsahu budeme odegitat obsahy ti trojuhelniki
MAD, BNC a CPD, které po tfadé oznacime Si, Sz, Ss. Protoze se jedna o pravouhlé
trojuhelniky, jejich obsah lze vypocitat jako poloviéni soucin délek obou odvésen.

Dopocteme rovnou v délkéach stran prevedenych na metry:

2:2

S, == m? =2m?
2
24

Sz = 7 m2 = 4m2,
29

53 = ? m2 = 9m2.

Obsah obrazce ABCD je: 36 —2 — 4 —9m? =36 — 15 m? = 21 m?.

15 Jednoduchy obrazec pozname podle toho, Ze jeho obvod neprotina sebe sama. (sou¢ast citovaného textu)
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Obr. 11: Obrazec ABCD doplnény na obdélnik MNOP

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

d) Reseni s pouzitim urcitych integralii
Dal$im feSenim ptikladu ¢. 16 by mohlo byt feSeni s vyuzitim integralniho poctu,
ktery je na nékterych stfednich Skolach probiran. Urcity integral byva zde ¢asto zavadén jako
,,obsah pod grafem funkce“. Zvolme si ve ¢tvercové siti z predchozich feSeni kartézskou
soustavu soufadnic, ktera ma pocatek v bodé M (viz obr. 11). Dale ozna¢me ¢tyti funkee f1,
f2, f3, f4, jejichz grafy jsou pfimky, na kterych lezi strany obrazec ABCD.
usecka AB: fi:y = 0; useCka BC: f,:y = 2x — 14;

2
usecka CD: f5:y = 5% + 2; UseCka AD: fy:y = —x+ 2

Pro vypocCet obsahu obrazce pomoci integralu pouzijeme strategii rozklad
na jednodussi ptipady. Interval I = (0,9) rozdélime na tfi mensi intervaly I; I, I3,
ve kterych jsme schopni urcit obsahy ttvarti ohrani¢enych dvéma funkcemi. Obsahy téchto
utvard oznacime Sy, S5, S5. Krajnimi body téchto intervalid budou body M, A, B, N (viz obr.
12), kde N je kolmy primét bodu C na ptimku AB.

Iy =(M; A) =(0;2); I, = (A4;B) = (2;7); I3 = (B; N) =(7;9)
Obsahy jednotlivych ¢asti vypocteme jako rozdil integrali funkci na daném

intervalu. Obsah prvni ¢asti S; na intervalu I; = (0, 2) vypocteme jako:

S1 = f02f3(x) dx — fozﬁ;(x) dx = foz(gx +2)dx — foz(—x +2)dx = [Zg—xzz + 2x + x2_2 -

2 212
11x 44 22
—Zx] = [ ] =— == (m?).
0 18 0 18 9

Obsah druhé ¢asti S, na intervalu I, = (2, 7) dopo¢itime stejnym zptisobem:
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7

S, = f27f3(x) dx — f27f1(x) dx = f;(gx + 2)dx — f27(0)dx = [% + 2x — 0] =

2

x2+18x]” 175-40 135
= [=2H] = =25 = 15 m?).
9 2 9 9

Obsah posledni tieti ¢asti S5 na intervalu I; = (7,9) vypoéteme analogicky:

S3 = f79f3(x) dx — f:fz(x) dx = f:(gx + 2)dx — f79(2x —14)dx = [% +2x —x% +

8x2+16-9x]9 _ 648-616
7

9 9

+14x]: = |- 2 (m?).

Celkovy obsah obrazce ABCD je S = %2 + 15+ % m? = 21 m?,

Obr. 12: Obrazec ABCD v kartézské soustavé souradnic

Y
8

-2 4

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

Piiklad &. 17: Obsah obrazce 2
»Dva rovnostranné trojithelniky ABC a ECD na obrazku (viz obr. 13) maji po Fadé strany

délek 2 a 1. Uréete obsah &tyiihelniku ABCE.“'® (Calabek, Svréek, 2004, s. 41)

16 Uloha pievzata ze zadani matematické soutéze Matematicky klokan, kategorie Student, ktera je uréend pro

3. a 4. ro¢niky stfednich Skol a odpovidajici ro¢niky viceletych gymnazii
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Obr. 13: Trojuhelniky ABC a ECD

A

B C D

Zdroj: Calabek, Svréek, 2004, s. 41 (vlastni zpracovani v GeoGebra)

a) Algoritmické reseni
V piipade, Ze si fesitel uvédomi, Ze jsou strany AB a CE rovnobézné, mlze zadany

(a+c)v

ctyfuhelnik ABCE nazvat lichobéZznikem a pocitat jeho obsah podle vzorce: S = >

kde soucet a + ¢ oznacuje soucet délek rovnobéznych stran a v je vzdalenost téchto stran.

Obe¢ délky stran AB i CE jsou znamé ze zadani (|AB| = 2, |CE| = 1). Vzdalenost AB
a CE je v tomto piipadé shodna s velikosti vy§ky v rovnostranném trojuhelniku ABC, kterou
1ze dopo¢itat naptiklad z Pythagorovy véty: v? = 22 — 1%; v = /3.

. i . (2+1)-V3 _ 33
Dosazenim do vzorce ziskame vysledek: S = =

b) Zavedeni pomocného prvku a rozklad na jednodussi pripady

Pokud ftesitel nezjistil, ze zadany ctyithelnik ABCE je lichobéznik, miize
ho povazovat za obecny obrazec, u kterého nelze vyuzit k vypoctu jeho obsahu obecné
platného vzorce. V tomto ptipadé¢ se nabizi feSeni ptes zavedeni pomocného prvku v podobé
usecek, které obrazec rozdéli naptiklad na dva trojihelniky nebo lichob&znik a trojihelnik.
Vypocet obsahu jednotlivych ¢asti je pak nasledné mozné provést jednoduSeji pomoci
vzorcl.

Nejdiive vyuZijme zadani, kde je jeden z moznych pomocnych prvki jiz zakreslen,
jejim strana CA, ktera déli ¢tyfuhelnik ABCE na rovnostranny trojihelnik ABC a trojihelnik

CEA (viz obr. 13). Obsah rovnostranného trojuhelnika (S1) se zadanou délkou strany lze

o« . C ., . BClv _ 23
dopocitat z obecného vzorce pro vypocet obsahu trojuhelnika: §; = | 2' " = T\/_ = 3.

Oznaceni v odpovida velikosti vysky v trojuhelniku ABC, jejiz hodnota byla vypoétena

Vv predeslém feSeni (viz a).
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Obsah trojuhelnika CEA (Sz) lze urcit pies vzorec pro obsah obecného trojuhelniku,
nebo si lze v§imnout, Ze se jednd o trojuhelnik pravothly. Diikaz, ze v trojuhelniku CEA
je uhel pii vrcholu E pravy, lze provézt pies dopocty uhlu v jednotlivych trojuhelnicich
(viz obr. 14)Y". K dopoé¢tu uhli lze pouzit dal§i pomocny prvek, kterym je stiedni pticka
trojuhelniku ABC ohrani¢ena body Sag a Sac. Diky této ptficce vzniknou v zadaném obrazci
dva rovnostranné trojuhelniky SagSacA a CESac, které jsou shodné s trojuhelnikem CDE.
Vnitini uhly v rovnostranném trojuhelniku maji vSechny shodnou velikost, a to 60°. Velikost
uhlu ESacA lze vyjadrit jako: 180° — 60° = 120°. Protoze je trojuhelnik ESacA

rovnoramenny, bude mit dva shodné thly, kterymi jsou EASac a AESac. Jejich velikost

je w = 30°. Uhel AEC je po seéteni dilgich uhla thel pravy, jeho velikost je 90°,

proto o trojuhelniku AEC lze fici, Ze je pravothly. Jeho obsah lze ur¢it takto:
_ICE|-|AE| _1-v3 V3
S
Vyska v je v tomto piipadé strana AE, jejiz velikost 1ze urcit pomoci Pythagorovy véty nebo

goniometrickych funkci. Obsah Gtytahelniku ABCE je: S = S; + S, = V3 + ? = 32—\/5

Obr. 14: Zakresleni velikosti uhld v obrazci ABCE

B 2

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

17 Protoze je piiklad uréen zakm 3. a 4. ro€niku stiednich §kol, predpokladam jejich znalost v oblasti prace
s thly v trojtihelnicich, soucet vnitinich thli atd. Dikaz tedy nebude detailné popisovat a zdivodiiovat kazdy
krok.
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¢) Graficke reseni pomoci trojuhelnikove sité
Dalsim vhodnym pomocnym prvkem, ktery muize feSiteli pfinést nazornéjsi vhled
do situace, je zakresleni zadanych trojuhelniki ABC a ECD do trojuhelnikové sité tvofené

rovnostrannymi trojuhelniky s délkou strany 1 (viz obr. 15).

Obr. 15: Obrazec ABCE V trojihelnikové siti 1x1x1

", Vs
A

I A A AN
N \ AN /
7N /N N /N
o) AN AP N
/ \ / N / \ / \
/B /N SO A D
/ Y / ", / \ / Y,
/ N 7 Y / N /

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

Z obrazku (obr. 15) je patrné, Ze se zvyraznény Ctyiuhelnik ABCE sklada z péti
celych trojuhelniku a dvou necelych, které dohromady tvoti jeden cely trojihelnik. Vysledny
obsah je pak mozné nalézt jako Sestinasobek obsahu jednoho trojihelnika tvoficiho sit’ (St).

. 12— (%) . .
W_6. G _ %3 Obsah &tyrihelniku ABCE je S = 2

§=6:Sp=6"— > . -~
d) Preformulovani problému

Stejné¢ jako v predeslém prikladu (viz ptiklad €. 16) i zde lze vyuzit feSitelské
strategie pfeformulovani problému pomoci doplnéni zadaného obrazce na lichobéznik nebo
rovnostranny trojuhelnik nebo dalsi obrazce. Divodem pro doplnéni bylo nasledné odecitani
obsahu nadbytecnych ¢asti od obsahu doplnéného obrazce.

Dopliime c¢tytuhelnik ABCE naptiklad na lichobéznik ABDX (viz obr. 16). Obsah

. W22-12 .
(BD|+|AX]-IXC| _ (3+1)V22-12 _ %5 = 2.3

tohoto lichobézniku je podle vzorce: S = . >
V3

Obsah trojuhelniku AXE oznacime Si1 a dopocteme podle vzorce: §; = —= = e Obsah

N | =
=
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e-(3)

trojihelniku CDE jsme pocitali jiz vyse (viz d): S, = . Obsah ctytuhelniku

4
ABCE dopoéteme takto: Sypcr =S — S; — S, = 24/3 — 2 -? = 32£
Obr. 16: Ctyiihelnik ABCE dopInény na lichob&Znik ABDX
/ \ \ \
\ -/ /
N\ \ \
\
/ \ VAR
\ A\
/ // N\
/ \ / A
\
\ E/
\
/
\ /
\ /
\ /
\\ /
\ /
/ ’ , o
/BN / \\ C \\ D\\

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

e) Preformulovani problému 2 a stiedoskolské reseni

Dalsi mozna teSeni ptikladu €. 17 se objevi, pokud zadany obrazec zobrazime
vV n¢kterém shodném zobrazeni. Protoze cilem je urcit obsah, musime vybrat pravé shodna
zobrazeni, kterd zachovavaji velikosti délek stran, Ghli 1 obsahy. Pokud bychom vyuZili
podobna zobrazeni, museli bychom feSeni zalozend na poznatcich z oblasti podobnosti
nazvat analogiemi, nikoliv pfeformulovani problému.

Pii feseni piikladu ¢. 17 vyuzijeme rotaci (otoceni) lichobézniku ABCE o 120°
se stfedem rotace v bod¢ B (rotace proti sméru hodinovych rucicek). Vysledkem tohoto
zobrazeni bude shodny lichobéznik A'B'C'E’ lezici v poloze, kterd zdiraziiuje predevsim
jednu z jeho vlastnosti, ze je pravothly (viz obr. 17). Vyuziti rotace pii feSeni geometrickych
uloh pfinasi Zaktim dalSi moznosti feSeni zadané¢ho problému.

Vzhledem k vlastnostem zadaného c¢tyithelniku ABCE budeme nyni dale fesit
ptiklad pomoci integralniho poctu, stejné jako tomu bylo v piedeSlém piikladu ¢. 16

(viz 16 d). Nabizeji se jisté i dalsi zpsoby vypoctu obsahu obrazce jako naptiklad rozdéleni
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lichobézniku na obdélnik a pravothly trojuhelnik a nasledné vypocteni jejich obsahti, nebo
zakresleni tohoto shodného lichobézniku ve znamé Ctvercové siti s dopoctem Ctvercti, které

lichobéznik zaujima, a dalsi.

Obr. 17: Rotace ¢tyfFahelniku ABCE (R g, 120°)

E C’ A

A B=5 C

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra

Pro ur€eni popisu jednotlivych linearnich funkci, které ohranicuji lichobéznik
A’B’C’E’, vyuzijeme zakresleni tohoto obrazce v kartézské soustavé soufadnic, kterd ma
pocatek v bodé A" (viz obr. 18). Jednotlivé funkce ozna¢ime po fadé fi1, f2, fs, fa. Jejich
predpisy jsou:

Gsetka C’E”: fi:y = V3x; Gsetka B'C”: fo: y = —V/3x + 2V/3;
useCka A'B”: f3:y = 0; Gsecka A’E": f,:x =0
Interval, na kterém budeme urcovat obsah pod grafem funkci, je interval (0;2). Tento
interval rozdélime dale na dva intervaly, na kterych budeme urovat obsah jednotlivych ¢asti
obrazce:
Ii:x €(0,1),1, € (1,2).

Obsah lichobézniku A'B'C’E” vypocteme jako soucet urc¢itych integrali:

1 2 1 2
SA,B,C,E:f fi (x)dx+f f (x)dx:f \/§dx+f (—V3x 4+ 2V3) dx =
0 1 0 1

=[@x]3+[_@+z@xl V3 2VE + T4 2V - 23 -

33
2
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Predpokladame, Ze si zaci stfedni Skoly, na kterych je integralni pocet vyucovan, jiz
dostate¢né osvojili praci s funkcemi, vyjadieni jejich predpisu a uméji pracovat s integralnim
poctem, proto feSeni neobsahuje detailni pfehled jednotlivych krokt feseni. Zadani tohoto
prikladu by mohlo byt uzito jako motivaéni tloha pii praci s uréitymi integraly

a k demonstraci jejich aplikace na obsahy rovinnych utvaru.

Obr. 18: Lichobéznik A 'B 'C’E’ v kartézské soustavé souradnic

Y

J1 fo

Zdroj: vlastni zpracovani v GeoGebra
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4.4 Nékolik neresenych uloh na zavér
Priklad ¢. 18: Pan Kopka je vasnivy zahradkai a matematik. Svoje zdhonky na zahrad¢
si udrzuje vzdy ve ¢tvercovém tvaru a jednotlivé plodiny na né sazi do pravidelnych atvart,
které vznikaji takto: v kazdém dal$im fadku je o sazenici méné (resp. vice) nez v fadku
predeslém a v poslednim (resp. prvnim) fadku je vzdy pouze jedna sazenice dané plodiny.
Navic se pan Kopka snazi kazdy rok zvétsit svlij zdhon o jeden fadek a jeden sloupec.
Jak velké dva zahony potiebuje pan Kopka letos na jafe vytvofit, kdyz se rozhodl vysazet
0 4 sazenice zeli, 5 jahodniktl, 8 sazenic dyni a 0 9 sazenic rajcat vice nez vloni? Uvazujme,

7e jsou sazenice sazeny ve stejné Sirokych fadcich i sloupcich.®

Pomocna berlicka pFi vybéru iesitelské strategie:

Tuto ulohu lze tesit naptiklad graficky, pomoci systematického experimentovani,
cestou pokus-ovéfeni-oprava, pomoci rozdéleni na jednodussi piipady (jednotlivé zahony),
ptes preformulovéani problému, zavedeni pomocného prvku nebo lze uplatnit i vypusSténi
podminky. Cilem ulohy je pfijit na vztah mezi trojuhelnikovymi a ¢tvercovymi ¢isly,

ze soucet dvou po sob¢ jdouci trojuhelnikovych Cisel tvofti ¢islo ¢tvercové. K tomuto zadveéru

1ze jisté vyuzit i strategii konkretizace a zobecnéni.

Priklad €. 19: Ani¢ka ma velmi rada platkovy syr, takZe si ho dava kazdy den ke snidani.
Jednoho dne si vymyslela hru, Ze kazdy den rozdéli ¢tvercovy platek syru na tolik ¢tverct
(ne nutn¢ stejné velkych), kolikaty je zrovna den v roce. S hrou zacala az 4. ledna, protoze
zjistila, Ze z jednoho platku ji nikdy 2 nebo 3 ¢tverce nevzniknou.
a. Najdi alespont 3 zplisoby, jak mohla Anicka Etvercovy platek syra rozdélit
14. a 17. ledna.
b. Opakovala se néktery dalsi den stejna situace jako 2. a 3. ledna, kdy dané
rozd¢leni neexistovalo?
C. Zobecni sva zkoumani do ndvodu, jak tvofit jednotliva déleni pro nekonecné

mnoho dn. 1

18 Inspirovano problémem 3 (Kopka, 2013, s. 160)

19 Inspirovano tilohou rozdéleni étverce na &tverce (Kopka, 2013, s. 177-179)
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Pomocna berlicka pFi vybéru ieSitelské strategie:
Vzhledem k poslednimu tkolu bude jisté pouzita strategie konkretizace a zobecnéni,
dale by mohla byt pfi feSeni vyuzita strategie systematické experimentovani nebo grafické

znazornéni.

Priklad ¢. 20: ,,Ze ctverce byl vytvoren obdélnik tak, ze dve jeho strany byly o 2 m

prodlouzeny a druhé dve byly o 2 m zkrdaceny. Obsah nové vzniklého obdélniku se rovna

99 % obsahu piivodniho ¢tverce. Urci délku strany tohoto c¢tverce. ©“ (Pangea, 2016, s. 12)

Pomocna berlicka pFi vybéru resitelské strategie:
Vybér systematického experimentovani je pii feSeni tohoto piikladu mozny,
ale ponékud zdlouhavy. Rychlejsi cesta je pies strategii odhad, ovéfeni a oprava.

Nejrychlejsi zptisob feseni vSak zarucuje sestaveni rovnice nebo pireformulovani problému.

Priklad &. 21: ,, Babicka ma na dvore jen kraliky a slepice. Zapomnéla, kolik ma kterych.
Vi jen, ze ma celkem 35 zvirat, ktera maji celkem 110 nohou. Kolik ma kraliki a kolik ma

slepic?*“ (Pangea, 2015, s. 4)

Pomocna berlicka pFi vybéru ieSitelské strategie:
K feSeni této ulohy lze vyuZit jak hravé grafické feSeni, tak sofistikované&jsi strategie
vyuzivajici grafii funkci, strategii odhad, ovéfeni a oprava ¢i jen zkusit Stésti za vyuziti

strategie pokus-omyl.
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Zavér

Cilem této prace je sezndmit Ctenafe s nejcastéjSimi heuristickymi strategiemi
pouzivanymi pfi feSeni tloh na druhém stupni zakladni Skoly a na stfedni Skole a dale
na konkrétnich ulohach piedvést feseni jednoho piikladu pomoci vice heuristickych
strategii. Vzhledem k riznorodosti a pfili§ obecnému vymezeni heuristickych strategif,
nebylo v mych silach sestavit kompletni soubor vSech existujicich heuristickych strategii.
Zam¢tila jsem se pouze na ty strategie, které se mohou nejCastéji objevit pii feSeni
matematickych uloh na druhém stupni zakladni Skoly a na stfedni skole.

Zakladnimi prameny pro tvorbu piehledu heuristickych strategii byly dva zdroje:
Kopkovo Umeéni feSit matematické problémy a ¢lanky a publikace kolektivu autorii
Novotna, Eisenmann, P¥ibyl vzniklé v ramci feSeni projektu GACR P407/12/1939. Syntézou
poznatkil z obou zdrojii vznikl soubor heuristickych strategii, ktery kromé& teoretického
vymezeni a charakteristiky pouziti jednotlivych strategii obsahuje i ukazkové ptiklady
feSené danou strategii.

Pokladem pro tvorbu uloh, které lze feSit pomoci vice heuristickych strategii, byla
pfedev§im zadani riznych matematickych soutézi jako Matematickd olympiada,
Matematicky klokan, Pangea a dal$i. Né&kterd zadani vybranych uloh byla inspirovana
ucebnicemi matematiky nebo jinymi u¢ebnimi texty. Vysledkem této ¢asti prace je soubor
Ctyf uloh tematicky orientovanych na oblast michani smési, prace se zlomky a urceni obsahu
zadaného obrazce. Tyto piiklady jsou dale doplnény o nékterd mozZna feSeni od ukazky
algoritmického feSeni (tzv. ze ,,Skolni tabule), ptfes feSeni heuristickymi strategiemi,
po stiedoskolské feseni, dovoluje-li to povaha piikladu.

Zkoumana problematika je z mého pohledu velmi zajimava a tematicky nevycerpana.
Bylo by moZné vytvofit obsahlejsi soubor heuristickych strategii vyuZitelnych i pro feSeni
uloh na vysoké Skole. Déle by bylo zajimavé zkoumat, jaké strategie zaci pfi feSeni tloh
pouziji nej€astéji, €i intuitivné. Nebo jak Zaky pii feSeni uloh k heuristickym strategiim
navézt tak, aby se z jejich heuristickych feSeni nestaly algoritmy. Obecné se nabizeji i nadale
otazky, jak u zaku pracovat s rozvojem tvurciho mysleni nejen v hodinach matematiky a jak
udrzet Zakovu radost z poznavani. Neméné¢ zajimavé by také bylo zjistit, jak Casty je vyskyt
konstruktivistické vyuky ve vyuc€ovani a kolik procent uciteli vede své zaky k vyuziti

heuristickych strategii pti feSeni uloh.
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