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Abstract
Weak convergence of probability measures

The thesis is divided into three parts. The first part of the thesis compiles some
basic facts about weak convergence. The second chapter reminds definitions and
propositions for weak convergence of processes on different function spaces. It is
divided into sections depending on the types of spaces. Own results are presented
in four sections of the last chapter. The first section studies the convergence of
supreme processes. We consider the weak convergence of stochastic processes on
some function space and investigate conditions for the weak convergence of their
supreme processes. The stable convergence, a stronger convergence than the weak
convergence, is a topic of the second section of this chapter. There are studied
conditions for the stable convergence in famous central limit theorems and for the
stable convergence of processes. In the next section, we show the conditions for
the tightness of the sequence of stochastic processes in the Hélder space. The last
section introduces results about martingale approximations of stationary proces-
ses. We show generalization of Doob’s inequality given by Peligrad and Utev in
(Peligrad and Utev, 2005). Another result is a proof of non adapted version of inva-
riance principle from (Wu and Woodroofe, 2004). Finally we show different ways of
martingale approximations of stationary sequences and the relations among those
approximations.
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Uvod

V této praci se zabyvame slabou konvergenci v teorii pravdépodobnosti. V prvni
¢asti pripomeneme zakladni definice a zdkladni tvrzeni, ktera jsou zndma a po-
trebna pro praci se slabou konvergenci. Nejprve predstavime slabou konvergenci
jako pojem z teorie miry, poté se zamérime na slabou konvergenci v teorii pravdé-
podobnosti. Také se podivame na ponékud siln€jsi konvergenci nez je slaba, a to
na stabilni konvergenci.

V druhé casti prace se zabyvame definicemi a tvrzenimi, kterd se tykaji slabé
konvergence na konkrétnich prostorech, predevsim se zaméfujeme na slabou kon-
vergenci procesu, tedy slabou konvergenci na riznych prostorech funkci. Podka-
pitoly 1.2 a 2.2 vychazeji z velké ¢asti ze seminare, ktery na toto téma vedl doc.
Lachout na MFF UK.

Posledni kapitola je kapitola vlastnich vysledki. Je rozdélena do ¢tyf podka-
pitol. V prvni podkapitole se zabyvame konvergenci suprema nadhodnych procesi.
Zde predpokladame, Ze posloupnost nahodnych procest slabé konverguje a ptame
se, za jakych podminek také slabé konverguje proces vznikly jako suprema z pt-
vodniho procesu. Tuto problematiku studujeme zvIast pro riizné prostory funkei.

V dal$i podkapitole se vénujeme jiz zminéné stabilni konvergenci. Konkrétnéji
se zajimame o to, ve kterych znamych centralnich limitnich vétach a za jakych pod-
nminek lze slabou konvergenct nahradit konvergenci stabilni. Také se zde vénujeme
stabilni konvergenci procest.

Ve treti ¢asti této kapitoly ukazujeme podminky pro tésnost posloupnosti na-
hodnych procesii indexovanych prvky mnoziny [0, 1/ v Holderové prostoru.

V posledni ¢asti se vénujeme martingalovym aproximacim stacionarnich pro-
cestt a zobecnujeme Doobovu nerovnost a princip invariance pro stacionarni pro-
cesy. Také studujeme razné tvpy martingalovych aproximaci a ukazujeme vztahy
mezi témito typy aproximace.
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Kapitola 1

Z.akladni definice a tvrzeni

V prvni ¢asti této kapitoly pripomenenie slabou konvergenci z hlediska teorie miry,
v druhé ¢asti se zamérime na slabou konvergenci v teorii pravdépodobnosti. Poté
s¢ budeme zabyvat definicemi a tvrzenimi vztahujicimi se k stabilni konvergenci
a v posledni ¢asti této kapitoly pripomeneme zdkladni pojmy z ergodické teorie.

1.1 Slaba konvergence v teorii miry
Nejprve si pripomenme, jak je definovana slaba konvergence posloupnosti funkei

v obecné teorii miry. Nasledujici dvé definice muzeme najit napt. v (Luke$ and
Maly, 1993, Def 12.12, Def 12.13).

Definice 1.1.1 Necht (T, j1) je prostor s mirou, 1 < p < +00 a g = Pfl (g = +o0,

pokud p = 1). Necht f,. f € L,(T). Rekneme, Ze funkce ( f,),en konvergugji slabé
k funkcr f v L, jestlize

/ fogdp — / fgdu Vg€ Ly(T).
JT T

V nasSem pripadé se ovSem nebude jednat o tuto klasickou slabou konvergenci,
ale pijde nam o tzv. slabou™ konvergenci.

Definice 1.1.2 Necht i je o-koneénd mira na prostoruT a necht f,,, f € L. (7).
Rekneme. Ze posloupnost funkct (f.)nen konverguje slabé® k funkci f. jestlize

/ Fag i — / fodu Vg€ Li(T).
JT T

Poznamka: Pomoci pojmu z oblasti funkcionalni analyzy miuzeme slabou konver-
oenci chdapat nasledovné. Bud X Banachiv prostor a X* jeho (topologicky) dudl,
necht r,,..0 € X a F,,, F € X", potom rikdme, ze
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(1) (,)nen konverguji slabé k z, jestlize F'(z,) — F'(x) pro kazdy funkcionél
Fe X,

(i1) (F},)nen konverguji slab&* k F, jestlize F,(z) — F(z) pro kazdé z € X.
V dal$im textu budeme potiebovat také nasledujici pojmy, proto pripomenme
jejich definice.

Definice 1.1.3 Rekneme, Ze mira jo na prostoru X je regularni, pokud pro kaz-
dou ménritelnou mnozZinu B:

B == su F e lnf 1 G .
i) FCB, FE}'(X)M( ) BCG, GEQ(X)'[( )

Rekneme, Ze mira 1o je Radonova, pokud pro kaZdou méritelnou mnozinu B:

w(B) = sup ().
KCB, KeK(X)

Definice 1.1.4 Rekneme, Ze topologicky prostor (X,G(X)) je reguldrni, pokud
pro vSechny prvky » € X a kazdou uzavienou mnozinu F, F € F(X) takovou, Ze
v & I, existuji oteviené mnoziny G, Gy € G(X') takove, Ze

.’TEGl AN FCGQ AN GlmGQZQ.
Topologicky prostor (X, G(X)) se nazyvd normalni, pokud pro kazdé dvé uza-

viend mnoziny F, Fy € F(X) takove, Ze F) N Fy = (), existuji otevieneé mnoziny
G .Gy € G(X) takove, Ze platd

GlﬁGzzw N F1CG1 A FQCGQ.

Podivejme se dale, jak se definuje slaba konvergence pro posloupnost mér na
lokdlné kompaktnim prostoru 7', viz (Lukes and Maly, 1993, Def 17.1).

Definice 1.1.5 Necht C(T) je prostor vsech spojitych funkci na prostoruT a F je
néjaky jeho linearni podprostor obsahujici podprostor C.(T), cozZ je prostor vsech
spojitych funkci na T s kompaktnim nosicem. Rekneme, Ze zobecnénd posloupnost
Radonovych mér (jty)aca na T konverguje F-slabé k Radonové mite i, jestlize

/deuo — /T fdu VfeF.

Euristuje-li F-slaba limita. je urcena jednoznacné.

Poznamka: Nejcastéji pouzivané slabé konvergence jsou nasleduji dvé
e tzv. slabd, kde F = C(T),
o tzv. vagni, kde F = C.(T).

My se budeme zajimat o tu prvni. Vagni konvergence je podrobnéji studovana
napi. v (Topsee, 1970).
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1.2 Slaba konvergence v pravdépodobnosti

Jak uz jsme zminili vyse, v teorii pravdépodobnosti se pouziva slaba* konvergence
z teorie miry, ale mluvi se o ni jako o slabé. Budeme-li tedy zminovat slabou
konvergenci pravdépodobnostnich mér, pak to bude konvergence, ktera odpovida
definici 1.1.5 + (slabd).

Jesté bychom meéli podotknout, zZe pokud mluvime o slabé konvergenci (¢i kon-
vergenci v distribuci nebo v rozdéleni) ndhodnych veli¢in nebo ndhodnych element
(znacime 2»), pak tim myslime slabou konvergenci odpovidajicich rozdéleni (zna-
¢ime ).

Nez uvedeme definici slabé konvergence i pro obecné neméritelné nadhodné ele-
nmenty, pripomeneme definice vnéjsi a vnitini pravdépodobnosti a stfedni hodnoty.

Definice 1.2.1 Necht (2, A, P) je obecny pravdépodobnostni prostor a X : Q) —
R* je obecne zobrazeni. Vnéjsi stredni hodnotu ndhodného elementu X wvici
mire P definujeme:

E*'X = inf{EU,U > X,U : Q — R* mefitelné a EU existuge}.
Vnéjsi pravdépodobnost obecné mnoziny B C ) definujeme nasledovné:
P*(B) = inf{P(A),B C A.A € A}.
Vnitrni strednt hodnotu a vnitrnt pravdépodobnost potom poloZime:

E.X = —E(-X)
P.(B) = 1-P'(Q\B).

Definici slabé konvergence pro obecné ndhodné elementy, mizeme najit napr.
v (van der Vaart and Wellner, 1996, Def 1.3.3). Poznamenejme jesté, Ze se vidy
pozaduje, aby limitni ndhodna veli¢ina byla méfitelna.

Definice 1.2.2 (Slaba konvergence) Net nahodnych elementi (X, )aca konver-
quje slabé k meritelne nahodné veliciné X v (X.G(X)). zn. X, 2 x tehdy a jen
tehdy. pokud

liminf P,(X, € G) > P(X € G) VG € G(A).

K ovéfeni slabé konvergence pravdépodobnostnich mér se velmi ¢asto pou-
2iva tzv. Portmanteau lemma, viz napt. (Hoffman-Jergensen, 1994, §5.2), (Topséc,
1970. Th 8.1), (van der Vaart and Wellner, 1996, Th 1.3.4).

Nez uvedeme Portmanteau lemma, pripomenme jesté nasledujici definice:
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Definice 1.2.3 Rekneme, Ze funkce f : X — R je zdola polospojité v bodé z,
pokud pro viechny nety (To)aca takové, Ze x, — x, plati:

f(z) < liminf f(z,).

acA

Podobné, funkce f je shora polospojita v bodé x, pokud pro vSechny nety (24)aca
takove, ze x., — x, plati:
£(z) > limsup f(z).
€A

Portmanteau lemma tvori nasledujici dvé véty.

Véta 1.2.4 (Portmanteau lemma) Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X0 5 X v (X,G(X)),
(1) liminf,c4 P.(X, € G) > P(X € G) VG otevriené,
(111) limsup, . P*(X, € F) < P(X € F) VF uzaviene,
(iv) liminf,c 4 E, f(X,) > Ef(X) pro vsechny f zdola omezené zdola polospojite,
(v) iminf,.4 E.f(X,) > Ef(X) pro vsechny f omezené zdola polospoyité,
(vi) limsup, .4 E*f(Xa) < Ef(X) pro vsechny f shora omezené shora polospo-
Jite.
(vii) limsup,,.- E*f(X,) < Ef(X) pro vSechny f omezene shora polospojite.

Véta 1.2.5 Z kazdého tvrzeni véty 1.2.4 vyplyvaji nasledujici dvé turzeni:

(0iil) limge 1 Po(No € B) = limaeaP*(Xa € B) = P(X € B) VB borelovské
s P(OB) = 0.

(ir) limae Ef(X,) = limaca EXf(X,) = Ef(X) pro vsechny spojité omezené
funkee f.

Navic (viii) = (ir). A pokud X je metricky prostor, potom také (iz) = (1).

Dikaz véty 1.2.4

W) & (i) Tak je slaba konvergence definovana.

L(i1) & (i) Tuto implikaci dostavame diky tomu, Ze uzaviené mnoziny jsou
doplnky mnozin otevienych.

ey e () a J(v) e (vin)* Opét z komplementarity.

S0) = (v)r Jasné.
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»(v) = (iv)"“ Méjme funkei f zdola omezenou zdola polospojitou, potom pro do-
state¢né velkou konstantu ¢ > 0 mazeme psat:

T > i
hglei‘nf E.f(X.) > thnElAnf E.(f ANo)(Xa)

a z (v) mame

limeiAnf E.(f ANe)(Xa) > E(f A e)(X).
Protoze f = lim.—;o(f A c) a X je méfitelné,

lim E(fAc)(X) = Ef(X),

c—+

a tedy plati dokazovana implikace.

~(vi1) = (i11)" Indikdtor uzaviené mnoziny je omezend shora polospojita funkce.
Analogicky ., (v) = (i)".

S8y = (vi)“ Bud f : X — [0,1] shora polospojita funkce. Potom pro vSechna
NeN:

1 N 1 N
N2 lepsfs Nzﬂuz%w
n=l1 n=0
a (f > %) je uzaviend mnoZzina. Pro viechna N muzeme tedy psat (pozn. E* je
subaditivui):

N
; * - U * 1
limsupE"f(X,) < limsupE (N Zﬂ(f(.\’n)?;;v')>

f\'—_‘ OEA 71=0

N
1 , .
< N thsupE Lirxayz o

n=0 aEd

IA
=
N
3|
=
=
-
v
2|z

VAN
e
=
5
+

tedv plati (vi7).
Q.E.D.

Dukaz véty 1.2.5

S0) (i) = (viii)” Bud P(X € 0B) = 0. Potom

P(X € B?)

< limﬁiAHfP*(X,) € B?)

< limsupP*(X, € B?)

acA

P(X € B)
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< limsup P*(X, € B)
aEA

< P(X € B)

= P(X € B),

a protoze prvni élen je roven poslednimu ¢lenu, vSechny nerovnosti jsou rovnostmi.

w(viti) = (ix)“ Necht f je spojitda omezena funkce, predpokladejme bez 1jmy na
obecnosti, ze f : X — [1/4,3/4]. Potom existuje nejvyse spofetnd mnozina N
takova, ze pro viechna t € [0, 1|\ :

P(f(X)=1t)=0.
Pro viechna ¢ > 0 mizeme najit déleni intervalu [0, 1] takové, ze
O=ty<t) < -<ty=1 €0, 1]\N al|t;—t, | <e.

Potom

N

N
Z(fufz I)Hfr S SZ _11 11<Z — f>t)‘1‘5-

i=1
Z pozadavkl na f at; vime, Ze
P(X €0(f >t))=P(f(X)=t)=0.
Pro vsechna ¢ > 0, diky (viii), tedy dostavame:

N N

St — )P 2 ) = Z(m ~ti1) }}\g_} P.(f(Xo) 2 1)

IA A
tl}]trj
'2\
e

IA

>t = tio) lim P(f(Xo) 2 1) +e

1=1

- Zf—tu (f(X)>t) +e.

Zvolime-li pos*loupnost (€, )nen takovou, Ze &, — 0 pro n — +00, potom do-
stavame lim,e 4 B, f(Na) = limgeq E*f(X,), coZ se rovnd Ef(X).
L)+ X normalni = (i) Predpokladame, Ze A" je metricky prostor. Potom plati
Urysonovo lemma, viz napt. (Kelley, 1997, chap. 4, L 4). Diky tomu muZeme pro
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kazdou otevienou mnozinu G a pro kazdé kladné ¢ najit spojitou funkei f, ktera
bude na mnoziné X\G nabyvat nuly a jednicky na néjaké uzaviené mnoziné F
takové, ze F' C (G a zaroven (pfipomerime, ze kazda borelovskd mira na metrickém
prostoru je regularni, viz napf. (Stépan, 1987, 1.7.1)):

P(XeG)<P(XeFl)+e.
Potom dostavame diky (iz):

liminf P.(X, € G) > lim iAnfE*(f(XO)) =Ef(X)>P(X € F)>P(X €G)—c.
ne

a€A

Q.E.D.

Zachovani slabé konvergence Je znadmo, ze spojité zobrazeni zachovava sla-
bou konvergenci, viz napr. (Billingsley, 1968, Th 5.1).

Véta 1.2.6 Bud h méritelna funkce z prostoru D do prostoru E. A oznacme
D, mnozinu bodi nespojitosti funkce h. Potom, jestlize posloupnost mér (i, )nen
na prostoru D konverguje slabé k mite 1 na prostoru D, tj. pu, ~ u, a pokud
1(Dy) = 0, potom take N = wh™t.

Pripomenme, Ze i zobecnéna slaba konvergence pro ne nutné meéfitelnd zobra-
zeni se zachovava pri spojitém zobrazeni. Dukaz probiha naprosto stejnym zpiso-
bem jako v pripadé méfitelnych nahodnych veli¢in, viz (van der Vaart and Wellner,
1996, Th 1.11.1)

Véta 1.2.7 (O spojitém zobrazeni) Necht h : D — E je spojité ve vsech bo-

dech mnoziny Dy C D. Jestlize X, EA N, kde X nabyva hodnot v mnoZiné Dy,

potom h(\,) 2 h{X).

Jednoznacnost limity

Vzdy. kdyZ uvazujeme néjakou konvergenci, tak je rozumné pozadovat jednoznac-
nost limity. Jak je to tedy s jednoznac¢nosti limity u slabé konvergence? Je ziejmé,
7e slaba konvergence, o které tady pojednavame, je slabou konvergenci pravdépo-
dobnostnich mér, a pokud uvazujeme slabou konvergenci nahodnych veli¢in, pak
se jedua o slabou konvergenci indukovanych mér. Tudiz, kdyZz pozadujeme jed-
noznacnost. pozadujeme jednoznagnost limitui miry, v piipadé nahodné veliciny
jednoznacénost rozdéleni limitni veliciny.

Véta 1.2.8 Bud X normdini topologicky prostor, necht net zobrazeni (X,)aca
konverguje slabé k néjake reguldrni mite L(X) na tomto prostoru. Potom je roz-
deleni LX) urceno jednoznacné a plati

VG € G(X): P(X € G) =sup{limsupP* (X, € F),F CG.F € F(X)}.

aeA
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Dukaz: Pro vSechny oteviené mnoziny G a pro vSechna € > ( existuje (protoZe
limitni mira je regularni) H € F(X) tak, ze
P(XeG)<P(Xe€H)+e HCG.
A protoze prostor je normalni, existuji také mnoziny ¢) a F' takové, ze plati:
QeEGX)FeFX):HCQCFCG.
Tedy
P(X e€G)—¢ P(X € H)
P(X € Q)
lignei/_{lf P.(X, € Q)

ININ A

< limsup P*(X, € F)
acA

< P(X e F)

< P(X € G).

Q.E.D.

Véta 1.2.9 Bud X regularni prostor a necht net zobrazeni (Xa)aca konverguge
slubé k néjaké Radonové mite L(X), potom je rozdéleni L(X) urceno jednoznacné
a platy

VG € G(X): P(X € G) =sup{limsupP*(X,, € F),F C G, F e F(X)}.

agA
Diikaz: Pro viechny oteviené mnoziny G a pro vSechna kladna ¢ existuje (nebot
mira je Radonova) H € K(X) tak, ze

P(G)<P(H)+e, HCG,
a protoze H je kompaktni, potom z regularity prostoru existuji mnoziny () a F
takoveé, ze plati:
QecGX) . FeFX):HCQCFCAG.

Tedy
P(X € H)
P(X € Q)
lim i}lf P.(X, € Q)

agc.s

limsup P* (X, € F)

acAd
P(X € F)
P(X € G).

PN eG)—c¢

IA I IA

IA

VASVAN

Q.E.D.
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1.3 Stabilni konvergence

V této ¢asti se podivame na konvergenci o néco silnéjsi nez je slaba konvergence.
Jedna se o stabilni konvergenci. Tato konvergence je znaméa predevsim diky Hallovi
a Heydemu, ktefi ji (pro realné nahodné veli¢iny) predstavili ve své knize (Hall and
Heyde, 1980).

Stabilni konvergence pro realné ndhodné veli¢iny je definovana nasledovné, viz
(Hall and Heyde, 1980, str. 56):

Definice 1.3.1 Méjme kolekci (X,,)nen redlnych nahodnych velicin definovangch
na stejném prostoru, X, : (Q,A, P) — (R,B(R)), které konverguji v distribuci
k nahodne velicine X, t5. X, 2 X. Tuto konvergenci nazveme stabilni, jestlize
pro vSechny body x, ktere jsou body spojitosti distribucni funkce limitni nahodné
veliciny X, a pro vsechny mnoziny E € A plati:

lim P{X, <x}NE)=Q.(F) existuje (1.1)

n oo X0

. ' . D-s +,
a zdroven Q. (FE) — P(E) pro v — + 0. Znacime X,, — X.

Nejprve si ukazme piiklad posloupnosti ndhodnych veli¢in, ktera konverguje
slabé, ale nekonverguje stabilné.

Priklad: Mg&jme nahodné veliciny na ([0, 1]. A[[0. 1]) takové, Ze:

Xow(w) = @7 (w),
Npppi(w) = —07Hw),

kde @ je distribuéni funkee ndhodné veliciny s normovanym normalnim rozdélenim.
C L e P . e o D
Kazda nahodna veli¢ina X, na normované normalni rozdéleni, tedy X,, — X. Ale

P({ Ny <0} N1[0.4]) =L a P({Xgper 0} N[0, 4]) = 0, tedy X,/ 2" X.
A
Neni tézké si rozmyslet, ze limitni ndhodné veli¢ina nemusi byt jedina. Pro
limitni ndhodnou veliéinu se jedna jen o jeji rozdéleni, naprosto stejné jako u slabé
konvergence. Mame-li posloupnost ndhodnych veli¢in, kterd konverguje slabé, ne-
boli v distribuci, k néjaké ndhodné veli¢ing, potom to, zda je konvergence také
stabilni, viibec nezavisi na limitni ndhodné veli¢iné. Stabilita konvergence je vlast-
nosti pouze posloupnosti nahodnych velicin.
Jak se ukazuje, s touto konvergenci tizce souvisi také L;-slaba konvergence, viz
definice 1.1.1 pro p = 1, tuto konvergenci budeme nadale znacit P,

V nésledujicich poznamkéch ukédzeme zakladni vztahy mezi témito konvergen-
cemi. Nejprve jesté piipomeiime definici Ly-konvergence.
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Definice 1.3.2 Rekneme, e rediné ndhodné veliciny (Xn)nen konverguji v L,
k realné nahodné veliciné X, pokud:

E|X, — X| — 0 pro n — +co.

Poznamka: Jestlize exp(itX,,) =2 exp(itX) Vt € R, potom X, 2 X.
AN

Poznamka: Vyse definovana L,-slaba konvergence je slabsi nez L;-konvergence.
Jestlize plati E|X,, — X| — 0, potom zfejmé EX, I — EXIg pro vSechna E € A.
Naopak z L;-slabé konvergence nevyplyvéa L;-konvergence. UvaZujme posloupnost
nahodnych veli¢in (X,,)nen definovanych na prostoru ([0, 1), A|[0, 1]) nabyvajicich
pouze hodnot 1 takovych, Ze pro kazdé n € N:

2n=l) .
27 25+1
X, (c = 1 Vw e ,
("‘)) + E U 271.’ 272 )
Jj=0 -
2Tl 2542
/Y,, W = -1 W s .
( > w E ]L;JO 271 ’ 27L )

Potom tato posloupnost konverguje Lj-slabé k nahodné veli¢iné X = 0 s.j., ale
nekonverguje ve smyslu L;-konvergence.

JAN

Poznamka: Vratime-li se k predchozimu prikladu, kde jsme ukazovali posloupnost

nahodnych veli¢in, které konverguji slabé, ale nekonverguji stabilné, potom vidime,

o ; N .. DL
ze I*J‘\QA.]II-O‘; # EA'ZA-HH[O.-;;- coZ znamena, ze X, X.

A
Priklad: UvaZzujme na prostoru ([0, 1]. A|[0, 1]) nahodné veliCiny takové, Ze:
, 1
N, (w) = n® VYwe {0.—) \
n
1
= 0 Vwe {z 1} .
n
X(w) = 0 s
Potom X, 25" X, ale X, 4" X, protoze EX, Iy 3,4 EXIg 1.
JAN

Vztah mezi stabilni konvergenci a L,-slabou konvergenci popisuje nasledujici
lemimna, viz (Hall and Heyde, 1980, Th 3.1):
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Lemma 1.3.3 Necht X, > X na prostoru (§2, A, P). Potom X, P x tehdy
a jen tehdy, pokud ezistuje ndhodnd velicina X na roz§ifenti prostoru (Q,A, P)
takovd, ze L(X) = L(X'),

D
)

Vt € R : exp(itX,) =" exp(itX') = Z(t),

a EZ(t)lg je spojitd funkce t pro vSechny mnoziny E € A.

Stabilni konvergence vSak byla zndma uz dfive, nez publikovali Hall a Heyde
svou knihu. Pivodné ji predstavil jako stabilni konvergenci jeva Rényi v roce
1963 (Rényi, 1963). (Stabilni konvergence Halla a Heydeho pro posloupnost reil-
nych ndhodnych veli¢in odpovida této konvergenci pro posloupnost jevi.)

Definice 1.3.4 (Rényi) Rekneme, Ze posloupnost jevii (An)nen na pravdépodob-
nostnim prostoru (), A, P) konverguje stabilné, pokud pro kaZdy jev B € A
plate:

P(A, N B) — pu(B) pro n — 400, (1.2)

kde ju(-) je néjaka mira na prostoru (2, A).

Stabilni konvergenci se zabyvalo vice autori. Nékdy se setkdvame s G-stabilni
konvergenci, kde G C A a pozaduje se, aby limita (1.1) existovala pro vSechny mno-
ziny E € G. (Potom pro G = A se jedna o jiz pfedstavenou stabilni konvergenci,
pro G = {0.Q} jen o konvergenci v distribuci.)

Dehnici stabilni konvergence na obecném metrickém prostoru uvadi napt. (Mor-
decki, 1999) (ackoliv v tomto élanku se zabyva konkrétné prostorem D(R™)).

Definice 1.3.5 Rekneme, Ze ndhodné veliciny (X,),en s hodnotami v néjakem
metrickém prostoru (D, d) konverguji stabilné k nahodné veliciné X, pokud

EQNf(XN,) — E(Yf(X)) VfeC(D). pro vsechny méritelne omezené n. v. Y.
(1.3)

Poznamka: Viimnéme si. Ze v této definici jiz také zdlezi na limitni nahodné
velicingé. Tentokrat se uz tedy nejedna o stejny piipad jako je definice Rényiho.
V definici 1.3.1 mohla byt limitni ndhodnou veli¢inou kterdkoliv, kterd meéla li-
(v podmince (1.3) nepozadujeme pouze existenci limity, ale pozadujeme jeji kon-
krétni hodnotu).

A

Nasim cilem dale je pracovat s definici stabilni konvergence, ktera odpovida
Réniyho definici. a tedy 1 definici Halla a Heydeho.

Podivejme se tedy jesté jednou, jak vlastné souvisi definice 1.3.1 stabilni kon-
vergence pro realné nahodné veliéiny s definici 1.3.5 stabilni konvergence na obec-
nych metrickveh prostorech. V obou definicich poZzadujeme, aby nahodné veli¢iny
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konvergovaly v distribuci. V definici 1.3.1 pro realné nahodné veli¢iny se navic
pozaduje, aby:
P((Xn <2)NE) — Qp(x), (1.4)

pro véechny 2 body spojitosti distribuc¢ni funkce limitni ndhodné veli¢iny X a aby
bylo splnéno, ze Qg(z) — P(F), pro x — +00.

Pokud chceme zobecnit tuto definici, potfebujeme ji nejprve ziskat v jiné formé.
Tato definice vychézi vlastné z definice konvergence distribuc¢nich funkei v pod-
stat¢, kterd je ekvivalentni slabé konvergenci odpovidajicich pravdépodobnostnich
mér. Definici 1.3.1 mZeme tedy prepsat nasledujicim zptsobem.

Lemma 1.3.6 Méjme kolekei redlnych nahodnyjch velicin (X, )nen, které konver-
guji v distribuct k nahodné veliciné X. Potom rekneme, Ze konverguji stabilné,
pokud pro vSechny méritelné mnoziny E existuje ndhodna velicina Xg takovd, Ze:

/ f(X,)dP — / f(Xg)dP pro viechny f € C(R),

navic

/ Iix,.<;dP — P(E) prox — +20.
E

Vidime, ze prvni podminku tohoto lemmatu snadno pouzijeme pro obecné na-
hodné veli¢iny. Druha podminka vyjadiuje jen pozadavek, aby ndhodné velic¢iny
X byly skoro jisté kone¢né. Tuto podminku mizeme zajistit napiiklad tim, Ze
budeme pozadovat ndhodné veli¢iny Xg takové, aby mély stejné rozdéleni jako
limitni ndhodna veli¢ina X. V daldim textu budeme tedy pouZivat nasledujici de-
finici stabilni konvergence obeenych nahodnych velicin.

Definice 1.3.7 Rekneme. e nahodné veliciny (X,)nen s hodnotami v néjakem
metrickém prostoru (D.d) konverguji stabilné k nahodné velicine X, pokud
pro kazdou métitelnouw mnozinu E existuje nahodnd velicina Xg, kterd md stejné
rozdélent jako ndhodna velicina X a plati:

E(lgf(X,)) — E(lgf(Xg)) Vf e C(D). (1.5)

Takto zobecnéna definice stabilni konvergence odpovida pro realnou piimku
definici 1.3.1 a neni ekvivalentni s definici 1.3.5, jak uz bylo zminéno vySe.

Asi nejobecnéjsim ¢lankem k problematice stabilni konvergence readlnych na-
hodnveh velicin je ¢lanek (Aldous and Eagleson, 1978). V posledni dobé se touto
problematikou zabyvali napi. Dedecker a Merlevédeova v préaci (Dedecker and Mer-

levéde, 2002).
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1.4 Stacionarni posloupnosti

V mnoha aplikacich slabé konvergence se zjistuji podminky, za kterych stacionérni
posloupnost spliuje centralni limitni vétu nebo princip invariance. Tedy podminky,
za kterych soucet, resp. néjakym zptisobem normovany soucet nahodnych velicin,
které tvori stacionarni posloupnost, slabé konverguje. K tomu lze pouzit néstroje
vychazejici z teorie, kterd je zde prezentovana v predchozi ¢asti nebo tzv. ergo-
dické teorie. V této casti se zamérime na zakladni pojmy a vysledky ergodické
teorie potiebné ke zjistovani slabé konvergence souctu stacionarni posloupnosti
nahodnych veli¢in. (Rovnosti ndhodnych velicin jsou ve smyslu s.j., coz uz déle,
pro jednoduchost znaceni, nebudeme psét.) Nejprve pripomerime definici stacio-
narniho procesu.

Definice 1.4.1 Rekneme, Ze proces (X,,t € R) je staciondrni (striktné staci-
ondrni), pokud jeho rozdélent je invariantni vici posunuti, tj. pokud pro vsechna
n € N, pro vsechna ty. ty, ..., t, € R a pro vsechna d € R:

E()(fl' /X’fQ ...... X g”) = ‘C(/\/lr}-d-, X[2+d, B -,Xt,,-}-d)-

Uvazujme dynamicky systém (Q, A4, 7,P), kde (§2, A,P) je pravdépodob-
nostni prostor a T je biméfitelné bijektivni zobrazeni T : 2 — (2, které zachovava
miru. To znamené, Ze pro viechna A € A plati: P(4) = P(T(A)).

Definice 1.4.2 Rekneme, Ze mira P je ergodicka, jestlize vSechny invariantni
mnoZiny A € A, tedy mnoziny A € A pro néz plati: T(A) = A, maji miru P(A)
rovnu bud 0 nebo 1.

Pfipomenime, e prostorem Lo(P) rozumime Hilbertiv prostor funkci s konec-
nvm drubiym momentem v mire P, tedy

L,(P) = {f : /|f|2 dP < +oo} .

Definice 1.4.3 Rekneme. 3¢ o-algebra M C A je invariantni vici zobrazeni T,

jestlize M C T M.

Ted se jiz dostavame k reprezentaci stacionarni posloupnosti v pojmech ergodické
teorie. Budeme-li uvazovat funkei f € Lo(P) a miru zachovavajici zobrazeni T
potom (f o T")ien je striktné staciondrni posloupnost. Naopak také plati, jak je
nkazano viz napt. (Kallenberg, 1997, L 9.1), Ze pro kazdou stacionarni posloupnost
(X,)icn s koneénymi druhymi momenty existuje f &€ Ly(P) a néjaké zobrazeni T
zachovavajici miru takové, ze posloupnost (X;);eny mizeme zapsat jako (fo T)ien

(rovnost plati v rozdéleni).
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Nadale si ozna¢me M néjakou o-algebru invariantni vié¢i zobrazeni T'. Prostor
vSech funkel, které pat¥i do Lyo(P) a zaroven jsou T~ *M-métitelné, budeme zna-
¢it H;. Poznamenejme, Ze diky invariantnosti o-algebry M plati H, C H;.; pro
viechna i € Z. Dale oznaéme H_o, = (\,cz Hi @ Hyoo = U;ep Hi-

Budeme uvazovat fixni miru zachovavajici zobrazeni T' a o-algebru M, pro
kterou neni prostor Hy & H | prazdny.

Déle si ozna¢me P, ortogonaln{ projekci z prostoru Ls(P) na prostor H; & H;_,
tedy

P.f = E(f|T™"M) = E(f]T™"M).

Tim dostavame systém projekci (P, € Z) (generovanych o-algebrou M).

Definice 1.4.4 Definugme ndsledujici operdtor U na prostoru La(P):
Uf :=foT.

Nejprve uvedeme par zakladnich tvrzeni, jejichz diikazy vychdzeji primo z vySe
uvedenych definic.

Lemma 1.4.5 Pro vsechny funkce f € Lo(P) a vSechny o-algebry C, C C A plati:
E(fIC)oT =E(foT|T™'C).

V ostatnich ¢astech prace pouzivame k posloupnosti nahodnych veli¢in po-
sloupnost o-algeber zna¢enych (F;)ien. Tyto o-algebry zde zvolime nasledovneé:
Fi=T"'M. (1.6)

Specialné tedy mame Fy = M. Dals{ tvrzeni jiz vyuziva toto znaceni.
Tvrzeni 1.4.6 Plati nasledugici vztahy:
o BE(f|Fy) = ZO P.f (tada konverguje v Ly(P)),

o B(I7f|Fy) = U'B(fIF-.).
o UPf =P, UFf.
o Pf=URUS.

V riznych aplikacich cheeme ovéfit, zda posloupnost (X})ien spliluje centralni
limitni vétu ¢i princip invariance. Nejprve si oznacme:

n

S,=Y X, a o,:=ES.

1=1
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Chceme-li oveéfit, zda posloupnost (X;);en spliiuje centralni limitnf vétu nebo prin-
cip invariance, potom hleddme podminky, za kterych

()
Sn neN

konverguje v distribuci k mixovanému normalnimu rozdéleni (fekneme, ze po-
sloupnost (S, ).en spliiuje centralni limitni vétu) anebo dokonce

<SL”” telo, 1}) (1.7)

Sn neN

konverguje v distribuci k mixované Wienerové mife na prostoru D([0, 1]) (proces
(S,.(t),t € [0,1]),en spliiuje princip invariance) pro néjakou posloupnost klad-

nych konstant (s,).en. (Nebo proces vznikly linedrni interpolaci procesu (%)n .
konverguje v distribuci k mixované Wienerové mife na prostoru C([0, 1]).) 1

Podminky pro centralni limitni vétu a princip invariance stacionarnich posloup-
nosti také vychézeji z tzv. mixing podminek, podrobnéji viz napf. (Yoshihara, 1992
chap. 8), (Doukhan, 1994, §1.5). Témi se my ale v této praci zabyvat nebudeme
a budeme se vénovat pouze metodam zaloZenych na martingalovych aproximacich.
To znamend, bude nas zajimat, za jakych podminek lze posloupnost ¢astec¢nych
souétn aproximovat martingalem, a kdy tento martingal konverguje a zbytek, ktery
tvoll rozdil mezi posloupnosti a aproximujicim martingalem je zanedbatelny tak,
abvchom mohli TFici, Zze posloupnost spliiuje centralni limitni vétu nebo dokonce
princip invariance.

Nejprve tedy uvedme centralni limitni vétu a princip invariance pro martinga-
lové diference tak, jak je uvadéji Hall a Heyde v (Hall and Heyde, 1980, Th 3.2,
Th 4.1).

Véta 1.4.7 (Centralni limitni véta pro martingalové diference) Uvazujme
martingalove pole (M, Fi.1 < & < kp)uew, kde EAM,; = 0 a EM?, < +oo0,
s diferencemi D,,;. Predpoklddejme. e ° je s.j. koneénd ndhodnd velicina a:

. }-)
(1) max<;<g, |Dyil — 0.

(i) 3212, D2 = 0.

(ti7) B(max,c;cy, DE) je omezend v n,

(1) Foi C Flusnye Vi1 <i<h, Vo n2l
Potom Al,,., - Zf‘_’l D, Do 7 kde Z je ndhodnd velicina s charakteristickou
funkei Eexp(—351%t%).
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Véta 1.4.8 (Princip invariance pro martingalové diference) Uvazujme mar-
tingal (M,,, Fy)nen s nulovou stiedni hodnotou, koneénymi druhymi momenty a di-
ferencemi (Dy)iexi. Oznacme U? .= 3" D? a 02 := EM?. Dile oznacme &,
na’hodngjqelement C([0,1]), ktery ziskame linedrni interpolaci ndsledujicich bodi:

(0,0), (%%, AU[lL) (1 %L) Potom, je-li spinéna Lindebergova podminka, tedy

: 1 ¢
pro viechna € > 0 : = ZE<D1‘?H(ID¢'|>€UH)) — 0
n o=l

a pokud pro n — +o0 plati:

kde n? je s.j. kladnd a koneind ndhodnd velicina, potom &, 2w prostoru,
C([0,1]). kde W je Wieneriv proces.

Poznamka: Poznamenejme, Ze pokud bude ve vySe citovanych vétach nidhodna
veli¢ina 7 rovna skoro jisté 1, potom se bude jednat o konvergenci k normalnimu
normovanému rozdéleni N (0, 1), resp. se bude jednat o klasicky princip invariance.

A

Cilem tedy bude rozdélit posloupnost ¢asteénych souétt (S;);en na dvé po-
sloupnosti (M;)ien a (R;)ien takové, Ze pro véechna i € N je

SZ' = M, + Ri,

kde (M;)ien je martingal (a spliuje martingalovou centralni limitni vétu, tj. vétu
1.4.7, nebo dokonce funkcionalni martingalovou limitni vétu, vétu 1.4.8) a (R;)en
je dostatecnd maly zbytek. Pro presnost si uvedine definici martingalové aproxi-
mace posloupnosti, jak ji uvadi Wu a Woodroofe v praci (Wu and Woodroofe,
2004, str. 2).

Definice 1.4.9 Kolckci martingalovijch diferenci (D, 1 < & < n)pen nebo mar-
tingal (M,)),cn, kde M, = Y7 D, nazjvdme martingalovou aprozimaci

posloupnosti (S,),cn. jestlize plati:

thax E(S, — M) = 0(‘73)7

kde My = S0 Dy,

Martingalovd aprorimace se nazyjvd staciondrni, je-li pro vSechna n posloup-
nost (D,,,)fi”,l staciondrni. A aprorimaci nazveme netrojuhelnikovou, pokud pro
viechna i € N plati: D, = D;, tedy pokud martingalové diference nezdvist na n.
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Billingsley a Ibragimov, ((Billingsley, 1961), (Ibragimov, 1963)) dokdzali, 7e
pokud f € Lo(P) a (f o T") je ergodickd posloupnost martingalovych diferenci,
potom

1 & ,
=1

Dalsi vysledky, pri opusténi podminky, Ze se jednd o martingalové diference,
dokézali také Gordin a Heyde. Shrnuti téchto vysledki je prezentovano v 5. kapitole
knihy (Hall and Heyde, 1980), zobecnéni téchto vysledki (s vyslednou konvergenci
stabilni) mtZeme také najit v (Yoshihara, 1992, Th 8.3.2).

Posledni dobou se touto problematikou zabyvaji predevsim clanky (Maxwell
and Woodroofe, 2000), (Peligrad and Utev, 2005), (Volny, 2006), (Wu and Wo-
odroofe, 2004), (Wu, 2006).

Wu a Woodroofe ve svém ¢lanku (Wu and Woodroofe, 2004) ukazali podminky,
za jakych lze stacionarni posloupnost adaptovanou na filtraci (F;);en aproximovat
trojuhelnikovym schématem martingalovych diferenci, za jakych podminek exis-
tuje netrojuhelnikovda martingalova aproximace a jak lze v takovém pripadé vy-
jadiit druhé momenty posloupnosti (S, ),.en. Ukazuji také, za jakych podminek
plati princip invariance. Nez zde uvedeme jejich vysledky, presnéji véty (Wu and
Woodroofe. 2004, Th 1, L 1 a Cor 3), pfipomenme definici pomalu se ménici funkee.

Definice 1.4.10 Rekneme, Ze redlnd funkce f je pomalu se ménict funkce,
pokud pro vsechny konstanty ¢ > 0 plati:

o flex)
Ay

Véta 1.4.11 Nasledujici turzend jsou ekvivalentni:

(’) HE(QH'}—O>||2 = 0(0"4)'
(1) Ezistuje stacionarni martingalovd aprozimace posloupnosti (Sn)nen-

(1) Existuje netrojihelnikovd martingalovd aprozimace posloupnosti (Sp)nen-

Lemma 1.4.12 Jestlize
HE(Sn|f0)||2 = 0(071)

. . ~ ’ s . ’ ~ ’ 2 o
pro n — 400, potom existuje pomalu se ménict funkce l takovd, Ze plati o, = ni(n).

Véta 1.4.13 Md-li posloupnost (X;).en konecné p-te momenty pro néjake p > 2
a jestlize pro néjaké g > 2 plati:

IE(S..|Fo)lle = o(v/nlog™" n),

potom. posloupnost (S,),en spliyge princip invariance.
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Volny ve své praci (Volny, 2006) rozsitil vysledky Wu a Woodroofea pro ne-
adaptované stacionarni posloupnosti (tj. pro ptipad, kdy o-algebry (F;):en jsou
obecné, nejsou generované posloupnosti a posloupnost viéi nim nemusi byt mé-
ritelnd). Ukézal, Ze martingalova aproximace neadaptované posloupnosti existuje,
jestlize

[[E(Sn]|Fo)ll2 = o(on) a [[Sn = E(Su|Fu)ll2 = o(0n).

Navic také ukéazal, Ze za téchto podminek existuje néjaka pomalu se ménici funkce [,
pro kterou plati: o2 = ni(n).

Volny si pro préaci s neadaptovanymi posloupnostmi rozdélil kazdou nahodnou
velicinu X; nasledujicim zplasobem:

X=X, + X/,
kde
X, = E(X|F)
X' = X,-EX|F).

Pro jednoduchost znaceni jesté zavedl operdtory Ry a ¢y néasledujicim zptsobem:

Qu(X) = E(X|F)
Ro(X) = X —EB(X

Fi).

Tim vsechny ndhodné veliciny rozdélil na dvé ¢asti, z nichz jedna (X" je adap-
tovana a druha (\/) nikoliv. Potom zavedl operéator V, ktery definuje nasledovné
(pro regularni f, tj. E(f|F_) = 0 a E(f|F;x) = f), viz (Volny, 2006),

V= ZU‘iPOL"if. (1.10)

=

Pouzitim tohoto operatoru na neadaptované veliciny X" pfevede tyto veli¢iny na
veliciny adaptované.

V préci (Klicnarova and Volny, 2007), zde v ¢ésti 3.4.2 je ukdzano, Ze neadap-
tovana stacionarni posloupnost (X;);en, pro kterou plati EX} < +oo pro néjaké
p > 2 a zaroven spliuje

IE(S, | Fo)ll2 = o(Vnlog™n) a [|5: - E(Sp|Fu)ll2 = o(v/nlog™n)

pro néjaké ¢ > 2, spliiuje princip invariance.

Peligradova s Utevem v (Peligrad and Utev, 2005) nachazeji slabsi podminky
pro princip invariance adaptovanych posloupnosti a vyuzivaji k tomu zobecnénou
Doobovu nerovnost. Dokéazali nasledujici princip invariance (Peligrad and Utev,
2005, Th 1.1) a Doobovu nerovnost (Peligrad and Utev, 2005, Prop 2.3).



KAPITOLA 1. ZAKLADNI DEFINICE A TVRZENI 22

Véta 1.4.14 Predpoklidejme, Ze

E(S,
Z I Fo)ll- < +00. (1.11)

e

n t

Potom 2L \/_W( ), kde n je nezdpornd ndhodnd velicina s koneéngm

momentem E77 = ‘j—f a je nezavisla s Wienerovym procesem (W (t)),;>o. Ndhodnd
velicina 1 je ndsledujici L -limita:
E(S2|T)

lim —2— =
7.— +00 mn 777

kde T je o-algebra invariantnich mnozin.

Tvrzeni 1.4.15 (Doobova nerovnost) Necht (X;)ien je staciondrni posloup-
nost nahodnych velicin. Necht n,r jsou pFirozend ¢isla takovd, ze 27! < n < 27,

Potom platy
E( max 52) < (2| X1]]2 + (1 +V2)A,)%,

1<k<

kde

-1

-y

Jj=0

E(52]%0)
oo/

Peligradova a Utev v téchto vétach pouZivaji normaliza¢ni konstanty n®/?, my
v teto praci ukdzeme, jak lze jejich Doobovu nerovnost rozsirit tak, abychom mohli
jako normalizaéni konstanty pouZit o, - n'/?. Tedy rozsifime Doobovu nerovnost
1 pro posloupnosti s nelinedrnim ristem rozptylu. V ¢lanku (Klicnarova and Volny,
2007) je ukdzano, pro¢ nelze vyuzitim operatoru V' snadno ukazat tento princip
mvariance také pro neadaptované nahodné veliciny. V élanku (Machkouri et al.,
2007) je dokazan princip invariance Peligradové a Uteva pro $ir$i tfidu procesiti
(i neadaptované) (s normaliza¢ni konstantou n/?), ale tato véta nezahrnuje tak
sirokou tfidu neadaptovanych procesi, jak by se dalo ocekavat (podminky pro
neadaptované procesy jsou mnohem silnéjsi neZ pro adaptované verze).

Mnoho autort studuje podminky centralni limitni véty a principu invariance
specidlné pro linearni procesy, tyto vysledky mutzeme najit napfiklad v pracich
(Wu and Min, 2005), (Peligrad and Utev, 2006), (Dedecker et al., 2006).



Kapitola 2

Konvergence procesu

V této kapitole nejprve piipomeneme zakladni pojmy z teorie konvergence procesti
obecné, a poté se budeme vénovat jednotlivym prostorim funkei.

2.1 Zakladni pojmy

Dosud jsme uvazovali o slabé konvergenci na obecném topologickém prostoru X'
Dale se budeme zabyvat slabou konvergenci na prostorech funkci. Funkce budou
mit parametry z indexové mnoziny 7" a budeme uvazovat nasledujici prostory:

(C(T), ps) - prostor omezenych spojitych funkei se supremalni metrikou
(D(T).ds) prostor cadlag funkci se Skorochodovou metrikou
(I">=(T),ps) — prostor omezenych funkei se supremalni metrikou
(RT.G(RTY) RT s konvergenci po soufadnicich

Uvazujme proces (X(w.t).t € T.w € ), tj. X : @ — RT, kde T je in-
dexova mnozina. Nas bude zajimat, kdy posloupnost procest (X, (t),t € T)nen
nebo obecngji net procest (X, ().t € T)aea konverguje slabé k néjakému procesu
(N(#).t € T) na nékterém z prostoru funkci.

Konvergence procesu neni totéz co konvergence koneéné rozmérnych marginali,
ta je v nckterych pripadech nutnou, nikoliv vSak postacujici, podminkou pro kon-
vergencei celého procesu. Nejprve pripomerime definici slabé konvergence konecné

rozmeérnych marginala.

Definice 2.1.1 Konecné rozmérné marginaly procest (X, (t),t € T)peca kon-

verguji v distribuct, in. X, ey, pokud pro kazdou I C T konecnou:
(Xo(t)te 1) D (X(0)t € 1) v (RLGR).

Dale se budeme podrobnéji vénovat jednotlivym prostoriim funkei. A ukazeme,
co nam zarucuje konvergenci konecné rozmérnych margindli a jaké podminky jesté
musi byt spluény, abychom mohli mluvit o konvergenci procesu.

23
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Uvazujeme tedy slabou konvergenci procestt (X,(t),t € T)seca na nékterém
z prostoru funkci, oznacme si tento prostor F'(T'), a ptame se, zda z predpokladu
slabé konvergence procesti (X,(¢),t € T),cq obecné plyne slaba konvergence jed-
norozmérnych marginald téchto procest, presnéji, zda pro vSechna ¢t € T net néa-
hodnych veliéin (X, (t))aca konverguje slabé.

Pripomenme definici projekce. Projekci I1;, kde J C T' je kone¢né neprazdna,
z prostoru R? rozumime zobrazeni:

I, - R?T — R/
(.’L't,te T) — (It,tE J)

Diky predpokladu slabé konvergence procesu vime, ze pro vsechny oteviené
mnoziny G na prostoru F(7T') plati:
liminf P.(X, € G) > P(X € G).
acA

A ptame se, zda také pro vsechny G oteviené mnoziny na R plati podminka slabé

konvergence, t] ) )
limi{lfP*(Xa(t) €G) > P(X(t) € G).
Q€A
Tato podminka bude jisté splnéna, pokud II;}(G) bude oteviena mnoZina, nebo-li,
pokud projekce I1, bude spojité zobrazeni. Projekce neni obecné spojité zobrazeni.
Je spojité napt. v prostorech ({7=(T), ps), (C(T), ps)-

Tvrzeni 2.1.2 Necht X, 5 X v néjakém prostoru F'(T'), prostoru redlnych funkct
na mnozné T, kde T je obecnd indexovd mnoZina, ve kterém jsou konecné projekce

S , . fidi
spojita zobrazeni. Potom X, —

Dikaz: Je vlastné disledkem véty o prenosu slabé konvergence spojitym zobra-
zenim, viz véty 1.2.6 a 1.2.7.

Q.E.D.

2.2 Prostor (RT,G(R"))

Nejprve ukazine, ze z predpokladu slabé konvergence konec¢né rozmérnych margi-
nalt procest (X, )ac 4 Vyplyva existence takového procesu X, Ze konecné rozmérne
marginaly procestt (X, )aca konverguji k odpovidajicim marginaliim procesu X.



KAPITOLA 2. KONVERGENCE PROCESU 25

Véta 2.2.1 Necht pro kazdou konecnou podmnoZinu I C T existuje ndhodnd ve-
licina X, tak, Ze

(Xa(t),t € 1) B (X,(t),t € I) v (BT, BR)!).

Potom existuje proces (X (t),t € T) takovy, Ze jeho koneéné rozmérnd rozdélent
odpovidaji prislusnym rozdélenim procesu (X;(t),t € I) a X, T x.

Dtikaz: Systém L(X,(t),t € I) je konzistentni pro viechna o € A, tedy také
systém L(X(t),t € I) je konzistentni, tudiz z Daniellovy-Kolmogorovovy véty (viz
napf. (Kallenberg, 1997, Th 5.16)) plyne existence procesu (X(t),t € T, ktery
ma odpovidajici konecna rozdéleni.

Q.E.D.

Poznamka: Obecné neplati, ze B(R)! = B(R’), ale pro kone¢nd a spodetna I tato
rovnost plati.

A

Tvrzeni 2.2.2 Pokud X, 2 X v prostoru (RT,G(RT)), potom také X, e

Duakaz: X, & X v (RT,G(RT)). Tedy pro kazdou otevienou mnozinu B C RT
plati ncrovnost z definice slabé konvergence. Necht B; je oteviend mnoZina v R/,
potom H;lBl je otevienad v R”T. Tedy nerovnost z definice slabé konvergence je
splnéna pro kaZdou otevienou mnoZinu, a tudiz konvergence je dokazana.

Q.E.D.
Definujme nasledujici mnozinové systémy:
By = {II,'B; B € B(R),t € T},

B, = {II;'B; B € B(R)',I C T kone¢na},
B, = {II;'B; B € B(R)".I C T nejvyse spodetna}.

Potom By C By C B, a navic B(R)T = o(By) = o(B)) = B,.
Pro oteviené mnoziny obdobné:
Go = {II;'G;G € G(R),t € T},
G = {lI;'G;G € G(R)', I C T konecna},
Gy = {UienGi; Gs € Gy Vi € N},
Gr = {UpewGy; Gy € Gy € U, ¥ # D).

Potom G, = G(RT).
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Tvrzeni 2.2.3 Ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni:
(1) Konecné rozmérnd rozdélent procest (Xa)aca konverquji slabé, X, i's
(1t)
VG e Gy lim%an*(Xa € G)>P(X €q).
ac

(1)
VG e G, : limeiAan*(Xa €G)>P(X eqb).

Dukaz:

o(1) & (i) Ziejmmé, pouze prepsand definice konvergence v distribuci koneéné
rozmeérnych marginalu.

»(111) = (i) Ziejmé, nebot G; C G,.

(1) = (iii)“ Necht G € G,: G = U/XG,, kde G; € G, a tedy pro libovolné koneéné
IeN

liminf P, (X, € G) > liminf P.(X, € U/_,G)).
acA a€A

Protoze UleGi € Gy, plati nasledujici nerovnost
lim inf P.(X, € U_,G,)) > P(X € UL,G)).
Nerovnost plati pro véechna I € N a P je pravdépodobnostni mira, tudiz

lim inf P, (X, € G) > sup P(X € U_,G,) =P(X € Q).
ac: IeN

Q.E.D.
- D S
Chceme-li ziskat konvergenci celého procesu X, — X, potfebujeme nerovnost

liminf P,(X, € G) > P(X € G)

e

(nebo jiny ekvivalentni vztah) pro vSechna G € G-.
Necht G € G, potom existuje koneéna J C T takova, ze G = I1;'Q, kde
Q € G(RY). Tedy IT;*(RT\Q) = RT\G. Potom miiZeme psét:
limsup P*(X, € RT\G) = limsupP*(X, € ;1 (R\Q))

aEA aEA

= limsup P*(X, € II;'IL,(RT\G))
a€A

< P(X eI (RT\G))
= inf  P(X € ;' (RT\G))
r.ict, kon.

Podobného postupu chceme vyuZzit i pro kolekei G, pro tuto kolekci plati na-
sledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2.2.4 Necht G € G,, potom

limsupP*(X, e R"\G) < inf P(X e II;'IL(RT\G)).
acA IICT, kon.

Dukaz: Necht G € G,, potom

limsup P*(X, € R"\G) < limsupP*(X, € II;'TI(RT\G))
a€A acA
< limsup P* (X4 (t),t € 1) € II;(RT\G))
a€A
< P((X(t),t e l) eI (RT\G))

P(X € I 'TI,(RT\G)).

Nerovnost plati pro vsechna I C T kone¢né tudiz i pro infimum pfes viechna
takova I.

Q.E.D.
Ovsem zdaleka ne pro vdechny mnoziny G € G, plati nasledujici rovnost:
inf  P(X € II;'T;(RT\G)) = P(X € RT\G). (2.1)
r:rcT, kon.

Bude-li platit tato rovnost pro vsechny mnoziny G € §,, potom dostaneme
slabou konvergenci procesu. Chceme tedy védét, za jakych podminek plati pro
vsechny mnoziny G' € GG, rovnost (2.1).

Protoze
RTNG = Oricr, kon.Hl_lnl(RT\G)’

potfebujeme, aby mira P byla 7-aditivni.
Ptripomerime definici 7-aditivity, viz napt. (Fremlin, 2005, Def 411C).

Definice 2.2.5 Necht (X, A, ;i) je méritelny prostor a X je topologicky prostor,
potom Fekneme, Ze mira j je na tomto prostoru T-aditivni, jestlize pro kazdou ne-
prazdnou nahoru usmérnénou kolekci G = {G,,i € I} otevienych mnoZin takovych,

e G CAall,, Gi€A plati

wlJGo) = sup ().

icl Geg

A mutzeme formulovat nasledujici vétu.

Véta 2.2.6 Je-li rozdéleni L(X) T-aditivnd na (R, o(G(RT))), potom

X, X = X, B X v (RT,G(RT)).
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2.3 Prostor [7°(T)

Vtéto kapitole se budeme zabyvat slabou konvergenci ndhodnych elementt (obecné
nebudeme poZzadovat méfitelnost), které jsou prvky prostoru [7°°(T'). MnoZina T
je obecna indexova mnozina a prostor [7°°(T') je prostor vsech realnych omezenych
funkei na 7" vybaveny supremalni metrikou generovanou supremalni normou, tj.

ps(z,y) = ||z —yl| = sup [z(t) — y(t)]. (2.2)

Slabou konvergenci na prostoru omezenych funkci se mimo jiné podrobné za-
byva napt. (van der Vaart and Wellner, 1996, chap. 1.5).

Jak jsme jiz ukazali vyse, viz tvrzeni 2.1.2, ke konvergenci procesu potiebujeme
konvergenci kone¢né rozmérnych marginali. A otazkou je, co jeSté je zapotrebi,
abychom ziskali konvergenci celého procesu. Je znamo, Ze potfebujeme relativni
kompaktnost, coZz nam spolecné s konvergenci konecné rozmérnych marginalil jiz
staci.

Pripomenme nasledujici definice, které budeme dale potiebovat.

Definice 2.3.1 Borelovskd pravdépodobnostni mira u je tésna, jestliZe pro kazde
Kladné e existuje kompakini mnoZina K takovd, Ze u(K) > 1 —«¢.

Borelovskd nahodnd velicina X : QQ — D, kde D je obecny metricky prostor, je

tésnd, je-li jeji rozdéleni LX) tésné.

Definice 2.3.2 Rekneme, Ze net ndhodnych elementi (X, )aca s hodnotamsi v obec-
ném metrickém prostoru (D, d) je relativné kompaktni, pokud kaZdy jeho podnet
ma podnet konvergujici k tésné borelovské nahodné veliciné.

Definice 2.3.3 Net ndhodniych elementi (Xs)aca S hodnotami v obecném met-
rickém prostoru (D, d) je asymptoticky méritelny, pokud

Ef(X.) — E.f(X2) — 0, Vf € C(D).

Definice 2.3.4 Net ndhodnijch elementti (Xq)aca s hodnotami v obecném metric-
kém prostoru (D, d) je asymptoticky tésny, pokud pro vsechna kladna < existuje
kompaktni mnoZina K takova, Ze

lim iglf P.(X, € Kd) >1-—¢ V6 >0,
Qe

kde Ko = {y € D :d(y, K) <6}.

Pripomefime zékladni lemmata, vztahujici se k pravé uvedenym definicim 2.3.3
a 2.3.4. Nasledujici lemma viz (van der Vaart and Wellner, 1996, L 1.3.8).

Lemma 2.3.5 (i) Jestlize X, A X, potom je net (Xy)aca asymptoticky meri-

telny.
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(i1) Pokud X, A X, potom net (X, )aca je asymptoticky tésny tehdy a jen tehdy,
pokud X je tésny.

Jesté piipomerfime lemma, viz (van der Vaart and Wellner, 1996, L 1.5.3), ze
kterého vyplyva, Ze relativni kompaktnost spoleéné s konvergenci koneé¢né rozmér-
nych marginalt ndm postacuje pro slabou konvergenci celého procesu.

Lemma 2.3.6 Necht X a Y jsou tésné borelovsky méritelné ndhodné velidiny
5 hodnotami v prostoru [7°°(T). Potom X a 'Y jsou si v borelovském rozdéleni
rovny, pokud vechny odpovidajici margindly si jsou Tovny v rozdélent.

Pro ovéfeni relativni kompaktnosti se vyuzivd Prochorovova véta, viz napf.
(van der Vaart and Wellner, 1996, Th 1.3.9).

Véta 2.3.7 (Prochorovova) (i) Bud (X,)aca asymptoticky tésny a asympto-
ticky méritelny net, potom existuje podnet (X, (g))gen, ktery konverguje v dis-
tribuct k tésnému borelovskému rozdélent.

(11) Pokud posloupnost (X,)nen je asymptoticky tésnd a asymptoticky mévitelnd,
potom existuje podposloupnost (X, )ien, kterd konverguje k tésnému borelov-
skému rozdélent.

Budeme-li chtit ukazat konvergenci procesi, potom potfebujeme ukazat konver-
genci kone¢né rozmérnych marginall, asymptotickou tésnost a asymptotickou mé-
ritelnost. Ovéreni asymptotické méfitelnosti nam usnadni lemma, opét z (van der
Vaart and Wellner, 1996, L. 1.5.2):

Lemma 2.3.8 Necht net (X, )aca zobrazent Xy : 1y — 17°(T) je asymptoticky
tésny net. Potom je také asymptoticky meritelny tehdy a jen tehdy, pokud pro
vsechna t € T je net (X,(t))aca asymptoticky meétitelny.

Drusledkem téchto lemmat je néasledujici véta, (van der Vaart and Wellner, 1996,
Th 1.5.4):

Véta 2.3.9 Necht X, : Q, — [7(T) jsou obecnd zobrazeni. Potom net (X,)aca
konverguje k tésné limité X tehdy a jen tehdy, pokud je net (Xa)aca asympto-
ticky tésny a vsechny konecné rozmérneé margindly konverguji slabé. Jestlize je
net (Xo)aea asymptoticky tésny, a jeho margindly konverguji slabé k margindhim
procesu X, potom ezistuje verze X procesu X se stejnomérné omezenymi trajek-

) . P D
toriemi takova, e X, — X.

Dale je$té pripomenme definice a vztahy, které se uzivaji k ovéieni asymptotické
tésnosti, opét z (van der Vaart and Wellner, 1996, Def 1.5.5., Th 1.5.6 a Th 1.5.7).
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Definice 2.3.10 Procesy (X4(t),t € T)aeca maji asymptoticky stejné stejno-
mérné spojité trajektorie, pokud pro vsechna kladnd € a n ezistuje konecny
rozklad indexové mnoziny T: T = Uf: L\ Ti takovy, Ze

lim sup P~ ( sup  sup |X,(s) — X,(t)] > 5) <. (2.3)

a€A 1€{1,2,....k} s,teT,

Veéta 2.3.11 Net (Xo)aca, kde Xo @ Q2o — [T°(T), je asymptoticky tésny tehdy
a jen tehdy, pokud pro vsechna t € T jsou nety (Xa(t))aca asymptoticky tésné
v R a zaroven pro vsechna kladnd € a n existuje koneény rozklad T: T = Ule'ﬂ-
takovy, Ze plati (2.3).

Definice 2.3.12 Necht p je néjakd pseudometrika na T'. Potom fekneme, Ze net
(Xa)aca je asymptoticky stejnomeérné p-ekvispojity v pravdépodobnosti,
jestlize pro vSechna kladnd € a n existuje kladné 6 takove, Ze:

lim sup P* ( sup | X4(s) — Xo(t)| > E) <. (2.4)

a€A (s.t)<d

Poznamka: Piipomenme, ze pseudometrikou rozumime zobecnénou metriku. De-
finice pseudometriky se od definice metriky lisi pouze tim, Ze nepozadujeme z =

y < d(x,y) =0, ale pouze x =y = d(z,y) = 0.
JAN

Véta 2.3.13 Net (X, )qca je asymptoticky tésny tehdy a jen tehdy, pokud net jed-
norozmérnych margindli (X, (t))aca je asymptoticky tésny pro kaZdét € T a pokud
existuje pseudometrika p na T takovd, ze (T, p) je totdiné omezeny a (Xa)aca je
asymptoticky stejnomeérné p-ekvispojity v pravdépodobnosti.

Navic, necht p je libovolnd pseudometrika, pro kterou plati (2.4) a prostor (T, p)
je totalné omezeny. Necht X, A X, potom skoro vSechny trajektorie t — X (t,w)
jsou stejnomérné p-ekvispojité v pravdépodobnosti.

2.4 Prostor C(7T)

V této &asti se budeme zabyvat konvergenci procest, s trajektoriemi v prostoru
(C(T). ps), coz je prostor spojitych funkci opatieny supremalni metrikou genero-
vanou supremalni normou, tj.

ps(x,y) = lle = yll = sup |z(t) = y(®)].

Je tedy zfejmé, Ze se jedna o podprostor prostoru (I7°°(T'), ps). A protoZe se
jedné o podprostor spojitych funkci, budou ted ndhodné procesy méritelné.
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Slaba konvergence na prostoru C([0,1]) je studovéna napt. v (Billingsley, 1968,
chap 2), na prostoru C'(R™) napf. v (Yoshihara, 1992, §2.4.1).

Je-li T' kompaktni metricky prostor, potom prostor (C(T), p,) je separabilni
a uplny. Diky tomu na tomto prostoru plati v Prochorovové v&té ekvivalence, viz
napt. (Billingsley, 1968, Th 6.1 a Th 6.2):

Véta 2.4.1 Je-li kolekce mér na metrickém prostoru tésnd, potom je i relativné
kompakini. Opacnd implikace plati, je-li metricky prostor separabilni a 1ipiny.

A tedy je opét vidét, Ze staci ovéfovat tésnost kolekce mér, k emuZ se pouziva
napr. modul spojitosti, podrobnéji viz (Billingsley, 1968, chap 2) nebo (Yoshihara,
1992, §2.4.1).

2.5 Prostor D(T)

Tzv. Skorochodlv prostor je dilezity predevdim pfi studiu empirickych procest.
Nejznaméjsi a zfejmé nejpouzivandjsi jsou prostory D([0, 1]) a D(R) vybavené Sko-
rochodovou metrikou dg, prostory tzv. cadlag funkci, redlnych funkci definovanych
na intervalu [0, 1], resp. na R, které jsou zprava spojité a zleva maji limitu. Na
tomto prostoru navrhl Skorochod vhodnou topologii, kterd se oznacuje po ném,
Skorochodova. Podrobnéji o prostorech D([0,1]), D(R) a D(R™) viz napt. (Bil-
lingsley, 1968, chap 3) a (Yoshihara, 1992, §2.4.2). Straf ve své diserta¢ni praci
v roce 1969 zobecnil tuto topologii i pro prostory funkei, které obecné nenabyvaji
realnych hodnot. Pravé z jeho prace, viz (Straf, 1970), vychéazi tato ¢ast. Dale
se zobecnénym prostorem D(T') zabyvaji naptiklad prace: (Bickel and Wichura,
1971) a (Neuhaus, 1971).

Pozdéji, viz napt. (Jakubowski, 1997b), (Jakubowski, 1997a), byly na prostoru
D(T) jeste definovany jiné topologie nez Skorochodova. Napf. praveé Jakubowski
pracuje na prostoru D(T) se sekvencialni topologii S, kterd neni metrizovatelna, je
slabsi nez Skorochodova topologie a relativné kompaktni mnoZiny v této topologii
jsou charakterizovany dvémi podminkami (omezenost procest a stejnomérné ome-
zeny podet preskokil). A zavadi topologii na P(D, S), kterd je jemnéjsi nez slaba
topologie, ale na rozdil od slabé topologie, v této topologii plati na tomto prostoru
Prochorovova véta jako ekvivalence (bez nutnosti Gplnosti prostoru). My se vice
touto problematikou zabyvat nebudeme.

Nejprve pripomenme zékladni pojmy a postupy, kterych se pouziva pti bu-
dovéani zobecnéného Skorochodova prostoru. Oznaéme A néjakou kolekei bijekei
prostoru 7 na T, tedy A C {f,f : T — T, bijekce}. Dale piedpoklddejme, ze
A ma strukturu grupy, ozn. (A, 0,17, || - |la), kde o znaci skladani a 17 identitu

a norma ma nasledujici vlastnosti:

Al > 0 WA € A
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||/\||A =0 & )\= ]-T
[[A o plla < {IAA + ([l
X HIa = 1[4 [a

Na A definujme metriku nésledujicim zptsobem:

da(h 1) = |[A" o plfa.

Dale uvazujme kolekci D kone¢nych rozkladt mnoziny 7', tedy
D C {{T;}icr, I C N kone¢tnd, T = UTi,TZ- disj. proi € I},
iel

Predpokladejme, ze kolekce D je usmérnéna ,zjemnénim“ a zaroven je uzaviena
na ,zjemnéni“. Jednotlivé prvky kolekce D, tedy jednotlivé rozklady prostoru T
oznacme A.

Priklad: T = R*, potom jako priklad kolekce D, ktera je usmérnéna zjemnénim
a zaroven uzaviend na zjemnéni muzeme brat kolekci vSech A takovych, Ze

AeD < A={[0,t)),[ta,t3), - [tx, +00)}, kde 0 < t; <ty < - <t < 400.

A
Piiklad: T'=1[0,1]. A = {\:[0,1] — [0, 1], bijekce, rostouci},
A= {X:[0,1] — [0,1], bijekece, diferencovatelné, A(0) =0},
[IAl] = supyejo ) [A(2) = 2.
YAN

Dale pii konstrukei Skorochodova prostoru pozadujeme, aby kolekce bijekei A
byla takova, aby pro vSechna A € A platilo

AeD o MA)={\NT), T € Ay eD.

Bud (T, A) kolekce viech funkci, které jsou A-méfitelné, A € D, tj. funkei
konstantnich na 7, pro kazdé i € I, T; € A, tedy jednoduchych funkci.
A J(T,D) ozna¢me

J(T, D) := UaepJ (T, A),

jedna se tedy opét pouze o jednoduché funkce.

Potom, diky pozadavku na kolekci A, plati, pokud f € J(T,D)a X e A, potom
také f o A € J(T, D). Oznaéme D(T) uzavér kolekce J(T,D) v prostoru [*(T)
vuéi supremalni metrice, tj.:

D(T) = {x € I"(T).3 (yu)nen C T(T. D) : |lyn — || — 0},
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A definujme pseudometriku na D(T):
f,9€ D(T): ds(f,g):= /i\rellf\maX{Hf —goAll,[|A][a}- (2.5)

Potom (D(T'), ds) (zobecnény Skorochodiv prostor) je pseudometricky prostor na
némz plati nasledujici véta, viz (Straf, 1970, Th 3.7).

Véta 2.5.1 Je-li prostor (A, dy) Uplng, potom prostor (D(T),ds) je také iplny.
Dikaz: Viz (Straf, 1970, Th 3.7). Q.E.D.

Podivejme se, jaké normy se uzivaji na kolekeci A. Uvazujme kompaktni met-
ricky prostor (T, p). Potom se nejcastéji uzivaji nasledujici normy na A:

[[Alls = sup p(At, 1), (2.6)
teT
p(At, As)
A= su log —————1, 2.7
H Hl s,tET,ps:,ét & P(t, S) ( )
Al = [IA]ls + [[Al]- (2.8)
Norma [|A||; se vét§inou omezuje na A; = {\ € A : ||A||; < +o0}. Potom (A, || [])

je Gplny prostor.

Abychom mohli charakterizovat prvky prostoru D(T'), definujme, podobné jako
je to obvyklé na prostorech C(T") a D([0,1]), tzv. modul spojitosti funkce. Necht
f e It™(T), A € D, ¢ > 0, potom modul spojitosti funkce f je definovan
nasledovné:

w(f,Aye):= inf  max sup |f(t)— f(s)l.

AEAIIMIa<e Ti€D 4 e N(Ty)

Ted jiz mtzeme charakterizovat prvky prostoru D(7'), viz (Straf, 1970, Th 3.5).
Véta 2.5.2 Méjme omezenou funkei f na prostoru T, tj. f € (T°(T). Tato funkce
patii do zobecnéného Skorochodova prostoru, f € D(T), pokud pro vSechna ¢ > 0
je

ilél;l)w(f, Ae)=0.

Ke slabé konvergenci na prostoru D(T') potfebujeme jesSté zminit nasledujici
tvrzeni, viz (Straf, 1970, Th 3.11, Th 3.12).

Véta 2.5.3 Je-li (D(T),ds) upiny a A C D(T), potom A je relativné kompakini
tehdy a jen tehdy, jestliZe

(1) supl[f]] < oo, (2.9)
feA

%) Im s Ae)=0. 2.10

(i) Ve >0 lelé%iggw(f, ,€) (2.10)

Véta 2.5.4 Prostor (D(T).ds) je separabilnt tehdy a jen tehdy, pokud eristuje
posloupnost A, € D, k € N takovd, Ze

feD(T) & Alim w(f. Ag,e) =0 Ve > 0.
k-—-+00



Kapitola 3

Vysledky

3.1 Konvergence suprema nahodnych procesu

V této ¢asti se budeme zabyvat nasledujicim problémem. Budeme predpokladat, Ze
posloupnost ndhodnych procesii (X,,(t),t € T),.en, kde (T, p) je obecny kompaktni
metricky prostor, konverguje slabé k néjakému ndhodnému procesu (X(t),t € T),

X, 2 x.

Polozime
Kl(A) ‘= sup Xn(t)

teA

A budeme studovat pro jaké kolekce mnozin A, A C P(T), posloupnost ndhodnych
procesu (Y,,(A), A € A) konverguje slabé.

Tyto vysledky byly publikovany v (Husova, 2004) a (Husova, 2005a).

Zavedme tedy funkciondl W, ktery pro redlnou funkei z na prostoru 7" definu-

Jjeme nasledovné:
U (z)(A) :=supz(t), Ae A (3.1)

teA

Dale pro funkce y z prostoru [7>(A), prostoru realnych omezenych funkci na ko-
lekei A, definujme supremalni normu || - [|4

[ly[I* = sup |y(A)]
AcA
a metriku generovanou touto normou:

o) = |l = well . (3.2)

Postupné se podivejme, jaké vysledky pro konvergenci téchto supremalnich
procestl mazeme ziskat pro riizné prostory funkei, na nichz je ptivodni konvergence.

34
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3.1.1 Prostor C(T)

Uvazujme nahodné procesy (X, (t),t € T),en jako prvky prostoru (C(T), p,), kde
C(T) je prostor omezenych redlnjch spojitych funkei na T a tento prostor je opat-
fen supremalni metrikou.

Nejprve se podivejme na to, v jakém prostoru jsou v tomto piipadé zkoumané
procesy (Yn(A), A € A). Ndhodné procesy (X, (t),t € T),(X(t),t € T) jsou ome-
zené, a tedy 1 nahodné procesy (Y,(A),A € A),(Y(A),A € A) jsou omezené,
nebot pro v8echny prvky x € C(T) miiZeme psat:

1 ()| = sup [2(z)(A)] = sup | sup|z(t)]] < [|«|].
AcA AcA teA

Obecné tedy miizeme uvazovat o prostoru {**°(A), prostoru redlnych omeze-
nych funkei na A se supremalni metrikou generovanou supremalni normou, zn. p2!,
viz (3.2).

Aby bylo smysluplné uvazovat o konvergenci posloupnosti ndhodnych procesti
(Ya.(A), A € A),en, je nejprve zapotiebi mit konvergenci koneéné rozmérnych mar-
ginala téchto procest.

K ovéreni této podminky 1ze pouzit nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1.1 Je-l
U:C(T)—S,

kde ¥ je definovdno v (3.1) a S je separabilni podpiostor prostoru (IT°°(A), p2),
potom je funkcional U spojity.

Dukaz: Protoze prostor S, podprostor prostoru ({+(A), pA), pfedpokladame se-
parabilni v¢i supremalni metrice, sta¢i pro dikaz spojitosti ukazat, Ze vzor ote-
vienych koull jsou oteviené mnoziny. Presnéji tedy chceme ukazat, Ze pro vSechna
kladna ¢ a vSechna y € S jsou vzory kouli o poloméru € a stfedu y, presnéji
U B.(y)), oteviené mnoziny. Oznacme

U (Be(y)) = v ({z. 07 (y,2) <e}) = {u, sup ly(A) - ngU(t)l <ep=:U.

Mnozina U je oteviena, pokud pro kazdou funkci u € U existuje kladné & takové,
7e pro viechny funkce v patfici do &-okoli bodu u plati také v € U.
Necht funkee u € U, pak jisté existuje kladné € takové, ze

sup |y(A) — supu(t)| < e — &,
AeA teA

a tedy pro vsechna v € Bg(u)

y(A) = supo(t)] < [y(A) — supu(t)| + [[u —vf| <,
teA teA
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plati pro vSechna A € A, a tak dostavame: v € U.
Q.E.D.

Ted zvolme konkrétni podprostor prostoru [7°°(.A), a to obraz prostoru spoji-
tych funkei, ozna¢me tento podprostor C(.A), presngji:

CA) ={yel™A): IzeC(T): y=T(z)}. (3.3)
Pro takto zvoleny podprostor dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1.2 Obraz spojitych funkci, prostor (C(A), p) (viz (8.3) a (3.2)), je
separabilnim podprostorem prostoru (I*°(A), p2t).

Dukaz: Prostor C(T') spojitych funkei na kompaktu je separabilni a plati:
ps(z1,72) > p (U (21), U(2)),

kde ¥ je zobrazeni definované v (3.1).
Odtud jiz plyne tvrzeni. Q.E.D.

Na zavér této dasti muzeme formulovat vétu.

Véta 3.1.3 Necht ndhodné procesy (X, (t),t € T)nen maji spojite trajektorie a na-
vic X, L X prostoru C(T). Potom pro kaZdou kolekci A C P(T) posloupnost
procest (Y, (A), A € A), kde

Yo(A) = U(Xn)(A4),

konverguje v distribuci k procesu (Y (A), A € A), kde Y(A) = V(X)(A) v prostoru
(1 (4), p2).

Diuikaz: Véta je dasledkem tvrzeni 3.1.2 a 3.1.1.
Q.E.D.

3.1.2 Prostor [7*(T)

V této ¢asti predpokladejme obecnéji, ze procesy (X, (t),t € T) jsou prvky pro-
storu omezenych funkci na T, tj. X, € (*°°(T). Prostor I7*°(T") uvazujeme se
supremalni metrikou. Predpokladejme tedy, Ze v prostoru omezenych funkci se
supremalni metrikou posloupnost nahodnjch procestt (Xn(¢),t € T)nen konver-
guje slabé k nahodnému procesu (X(t),t € T'). Opét nas zajimé, pro jaké kolekce
mnozin A C P(T) konverguje posloupnost nahodnych procesu (Yo (A), A € A)pen
slabg k néjakému nahodnému procesu (Y/(A), A € A).

Nejprve poznamenejme, Ze procesy (Yn(A), A € A) budou, stejné jako v pred-
chozi &asti, nabyvat hodnot na prostoru {7*°(A). Nahodné elementy X, :Q —
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[7°(T) obecné nemusi byt méfitelné, je tedy zapotfebi vyuzivat definici slabé
konvergence pro obecné ne nutné méfitelné posloupnosti ¢i nety. (P¥ipomenme, ze
limitni ndhodn4 veli¢ina X méfitelnd byt musi.) Jak znamo, viz véta 1.2.7, spojité
zobrazeni zachovava slabou konvergenci. Staci tedy ukazat, Ze nade zobrazeni (3.1)
je spojité.

Prostor {7*°(T') i prostor [t*°(.4) uvazujeme se supremalni metrikou, a tak pro
libovolnou kolekei A C P(T') plati:

ps(1,@2) = sup [21(t) — 22(t)] > sup [supz:(t) — sup zo(t)| = pZ'(¥(21), ¥(22)).
teT AeA teA teEA
(3.4)
Funkcional ¥, viz (3.1), je lipschitzovsky, a tedy spojity. Tudiz se zachovava
slaba konvergence, viz véta 1.2.7.

3.1.3 Prostor D(T)

Prostor D(T') — zobecnény Skorochodiv prostor se Skorochodovou metrikou, po-
drobnéji viz podkapitola 2.5, je jiny pripad. Nemuzeme pouzit dosavadni vysledky,
protoze prostor D(T') je vybaven Skorochodovou metrikou a ne supremalni. Zob-
razeni (3.1) zde jiz obecné neni spojité.

Opét vime, Ze ndhodné procesy (Y,,(A4), A € A),en budou nélezet do [T°(A).
Tady uz ale z konvergence procesu (X,(t),t € T),en nevyplyva ani konvergence
kone¢né rozmérnych marginal procest (Y,,(A), A € A)nen.

Piiklad: Mé&jme 7' = [0, 1], procesy na prostoru D([0,1]), pro v8echna n € N
poloZme:

Xz.n(t)(cu) = H(I/Q—l/n;l](t) Yw € Q,
Xons1(t)(w) = Tupn(t) Ywe,
X(z‘)(w) = H{l/g;l](t) Yw € (.

Potom X, 2 X v (D([0,1]),ds) (prostor tzv. cadlag funkei) (dokonce v pravdé-

podobnosti), ale ¥5,([0,1/2)) = 1 s.7. a Y2,11([0,1/2)) = 0 s.5., a tedy posloup-

nost (¥;,([0,1/2))),en nekonverguje. Neplati tedy ani konvergence jednorozmérnych
marginali.

JAN

Abychom mohli mluvit o konvergenci konec¢né rozmérnych marginala, potfebu-

jeme pro obrazy funkei z D(T) najit také vhodny prostor s vhodnou metrikou, tj.

vhodny zobecnény Skorochoditv prostor.

Pottebujeme tedy najit, podle podkapitoly 2.5, prostor bijekci s vhodnou nor-
mou na kolekci A a vhodnou kolekei koneénych déleni A, tu budeme znaéit D4,
tak, aby bylo mozno zkonstruovat zobecnény Skorochoduv prostor. A navic, aby
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obrazy funkci z D(T) patrily do D(A) a aby nase zobrazeni také zachovavalo
slabou konvergenci.

Predpokladejme tedy, Ze zobecnény Skorochodiiv prostor, na kterém jsou de-
finovany procesy (X,(t),t € T)nen je indukovan kolekef bijekci A, normou || - [|4
a kolekci kone¢nych rozkladi D. Pro novy prostor D(A) uvazujme nasledujici pro-
stor bijekei (A4, []-|[3), kde A* € A4, pokud pro ni existuje bijekce A € A takova,
ze:

M A— A
A AMA) = {A(),t € A} (3.5)
a norma || - |3 je norma na A%, kterd je definovana obdobné jako norma Il [|a na

A (viz dale).
A kolekci DA obdobné

DA = {P(A): A € D}. (3.6)

Takto definovand kolekce D4 je také usmérnéna viadi zjemneéni, a pokud A ¢ D,
J )
potom je také invariantni vaéi A pro véechna A\ € A4

Ted je otdzka, jestli pro takto vybudovany prostor D(A) plati
r € D(T) = ¥(z) € D(A),

kde ¥(-) je funkciondl definovany v (3.1).

To zéalezi na normach, které jsou na A a A*. Pfedpokladejme, Ze na A mame
obvyklé normy, tj. normy || - ||, || - [t @ || - [|m definované v (2.6),(2.7) a (2.8).

Pripomenme Hausdorfovu pseudometriku na kolekci podmnozin, ktera je defi-
novana nasledovné, viz napt. (Dudley, 2000, § 8.1, str. 97):

p (A, B) := max(sup inf p(s,t),sup inf p(s,t)). (3.7)
scA LEB seB t€A

Potom normy na A indukujme stejnym zplisobem, tedy jen misto metriky p

na prostoru 7’ pouZijeme pseudometriku p™ na prostoru A, coz bude oznacovat

Hausdorfovu pseudometriku na A.
Tyto normy budeme opét oznacovat stejné, jen s indexem .4 nahore.

» - ~ [ ’ - ~ . e A
Poznamka: Vsimnéme si, Ze musime udélat drobnou zménu v definici normy ||-[|f*,
a to proto, Ze na A4 jiz mame pouze pseudometriku, nikoliv metriku. Proto musime
brat supremum pfes takové mnoziny A, B € A, pro které je jejich vzdalenost

v pseudometrice nenulova, tedy p*(4, B) # 0.
A

Potom lze nahlédnout, s vyuzitim rovnosti ||| = |[A 7], Ze

M = itégpA(A(A)»A) < [|Alls.
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A podobné

A
p*(A(A), A(B))
H/\AHA: sup log < Il
: A,BEA:pA(A,B)#0 pA(A, B) [l

A tedy také
A1 < A .

Diky témto vztahim a vlastnostem zobecnéného prostoru D(T') také plati, ze
pokud x € D(T), potom také ¥(z) € D(A), pro prostory, které jsou indukovany
normami || ||, resp. |[ - [, | - [[m & || |13, resp. || - I [| - [lin-

Tvrzeni 3.1.4 Necht D(T) je zobecnény Skorochodiv prostor, ktery je induko-

vany normovanym prostorem (A, || - ||a) a kolekei D. A necht D(A) je také zobec-
nény Skorochodiv prostor indukovany normovanym prostorem (A*,|] - ||2) z (3.5)

a kolekci DA podle (3.6), kde norma || - || je definovdna tak, Ze:
[IAla 2 (IR, (3.8)
pro véechna A € A a jejich obrazy M. Potom pro viechny A C D plati:
(y: Fr € D(T):y= ()} € DA,
tj. zobrazeni ¥ z (3.1) je zobrazeni z D(T') do D(A).

Poznamka: Vsimnéme si, e za normu ||-||4 miZeme zvolit (aby byla splnéna pod-
minka (3.8)) libovolnou z vy$e uvedenych obvyklych norem, tj. libovolnou z norem

definovych v (2.6),(2.7) a (2.8).
A

Ditkaz: Bud z € D(T) libovolné. Polozme opét y := ¥(z). Nasim cilem je ukézat,
se y € D(A). Vime, Ze y € I*>(A) a potfebujeme ukézat, ze d(y,Ipa) = 0,
kde d*(-,-) je zobecnéna Skorochodova metrika, viz (2.5). Vime, Ze ds(z,Ip) =0,
tj. existuje posloupnost (A;)nen C A a jednoduchych funkei (z,)neny € J(T,D)
takovd, Ze ||\, |]a \ 0 a zdroveni ||z — 2, 0 Ax|| "\, 0. Polozme A4 obraz A, podle
(3.5) a y,, obraz x,, podle (3.1). Potom z podminky (3.8) |[[X2][x \, 0 a

ly —yn o XA = sup [y(A) — (A2 (A))]
A€EA
= sup|supz(t) — sup z,(t)]
AcA teA teEAA(A)
= sup |supz(t) — supz,(A.(t))]
ACA tEA teA

< =0 Al O

Tedy y € D(A).
Q.E.D.



KAPITOLA 3. VYSLEDKY 40

Za predpokladil tvrzeni 3.1.4 lze snadno ukézat, Ze zobrazeni (3.1) je spojité,
a tedy slaba konvergence zustane zachovana.

Tvrzeni 3.1.5 Za predpokladi turzent 3.1.4 je zobrazeni ¥ : D(T') — D(A), které
je definovano v (8.1), spojité.

Dikaz: K dikazu spojitosti staci ukazat, ze pro vSechny nety (z,)aca takové, ze
T — x plati, Ze ¥(z,) — ¥(z). My konkrétné ukiZzeme, Ze plati:

ds(z1,20) > dA(V(xy), (),

kde ds(-,-) a d?(-,-) jsou Skorochodovy metriky definoviny v (2.5) na prostoru
D(T) a D(A). Skorochodova vzdalenost funkei x;, x5 je ds(z1, x2), a tedy existuje
A € A takové, ze

| Al[a < ds(zy, x2) a zéroven ||z o A — z3|| < ds(z, x2).

Potom také podle predchoziho [[A||3 < ds(zy,22), kde A je indukovéna A
podle (3.5). A ukaZme, Ze také plati

1€ (21) 0 A = W) || < ds(21, 22).

Stacl si rozepsat levou stranu nerovnice a dostavame:

sup |¥(z;) o M (A) — U(z)(A)| = sup| sup z:(t) — supz2(t)]
AcA AEA teX(A) teA
= sup|supz1(A(t)) — sup za(t)|
AcA ted tEA
<l oA = a2
< ds(my, T2).

A tedy dA(¥(z), ¥(xs)) < dg(x1,22) a zobrazeni ¥ je spojité.
Q.E.D.

Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

Vé&ta 3.1.6 Necht posloupnost procesi (Xu(t),t € T)nen konverguje slabé k pro-
cesu (X (t),t € T) v prostoru D(T). Potom posloupnost procest (Y,(A), A € A)nen
indukovanich zobrazenim (8.1) konverguje slabé k procesu (Y (A), A € A) v pro-
storu D(A). pokud kolekce A je takovd, Ze A C D a prostor D(A) je zkonstruovdn

dle turzent 3.1.4.

3.2 Stabilni konvergence

Tato podkapitola mé dvé ¢asti. V prvni se zabyvame stabilni konvergenci redlnych
nahodnych veliéin. Piesn&ji se zajimame o to, ve kterych znamych centrélnich li-
mitnich vétach mizeme, a za jakych podminek, nahradit slabou konvergenci kon-
vergenci stabilni. V druhé ¢asti se vénujeme stabilni konvergenci procesi. Vysledky
uvedené v této kapitole byly publikovany v (Husova, 2002) a (Husova, 2005b).
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3.2.1 Stabilni konvergence ve znamych centralnich limit-
nich vétach

Cilem této ¢asti je ukazat, ve kterych zndmych centralnich limitnich vétach lze
slabou konvergenci nahradit stabilni konvergenci, popf. jaké podminky je zapotiebi
jesté splnit, aby toto bylo mozné.

Z definice stabilni konvergence je ihned vidét, Ze vSechny uvaZované nahodné
veli¢iny musi byt definovany na stejném pravdépodobnostnim prostoru.

Ztrejmé nejznaméjsi centralni limitni vétou se stabilni konvergenci je martinga-
lové centralni limitni véta (Hall and Heyde, 1980, Th 3.2), viz véta 1.4.7.

Dukaz této véty je zaloZen na ovéreni podminek nésledujictho lemmatu, (Hall
and Heyde, 1980, L 3.1).

Lemma 3.2.1 Uvazujme pole martingalovyjch diferenct (Xp,1 <@ < kpyn > 1)
na prostoru (Q, A, P). Pro vdechna t € R méjme T,(t) = Hfgl(l + it X,;). Necht
n? je s.j. koneénd ndhodnd veli¢ina a

P
Xm'| - 07

(i) max <<k,

g ke, P
(11) Zi_-l szn‘ — 77,
(i) Vt € R: T,(t) *=" 1.
Potom S,, = Zf‘:l X D=* 7 kde 7 je ndhodnd wveli¢ina s charakteristickou

funkei Eexp(—3n*t?).

Dvikaz: Viz (Hall and Heyde, 1980, L 3.1).
Q.E.D.

Uvedme jesté disledek této véty tak, jak ho uvadéji Hall a Heyde, (Hall and
Heyde, 1980, Cor 3.1).

Dusledek 3.2.2 Véta 1.4.7 plati také, pokud podminky (i) a (117) nahradime tzv.
,podminénou Lindebergovou podminkou®:

k”,
P
ve > 01> EXaIix0selFaa-n] — 0
i=1

a podminku (1) podminkou pro podminény rozptyl:

k”
2 p
Z E(X 2| Fui-1)) — n°.

i=1
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V klasické centralni limitni vété pro nezavislé ndhodné veliiny je vysledna
konvergence samoziejmé stabilni. Rozmyslime-li si definici stabilni konvergence,
snadno nahlédneme, Ze pokud jsou nadhodné veli¢iny definovéany na stejném pro-
storu a jsou nezavislé, potom slaba konvergence je vlastné stabilni. Na tento pii-
pad také muzeme aplikovat vétu 1.4.7. Chceme-li to dokazat, jednoduse zvolime
o-algebry tak, abychom dostali pole martingalovych diferenci a snadno ovérime
podminky véty 1.4.7.

Véta 3.2.3 Necht (X, )nen jsou nezavisle stejné rozdélené nahodné veliciny s nu-
lovou stredni hodnotou a konecnym rozptylem o? definované na stejném pravdeé-

-, 1 n D—s . - -, - v
podobnostnim prostoru, potom P~ Yooy Xy = N, kde N je nahodnd veli¢ina
s normovanym normalnim rozdélenim.

Drtikaz: Snadno ovéiime splnéni podminek véty 1.4.7. Podminky (¢), (1) a (i4%)
jsou splnény, zbyva ovéfit podminku (iv). Polozme F; o-algebru generovanou na-
hodnou veli¢inou X;. Potom ozna¢me G, o-algebru generovanou F; V. F V...V F,.
A S, = %\/7—1 >i—1 Xny. Potom (S, G;) je martingalové pole a plati:

(iv) Gni C Gnpryi Vi1 < i<k, Vn > 1 protoZe Gn; = G; pro vSechna n € N.

Q.E.D.

Dalsi znamou centralni limitni vétou je Fellerova-Lindebergova centralni limitni
véta, viz napi. (Stépan, 1987, V IV.3.1).

Véta 3.2.4 (Fellerova-Lindebergova) Necht pro viechnan € N je (€, Ay, Pp)

pravdépodobnostni prostor. Méjme nezdvislé nahodné velhiciny X1, Xuz, - .., Xnk,
na prostoru (Q, An, P,), kde k, € N, EX;,) = EXop = ... = EXyy, = 0. Jesthze
(v)

Ky

g var X,; — 1,

i=1
(ii) pro vSechna € > 0:

kn
Y E[XZIx,2e] — 0 pron — +oo,

i=1

potom

kde 7 md normované normalni rozdélend.
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Poznamka: Podminka (ii) z pfedchozi véty se Gasto oznacuje jako Fellerova-
Lindebergova podminka, kratce (FL) a leva strana této podminky se pro jednodu-
chost oznacuje L,(e).

A

Pro stabilni konvergenci v této centralni limitni vété potfebujeme pridat nésle-
dujici podminky:

(al) VSechny ndhodné veli¢iny musi byt definovany na stejném pravdépodobnost-

nim prostoru.

(a2) Existuji o-algebry F,, takové, ze ndhodné veliciny X,; jsou F,,-méfitelné,
Fur C Faerr), E(Xar| Fag-1)) = 05,5 a Fop C Frugryn pro véechna n € N
avSechna k: 1<k <k,.

Potom je vyslednd konvergence stabilni.

Poznamka: Jestlize zvolime F,; = \/lea(Xm), potom obecné neni splnéna
podminka: Fp C Fnsnye- A pokud zvolime Gpi = \/7_, Fix potom obecné neplati

E(X0k|Gnk—-1)) = 08.J.
A

Véta 3.2.5 Méjme kolekci ndhodnyjch velicin (X, k = 1,... kn,n € N) defi-
novangjch na pravdépodobnostnim prostoru (Q2, A, P). Necht tyto ndhodné veliciny
spliiuji podminky véty 3.2.4 a podminku (a2), potom

A'n
D-s
§ Xni — Z,
i=1
kde Z md normované normdini rozdélent.

Dukaz véty 3.2.5 Opét ovéiime podminky véty 1.4.7.
Polozme S,; = 22:1 X,,;. Potom (S, Fni) Je pole martingalovych diferenci
splnujici podminky véty 1.4.7.
(i) max |X,.| — 0. Plyne z (FL):
, P
(FL) = EZEI X,%iHH.\',.,lzsl — 0= maxi<;<k., X’fQI,i]I[l-X7xi|ZE] — 0=

P p
i n’laxlsl;}\n |/Y71"L.UIH/\,HHZE] - 0 \V/g :> ma"x |X71i| - 0
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n P -4 z v T .
(i) S X2 - 1 Staci ukazat, ze Y I" X2, konverguje v L, k S EX2
Muzeme psat

E [y X2 - S EX2,

Ky
< ZX Jxni<e) = Y BX2L(x,0<0)| + 2La(e)
i=1 =]
kn kn 2
< \ E (Z Xl xi<e = ) EXMUXM«)) +2Ln(e)
i=1 =1
kﬂ,
< \ > B (X xice) = EXZN(x,01<0)” + 2Lne)
=1
kn
S \ Z E(Xm,ﬂ |Xni|<€)>2 - (EXT%iH(|Xni|<€))2 + 2[’71(5)
i=]
b
< EN > E(Xuilxui<e)? = (BXuillx, <o) + 2La(€)
=1
< EV ZEXZ +2L,(e). (3.9)

Z predpokladu (i) této véty vime, Ze Clen Zle EX?2, konverguje k 1 pro
n — +o00, a tedy pro kazdé kladné £ mizeme najit dostateéné malé € > 0
a dostatecné velké n takové, ze ¢len (3.9) je mensi nebo roven &.

(lll) E(mam« i <ky, X,?L) < E(I’IIELX1<L<;w7 X711H|\/,“|>6)+€ < E(Z n 'X'ﬂ‘lI[l)\nL|>€)+62
opét diky podmince (FL) je podminka (4ii) splnéna.

Tim jsme ovérili vSechny podminky véty 1.4.7 a diikaz je hotov.
Q.E.D.

Dalsi zndmé centralni limitni véty jsou Ljapunovova (Stépan, 1987, V 1V.3.3)
a Lévyho-Lindebergova centralni limitni véta (Stépén, 1987, V IV.3.4). Obé& vycha-
zeji z Fellerovy-Lindebergovy centralni limitni véty, proto staéi pridat podminky
(al), (a2), a potom je vyslednd konvergence také stabilni.

Posledni zkoumanou centralni limitni vétou je McLeishova (McLeish, 1974),
viz (Lachout, 2000, V 4.13):
Véta 3.2.6 (McLeishova) Méme pro vsechna n € N, k, € N ndhodné veliciny
X1 X ., Xk, definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru s konec-
nymi pronimi momenty. Predpoklddejme pro vsechna n € N, Ze EX,,; = 0, pro
viechna k =1,2,. . k, — 1: E[X, 40| X1, Xnzy -, Xo] = 0 5.5, a
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(1) Elmax{|X.|, k=1,2,... kn}] — 0,
(i) Sk X2 202, kde n° je s.J. konecnd nahodnd velicina.

k D ) L o , . .
Potom } " | Xop = X, kde ndhodnd velicina X md mizované normdind rozde-
lent.

Pro stabilni konvergenci v této centralni limitni véts potiebujeme navic pod-
minku (a2), véta bude vypadat nasledovng, viz (Lachout, 1985):

Véta 3.2.7 Mé&yme (X, Fri,1 < 4 < kn)nen pole martingalowyjch diferenci na
prostoru (§2, A, P) s koneénymi pronimi momenty a nulovou stiedni hodnotou a:

(i) Elmax{| Xl k =1,2,...,k,}] — 0,
(i) Sk X2, 22, kde n* je s.j. koneénd ndhodnd velicina,
(4ii) Fpi C Fryri pro vsechnan € Nji: 1 <i< k,.

, D . , .. , : . .
Potom Zﬁ"zl X =" X, kde ndhodnd veliéina X md mizované normalni roz-
délent.

Poznamka: V této vété jsou stejné podminky jako ve vété 1.4.7, jen chybi pod-
minka (7i4) véty 1.4.7. Proto, kdyZ se dokaZe, Ze tato véta plati se stabilni kon-
vergenci, ukaZe se tim, Ze podminka (44i) ve vété 1.4.7 miiZze byt vypusténa. To je

také ukazano v (Lachout, 1985).
A

Dukaz: Viz (Lachout, 1985).
Q.E.D.

3.2.2 Stabilni konvergence procesii

Mame-1i definici stabilni konvergence na obecném metrickém prostoru, viz defi-
nice 1.3.7, potom jiz muzZeme uvazovat také o stabilni konvergenci procesi. Jedna
ze zakladnich otazek zni, zda tu plati obdobné podminky jako pro slabou kon-
vergenci, tj. zda stabilni konvergence procest v prostorech C(7°), D(T’) ¢i It>(T)
(coz jsou postupné prostor viech spojitych funkei, zobecnény Skorochodiiv prostor
a prostor viech omezenych realnych funkei na 7') také zarucuje stabilni konvergenci
vSech odpovidajicich kone¢né rozmérnych marginalii a naopak, zda stabilni kon-
vergence viech kone¢né rozmérnych marginala spolecné s tésnosti zarucuje stabilni
konvergenci celého procesu.

V prostorech funkei vyplyva slaba konvergence konecné rozmérnych margi-
nali ze slabé konvergence procesu diky spojitosti zobrazeni projekce. Pokud se
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tedy bude stabilni konvergence také zachovavat spojitym zobrazenim, potom to-
tez bude platit pro stabilni konvergenci. Vétu o zachovani stabilni konvergence
spojitym zobrazenim pro readlné ndhodné veli¢iny miZeme najit v jiZ zmifiované
praci Aldouse a Eaglesona, (Aldous and Eagleson, 1978, Th 1). Zde uvedeme toto
tvrzeni pro obecné metrické prostory.

Tvrzeni 3.2.8 Necht (X, )nen, X jsou ndhodné veli¢iny s hodnotami v néjakém
metrickém prostoru D. Necht h : D — S, kde S je obecny metricky prostor, je

spojité zobrazendi. Potom, pokud X, 25 X na D, h(X,) = h(X) v S.

Dukaz: Predpokladejme, Ze kolekce nadhodnych velicin (X,,),en konverguje sta-
bilné k nahodné veli¢iné X, viz definice 1.3.5. A ovéfme tuto definici také pro
posloupnost (h(X,))nen. Pro vSechny realné spojité funkce f € C(S) plati, ze
f o h patfi do prostoru C(D), a tedy kolekce (h(X,))nen & h(X) spliiuji definici
1.3.5, a tak mame h(X,) = h(X).

Q.E.D.

Odtud je vidét, ze budeme-li chtit, aby proces konvergoval stabilné, potom diky
spojitosti kone¢né rozmérnych projekci bude nutnou podminkou stabilni konver-
gence vech kone¢né rozmérnych marginalu (pro prostory, ve kterych je projekce
spojité zobrazeni).

Nejprve se podivejme na to, Ze stabilni konvergence jednorozmérnych margi-
nall, tésnost a slaba konvergence vSech konecné rozmérnych marginali nestaci
k zachovani stabilni konvergence ani koneé¢né rozmérnych marginali.

V naésledujicim pfikladu uvaZujeme tésny proces, jehoz jednorozmérnd rozdé-
leni konverguji stabilné a navic jeho sdruzend rozdéleni konverguji slabé. Presto
nemame zarucenu stabilni konvergenci sdruzeného rozdéleni.

Piiklad: Necht (X, (t),t € [0,1]),(X(t),t € [0,1)) jsou realné ndhodné procesy
na ([0, 1), B([0,1]), ) takové, Ze
Xn(t,w) = 1 s pravdépodobnosti 1/2
= —1 s pravdépodobnosti 1/2,

N«

pro viechna t € [0,1) a pro vechna n. Definujme limitni nahodnou velié¢inu:

X(t,w) = 1 prote0,1/2), we[0,1/2)
= —1 prote€[0,1/2), we([l/2,1)
1 prote[1/2,1), we[1/4,3/4)
= -1 prote[1/2,1), we[0,1/4)U[3/4,1).

A polozme pro t € [0,1/2):
2k 2k +1

== kef0,... 2"t -2
) kel }

X, (t.w) = 1 prow€

= -1 jinak.
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Pro s € [1/2,1) vyuzijeme jiz definovanych hodnot (s — 1/2 € [0,1/2)) a polo-
Zime

Xon(s,w) = Xon(s—1/2,w) prow € [0,1/2)
Xon(s,w) = —Xou(s—1/2,w) prow € [1/2,1)
Xons1(5,w) = —Xopp1(s—1/2,w) prow € [0,1/2)

Xong1(s,w) = Xopq(s —1/2,w) prow € [1/2,1)

Pro takto definované nahodné veli¢iny plati, ze X,(t) P X(t) pro vSechna

t € [0,1). AvSak dvourozmérné marginaly (X,(t), X.(s)), kde t € [0,1/2) a s €

[1/ 1) nekonverguji stabilné (coz lze ovéfit, pokud za E zvolime napf. mnoZinu
[0, /2)), ackoliv konverguji slabé.

A

Pokud bychom ale poZzadovali stabilni konvergenci vSech kone¢né rozmérnych

marginali a tésnost, potom uz bychom stabilni konvergenci limitniho procesu méli

zarucenu.

Tvrzeni 3.2.9 Necht' posloupnost procesi (X, (t),t € T)nen, kde T je indexovd
mnozina, X, : Q — 17°(T), je asymptoticky tésnd v (I**(T), ps), navic necht
viechna koneéné rozmérnd rozdéleni konverguji stabilné. Potom posloupnost pro-
cesti (X)) nen konverguje stabilné k procesu X v prostoru (I7°(T), ps).

Duikaz: Z predpokladii vty je zfejmé, ze posloupnost procesii (X, )nen konverguje
slabé k procesu X, viz véta 2.3.9. Vime, Ze pro kazdou méfitelnou mnozinu £ € A,
kazdé k € N a pro libovolné ¢}, . . ., t; existuje ndhodna veli¢ina X;‘;"“"tk takova, ze
posloupnost (X, Ig(t1,...,t))nen konverguje slabé k této nahodné velic¢iné.

Abychom ukazali stabilni konvergenci, potfebujeme pro kazdou meéritelnou
mnozinu £ € A nalézt ndhodny proces Xz, takovy, ze X,lIg A XEg. Ten bude
existovat podle Daniellovy-Kolmogorovovy véty (viz (Kallenberg, 1997, Th 5.16)),
pokud systém Xg(ty,...,t) bude projektivni.

Tento systém je projektivni z pfedpokladu, Ze vSechna kone¢né rozmérna rozdé-
leni konverguji stabilné k odpovidajicim kone¢né rozmérnym rozdélenim limitniho
procesu. A pro kazdé n € N je systém (X, (t1,. ., tx)lg) projektivni, tudiZ i systém
(Xg(ty, ..., t)) je projektivni.

Tim u? vlastné mame stabilni konvergenci, protoze ziskame pro kazdou E € A
slabou konvergenci procestt (X, Ig)nen-

Q.E.D.

3.3 Slaba konvergence hilderovskych procesu
na [0, 1]

Vysledky obsazené v této kapitole byly publikovany v (Klicnarova, 2007).
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Klasicky princip invariance v Holderové prostoru pro nezavislé stejné rozdélené
ndhodné veli¢iny mizeme nalézt jiz v Lampertiho préaci (Lamperti, 1962). Pozdéji
Rackauskas a Suquet, viz (Rackauskas and Suquet, 2001), vylepsili Lampertiho
vysledky a ukazali nutné a postacujici podminky pro slabou konvergenci normo-
vanych souc¢tt v Holderové prostoru, opét ale studovali pouze pripad nezavislych
stejné rozdélenych nahodnych veliéin. Déle naptiklad v pracich (Kerkyacharian
and Roynette, 1991) a (Hamadouche, 2000) najdeme podminky pro tésnost na-
hodnych procesi v Holderové prostoru, ale pouze pro procesy indexované prvky
mnoziny [0, 1]. Princip invariance pro procesy indexované prvky obecnych mno-
7in miiZeme najit napf. v knize (Ledoux and Talagrand, 1991), ovSem pouze na
prostoru spojitych funkci.

Nasim cilem je ukazat podminky pro tésnost v prostoru C%7(T'), presnéji viz
definice 3.3.1, Holderové podprostoru prostoru spojitych funkci definovanych na 7'
opatieného supremalni metrikou, kde 7' = [0, 1]™.

V ¢lancich (Rackauskas and Suquet, 1998) a (Rackauskas and Suquet, 2004)
jsou podminky pro tésnost posloupnosti v Holderové prostoru — (H, ||-|,). Prostor
Hg je prostor realnych spojitych funkei f definovanych na [0,1]™ takovych, Ze
w,(f,1) < oo a lims_ow,(f,§) = 0 (definice modulu w, bude pozdé&ji). Tento
prostor je opatien normou definovanou nasledovneé:

11l == [£(O)] + wp(f, 1),

kde p je modul tésnosti, ktery spliuje néjaké specidlui podminky, viz (Rackauskas
and Suquet, 1998, §2) a w,(-, ) je modul spojitosti definovany:

. [f(t) = f(s)]
Wl 0= R s sl
kde [|s||; := max,<;cm |s:]- Tyto normy jsou obecngjsi nez normy, které budeme
uvazovat my. Pro specidlni volby modulu spojitosti p(-) mizeme dostat normy
ekvivalentni normam pouzivanym v této praci. Pro specidlni volbu p(-) bude také
platit, ze prostor C%(T') je podprostorem prostoru HS(T). Ale tvrzeni v pracich
(Rackauskas and Suquet, 1998) a (Rackauskas and Suquet, 2004) predpokladaji
procesy jako prvky Holderovych prostort Hg a ukazuji, za jakych podminek jsou
tyto posloupnosti tésné. My budeme piedpoklédat, Ze procesy jsou pouze spo-
jité, a ukazeme, za jakych podminek jsou tésné v Holderové podprostoru prostoru
spojitych funkci, tedy v prostoru CO(T).

Definice 3.3.1 Prostor C%%([0,1]™), kde 0 < 3 < 1, je prostor redlngch spojitych
funkei definovangjch na [0,1]™, které spliugi pro viechna s, t € [0,1]™ a néjakou

konecnou konstantu I<:

£(8) — f(s)] < KI[t = s]l5. (3.10)
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Véta 3.3.2 Méjme (X,(t),t € [0,1]™),en posloupnost ndhodnyjch procesii se spo-
Jityma tragektoriemi. Necht konecné rozmérnd rozdéleni téchto procest slabé kon-
verqugi. Ddle necht existuji konstanty o, 8 a konecnd konstanta K takove, Ze je
splnéno:

P(IXA(t) — X,(s)| > ¢) < j—i[[s —t[|3°, Vs, t € [0,1]™, Ve > 0,vn e N, (3.11)

kde

2
_ (3.12)
10g2 ::1_—3

0<p<laal>

Potom posloupnost procesi (X,(t),t € [0,1]™),en konverguje slabé k néjakému
procesu (X (t),t € [0,1]™) na prostoru C*([0, 1|™), kde v spliiuje nasledujict pod-
minku: m

O<7<B—E. (3.13)

Poznamka: UkaZme, e za piedpokladt pfedchozi véty plati m < af. Tato ne-
rovnost bude platit, pokud

2 m
— L7
log2 4:1123
coz mizeme prepsat
2 > 1 Am 110 1 ] )
= —7 _——
= MOk 3 &2 4m

Clen (1 — )™ nabyva pro m = 1 pravé hodnoty 4 a funkce f(m) = (1 — w)

Jje na definiénim oboru [1, +o0o) klesajici (jeji derivace je zdporna).

A

Dikaz této véty provede pomoci nésledujicich tvrzeni a lemmatu.

Slaba konvergence na Holderové prostoru posloupnosti procesii (X, ),en je ekvi-
valentni tésnosti rozdéleni kolekce (X, ),en v tomto prostoru a konvergenci kone¢né
rozmérnych rozdéleni procest (X,,),ei. Nasim cilem je tedy dokézat té€snost roz-
déleni posloupnosti (X)),

Poznamka: V této podkapitole, bude symbol 1, resp. L, znacit prvky prostoru
R" takové, Ze vSechny jejich soufadnice jsou rovny 1, resp. L.

A interval /) na prostoru R” bude znacit mnozinu vSech prvki 1 6 R™ ta-
kovych, Ze 1 lez{ mezi body j a k nebo 1 je rovno j ¢i k. My toto zna‘éenl. buderr%e
potfebovat jen pro pfipady, kdy j a k budou mit bud vSechny soufadnice neza-

porné nebo vSechny soufadnice nekladné, a tedy pro vsechna 7 : 1 <7 < m bude



KAPITOLA 3. VYSLEDKY 50

platit: [7;| < [l;] < [ki|. Podobné, symbol I(;y) bude znacit mnozinu viech 1 € P™
takovych, které lezi mezi body j a k, ale nejsou jim rovny.

A
Nejprve formulujme nasledujici uZiteéné lemma.
Lemma 3.3.3 Mé&jme s,t € [0, 1]™ a oznacme
J={(k-1/2)5, ke N*NI1,1/5]} (3.14)

pro néjaké 6 > 0 takové, ze 67! ¢ N Uvazujme uzaviené koule B(j, 2) v prostoru
R™ se stiedy j € J a s poloméry & 5 v supremdlni metrice. JestliZe ||s — t]|, < 0,

potom
| X(s) = X(t)] <dmax sup |X(z) - X(j)|.
€’ z€B(j, 2)

Dikaz: Vidime, Ze za téchto podminek patfi body s, t do stejnych nebo sousednich
kouli B(j, g) Absolutni hodnota vSech soutadnic bodu (s —t) je mensi nebo rovna
d (protoze euklidovskd norma (s —t) je mensi nebo rovna ¢§). Tedy vzdalenost bodi
s a t v supremélni metrice je mensi nebo rovna ¢ (coZ je polomér kouli).

Predpokladejme tedy, Ze s € B(_],Q) at € Bi, ) Koule B(J,Q) a B(i, )
jsou bud sousedni nebo totozné. A protoze predpokladame ze jsou to koule vudci
supremalni metrice, potom bod & je bud stfedem koule (pokud jsou totozné)
nebo néalezi obéma témto koulim (Jsou uzaviené).

A tak dostavame

X(5)-X ()] < 1X(8) - X @+ x 0 -x DX D X x - x o,

¢imz je lemma dokazano.

Q.ED.
Nasledujici tvrzeni 3.3.4 dokazuje vétu 3.3.2.

Tvrzeni 3.3.4 Posloupnost nahodnych procesi (X,(t),t € [0,1]")nen se spoji-
tymi trajektoriems je tésnd v (CO7([0,1]™), || - |), jesthze jsou splnény ndsledugici
podminky:
(i) Posloupnost (X, (0)) je tésna.
(1) Ezistuji konstanty N,a.3 > 0 takove, Ze jsou splnény podminky (3.11),
(8.12) a (3.13).
Dikaz tohoto tvrzeni vychazi z ditkazii vét (Billingsley, 1968, Th 12.1-12.3)

a vyuziva nasledujiciho tvrzeni.
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Tvrzeni 3.3.5 Uvazujme net ndhodnych velicin (S)ie;, kde
I ={ké/(2L), k e Z™ N [-L,L]"} (3.15)

pro néjaké L € N. Jestlize tento net splriuje pro viechna i',i? € I, viechna € > 0
a néjake konstanty K, «, 0 > 0 ndsledujici nerovnost

K
P(|8i = Su| 2 ) < [T - (157, (3.16)

podminku (8.12) a So = 0, potom existuje konstanta M, kterd zdvisi pouze na
o, 3. K, m takova, Ze

of
P( max |&|zgqggﬁf(é) (3.17)

iel: 0<i<(d)v ex \ 2
pro vSechny m-dimenzionalni vektory v obsahujici pouze 1, —1.

Dikaz tvrzeni 3.3.4: Nejprve ukdzeme, Ze posloupnost je tésna v prostoru spo-
jitych funkei C([0, 1]™) a poté, Ze je tésna v jeho podprostoru C%7([0, 1]™).

Pro tésnost v prostoru C([0,1]™) nam sta¢i ukdzat, Ze pro vSechna kladnd e
a 7 existuje kladné ¢ takové, ze

P(w(X,,0) > 4e) <n Vn e N, (3.18)
kde
w(X,,0) = sup |X,(s) = X,(t)] (3.19)
s,t:|s—t|[2<é

Piipomenime lemma 3.3.3 a pouzijme koule se stfedy j € J (viz (3.14)) a po-
loméry 6 v supremalni metrice. Pokud bude pro § takové, ze 67! € N splnéna

nerovnost
D P( sup [ Xa(s) = Xu(i)| 2 ) <, (3.20)
jeJ SEB(j,%)
potom bude také splnéna nerovnost (3.18). Dokazme tedy nerovnost (3.20).
Potfebujeme omezit kazdy ¢&len ze souctu (3.20). Fixujme n,L,§ >0aj€ J
a definujme si nové proménné S;:

Si = X+ 1) — Xa(j), (3.21)

kde i € I, viz (3.15).
Podle (3.11) dostaneme pro kazdé i',i* € I

P(|Xn(J +11) — Xo(§) — Xa( +12) + X0u()] = €)
P(|Xn(.] + 11) - Xn(.] + 12)‘ Z )

R I

£ 2

P(|Si — Sp| =€)

fl
™

IN
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Ted vyuZijeme tvrzeni 3.3.5. Konstanta M (z nerovnosti (3.17)) nezavisi na L,
a tak ze spojitosti procesu dostavame:

. M [§\%
P( sup |Xn<s)—x.no,||ze)s€—a(-) | (3.22)

i<s<j+vi 2

Protoze kouli o poloméru % v supremalni metrice miZzeme prekryt pomoci nejvyse

2™ &asti ve tvaru [O,g -v] (v € Z™ a obsahuje pouze +1, —1) dostavdme

My (5\°
P( sup [X,(s)— X.(j)| >¢) < —al (—) : (3.23)
seB(j,3) € 2

kde M, zavisi pouze na K, «, 3,1n.

Jednotkovy interval [0, 1]™ miZeme pokryt pomoci 6™ kouli se stiedy j € J

a poloméru g v supremalni metrice, mazeme tedy psat

y c\ aB-m
SPsp e -XGza<2 () . G

jes  s€BG.Y) e* \2
kde konstanta M; zavisi opét pouze na konstantach K «, 3, m.

Specialné pro volbu § = 2'7% a ¢ = K275 dostavame:

. ek My /1 afi—m—oy
P( sup [Xu(s) — Xn()| 2 K27%) < = | : (3.25)
se€B(j,1/2k) Ko\ 2

jeJ
Nésledujici soucet je pro a, 3,7, které spliiuji § — m/a > -, omezeny

+00 /\/[2 1 af—m—aocy
Z o ?2_/& < +00.

k=1

Mizeme tedy pro kazdé e, > 0 najit k& € N takové, Ze ¢ > K27%7 a pravi
strana nerovnosti (3.25) je mensi nebo rovna 7. Jestlize polozime § = 2!~%, dosta-
neme z nerovnosti (3.25) nerovnost (3.20).

Protoze podminka (3.18) je splnéna, je posloupnost tésnéd v prostoru spojitych
funkei C'([0, 1]™).

Dale tedy potfebujeme ukazat tésnost v podprostoru C%7([0,1]™). Chceme
tedy ukazat, Ze pro vSechna kladna ¢ existuje konstanta K¢ takova, Ze trajektorie
procesi (X, (t),t € [0,1]™)nen spliuji podminku (3.10) s konstantami v a K.
s pravdépodobnosti alespon 1 — €.

Vidime tedy, Ze pro vSechna € > 0 existuje konstanta K. > 0 takova, Ze

P(3k e N: max sup [|X,(s) — X,.(j)| > K.27%) <e. (3.26)
J€J seB(5,1/2%)
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Polozme

QO ={w: VkeN: max sup |X,(w,s)— X,(w,j)| < K.27%},
1€ seB(j,1/2%)

potom P(Q) > 1 —e. Déle pfedpoklddejme pouze w € QF. A ukaZme, Ze existuje
konstanta K. > 0 takové, Ze pro vSechna n € N plati

Vs, t € [0,1]": | X, (w,8) — Xn(w, t)| < K.||s — t]|3.

Ke kazdé dvojici s, t € [0, 1]™ miZeme najit konstantu [ takovou, Ze

1 2
ol <|ls—t]l2 < o

VyuZijeme lemma 3.3.3 s § := 2!~ a dostdvame pro w € Q7

VAN

4-max sup |X,(u)— X,(J)|
I€7 ueB(j,1/2)

4-K.27"
4- Kefls — t]3.

[ Xn(s) = Xn(t)]

IN A

Polozme K, := 4K..

Odvodili jsme, Ze pro v < # — 2 mutZeme pro vSechna ¢ > 0 najit konstantu
K. > 0 takovou, 7e kazdy proces (X, (t),t € [0, 1]™) je holderovsky s konstantami
v, K, s pravdépodobnosti alespoii 1 — ¢.

Dale muZeme pro vSechna £ > 0 najit kompaktni podmnozinu C. prostoru
C%7([0, 1]™) takovou, Ze plati: P(X, € C.) > 1 —¢ pro vSechna n € N. (Pro kazdé
kladné ¢ a kazdy proces (X, (t),t € [0,1]™) najdeme podmnozinu C?/Qn takovou,
ze P(X, € Cy.) 2 1~ ¢/2" a polozime C, := M2 Clgn-)

Q.E.D.

Zbyvé dokéazat tvrzeni 3.3.5.

Diikaz tvrzeni 3.3.5: Nejprve si vSimnéme, Zze P(E) N Ey) < P(E;) A P(E3).
A tak pro i,1;, 15, k dostavame z podminky (3.16) nerovnost:

ca

K , .
< o max((li = Ljlz, |l = K2) Yo (327

K. . K )
RS~ il 218~ S 2 &) < (T 0i=1ll0) & (2 (e - ko))

Pro n € [ polozme (pfipomenme, Ze 1 € ;g n) znaci, Ze I lezi mezi body 0 a n)

M. = max min{|S],|Sn — S|}
lE[(Ovn)
M, = max |5

iE[(O'n)
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Podobné jako v (Billingsley, 1968, Th 12.1) ukéZeme, ze
: K
P(M, 2 ¢) < _ln|l5”, (328)

kde konstanta K zavisi pouze na «, 3, K, m. Pfesnéji, konstanta K je takova, ze
K > 3™K a zarovel je dostatecné velka, aby platila nerovnost (3.31).

Pro diikaz (3.28) vyuzijeme indukei. Nejprve ukdZeme, ze nerovnost (3.28) plati
pron : |n| < 16/(2L) (kde |n| zna¢ime (|ni|, [nz|, - -, |nm])). Diky (3.27) mizeme
pro i€ I takové, Ze i € I n) psat:

P 2 &[S0 = §i 2 ¢) < T (max([lila I ~ 1) < S imlis®. (3.29)

Protoze i € I a n jsou takova, ze |n| < 1§/(2L) je zfejmé, Ze takovych i, kterd
lezi mezi 0 a n neni vice nez 2.

A tak diky (3.29) je podminka (3.28) splnéna s konstantou K2™.

Podobné ukazeme splnéni podminky pro vSechna n takova, Ze n| < §/L, jen
s konstantou K3™.

Ted méjme h € I takové, Ze podminka (3.28) je splnéna pro vSechna n € [
takova, Zze n € Ion). A potfebujeme ukazat, Ze potom je tato podminka splnéna
také pro h.

Prostor mezi body j a j+h rozdélime do dvou ¢asti, k tomu vyuzijeme dvou refe-
ren¢nich bod, které ziskame nésledujicim zpisobem. Necht hy je nejvétsi (v abso-
lutni hodnot&) soutadnice bodu h, potom jednim referen¢nim bodem bude bod ry,
ktery bude mit stejné soufadnice jako bod h, jen k-ta soufadnice bude rovna
sign(};,k.)Lﬂfz"—'JI, kde |2]; = |z %] - & a |z| znadi celou &ast &sla z. Druhym
referenénim bodem bude bod ry, ktery bude mit stejné souradnice jako bod 0,
jen k-tou soufadnici bude mit sign(hk)[@h + sign(hx)d/(2L). Protoze predpo-
kladame, ze i € I ai € [ipn), potom bud i € Iig,,) nebo i € [, ny. Navic

3 1 1—%log2(4—3/7n)
feals 10~ vl < Iillzy/1 = = il ) .

PoloZzme:
U, := max min{|S,|S:, — Sil},
i€1<o‘rl)
Uy = max min{|Si = Sl [(Sn = S) = (5 = Suw)l}
1€4(ry.h)

= max min{|S; — S|, |Sh — Si|},

iEI(rz,h)



KAPITOLA 3. VYSLEDKY 55

kde maximum bereme pfes i € I v odpovidajici ¢asti. Viimnéme si, Ze ¢len U, je

podobny ¢lenu Uy, pokud bychom nahradili prvek i prvkem i+ ry. Déle polozme
Dy = min{|Sy,|, |Sn — S|}, 1 =1,2.

Z indukénich predpokladi a z podminky (3.27) dostavame:

)

1 (1—% log,(4—3/m))ag
:)

P02 <) < 2 g
P(D: > £) < = |[nljg”
Cleny U, D; jsme definovali tak, Ze:
min{|S;|, |Sh — Si|} < U, + D, Viv odpovidajici ¢asti.
Tedy pro bod h dostavame
M, < max{U; + Dy, Uz + Dy},

a tedy
P(M,, > ¢) <P(Uy + Dy > ¢) + P(Us + Do > ¢).

Pro vechna e, €2 > 0 takova, %e € = €1 + 2 plati:

P(U+D >¢) < min (P(U, > 1) + P(D, > &3))
€1.,£220:e1 +e2=¢
; (1-1logy(a—3/m))aB -
K 1 3 1082 5
< 1 -— h aﬁ — + . h (a3
- el,szzr(l)’:l;;rl—{—ez:.s (5‘11“ ||2 (2) 58 || H

16220 +ez=e \ €7 \ 2 eSK

. ot . 1 1 aﬁ(l—%log2(4—3/m)) K
< K |lh|| min = + :

A hleddme minimum nésledujiciho ¢lenu:

' 1 1 aﬂ(l—%log2(4——3/7n))+ 1 K
61,622%?51‘?4—62:5 E? 2 Eg [A( '

Potfebujeme tedy najit nejmensi hodnotu ¢lenu:
(G Cy
min | —+-—— |,
0<e, <e e (e —ey)

1 e e 1+
- <C11+C\ + C‘zl—{‘rt) )

Ea

coz je
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Pokud pouzijeme naSe konstanty, dostaneme:

1 0‘5(1—% log(4—3/m)) 1+a
1 K Ta 1 l+a
e (E) * <§> - (3.30)

A potiebujeme takové konstanty, aby ¢len (3.30) byl mensi nebo roven £-2271.
Presnéji tedy potfebujeme, aby:

) af(1=} logg(a-3/m)) \ 1T
o[ (BN (L o <1 3.31)
=) (5 <1 (3.

Pripomenme podminku (3.12) na konstanty o, 3. Mame
2 1
10g2 43@3 - 1 - % 10g2(4 - 3/m)

af >

A tedy
1
D :=af (1 — §log2(4 — 3/m)> > 1.

Nerovnost (3.31) miZeme zapsat ve tvaru

K\Ts N Te N 1\ N
- <= — (= = (= 1— (= :
) =E)"-6) 76" (-0
N
1_(_> >0
2

miZeme zvolit konstantu K takovou, Ze K > 3™K a zaroven je dostate¢né velk4,
aby nerovnost (3.31) byla splnéna. Tedy platnost nerovnosti (3.28) je dokdzana
indukeci.

Protoze

Zbyva si povSimnout, Ze
My < M, +|Sal.

a tudiz plati /
P(M, > ¢) <P(M, > ¢/2)+ P(|Sa] > €/2). (3.32)

Prvni ¢len na pravé strané jiz byl omezen, chybi tedy jen omezit druhy ¢len. A pro
ten mazeme vyuZzit nerovnosti (3.16), abychom dostali:

¢ I( «
P([Sa| 2 ¢) < E—aHnHzﬁ,

¢imz je tvrzeni dokazano.

Q.E.D.
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3.4 Martingalové aproximace

V prvni ¢ésti této podkapitoly ukdzeme zobecnéni Doobovy nerovnosti pro adap-
tované procesy s nelinedrnim ristem rozptylu. Jedna se o zobecnéni véty od Pe-
ligradové a Uteva, viz tvrzeni 1.4.15. Peligradova a Utev maji ve svém tvrzeni
podminku (1.11), jako normujici ¢len pouzivaji n*/2. Podminka (3.33) nasi véty se
ligi tim, Ze jako normujici ¢len vyuziva ¢len \/no, (a tedy povoluje nelinearni rist
rozptylu).

Ve druhé ¢asti ukdzeme princip invariance pro neadaptované procesy a nakonec
se podivame, jaké existuji rizné moznosti aproximace posloupnosti martingalovymi
diferencemi, jaky je mezi nimi vztah a zda nadm zarucuji principy invariance ¢i
centralni limitni vétu, resp. za jakych podminek.

3.4.1 Zobecnéni Doobovy nerovnosti

Véta 3.4.1 Necht (X,)ien je staciondrni posloupnost nahodnych velicin adapto-
vangch na filtraci (F;)ien, poloime S, = > | X;, a 02 = ESZ. Predpoklddejme,
ze
E Sn Fo)
$ESIE _,, .

n=1

Potom existuje néjakd pomalu se ménict neklesagict funkce [ takovd, Ze pro vsechna
n € N takovd, Ze 2771 < n < 2" plati:

E (lrg;a%x 52) < n(2||X1||g+l(2r)(1+\/—) )2 (3.34)

kde o
Z SQ’|f° ||2. (3.35)

=0
Funkce | miiZe byt definovina ndsledovné:

I(n) := max l(k), (3.36)

0<k<n
kde I(-) je pomalu se ménici funkce takovd, Ze o, = /nl(n).
Ne? za¢neme dokazovat vétu, dokdZeme tfi pomocné lemmata.

Lemma 3.4.2 Necht (X,)ien je staciondrni posloupnost nahodnych velicin adap-
tovanijch na filtraci (F)ien, necht S, =3 X; a o = ES?. Predpoklidejme, Ze
plati podminka (3.33), potom :

[E(SnlFo)ll2 = o(om).
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Dukaz: Oznacme si
Vo = |[E(Sa|Fo)ll2
K = |5 — E(S:]Fo)ll2.
Potom 02 = V2 + K2 a tedy podminku (3.33) miiZeme zapsat:

+00 1
— < +00.

Y ¥
n=1" K722+Vn2 n=1 T 1+%‘;

{5 1B(Sn|Fo)] 2
n=1 TLO'n

Nasim cilem je ukazat, ze

Vi 1
S =———\—— 0 pron — +oo.
On 1+§§

Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze

1
+ 0 pro n — 400.

1+ %

P
»
DE]: ©

Predpoklddame tedy, Ze existuje néjaké kladné ¢ a néjaka posloupnost (nk)ren /
+00 takové, Ze pro vSechna ny z této posloupnosti:

1
> €.

/ Kz,
1+ W"
'ILI\:

Po dpravé dostavame:

(3.37)

pro vSechna ny.

-2 .
Déle vySetfeme, jak se chova posloupnost <%) . O posloupnosti (V,,)nen
142 ne

vime (viz (Peligrad and Utev, 2005, L 2.6)), Ze je subaditivni, tedy V;;; < Vi +V;
pro véechna 7, 7 € N. Pro posloupnost K? miiZeme psat:

K%, = |1Sis — B(Sissl Fo)ll3
i+j
= EZ(PkSi+j)2
k=1
; i+
= EZ(kaH].)Q +E Z (PiSie)”
k=1

k=i+1
i J
= EY (PSi,)* +E) (BS;)°
k=1 k=1

> 1S, — E(S;|Fo)llf = K7
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Dostavame tedy, nerovnost:

K{:_J > ma.x(Kl, KJ)

Pro zlome

K12+] > a‘X(KzzaKJQ)

Vi, T Vit v)?
max (K7, K7)

4max(V3?,V}?)

_ 1o (K K
2 min( 0y,

>

Tato nerovnost plati pro vsechna ¢, 5 € N. Proto, pokud oznac¢ime

K? K?
An:: Zl<l<nw_4w

potom mohutnost této mnoziny je pro kazdé n € N alespon [—lﬂ
My predpokladdme posloupnost (nx)ren pro kterou plati podminka (3.37), tedy
pro vsechna n; existuje alespon f’—;ﬁ] indexti 7 : 1 <1 < ny, pro které
K? 1—¢?
(3.38)

L <4
Viz— 62

Pokud je splnéna nerovnost (3.38), potom plati:

\/1+ \/1+41 —¢?

A tak dostavame
+ 00 +00

L 55 L Mt = M (3.39)
n=1n4/1+ {)g‘ k1 Ukl 2

Nutnou podminkou pro konvergenci levé strany nerovnosti (3.39) je

= 1. (3.40)

. LTS
lim
k—+co TNy
Pro kazdou posloupnost (ng)ren, pro kterou je splnéna podminka (3.40) existuje
néjaké ky € N takové, Ze

+00
2A+l _

Smeiom, gR 202
mn = 2k+l '
k=Fko k+1 k=ko
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Jelikoz
oo ok+1 _ ok too g
2 e = g
k=ko k=ko
rada

+00

1

n:ln@/l‘f‘%

diverguje také, coz je spor s predpokladem. Tvrzeni je dokézano.

Q.E.D.

Pfipomenime, Ze diky tomuto lemmatu a Wu a Woodroofeovi (Wu and Woodro-
ofe, 2004, L 1), viz lemma 1.4.12, vyplyva z podminky (3.33) existence pomalu se
ménici funkee I(z) takové, ze o, = y/nl(n). Snadno nahlédneme, 7e potom také
funkce definovana v (3.36) je pomalu se ménici.

Lemma 3.4.3 Jsou-li splnény podminky véty 3.4.1, potom pro funkci | definova-
nou v (3.36), pro A, viz (3.35), a pro vechna n € N takovd, Ze 2771 <n <27
plati:

. [LOINAY
ES; <n <HX1||2 + 5 Ar> : (3.41)
Dutikaz: Tvrzeni dokéZeme indukci. Pro » = 0 a n = 1 nerovnost plati. Predpokla-
dejme tedy, Ze pro né&jaké » € N nerovnost (3.41) plati pro vSechna n € N takovi,
7en < 271 A dokazme, Ze plati také pro viechna n € N takova, ze 2" 7! < n < 27,
Podobné jako Peligradova a Utev (Peligrad and Utev, 2005) v diikazu véty 1 ma-

7eme psat (pfipometime, ze [(n) a A, jsou neklesajici):
[|E(Sar1 [ Fo)ll2 < V21277 (A, — Ay

a diky tomu dale dostdvame (vyuzitim stacionarity a Cauchyovy-Schwarzovy ne-

rovnosti:

||Sn||§ < ||Sn—2"‘1 +S‘n.—5n—2r““g
S HSn—Z"_‘Hg + ||S-77,-Sn—2r*l ”% +2E(Sn—2""1 (Sn - Sn—2r_1))
< ||Sn—2"—1||§ + ”Sn—sn—r—‘“% +2E (E(S'n—QT—‘(Sn‘S'rt~2r—1)|fn-—2r—1))
< |[Su—ar-tl3 + [1S2-1115 + 21| Snzr-1 (2] [E(Sz-1] Fo) |2
[(2r! L (2! :
< =27 (Il A ) w2 (0 e )
. l_(2r—l) —_17/or—1
F2v/n =2 ([[Xalle + =5 A ) VI YA, - A
J(2r-1 :
< TL<HX1||2+ (2 )Ar—1> +
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+2n <||X1Hz + l<2;_1)Ar—1) (QT_1>(AT — A1)

n (||X1|[2+ Z(;T)ATY.

Q.E.D.

Lemma 3.4.4 Necht (Y;)I, je ndhodny vektor s konecnymi druhymi momenty
takovy, Ze pro kazdé i: 1 < i <n je ndhodnd veli¢ina Y; méritelnd vici o-algebie
Fi = 0(X;,j < 1), kde (X,)ien je staciondrni proces, ktery spliuje podminku
(8.33). Necht n < 27. Jestlize pro viechna a,b takové, e 1 < a < b < n a pro
néjakou kladnou konstantu C plati:

(Z Y) < CHb—a+1), (3.42)

potom pro A,, viz (8.35), a funkci I(-) definovanou v (3.36) plati:

n—1
E) (S, —8)| <

1=1
Diikaz: PouzZijeme indukci. V indukénim kroku ukézeme platnost ponékud obec-
néjsi nerovnosti nez je nerovnost (3.43), a to nasledujici nerovnosti, kde podcet
s¢itanca & je mensi nebo roven n a nerovnost plati pro véechna prirozend j takova,
ze 7+ k < n. Potom

Z(%')CnAr. (3.43)

JH+k—1

E ) Yi(Sjk = 51)

l=j+1
kde s je takové, ze k < 2°.
Pro k = 2 a libovolné j takové, Ze j + 2 < n nerovnost (3.44) plati, nebot
EY; 11X = E(YjnE(X;i2|Fj)
< AYjallz - [[ECX [ Fo)ll2

Ll )cms, (3.44)

< CAla'l < @C2A1

Déle piedpokladejme, Ze lemma plati pro vSechna k € N takova, Ze k < 2571
azafixujme k : 2°7' < k < 2°An. Mizeme psat (pro véechna pfirozend j : j+k < n)

Jtk—1 gHk—2°"1-1 jHk—1
SYSu-8) = Y, YilSpkea = S)+ Y YilSik - S)+
[=j+1 [=3+1 l=j+k—25—1
jHk—28"1-1
+ Y YiSk = Sjika)
l=j+1

= [1+[2+Ig
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Z indukéniho predpokladu dostavame:

[(2571
e < U - Jotk — 2 a,
127
el < 00,
Tteti clen muZeme omezit:
J+k—25"1-1
ELl < [[Sjih — Sjik-as1]l2 Z Y
I=j+1 )
< CVk — 25712512571 (A, — Ayy)
(21
< ( )C/c(As — A, ).

2

Q.E.D.
Dukaz véty 3.4.1 Dikaz této véty probiha podobnym zpusobem jako dikaz véty
(Peligrad and Utev, 2006, Th 1). Ozna¢me

1
M, = max |S;| a K, = max ~E(max S?).
1<i<n 1<j<m j 1<i<y

Nejprve ukazeme, Ze pro viechna n : 277! < n < 2" plati

ot (2 :
B (s 57) <0 (1t v (s S0 ) )

Potom dostaneme:

1 1) \?
K, < 22K, +4 <||X1||2 +-3 AT>

a odvodime, zZe

KE < 21Xl + (2)(V2+1DA,).

Tim bude véta dokazana.
Pro diikaz nerovnosti (3.45) pouzijeme podobnych argumenti jako Peligradova
a Utev v (Peligrad and Utev, 2006, dk Th 1) a nerovnosti (Dedecker and Rio,
2000, (3.4)). Jedinou zménou je pouZiti lemmatu 3.4.4 misto lemmatu (Peligrad
and Utev, 2006, L 2.2), tedy lemmatu s konstantou {(2").
Polozme Sy = 0 a ozna¢me
M} = max SF =max(0,5),...,S,)

n 1<j<n
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M, = max (—5;) = max(0, =S1,..., —S,).

1<5<n J

Vyuzijeme nésledujici nerovnost z (Dedecker and Rio, 2000, (3.4)):

(M) <4(ST)? -4 M X,

k=1

A pouzitim podobné nerovnosti také pro M, a seétenim M, a M, dostaneme:
M2 <A(S,)? = 4> (ME, - M )X,
k=1

Protoze X, = (S, — Sk_1) — (Sn, — Sk), miZeme psat

ZZ:I(M:—I - M) Xk =

T

- D (M = M )(Sn = Sk-1) = (Sa = Sk))

k=1
n—1 n
= S (M = MO)(Sh — Se) — > (Mg = M )(Sn = Sk)
k=1 k=1
n—1
= Z((A/[lj- - /WA-_) - (/V[I;tl - JWI;—]))(SH Sk)
k=1

A tedy pro Dy = (M — M} )) — (M — M,_,) dostavame

M2 < 4(S:)* =4 Di(Sn = Sk).

k=1

Snadno vidime, ze

< ((Mb+ ~ MMV (M = M)

< max |S; — Sl
a<i<h

Diky stacionarité dostavame:

1<i<b—a

b 2 2
E(Z Dk) §E< max Sf) (b ) Ky < (b— @)K

k=a+1
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A z lemma 3.4.4, kde polozime Y, = Dy prok e Na C = Kn%, dostavame

2r 1
< (2 )nKﬁAr-

n—1
EY " Di(Sa— Si)
k=1

A tedy (s vyuzitim (3.41))

1(27)
2

2
EM? < 4n <}|X1|’2 + AT> + 202" nKE A,

Q.E.D.

Poznamka: Zobecnéni této nerovnosti mélo byt vyuZito pro diikaz zobecnéného
principu invariance od Peligradové a Uteva, véta 1.4.14. Magda Peligradova se ale

domniva, Ze podminky (3.33) a (1.11) jsou ekvivalentni.
A

3.4.2 Princip invariance pro neadaptované procesy

Nasim cilem je ukazat princip invariance pro neadaptované procesy. Presnéji, do-
kazeme vétu podobnou vété (Wu and Woodroofe, 2004, Cor 3), viz véta 1.4.13. Wu
a Woodroofe dokazali princip invariance pro adaptované procesy. My zde ukazeme
za podobnych predpokladt princip invariance obecné pro neadaptované procesy.

K tomu vyuZijeme martingalovou aproximaci neadaptovanych stochastickych
procesu s nelinedrnim ristem rozptylu, kterou predstavil Volny ve své préci (Volny,
2006, Th 3). Pro dtkaz principu invariance pro neadaptované procesy budeme
potiebovat nejprve zobecnit nésledujici lemma, viz (Wu and Woodroofe, 2004,
L 5).

Vysledky této kapitoly jsou obsaZeny v praci (Klicnarova and Volny, 2007).

V celé této ¢asti predpokladame nahodné veli¢iny X takové, ze E(Xy| F_oo) =0
a BE(Xo|Fio) = Xo, jingmi slovy, e plati X, = 3, __ P, X,.

Piipomenime také, ze o-algebry F;, viz (1.6), jsou definovany tak, ze F; C Fiyq
pro v8echna i € Z a projekce P; jsou definovany:

Pif = E(f|F:) — E(f|Fi-1).

Lemma 3.4.5 Necht posloupnost (X;)ien je adaptovand na filtraci (F;)en o necht
pro néjake q > 1 plati:

[|E(S.]Fo)ll2 = o(v/nlog™n).

Potom existuje martingal My, Ma, ... se staciondrnimi priristky, pro ktery plati:
1S, — M|z = o(\/nlog'~9n).
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Pro neadaptované posloupnosti ziskdme toto lemma v nasledujicim tvaru.
Lemma 3.4.6 Predpoklddejme, Ze pro néjaké q > 1 plati:
E(Sa|Fo)l|2 = o(v/nlog™n) a |1S, — E(Su|F)ll2 = o(v/nlog™?n). (3.46)

Potom ezistuje martingalovd aprozimace My, M,, ... se staciondrnimi priristky,
pro kterou plati ||S, — M,||2 = o(v/nlog' ™9 n).

Dukaz: VyuZijeme stejného postupu jako Volny v dikazu véty (Volny, 2006, Th 5).
Nahodné veli¢iny (X)ren si rozlozime jako Xy = X, + X, kde X, = E(X;|F)
a X, = X, — E(Xi|Fs). Potom posloupnost (X, )sen je adaptovana na filtraci
(Fi)ren a splitnje podminky lemmatu 3.4.5, tedy existuje martingal (M, )iey ta-
kovy, Ze

1S, — M2 = o(v/nlog"~n). (3.47)
Déle definujme veli¢inu Z; = UkVX{)', kde operator V je definovany v (1.10).
Potom posloupnost (Zj)iexn je adaptovana na filtraci (Fi)ren. A podobné jako
Volny v tvrzeni (Volny, 2006, Cor 1) dostaneme:

E (Z Zk|.7~'0>
k=1
kde S, = > | X, A tedy dostavame

Tedy posloupnost (Zx)ren splituje také podminky lemmatu 3.4.5, a tedy existuje
martingal (M, )ren se striktné stacionarnimi pfirdstky, ktery spliuje

=11, = B(Su|Fa)lle,

2

= o(v/nlog~7n).

2

13" 2 = My|lo = o(Vnlog!™n).
k=1

Tento martingal miizeme psat jako soucet martingalovych diferenci:

k
M =" D,
i=1
kde plati; D? = UDZ,. Piipomeiime, 7e X, = UXy a Z, = UFV Xy, tedy
X, =V 'U~?*Z,. Uvédomme si, Ze

VD{ =) UTRUTD{ = S UTPRDI =U DY,

€L €L
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PouZijeme-li tedy stejnou transformaci pro martingalové diference (jako pro veli-
¢iny Zy), dostaneme
D, =V'U*DpZ = D?.

Lemma je dokdzano.

Q.E.D.

Dale si pripomerime lemma 6 z prace (Wu and Woodroofe, 2004), které také
potfebujeme pro diikaz principu invariance.

Lemma 3.4.7 Necht (Yy)ren je stacionarni posloupnost s nulovou stiedni hodno-
tou a konecnymi druhymi momenty. Polozme T, = % -_ Y;. Potom

jsn

d
E(maxT7) <d ) 2%7(|Tyl}3,
§=0

kde d = [log,n|.

Dtikaz: Viz (Wu and Woodroofe, 2004).

Ted tedy formulujme a dokazme princip invariance pro obecné ne nutné adap-
tované posloupnosti. Dikaz probiha obdobné jako ditkaz principu invariance pro
adaptované posloupnosti, (Wu and Woodroofe, 2004, Th 3), ovSem musime vyuzit
lemmatu 3.4.6.

Véta 3.4.8 Jestlize f € H oo © H_oo a plati podminka (3.46) pro néjake g > 2,
funkce f € L, pro néjaké p > 2, potom pro o, := ||S,||2 evistuje konecnd limita
0% = limy, 00 UTLQL a proces

1
Sn(t) = ;;SLntJ
konverguje v distribuci k Wienerovu procesu na prostoru DI0, 1].

Dukaz: Polozme R, = S, — M, kde M, jsou definoviny v lemmatu 3.4.6, D,,
jsou jejich prirtistky a oznac¢me

Déle budeme znaéit G, resp. K,, rozdéleni procesu S,, resp. procesu M,, na
prostoru D[0, 1]. Potom podle principu invariance pro martingalové diference (viz
napt. (Stépan, 1987, V V1.5.6)) K, 2y pro n — +00, kde ¥ je rozdéleni Wiene-

rova procesu.
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A tak ndm bude stadit, pokud ukéazeme, ze

P (max | > 5) -0

k<n o,

pro vSechna ¢ > 0.

Necht v = § — 5. Polozme a = a,, = [27™] a b = b,, = [2077]. Potom

JIE%‘R | < max. [{Rak} + ax ‘P'«alwi—j — Rak’} .

Protoze

maX IRak+] - Rakl < max IA/[ak-i—j ]V[akl + org?}a ISak+j - Sa.A:I

< I ax Ia i ll" + ax 4

pro vSechna k, dostavame

M, - M
(max]R]>3522)§P( max MMl )+

j<am 1<j,k<2m | —kl<a 22

+P( {?25>+P(m IRﬁf“Iz),
j<am 9% a ka 22

prvni ¢len na pravé strané konverguje k nule z principu invariance pro martingalové
diference.
Pro druhy ¢len dostavame:

ElXy P

egp

g P
P (max )& > f) < a_me( EJXIJP m(1-L+p)
€

7<2m 27 a

tedy tento ¢len také konverguje k nule pro m — +o0.
Zbyvé ukdzat konvergenci tietiho ¢lenu. Vyuzijeme lemma 3.4.7, pfipomenme,

ze d = |log, b|, a dostadvame:

. 1 Rae|\?
P (ma;x ,Raf"' > 5) < —2E <ma.x | _n1‘|>
k<b 27 € k<b 22
d—1
82 277’1 Z 2 HRGQ"

i a2
52 27712 100 (g— l) 2)

_ i.a-bﬁl"< 1“'>:0<m4‘2%,

82 om mQ‘1—3

VAN

IN
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protoZe z konstrukce konstant mame ab = O(2™), d = O(m). Pro ¢ > 2 nam tfeti
¢len také konverguje k nule, a tedy véta je dokazéana.

Q.E.D.

3.4.3 Diagonalni aproximace

V této Casti se podivame, jakymi riznymi zpusoby lze aproximovat stacionarni
posloupnost posloupnosti martingalovych diferenci a ukdzeme, jaké vztahy plati
mezl jednotlivymi typy aproximaci. Pro jednoduchost znaceni budeme pouzivat
operatory y a Ry definovany v 1.8 a 1.9.

Definice 3.4.9 Rekneme, Ze pro funkci [ ezistuje slaba diagondlni aproxi-
mace, jestlize existuje posloupnost prirozenych cisel (ky, ky, = o(n))nen takovych,
Ze je splnéno

(Z) pro fn = Zf;—kn PLf madme

1 .
——Hsn(f - fn,|||2 — 0,
On

(ii) pro f, =mu, + g, —Ug, s

An
)
my = E POU f;
Z.:_kn
kn k'rr,"i kn_l kn_i
gn = E E P—iU]fn_ § E PiU_]fna
i=1 7=0 1=0 j=1

ge llgnlle = 0(0n>-

Definice 3.4.10 Rekneme, Ze pro funkci f ezistuje silnd diagondlni aprozxi-
mace, jestlize existuje takovd posloupnost (dy,d, = 0(n))nen, Ze pro vSechny po-
sloupnosti (kn)nen, pro které je k, > d, pro vSechna n € N platt

(i) pro fn = Zf;_k P.f mame

5uf = £)lla = 0,

(ii) pro fn =My + Gn — Ugn, kde

kn
m, = Z PU'f
l:,,_kl:n—i kn—1kn—1 ,
g = DD PUf=Y > PUTf,
i=1 j=0 i=0 j=I

Je ||gn||2 = O(Un)'
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Definice 3.4.11 Rekneme, Ze funkce f md Wuovu- Woodroofeovu aprozi-
mact, kratce WW-aprozimact, jestlize

|Qo(Sn()l2 = 0(an) a||Ra(Sa(f))ll2 = o(0n).

Tvrzeni 3.4.12 Jestlize funkce [ ma slabou diagondlni aproximaci, potom mda
take WW-aprozimaci.

Dukaz:

1Qo(Su(M)ll2 = 11 > QAU

(=—00 j=1
—kn n 0 i+ky ,
< IS OQCRUAI+I D>, O RUL+
iz—20 j=1 i=—ky,+1 j=1
0 n .
Y (> RPUHIL
i=—kn+1 j=itk,+1
P [1 + 12 + [3

A snadno vidime, Ze

Li+13 < [1Su(f = £alll2
Iy < [Ugall2 = {lgnll2-

Tedy diky predpokladu tvrzeni dostavime, Ze |[Qo(Sn(f))ll2 = o(oa), pro clen
||R(S,(f))||2 dostaneme vysledek analogicky.

Q.E.D.

Tvrzeni 3.4.13 FEmistuje funkce f, kterd ma WW-aprozimaci, ale nemda silnou di-
agondlni aproximaci. Jingmi slovy, existuje proces, ktery ma WW-aprozimact a zd-
rover pro kaidou posloupnost (d,, = o(n))nen muzeme najit posloupnost (k. )nen
takovou, %e k, > d, a pokud poloZime f, = > " , Fif, potom

L5u7 — flla 0 nebo lgnll2, o

OTL

Poznamka: Predpokldddme, Ze obdobné tvrzeni neplati pro slabou diagonalni
aproximace, a tedy predpokladame, 7e slaba diagonalni aproximace je ekvivalentni
s WW-aproximaci, ale tento vysledek jesté neni dokoncen.
A
Duikaz: Sestrojme proces, ktery ma WW-aproximaci, ale nema silnou diagonélni

aproximaci.
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Méjme funkei e takovou, Ze |le||; = 1 a zérovedi e € Hy © H_,. Oznacme pro
1,7 €N
K; = |expj?],
i-1
Nz' - QZK]+1,
7=0
1
b, = —
7 ]2

a polozme Ky, Ny =0, by = 1. Ted definujme funkce f;, f, pro i € N:

K, ! Kol
fi = Z(az)eoTkﬁ— Z k_+leoT"“, (3.48)
k=1 k=0
fi = fioT N (3.49)

A polozme
400
f= Z bi f; + boe.
i=1

UkaZeme, ze funkce f ma WW-aproximaci, ale nemé silnou diagonalni apro-
ximaci. Poznamenejme, Ze jsme funkei f definovali tak, Ze je Fy-méfitelna, proto
pro ovéifeni WW-aproximace sta¢i ukazat, Ze ||Qo(Sn(f))||2 = o(on).

Nejprve se podivejme, jak se chovaji funkce f;. Z konstrukce funkei (f,);en
vidime, Ze ~
fi€e H.on, © H_n, 22k,

Tedy
7 k =
fioT* € Hony © H n, o5, 4k
So(fi) € Honwn © Hon—op,41-
MuzZeme si také vSimnout, Ze pouze pro

jE[=N;+n,—N;+n—2K+2/U[-N;, = 1, -N; — 2K, + 1]

jsou j-té projekce funkei S, (f;) nenulové, tj. P;(S,(f.)) # 0.
Navic si viimnéme, Ze pro n,j € N existuje 1 takové, ze:
1P (Sal I = [1P5(Salfo + FII3 = (1 +95)%,
kde y; je koeficient projekce P;(S.(fi)). Z konstrukce funkce f; plati
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Pro WW-aproximaci potiebujeme dokazat, Ze ||Qo(S,(f))l|2 = o(o,).
Nejprve pripomenme, Ze

|15 ()12
HSn( : 2

[15a(f) = Qo(Sn(/))]l2,
[15(f) = Qo(Sa(f D]z + [|Qo(Sn(F))]]2-

Potiebujeme tedy odhadnout ¢leny [|Qo(Sn(f))||2 & ||Sa(f) —Qo(Sn(f))||2- Nej-
prve odhadnéme ¢Elen ||S,(f)—Qo(Sn(f))|l2- Z vyse uvedenych poznamek je zrejmé,
7e staci odhadnout cleny || P;(S,(fo + f:))|[3 pro j > 0.

>
<

Fixujme n € N. Potom miZeme najit / € N takové, ze N; < n < N;;,. Nejprve
uvazujme 7 € N takové, ze

n> N, +2K;, tedy i <71 —1, (3.51)
a, odhadneme
Tl—Ni n—Ni B
S BSUIE = ST IP(Salfo+ P (3.52)
J==N;4+n—2K,+1 j=—N;+n—-2K;+1
n—Ni

= 2 Z (1+ yj>2 +(1+ y'rz—,-’\’;~1\’,,—i-l)2 + L.
j=—Nyn—Ki+2

Diky (3.50) miizeme psat pro vSechna j € N:
142y, < (1+;)? <14y

A tedy dostaneme

'anL'
352) < 2 Y  (ry)+ 0 ven-rn) 1

j=—Ni+n—K;+2

- 22(1——[i£>+<1;m %>+1

k=3

K,
]’-}—1 1
K — 1—— log +2——log([\ +1)

,32

IN

= 2K, - l((21\, — 1)log(K; +1) =2 > logj)

32

< 2K, - l((2K ~— D log(K; +1) — 2z logz — ]y
i2

I +l)

2K, — (2K, = 1) log(K, + 1) — 2K, + 1) log(K: + 1) +
1
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1

2K; — 3log(K; + 1)

< 2K — :
02

n—N;
(352) 2 2 Y (1+2) + (1+ nngopr) + 1
Jj=~Ni+n—-K;+2
1 2 & q
= 2 1-=) = -2y -
> (-34)+ (-2«

k=j k=1

IV

( 2 & ) 9
1——Zlog +2 = (1 + log(Ky))

J=

= 2K, — ((21{ 1) log( »~221oa]—1)+1)

2
> ZKZ-—Z,—Q((ZKZ-—l)log(K)—2[a:Iocr:v—w]K 1)

2

4Ki + 2 IOg K’i

> 2K; — 3

Dostavame (pfipomerime, ze K; = |expi?|)

K
(3.52) ~ 2K; + O (mgm) .

Tedy pridavek viech takovych f; k &lenu |[S,(f) — Qo(Sn(f))||3 je piblizné

I-1 -1
P 4Ki+210g["i 4K1 +210ng
(2[\1 — 0 ) 2 N[ -1 E ;
1

2
2 ]
.=l

1=

72

K-
~ N1+O( 1 ) (3.53)

log K4

Ted se podivejme na piipad, kdy 7 je takové, Ze nespliiuje podminku (3.51).
Jestlize @ > I + 1, potom [[S.(fi) — Qo(Sn(fi))|l2 = 0. A tedy staci studovat

pripad, kdy i = /. Tento pfipad rozdélime do tfi ¢asti.
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1. Necht n = N; + K.

V tomto pfipadé pouzijeme podobnych kroki jako v predchozim pripadé
a dostaneme:

TL-—N1

2 ¢ ! 3 7~ 1 7
Ki—ghis 30 IBSUo+ Il < i 7z (K ~log(K; +1)).
J==—N;+n—-K;+1
(3.54)
Pro [|S,(f) —Qo(Sa(f))]|3 jsme tedy ziskali, pfipomerime, Ze v tomto pripadé

jen ~ KjalogK;~ I?

1500 = QS MIB > (353) + K1 — =K (359)
K 2
z n+0 (log;([_1> B ﬁ}\[
= n+o(n).

2. Necht N; < n < N;+ K.

Potiebujeme odhadnout ¢len

n—Ny

> IP(Sa(fo+ FO2, (3.56)

kde v tomto piipadé je n — N; < I{;, a tak pouZitim podobnych argumenti
jako vyse dostavame:

K, K,

1
(3.56) < n—NJ—% > >t

=N~ R+ k=
['\'[

1 Ki+
AL T
j=N;j—n+K;+1
1 g
< n—Nj— ﬁ((n - /Vl)log([\l + 1) - []3 logz — x}l[\ijf;lw/\fﬁi)

1 ., . .
= = Ny = (= Ny~ Fp = 1) (log(K +1) -
—log(K;—n+ N;+1)) +n— Np))

K K

1
(3.56) > TL—NI’_]_22’ Z ZE

G=N;~n+K;+1 k=j
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N 2 ul K;
= n_Nl_ﬁ Z log -

. —1
j=Nntk+l

2 .

> n—Nyp— ﬁ((n — Ni+1)log(K) = [zlogz — 2’:—714-le1)
2

= n—Ny— —=((n— Ny — K;+1)(log(K;) —

72
—log(K;—TH—N]— 1))+H~N[+1).
A tak mame:
1
n— Ny — ﬁ(n — Ny) < (3.56) <n— Nj.
V tomto piipadé mame pro ¢len |[S,(f) — Qo(Sn(f))|]3:

15205 = Qo(Sul/NIE > (353)+n— N, — =(n—N))  (357)

I
K4 1
> 9) _ m—
Z N+ <10g](1_1) ]2(71 N[)
= n+o(n)
. Necht N, + K; <n < N;+2K;.
Ted potiebujeme odhadnout ¢len
n—Ny
> P (Salfo + I3, (3.58)
j=1

tentokrat je n — N; > K, proto tento ¢len musime rozdélit na dvé ¢asti, a to
néasledujicim zptisobem:

S PASa(fo + FOIB =

=2 RS+ T+ 3 IS + f)IE,

kde umime odhadnout prvni ¢len na pravé strané, protoze se jedné o stejny
odhad jako v (3.54). Odhadnéme tedy druhy ¢len na pravé strané. Tento ¢len

muzeme vyjadiit jako

n—N;—K; n—N;—K; ! 1\',1 2
2'_ — —— —_
Soo+y)t= )] (1 - k) . (3.59)
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(3.59)

(3.59)

IN

IN

IN

A%

IV

v

_+_

j=1 j=i
n—N[—*K[
1 Kr+1
(=N —K)- 5 Y log=t
j=1
1 n—-N;—K;
(n=Ni=Kj) = | (n=Nr—K;)log(K; + 1) ~ ) 1Ogj>
7=1
log(K; +1
(n—NI—KI) (1**———0( []2 )>+
1 .
+ ([zlogz — z]7~ ™~ +log(n — N, — K}))
B log(K; +1
(H—N[—]&]) (l—ijgﬁ—)> +
1
]2 ((I’L Ny— [\3—}-1) lOg(’Il—-/V]—](/) — (n—N,—[Q) + 1),
n—-N;—K; Ky
2 1
2 ( - 727;)
J=1 =
9 n-—-N;—K; ]{1
— Ny — K;)— —= log K
(n I \[) 72 ; Obj )
(n—N;—K;)— —((n — Ny = K; —1)log(Ky) —
n—Np— K -1
- Z logj+ 1+ log Ky)
j=1
. 2log(Ky), 2 NN, — K,
(n—NI_]\1>(1_T) ]2([51310%3? zp MR

+log(n — N; — K;) + 1+ log Ky)
2 log(K7)
)t

2
[2 ((7?—]\7 —[\1-{*1) IOg( /VI—}<[)—<’I'L—/V]—K[)+2+10g [\,1) .

(n— Np— K)(1 -

Ted vezméme konstantu ¢ : 0 < ¢ < 1 takovou, ze n — N; — K; = cK;,
a dostavame

(3.59)

<

<

log(K;+1 1
CK[<1__%§%%i;l>.+YE«QK,+1)bg@R})—cK)+1)

1 1 .
cK; — I (cl(1—1+CK1 log E_IO%'(CRI)> '
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2log(K 2
(3.59) > cK; (1—%) 72 — ((cK 4 1) log(cK ) —cK;+2+log K;)

[ 2log(K)\ 2
= cfx,(l—#) ]2((cK1+1)(Iogc+ log Kj)—cK+2+log Ky)

2 1
> cK;— 72 (cK1+cK110gE—1og(cK1) —log]\’j—2>
) 2 1
> cK;— — [ ¢K(1+log-)
12 c

2 1
> CK[ -~ ]—2“ (CI(](]. -+ E)) .
A tak pro ¢len (3.58) mizeme odvodit:

K(c+1)——(K1(c+1) + K)) < (3.58) < (c+ D)K.

Pro viechny ¢leny ||S,.(f) — Qo(S,(f))|[% dostavame, n ~ K;(c+ 1),
15.F) ~ QulSuDIE > (358) + Kple+ 1) = (i + 1)+ 1) (3.60)

> n+0< Ky )—%umcm) (3.61)

= n+o(n).

A tak jsme odvodili, ze pro vSechna n € N plati

[1Su(f) = Qo(Sul( )]z = 1 + o(n).

Ted se zabyvejme ¢lenem ||Qo(S,(f))||2- Pro odhad velikosti tohoto ¢lenu po-
uzijeme nésledujici nerovnost: z;,vy; > 0: (z; — v:)? < (2% + y?). A dostaneme

1Qo(Su(N)II3 < ZI

kde 17 = Y20 [I1B(Sa(F))I3.
Odhad ¢lenu I7* rozdélime opét do tri casti.

1. Nechf 7 je takové, Ze n > N; + 2K, coz znamena, ze ¢ < [ — 1. V tomto

N, 1 K 1 2
r<2y’ <2—2 Y. ?E) . (3.62)
=1 k=j

pripadé
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2 K; K,
I < ¢_4((1+10g[‘/2’)2+210g2_ i)

7 —1

) |
(1 +2log K; +log" K; + (K; = 1)1og* K, — ) " log® j)

<
2 2
< 24(l—FQIOCTR +log? K; + (K; — 1) log? K, —
~[zlog? x — 22 log z + 2z] )
2
< 74(2 + 2(K; + 1) log K; + log® K, — 2K;)
5K;
< :
S =

Tedy ptidavek ¢lenu I je maximalné (z konstrukce K;)

I— -2 _
5K SK; = 6K 6n
< < : 3.6
Z STEAPPE I E RN

2. Necht 7 je takové, ze n < N;, to jei > [ + 1. Potom

K; j+n 11 2 L%J L%! 1 9
ZHDNE )Z SR [} )

(3.64)

IA
3
TN
.

|

—

()

+

S| =
f

—_
N—
+
/_\
[\]

!
3|
N—

1=K,

A pro ¢len J?
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< [3jualz] 2-ve [%J

A tak jsme pro tento pfipad ziskali

n 2
' < 24nlogn

A pridavek takovych f; k velikosti ¢lenu ||Qo(S,(f))]|2 je maximélné (protoze

n < Ny
+1) 400 9 +0o0 9 Zn
Z %anogn <n Z 3 < T (3.65)
i=1+1 i=1+1

3. Necht t = 1. Pron: K; <n < N;+ 2K; miZeme psat

K

1Qo(Sn(fD)If3 532 <;2,{) . (3.66)

=7

A dostaneme stejné jako v (3.62)

QoS (I < 5

Zbyva tedy odhadnout velikost &lenu ||Qo(Sn(f1)]|3 pro piipad N; < n < K.
Pak dostavame:

1 n K, Ki—n Ki—j+1 1
IQo(Su(IE < ]—4{22< 3 ;) +2z< 3 E) 4
7=1 k=K;—3 7=1 h=K;—j—-n+2
2
n n 1
2 _
% (%1)
j=1 k=j
Ny—n K;—j3+1 1
< [477 + 2 Z 7 Z 1—2}
=1  k=K;—j-n+2
Ki—n

on [ 1 1 )

=T 2+Z_: (A’,—j—n+1 Ki—j+1
Ki—n

271
SN DY }

2n
< T [3+log(A1—n)]

3n
<

F .
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Pro vSechna n jsme dostali:

9 20n o n
1Qo(Sa(fNI2 = =7 =0 (7)

Protoze I — +oo (ptipomerime, 7e [ — 1 < logn < I + 1), kdyz n — +o0,
dostavame Wuovu-Woodrofeovu aproximaci.

Snadno nahlédneme, Ze diagonalni aproximace neexistuje. Pro kazdou posloup-
nost (d,)neny mizeme najit podposloupnost (k,)nen, kde k, zvolime nasledujicim
zpusobem. Najdeme [ € N takové, ze Ny < n < Ny, a polozime k,, := N; + K.
Potom pro n = Ny, a pro dostatecné velka I plati:

0

Ky

(N; + K)) 1—<[j1)2 > L

J=Ki1=Ni=K;

Y

> (N/+K)) <1 — (log(K 41— K;—Ny) —log(KIH)))

(I+1)?
’ 1 exp I* ?
~ (Np+Kp) (1 T+ 1)2(1 exp (I + 1>2)>

T
5"

Tedy neexistuje diagonalni aproximace.
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