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Abstract

Weak convergence of probability measures

The t hes is is divided into t hree par ts. The first par t of the thes is compiles some
basic facts about wcak convergence. The sccond chapter reminds definitions and
proposit ions for weak conve rgence of processes on different fun cti on spaces . lt is
divided into sections depending on the types of spaces. Own results are presented
in four sect ions of the last chapter . Tbe first sect ion studies t he convergence of
supreme pr ocesses. We consider t he weak convergence of stochastic processes on
S01ne function space and investigate condit ions for the weak convergence of t heir
supreme processes . The stable convergence, a stronger convergence than t he weak
convergence, is a to pic of t he second section of t his chapter . There are st ud ied
condit ions for the stable convergence in famous cent ral limit t heorems and for the
stable convergence of pr ocesses. In the next section, we show t he condit ions for
the t ightness of the seq uence of stocbastic processes in t he Hčlder space. The last
section introdu ces resul ts abo ut martingale approximations of stat ionary proces-
e . \ "Ie show generalization of Doob 's inequ ality given by Peligrad and Utev in

(Peligrad and Utev, 2005). Another result is a proof of non adapted vers ion of inva­
riance pr inciple from (Wu and Woodroofe, 2004) . Finally we show different ways of
rnar tingale ap proximations of stationary sequences and t he relations arnong those
approximat ions .
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Úvod

V této práci se zabýváme slabou konvergencí v teorii pravděpodobnosti. V první
části připomeneme základní definice a základní t vrzení, kt erá jsou známá a po­
třebná pro práci se slabou konvergencí. Nejprve představíme slabou konvergenci
jako poj em z teorie míry, po té se zaměříme na slabou konvergenci v teorii pravdě­

podobnosti. Také se podíváme na poněkud si lněj ší konvergenci než je slabá, a t o
na stabilní konvergenci.

V druhé část i práce se zabýváme definicemi a tvrzeními, kt erá se tý kají slabé
konvergence na konkrétních prostorech , především se zaměřujeme na slabou kon­
vergenci procesů , tedy slabou konvergenci na různých prostorech funkcí. Podka­
pito ly 1.2 a 2.2 vycházejí z velké část i ze semináře , který na toto téma vedl doc.
Lachout na MF F UK.

Poslední kapitola je kapitol a vlastních výsledků . J e rozdělena do čtyř po dka­
pito l. V prv ní podkapi tole se zabýváme konvergencí suprema náhodných procesů.

Zde předpoklá dá me , že posloupnost náhodných procesů slabě konverguj e a ptáme
se, za jakých pod rnínek také slabě konverguj e proces vzniklý jako suprema z pů­

vodního procesu. Tuto problematiku studujeme zvlášť pro různé prost ory funkcí.
V další podkapi tole se věnujeme již zmíněné stabilní konvergenci. Konkr étn ěji

s zajím áme o to , ve kterých známých cent rálních limi tních větách a za jakých pod­
mínek lze slabo u konvergenci nahradit konvergencí stabilní. Také se zde věnujeme

stabilní konvergenci procesů.

Ve třet í část i této kapitoly ukazuj eme podmínk y pro těsnost posloupnosti n á­
ho lných procesů indexovaných prvky množ iny [0, l]mv Holderově prostoru.

V poslední část i se v ěnujeme mar tingalov ým aproximacím stacionárních pro­
ces ů a zobec ňujeme Doobovu nerovnost a princip invari an ce pro stacionární pro­
cesy. Tak ' stud ujeme různé typy martingalov ých aprox imaci a ukazuj eme vztahy
mezi těrn i to typy aproximace.
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Značení

(C(T) ,Ps)
Cc(T )
(D (T ), ds )

II Jllp
IIJII
F( ~Y)

Q(X )
IT A
JC ( ~Y )

c;./y )
(Lp, II . lip)
(l+ (T) ,Ps)
/\
(O,A ,P)
P(T)
pC ,.)
x, X o : Sl --7 X
x
.4
AO
uA
E*

E*
P*

P*
f I\g := rnin(f,g)
f v .rl := rnax (f , .rl )
l:cJ
r:c1

prostor omezených spoj itých funkcí se supremální metrikou
reálné spojité funkce na T s kompaktním nosičem

zobecněný Skorochodův prostor

Lp-norma funkce t, spec. \/r-j-If-IP-d-/-L, P E [1 ,+(0)

supremální norma, spec. sup, IJ(x) 1
uzavřené množiny na X
otevřené množiny na X
indikátor množiny A
kompaktní množiny na X
rozdělení náhodné veličiny X

prostor funkcí , pro které je Ii i /Ip < +00
prostor omezených funkcí se supremální metrikou
Lebesgueova míra
pravděpodobnostní prostor
potenční množina množiny T
obecná metrika
obecná zobrazení (ne nutně mě řiteln á)

topologický prostor
uzávěr množiny A
vnitřek množiny A
hranice množiny A
vn v jší střední hodnota
vnitřní střední hodnota
vnéj ší pravděpodobnost

vnitřní pravděpodobnost

dolní celá část čísla x
horní celá část čís la x
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Kapitola 1

Základní definice a tvrzení

V první část i této kapitoly připomenemeslabou konvergenci z hlediska teorie míry,
v d ruhé část i se zaměříme na slabou konvergenci v teorii pravděpodobnosti. Poté
se budeme zabývat definicemi a tvrzeními vztahujícími se k stabiln í konvergenci
Cl v poslední část i t éto kapitoly připomeneme základní pojmy z ergodické teorie.

1.1 Slabá konvergence v teorii míry

Nej prve si připome ňme , jak je definována slabá konvergen ce posloupnosti funkcí
v obecné teo rii míry. ás led uj ící dvě definice m ů žeme najít např. v (Lukeš and
rVIalý, 1993, Def 12.12 , Def 12.13) .

D efinice 1.1. 1 Nechť (T , p) j e prostor s m írou, 1 ::; p < +00 a q = P~ l (q = +00 ,

pokud p = 1). Nechť In, I E Lp(T) . Řekneme, že funkce (In)nENkonvergují slabě

k funkci I v i.; j estliže

V na ~ 111 případě se ovšem nebude jednat o tut o klasickou slabou konvergen ci ,
a le p ůj d nám o tzv. slabou* konver gen ci.

Definice 1.1 .2 Nechť l Lj e a -konečná m íra na prostoru T a nechť In,I E L+oo(T).
Ř kn tne, že posloupnost funkcí (In) nEN ko nv erguj e slabě* k funkci I , j estli že

Poznámka: Pom ocí pojm ů z oblast i funkcionální analýzy m ů žeme slabou konver­
genc i chápat následovně. Buď X Banach ův prostor a X * jeho (topologický ) duál ,
II chť :C1/' :1: E ./Y a Fn , F E ./Y*, pot om ř íká me, že
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](APITOLA 1. ZÁKLADNÍ DEFINICE A TVRZENÍ 5

O) (Xn)nEN konvergují slabě k x, jestliže F( xn) -7 F (x ) pro každý funkcionál
F E X *,

(ii) (Fn)nEN konvergují slabě* k F , jestliže Fn(x) -7 F(x) pro každ é x E X .

V dalším textu budem e potřebovat také následující pojmy, proto připomeňme

jej ich definice .

Definice 1.1.3 Řekneme, že míra J.L na prosto ru X je regulární, pokud pro kaž­
dou měřitelnou množinu B :

J.L( B ) = sup J.L( F) = inf tL( C) .
F c B , F EF(rY) B cG, GE9(X )

Řekneme, že míra J.L j e Radonova, poku d pro každou měřitelnou množinu B :

J.L( B) = sup J.L( ]( ).
K cB , K EiC(X)

D efinice 1.1.4 Řekneme, že topologický prostor (tY ,Q(X)) je regulární, pokud
pro všec hn y prvky x E X a každou uzavřenou množinu F , F E F (X ) takovou , že
;r; tJ- F, exis tují otevřené množiny Cl )C 2 E Q(X) tako vé, že

x E Cl 1\ F C C 2 1\ Cl n C2 = 0.

Topologický prostor (X ,Q(tY )) se nazývá normální, pokud pro každé dvě uza­
ui né rnnožiny Fl )F2 E F (tY) takové, že Fl n F2 = 0, existují otevřené množiny
C l) C 2 E Q(X) takové, že plat í

Cl n G2 = 0 1\ Fl C Cl 1\ F2 C C 2 .

Podív jme se dále jak se definuje slabá konvergence pro posloupnost měr na
lok álu v kompaktním prostoru T , viz (Lukeš and Malý, 1993 , Def 17.1).

D fin ice 1.1.5 Nechť C(T) je pro sto r všec h spojitých funkc í na prostoru T a F j e
nějaký je ho lineární podprostor obsahující podprostor Cc(T) , což j e prostor všech
spojitých funkcí na T s kompaktním nosičem. Řekneme, že zobecněná posloupnost
Radon ových m ěr (ll'a)O'EA na T konverguje F-slabě k Radonově míře u , j estliže

i f dtto --4 .hl dp, Vf E F.

Existuje- li F-slabá limita, je určena jednoznačně.

P oznámka: j častěj i používané slabé konvergence jsou násled ují dvě

• tzv . slabá, kd F = C(T),

• tz v. vágní , kd F = Cc(T ).

ly s budeme zajímat o tu první. Vágní konvergence je podrobněj i studována
např. v (Top ee, 1970).



KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ DEFINICE A TVRZENÍ

1.2 Slabá konvergence v pravděpodobnosti

6

J ak už jsme zmínili výše , v teorii pravděpodobnosti se používá slabá* konvergence
z teorie míry, ale mluví se o ní jako o slabé. Budeme-li t edy zmiňovat slabou
konvergenci pravděpodobnostních měr , pak to bude konvergence, která odpovídá
definici 1.1.5 + (slabá) .

Ještě bychom měli podotknout , že pokud mluvíme o slabé konvergenci (či kon­
verge nc i v distribuci nebo v rozdělení) náhodných veličin nebo náhodných elementů

(znač íme ~), pak t ím myslíme slabou konvergenci odpovídajících rozdělení (zna-
v ' 10 )
CIl1l e ---+ .

ež uvedeme definici slabé konvergen ce i pro obecně neměřitelné náhodné ele­
men ty, připomeneme definice vněj ší a vnitřní pravděpodobnosti a střední hodnoty.

Definice 1.2.1 Nechť (Sl, A ,P) j e obecný pravděpodobnostní prostor a ./Y : Sl -7

}R* j e obecné zobrazení. Vnější střední hodnotu náhodného elementu X vůči

miie P definujeme:

E*./Y = inf{EU, U 2:: X , U : Sl ---+ }R* meřiteln é a E U existuje} .

Vnější pravděpodobnost obecné množiny B c Sl definuj eme následovně:

P*(B ) = inf{P (A), B c A , A E A}.

Vnitřní střední hodn otu a vnitřní pravděpodobnost potom polo žíme:

-E*(-X)

1 - P*(D\B).

Definici slabé konv rgence pro obec né náhodné elementy, m ů žeme najít např.

v (va n d r Vaart and Welln r , 1996, Def 1.3.3 ). P ozn amenejme j eště , že se vždy
požaduje , aby lirni tní náh odná veličina byla mě řiteln á.

Definice 1.2.2 (Slabá konvergence) N et n áhodn ých elementů (Xo,)a EA kon ver­

guj e slabě k TrL Vři te lné náhodné veličině ./Y v (X , Q(X )), zn . ./Ya ~ X tehdy a jen
tehdy, pokud

lim inf P * (./Yo E G) 2: P (X E G) \:jG E Q(X ).
o EA

1< overení slabé konvergence pravděpodobnostních měr se velmi často pou­
žívá tzv. Portrnantcau lemma , viz např . (Hoffman-Jo rge nse n , 1994, §5.2) , (TOPS0C,

1970 T h .1), (van der Vaar t and Wellner , 1996, Th 1.3.4).
N -ž uved me Por trn anteau 1 mma, připomeňme j eště následující definice:



!{APITOLA 1. ZÁKLADNÍ DEFINICE A TVRZENÍ 7

D efinice 1.2.3 Řekneme, že funkce f : X -T JR je zdola polospojitá v bodě x,
pokud pro všechny nety (Xa)aEA takové, že X a -T x, platí:

f( x) ::; lim inf f( xa ) .
a EA

Podobně, funkc e f je shora polospojitá v bodě z , pokud pro všechny nety ( X a) a EA

takové, že X a -T x, platí:
f( x) 2 lim sup f( xa ) .

aEA

Portrnanteau lemma tvoří následující dvě věty.

Věta 1.2.4 (Portmanteau lemma) Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) x; ~ X V (X ,9(X)) ,

(ii) lirn infoEAP* (X a E G) 2 P (~Y E G) VG otevřené,

(iii) lim SUPoEA P* ( ~YQ E F ) ::; P (~X" E F ) VF uzavřené,

(iv) lirn infoEAE*f(XoJ 2 Ef (~Y ) pro všechny f zdola omezené zdola polospojité,

(v) lim infoEAE*f(X n) 2 Ef(X ) pro všechny f omezené zdola polospojité,

(vi) liln suPoEAE*f(Xn) ::; Ef( ~Y ) pro všechny f shora omezené shora polospo­
ji tě,

(vii) lim SUPoEA E* f ()(n) ::; Ef(X ) pro všechny f omezené shora polospojité.

Věta 1.2.5 Z každého tvrzení věty 1.2.4 vyplývaj-i následující dvě tvrzení:

[inii) lin10 EAP * ( ~Yo E B ) = limoEAP * ( ~Yo E B ) = P(X E B) VB borelovské
s P(8B ) = O,

(ix) linIoEAE*f ( ~Yo ) = lin10 EAE* f (Xo ) = Ef(~Y) pro všechny spojité omezené
[unkc t

Navíc (viii ) => (i:r). A pokud X je metrický prostor, potom také (ix ) => (i).

D ůkaz věty 1 .2 .4
, Ci) {=> (ú )" Tak j slabá konvergence definován a.

,,(ii) {=> (iii)" Tuto implikaci dost áv áme díky tornu , že uzavřené množiny jsou
dop l ň ky množin otevřených .

,(i'z) {=> ('li)' a ,,(v) {=> (vii )" Opět z komplementarity.

, Ov) => (v)" J asné.
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lim sup E*f ( .X~a ) <
a EA

,, ('0 ) ==> (i'O) " Mějme funkci f zdola ome zenou zdola polospojit ou, potom pro do­
statečně velkou konstantu c > O můžeme ps át:

a z (v) máme
liminfE*(f 1\ c)(X a ) 2: E(f 1\ c)(X ).

aEA

Protože f = limc-+ + (f 1\ c) a X je měřitelné ,

lim E(f 1\ c)(X) = Ef(X ),
c-++oo

a tedy platí dokazovaná implikace.

,,('Oú ) ==> (iú) " Indiká tor uzavřené množiny je omezená shora polosp ojit á funkce.
Analogicky ,,(v) ==> (ii )" .

,, (úi ) ==> (vii )" Buď f : X ---+ [0, 1] sho ra polosp ojit á funkce. Pot om pro všechna
E N:

a (f 2: ~) j uzavřená množina. Pro všechna l\ můžeme tedy psát (pozn. E* je
subad it ivn í):

(
I N )

lim sup E * 7\T L TI (J(Xo) ~Ň)
a EA l v n =O

1 N
< - L lim sup E* TI (J(xo ) ~ Ň )

N n=O aEA

1 N

< lV L ETI (J(x ) ~ Ň )
n=O

1
< Ef(.X") + N '

t clv pla tí ('Oú) .

Q.E. D.

Důkaz věty 1.2.5
,(ú), ('iú ) ==> (1iii )' Buď P ( ~\ E 8B) = o. Potom

P (X E B ) P(./\ E BQ)

< lirn inf P *CYa E BQ)
a EA

< lim sup P *(./\a E BQ)
n EA
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< lim sup P*(X a E B )
aEA

< P(X E B)
P(X E B),

9

a protože první člen je roven poslednímu členu, všechny nerovnosti jsou rovnostmi.

,, (vú i ) ==> (ix)" Nechť f je spoj itá omezená funkce , předpokládejme bez újmy na
obecnosti, že f : X ~ [1/4, 3/4] . Potom existuje nejvýše spočetná množina N
taková, že p ro všechna t E [O, l ]\N :

P(f (X ) = t) = O.

P ro všechna E > Om ů žeme najít dělení in t ervalu [O, 1] takové , že

Potom

N N

~(t i - ti- I )ITU2: ti ) < f <~(ti - ti-dITU2: ti- d <~(ti - ti- 1)ITU2:td + E.

i = l i = 1 i = 1

Z požadavků na f a ti víme, že

Pro vš chna E > O díky (viii), t ed y dost áváme:

N

~(ti - ti-dP( f( )() ~ ti)
i= 1

N

'"' (ti - ti-d lim P*(f (X n ) ~ ti)
~ n EA
i= 1

< lim E*f( ./Yo )
oEA

< lim E*f(Xn)oEA
N

< '"' (ti - ti-I) lim P*(f( ./Yn) ~ t i) + E
~ oEA
i = 1

N

~(ti - ti-1)P(f(./Y) ~ ti) + E .

i = 1

Zvolím -li posloupnost (E ll )nEN takovou , že En ~ O pro n ~ +00, potom do­
távám lillloEAE*!(Xn ) = lilnoEAE*f(·)(o), což se rovná Ef(X).

"Ci:c)+ X norm ální ==> (ii )" Předpokl ád áme , že X je metrick ý prostor. Pot om platí
ryson ovo I nuna , viz např . (Kelley, 1997 , chap . 4, L 4). Díky tomu m ů žeme pro
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každou otevřenou množinu G a pro každé kladné é najít spojitou funkci f , která
bude na množině X\G nabývat nuly a jedničky na nějaké uzavřené množině F
t akové, že F e G a zároveň (připomeňme, že každá borelovská míra na metrickém
prostoru je regulární , viz např. (Štěpán , 1987 , 1.7.1)):

P(X E G) :::; P(X E F) + é .

Potorn dostáváme díky (ix):

lirllinfP*(Xo E G) 2:: lirninfE*(f(Xo ) ) = Ef(X) 2:: P(X E F) 2 P(X E G) - é .
DE A a EA

Q.E.D.

Zachování slabé konvergence Je známo, že spojité zobrazení zachovává sla­
bou konvergenci , viz např. (Billingsley, 1968 , Th 5.1).

Věta 1.2 .6 B ud' h měřitelná fu nkce z prostoru D do prostoru E . A označme

Dll mno žinu bodů nespojitosti funkce h. Potom, j estl iže posloupnost měr (J-Ln)nEN
na pro storu D konverguje slabě k míře ~L na prostoru D , tj. Mn ~ M, a pokud
1',(Dh ) = 0, potom také ~Lnh-l ~ ~Lh-l.

P řipomeň me že i zobecněná slabá konvergen ce pro ne nutně měřitelná zobra­
zení s zachovává při spojitém zobrazení. D ůkaz probíhá naprosto stejným způso­

b 111 jako v případě m ě ři teln ý ch náhodných veličin , viz (van der Vaart and Wellner ,
1996, Th 1.11.1 )

Věta 1.2.7 (O spojitém zobrazení) Nechť h : D -t E j e sp oj ité ve všech bo­

dech množiny Do c D . Jestliže x, ~ X , kde X nabýv á hodnot v množině Do ,

potom h()(o) ~ h(./Y) .

Jednoznačnost limity

žcly kd ž uvažuj 111 něj akou konvergenci , tak je rozumn é požadovat j ednoznač­

nost limi ty, J ak je to tedy s j ednoznačností limity u slabé konvergence? Je zřejmé ,

ž sla l á konv rg nce, o kt ré tacly poj ednávárn e, je slabou konvergencí pravděpo­

do l nost ní h měr , a pokud uvažujeme slabou konvergenci náhodných veličin , pak
., j dn á o labou konvergenci indukovaných měr. Tudíž, když požadujeme jed­
nozna č no t , požadujeme j ednoznačnost limitn í míry, v případě náhodné veličiny

je lnoznačnos t rozcl ě len í lirni tní veliči ny.

Věta 1.2.8 Bud X tiorm álni topologický prostor, nechť net zobrazení (XoJaEA

konverguj slab ě k nějaké regulární míře L (./Y ) na tomto pro storu. Potom je roz­

dělení L ()( ) určeno jednoznačně a platí

VG E 9 ( ~Y ): P (./Y E G) = sup[ Iim sup P ' {X, E F), F e G, F E F (X )}.
oE A
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Důkaz: Pro všechny otevřené množiny G a pro všechna e > O existuje (protože
limitní míra je regulární) H E F(X) tak, že

P(X E C) :::; P(X E H) + c, HeC.

A protože prostor je normální , existují také množiny Q a F takové, že platí:

Q E 9(X) ,F E F(X) : H c Q c F c C.

Tedy

P (X E G) - E < P(X E H)

< P(X E Q)

< lim inf P*(X a E Q)
aEA

< lim sup P *(Xa E F)
aEA

< P(X E F )

< P(X EG).

Q.E.D.

Věta 1.2.9 Buď X regulární prostor a nechť ne t zobrazení (Xa) a EA konverguje
s labě k nějaké Radonově míře L (..X·), potom je rozdělení L (X ) určeno jednoznačně

a platí

\:jG E 9(..X·): P (.x" E G) = sup[ Iim sup P *(X'l E F ),F c C , F E F(X)}.
oE A

Důkaz: Pro všechny otevřené množiny C a pro všechna kladná E exist uje (neboť

mira j Radonova ) I-I E K (X ) tak, že

P(G) :::; P(H) + c, fl c G,

a pl' tož H j kom pak t ní potom z regul arity prostoru exist uj í množiny Q a F
t akové, ž platí:

Q E 9 ("Y ), F E F (X ) : H c Q c F c G.

Tedy

P (.X" E G) - E < P(X E H )

< P(X E Q)

< lim inf P *(./Ya E Q)
o EA

< lim sup P *(./Yn E F)
a EA

< P(X E F)

< P (./Y EG) .

Q.E.D.

r .« I I ,,'
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1.3 Stabilní konvergence

12

V této části se podíváme na konvergenci o něco silnější než je slabá konvergence.
J ed ná se o stabiln í konvergen ci. Tato konvergence je známá především díky Hallovi
a Heydemu, kteří ji (pro reálné náhodné veličiny) představili ve své knize (Hall and
Heyde , 1980).

Stabiln í konvergence pro reálné náhodné veličiny je definována následovně , viz
(Hall and Heyde , 1980 , str. 56):

Definice 1 .3 .1 Mějme kolekci (Xn)nEN reálných náhodn ých veličin defin ovan ých
na st ejném prostoru , X; : (O,A ,P) ----t (IR,B(IR )), kt eré konverguj í v distribuci

k náhodné ve ličině X , tj. Xn ~ X. Tuto konvergenci n azveme stabilní, jestliže
pro všec hn y body x, které jsou body spoji tosti dis tribuční funkce lim itn í náhodné
veličiny .,X~, CL pro všechny množiny E E A platí:

lim P ({.X'"n ~ x } n E) = Qx(E) existuje
Tl- +

a zároveň Q:z;(E ) ----t P(E) pro :r ----t +00 . Značíme X n v~s X .

(1.1)

Jprv i ukažme příklad posloupnosti náhodných veličin , která konver guje
slab v ale n konverguje stabilně .

Příklad : M ějm náhodn é veli činy na ([O, I ), A I [O ~ 1]) takové , že:

/Y2k (W )

/Y2k + 1(w)

<I> -I(W) ,

- <I>- I (W ),

kd e <I> je distribuční funkce náhodné velič iny s norrnovaným normálním rozdělením.

I<až lá náhodná v li čina x; m á nonnované norm ální rozdělení , tedy x; ~ X. Ale

P ({)C2k < O} n [O ' ~ ]) = ~ a P( {X2k+1 < O} n [O' ~ ]) = 0, tedy Xn~s X .

ní t ěž ké si rozmys let , že limitní náhodná veličina nemusí být jediná. Pro

lirni tní náho lnou v li činu s jed ná jen o jej í rozdělení , naprost o stej ně j ako u slabé
k nv rg n . Mám -li posloupnost náhodných veličin , kt er á konver guj e slabě, ne­
boli v di stribuci , k nějaké náhodné veličině , p otom to , zda je konvergence také
stabiln í vůb c nezávisí na limit n í náhodné veličině . St abilit a konvergence je vlast­

no tí pouz posloupnost i náhodných veliči n.

Jak se ukazuj ,s touto konver gencí úzce souv isí také Ll -s labá konver gence , viz
. b d d ál V ' V -Lldefinice 1.1.1 pro ]J = 1 tuto konvergenci u eme na a e zna č it ----t •

ná 1, lujících pozn ámkách uk ážeme základní vztahy mezi t ěmito konver gen-

ccm i. cj prvc j eště připomeňme definici Ll-konve rge nce.
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D efinice 1.3.2 Řekneme, že reálné náhodné veličiny (Xn)nEN konvergují v Ll
k reálné náhodné veličině X , pokud:

EIXn - X I -7 °pro ti -7 +00.

Poznám ka : Jestliže exp (it ./Yn ) V=J1 exp(itX) '\ft E IR , potom X; ~ X.

P oznámka: Výše definovaná Ll-slabá konvergence je slabší než Ll-konvergence.
Jestliže platí EIXn - XI -7 0, potom zřejmě EXnTIE -7 EXTIE pro všechna E E A.

aopak z L l-slabé konvergence nevyplývá Ll-konvergence. Uvažujme posloupnost
náh odných veličin (./Yn)nEN definovaných na prostoru ([0 ,1) , AI [0, 1]) nabývajících
po uz hodnot ± 1 takových, že pro každé n E N:

+ 1
2/1 -1_ 1 [2j 2j + 1)

'\fw E U -. .. 271, I 271, J

J=O
271 - 1_1-1 U [2j +12j + 2)'\fw E .,211 J 2n

j =O

Potom tato posloupnost konverguje Ll-slabě k náhodné veličině X = Os .j., ale
II k nv rguj ve smys lu Ll -konvergence .

Poznámka: Vrátíme-li se k předchozímu příkladu , kde jsme ukazovali posloupnost
náhodných velič i n , které konvergují slabě, ale nekonvergují stabi lně, potom vidíme,
v EV· n -I- E "/" lT v , v XV-~ I Vz ./\. 2k 11[0 , ~1 r . ./\. 2k+ I 11[0 , ~I ' coz znamená, ze 17, -r ./\. .

Příklad : važujm na pro toru ([0, 1), "" 1[0 , 1]) náho dn é veličiny takové, že:

~X(w)

n2 '\fw E [o,~) ,
ti

O\/w E [~ ,1] ,
O s .j.

. v - s r I vV-loJ I V t v EX lT ----". EX lT
otom .X 11 --+ ./\ , a e ./\. Tl -r ./\. , pro oze 71,11 [0,~ ] T 11[0, ~] .

~ztah 111 zi stabilní konverg ncí a Ll-slabou konvergencí popisuj e následující
Hun a, viz (Hall and H yde, 1980, Th 3.1):
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Lemma 1.3 .3 Nechť x; ~ X na prostoru (O, A , P). Potom x; v~/ X tehdy
a j en tehdy, pokud existuje náhodná veličina X' na rozšíření prostoru (O,A ,P)
taková, že L: (X ) = L:(X') ,

\Jt E IR : exp(itX n) V-=-fl exp(ux', = Z (t) ,

a EZ (t )IT E j e spojitá funkce t pro všechny množiny E E A.

St abilní konvergence však byla zn áma už dříve , než publikovali Hall a Heyde
svou knihu. Původně ji představil jako stabilní konvergenci jevů Rényi v roce
1963 (Ré ny i, 1963). (Stabilní konvergence Halla a Heydeho pro posloupnost reál­
ných náhodných veličin odpovídá této konvergenci pro posloupnost jevů.)

Definice 1.3.4 (Rényi) Řekneme, že posloupnost jevů (An)nEN na pravděpodob­

nostním prostoru (O,A ,P) konverguje s tabilně, pokud pro každý j ev B E A
platí:

P(An n B ) -t p(B) pro n -t +00 ,

kde l l (- ) j e nějaká míra na prostoru (O, A).

(1.2)

abiln í konvergencí se zabývalo více autorů . Někdy se setkáváme s Q-st abilní
konverg ncí , kd Q c A a požaduje se , aby limi ta (L l) existovala pro všechny mno­
žiny E E Q. (Potom pro Q = A se jedná o již představenou stabilní konvergenci ,
pro Q = {0, O} jen o konvergenci v distribuci. )

D efinici tabilní konv rgen ce na ob ecn ém metrick ém prostoru uvádí např. (Mor­
d cki 1999) ( ačkoliv v to mto článku se zabývá konkrétně prostorem D (IRffi )).

D finice 1.3.5 Řekn tti , že náhodné veličiny (Xn)nEN s hodnotami v nějakém

ttu trick ém prostoru (D , d) konvergují stabilně k náhodné veličině X , pokud

E( Y~ .f( )(ll)) -t E(Y/( ./Y )) \Jf E C( D) , pro všechny měřitelné omezené n. v. Y.
(1.3)

Poznámka: Všim n ěme i, že v této definici již také záleží na limitní náhodné
ve l i č i n ě. Tentokrát se už tedy nejedná o stejný případ j ako je definice Rényiho.

cl efi u ic i 1.3.1 mohl a být limitní náh odnou velič inou kter ákoliv , kter á měla li­
m itní rozd Vl ní. Zd je tornu již jinak. Zde t o musí být konkrétní náhodná veličina

(v podrninc (1.3) n požaduj lne pou ze existenci limity, ale požadujeme její kon­

kl' it ni hodnotu ).

ašim cílem dále je pracovat s defini cí stabilní konvergence, která odpovídá
R éniyho definici, a tedy i definici Halla a Heydeho.

Podívejme se t dy j eště jednou , jak vlastně souvisí defini ce 1.3.1 stabilní kon­
vergence pro reálné náhodné velič iny s definicí 1.3.5 st abilní konvergence na obec­
ných met rick ých prostorech. V obou d finicích požadujeme, aby náh odné veličiny
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konvergovaly v distribuci. V definici 1.3.1 pro reálné náhodné veličiny se navíc
požaduj e, aby:

P((Xn ::; x ) nE) ---t QE( X) , (1.4)

pro všechny x body spojitosti distribuční funkce limitní náhodné veličiny X a aby
bylo sp lněno, že QE(X) ---t P(E) , pro x ---t +00.

Pokud chceme zob ecni t tuto definici , potřebujeme ji nejprve získat v jiné formě.

Tato defini ce vychází vlastně z definice konvergence distribučních funkcí v pod­
stat v, kt er á je ekvivalent ní slabé konvergenci odpovídajících pravděpodobnostních

m ěr. D finici 1.3.1 m ů žeme t edy přepsat následujícím způsobem.

Lemma 1.3.6 Mějme kol ekci reálných náhodných veličin (Xn)nEN, které konver­
guj í v distribuci k náhodné veličině ./Y. Potom řekneme, že konvergují stabilně,

pokud pro všec hny měřitelné množiny E existuje náhodná veličina X E taková, že:

rf (Xn)dP -t rf( ./YE)dP pro všechnyfEC(JR) ,
JE JE

navíc

r K[XE~xl dP ---t P (E) pro x ---t +00.JE
idírn že první podmínku tohoto lemmatu snadno použijeme pro obecné ná­

ho ln ' v li činy. Druhá podmínka vyj adřuj e jen požadavek , aby náhodné veličiny

./YE byly skoro jistě konečné. Tu to podmínku m ů žeme zajistit například tím, že
bud m požad ovat n áhodn é veličiny X E t akové, aby měly stejné rozdělení jako
limit n í náhodná v ličina X. V dalším textu budeme te dy používat následující de­
finici stabiln í konv rgenc ob ecných náhodných veličin.

D finic 1.3.7 Řekneme , že náhodné ve ličiny (Xn)nEN s hodnotami v nějakém

m etrick ím prostoru (D , d ) konvergují stabilně k náhodné veličině ./Y, pokud
pro ka ždou m ěiiiclnou množinu E existuje náhodná veličina X E , kt erá má stejné

rozd il ní jako n áhodn á veličina X a plat í:

(1.5)

akto zob cněná definice stabilní konvergence odpovídá pro reálnou přímku

defin ici 1.3.1 a n ní ekvival ntní s definicí 1.3.5 , jak už bylo zmíněno výše.
~ i n jol n ěj š ím č lá nk 111 k probl emati ce stabilní konvergence reálných ná-

hodných v li čin j č lánek (Aldous and Eagleson, 1978). V poslední době se touto
I robl rnatikou zabývali např . Dedecker a Merlevédeová v práci (Dedecker and Mer­

I v' 1 , 2002).
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1.4 Stacionární posloupnosti
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V mnoha aplikacích slabé konvergence se zj išťují podmínky, za kterých stacionární
poslo up nost splňuje centrá lní limitní větu nebo pr incip invari ance. Tedy podmínky,
za kterých součet, resp. něj akým způsobem normovaný součet náhodných veličin,

které tvoří stacionární posloupnost , slabě konverguje. K tomu lze použít nástroje
vycházející z teo rie, která je zde prezentována v předchozí část i nebo tzv . ergo­
dické teorie. V této části se zaměříme na základní pojmy a výsledky ergodické
teor ie potř bné ke zj išťování slabé konvergence součtu stacionární posloupnosti
náhodných veliči n. (Rovnosti náhodných veličin jsou ve smyslu s .j., což už dále,
pro jednodu host značení , nebudeme psát. ) Nejprve připomeňme definici stacio­
nárního procesu.

D efinice 1.4 .1 Řekneme, že proc es (./Yt , t E IR) j e stacionárn í (striktně staci ­
onární) , pokud j eho rozdělení j e invariantní vůči posunutí, tj. pokud pro všechna
n E N, pro všechna tl , t 2, . . . .t; E IR a pro všec hna d E IR :

vazujm d y n a m ický systém (D, A,T , P ), kde (D,A,P ) je pravděpodob­

nostn í pro tor a T j bim é ř i te lné bijekt ivní zobrazení T : D -r D, které zachovává
m íru. To znam ná že pro všechna A E A platí: P(A) = P(T (A)).

D finice 1.4 .2 Řekneme, že míra P j e ergodická, jestliže všechny invariantní
rnno žiny A E A , tedy mno žins) A E A pro něž platí: T(A) = A, mají míru P(A)
rovnu buďO nebo 1.

Připom tun že pro tor rn L2(P) rozum íme Hilbert ů v prostor funkcí s koneč­

n\T111 druh ' 111 1110111 nt m v mí ře P , t cly

D efinic 1.4.3 Ř ekneme, že a-algebra M C A j e invar iantní vůči zobrazení T ,
j tliž M e T -lM.

T ď s již dost ávám k reprezentaci stacionární posloupnosti v pojmech ergodické
t orie. Bucl 111 -li uvažovat funkci f E L2(P) a míru zachovávaj ící zobrazení T ,
potom (f o T i ) i EN je str iktně st acionární pos loupnost . Naopak také platí , jak je
ukázán o viz např. (Ka llenberg, 1997, L 9.1) , že pro každou stacionárn í posloupnost
(./Yi)iEN kon čnýrn i clruhýrni rnornenty existuje f E L2(P) a nějaké zobraze~í T
zachovávají í rníru takové, že posloupnost (./Yi)iEN111ŮŽel11e zapsat jako (f o T l,) iEN

(rovnost platí v rozcl vl ní).
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adále si označme M nějakou a-algebru invariantní vůči zobrazení T. Prostor
všech funkcí , které patří do L2(P) a zároveň jsou T-iM-měřitelné, budeme zna­
čit Hi. Poznamenejme, že díky invariantnosti a-algebry M platí Hi C Hi+1 pro
všechna i E Z . Dále označme H - 00 == n iEZ Hi a H+oo == U iEZ Hi.

Budem e uvažovat fixní míru zachovávající zobrazení T a a-algebru M , pro
kterou není prostor Ho e H - 1 prázdný.

Dále si označme Pi ortogonální projekci z prostoru L2 (P) na prostor Hie Hi-I,
tedy

Pif == E(f IT- iM) - E(f IT- i+1M).

T ím dost áváme systé m projekcí (Pi, i E Z) (generovaných a-algebrou M).

Definice 1.4.4 Definujme následující operátor U na prostoru L2 (P):

Uf :== f oT.

jprve uved ln e pár základních tvrzení, jejichž důkazy vycházejí přímo z výše
IIved -ný h definic.

Lemma 1.4 .5 Pro všechny fun kce f E L2 (P) a všechny a-algebry C, CcA platí:

E(f IC) o T == E(f o T IT- 1C ).

o tatních částech práce používáme k posloupnosti náhodných veličin po­
loupnost a -alg ber znač ných (Fi)iEN. Tyt o a -algebry zde zvolíme následovně:

F i :== T - iM .

p -ciáln ':' t cly m áme :Fo == M . Další tvrzení ji ž využívá toto značení.

Tvrz ní 1.4.6 Platí následující vztahy:

• E(f IFo) == L~=- Pif (řada konverguje v L2(P)),

• E(Uif IFo) == UiE( fI F_J ,

(1.6)

r ů zn ý h aplikac ích chcem ověřit , zda posloupnost (./Yi)iEN splň uje cent rální

limitni větu či princip invari an ce. ejprve si označme :

11
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Chceme-li ověřit, zda posloupnost (Xi)iENsplňuje centrální limitní větu nebo prin­
cip invariance, potom hledáme podmínky, za kterých

konverguje v distribuci k mixovanému normálnímu rozdělení (řekneme, že po­
sloupnost (Sn,)nEN splňuje centrální limitní větu) anebo dokonce

( SlntJ, t E [0, 1])
Sn nEN

(1.7)

konverguj e v distribuci k mixované Wienerově míře na prostoru D( [O , 1]) (proces
(STl (t) t E [0, 1])nEN splňuje princip invariance) pro nějakou posloupnost klad-

ných konstant (S")"ENo( ebo proces vzniklý lineární interpolací procesu (~f=o
konv rguj e v distribuci k mixované Wienerově míře na prostoru C( [O ,1]).)

Podmínky pro centrální limitní větu a princip invariance stacionárních posloup­
no t í tak' vycház jí z tzv . mixing podmínek , podrobněji viz např. (Yoshihara, 1992,
hap. ) , (Doukhan, 1994 §1.5). Těmi se lny ale v této práci zabývat nebudeme

CL 1ud ln v v novat pou ze metodá m založených na martingalových aproximacích.
To znam ná , bude nás zají mat, za jakých podmínek lze posloupnost částečných

sou č t ů aproximovat mar tingalem a kdy tent o martingal konverguj e a zbytek , který
tvoří rozdíl 111 zi posloupností a aproximující m martingalem je zanedbatelný tak ,
aby honl mohli říc i , ž po loupnost splňuje centrální limi tní větu nebo dokonce
prin ip invari anc .

T jpr\ t dy uv drn c nt rální limi tní větu a princip invariance pro martinga­
I v' d if r nce tak , jak j uvádějí Hall a Heyd e v (Hall and Heyde, 1980, Th 3.2,
Th 4.1 ).

V Vta 1.4.7 (Centrální Iirnitní věta pro martingalové diference) Uvažujm e

martinqaloue pol e (ldn i , F il i , 1 :::; li ::; knJnEN, kde El\1ni = °a ENI7~i < +00,
di} T n e m i D n i ' Př dpokládejme, že 172 je s .j. konečná n áhodná veličina a:

(ii) "'~' " D2. :: "72
.L....... '=l n i '

(iv) F; i C F (Tl +1) i \ji : 1 :::; i :::; k« , 'tj11, : 11, 2: 1.

P t 1' 1 ", k" D '~s Z , kde Z J'e náhodná veličina s charakte ris ti ckouo om ~ \ I n k., = L..- Ž=l Tl i
funkcí E xp( - ~172t2) .
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Věta 1.4.8 (Princip invariance pro martingalové diference) Uvažujme mar­
tingal (ll/In ,.rn)nEN S nulovou střední hodnotou, konečnými druhými momenty a di­
ferencemi (Di)iEN. Označme U~ := L:~1 D; a a; := EM~. Dál e označme ~n

náhodný element C([O,1]), který získáme lineární interpolací n ásledujících bodů:

(O , O), (~ , Tf),.. . , (1 , hUl ). Potom, je -li sp lněna Lindebergova podmínka, tedy
n 1 n

pro všechna E > O:

a pokud pro n ~ +00 platí:

kd e 1]2 j e s .j . kladná a konečná náhodná veličina, potom ~n ~ W v prosto ru
C ([O 1]), kd e H je Wienerův proces.

Poznámka: Poznam nejme, že po kud bude ve výše citovaných větách náhodná
v li čina 17 rovna skoro j istě 1, potom se bude jednat o konvergen ci k normálnímu
normovan ému rozdělení (O, 1), resp . se bude jednat o klasický princip invari an ce.

6

íl m t dy bude rozděl it poslou pnost částečných součtů (Si) iEN na dvě po­
loupnosti i M,)iE a (Ri) iEN takové , že pro všechna i E N je

S· = M. + D . ,'l 1. 1 Li ,

kd ( ~!fi ) iE j martinga] (a sp lňuje rnartingalovou centrální limi tní větu, tj. větu

1.4.7 n bo lokonc funk ionální martingalovou lim it ní větu, větu 1.4.8) a (Ri)iEN
j . do .ta t .lčně mal ý zbyt k. Pro přesnost si uveďme definici rnar tingalové aproxi­
mac po loupno ti , jak ji uvádí Wu a Woodroofe v práci (Wu and Woodr oofe,
2004, r. 2).

D finic 1. 4.9 ]{olekci rnar tingalo vých diferencí (Dni, 1 < i < n)nEN ne bo mar­
tingal O'tJn)nE , kd 1\111 = I: ~~1 Dni, nazýváme martingalovou aproximací
posloupnosti ( n)nE N, j estliže platí:

max E(Sk - J' ;fnk)2 = o(a~J ,
k ~n

~kkel .. ;Ink = 0 i =1 Dni'
1\1artingalová aproxim ace se nazývá stacionární, j e-li pro všechna n posloup-

no t (Dni );~ 1 stacionární. A aproxirnaci nazve me netrojúhelníkovou, pokud pro
v v clina i E N plat í: Dni = Di, tedy pokud martingalové diference n ezávisí na n .
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Billingsley a Ibragimov, ((Billingsley, 1961), (Ibragimov, 1963)) dokázali, že
pokud f E L2(P) a (f o T i) je ergodická posloupnost martingalových diferencí,
potom

1 ~ . vfti L.J f o T t
~ N(O, 1).

i=l
Další výsledky, při opuštění podmínky, že se jedná o martingalové diference,

dokázali také Gordin a Re yde. Shrnutí těchto výsledkůje prezentováno v 5. kapitole
knihy (Hall and Heyde, 1980) , zobecnění těchto výsledků (s výslednou konvergencí
stabilní) mů žeme také najít v (Yoshihara, 1992 , Th 8.3.2).

Poslední dobou se touto problematikou zabývají především články (Maxwell
and Woodroofe, 2000) , (Peligrad and Utev, 2005) , (Volný, 2006) , (Wu and Wo­
odroo f , 2004), (Wu , 2006).

Wu a Woodroofe ve sv ém článku (Wu and Woodroofe , 2004) ukázali podmínky,
za jaký h lze tacionární posloupnost adapt ovanou na filtraci (Fi)iENaproximovat
t ro jú he lníkový m schématem martingalov ých diferencí , za jakých podmínek exis-
uj n t ro júh lníková martingalo v á aproximace a jak lze v takovém případě vy­

já l ři t lruh / I110I11enty posloupnosti (SnJnEN' Ukazují také, za jakých podmínek
plat í prin ip invariance. lež zde uvedeme jejich výsledky, přesněji věty (Wu and
\\ oodroofc, 2004 , T h 1, L 1 a COl' 3) , připome ňme definici pomalu se měnící funk ce.

Definice 1.4 .10 Ř ekneme, že reálná funkce f je pomalu se měnící funkce ,

pokud pro všechn y konstanty c > O platí:

lim f (ex ) == 1.
x-+oo f (x )

Věta 1.4.11 Následující tvrzení jsou ekvivalen tní:

(ii) Existuj stacionární martingalová aproximace posloupnosti (Sn )nEN.

(iii) Exi tuj n etrojúhelníková martingalová aproxim ace posloupnosti (Sn)nEN.

Lernrna 1.4.12 J estliže
IIE(SnIFo)11 2 == o(O"rJ

pro ti + , potorn existuje pomalu se měnící funkce l taková, že platí 0";', == n l (n) .

Věta 1.4.13 Mti-li posloupnost (./Yi)iEN konečné p-té momenty pro nějaké p > 2

a j tliž pro nějaké q 2: 2 platí:

potom posloupnost (Sn)nEN splňuje princip invariance.
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Volný ve své práci (Volný, 2006) rozšířil výsledky Wu a Woodroofea pro ne­
adaptované stacionární posloupnosti (tj. pro případ, kdy a -algebry (Fi)iEN jsou
ob ecné, nejsou generované posloupností a posloupnost vůči nim nemusí být mě­

řitelná) . Ukázal, že martingalová aproximace neadaptované posloupnosti exist uje,
jestliže

av íc také ukázal , že za těchto podmínek existuje nějaká pomalu se měnící funkce Z,

pro kterou platí: a~ == nZ(n).
Volný si pro práci s neadaptovanými posloupnostmi rozdělil každou náhodnou

veličinu X, násled ujícím způsobem :

kd

E(XiIF i)

X, - E(Xi IFi) .

Pro j clnoduchost značení j eště zavedl operátory Rk a Qk následujícím způsobem:

Qk()( ) '- E(X IF k)

Rk ( ) ( ) ' - X - E(X IF k ) .

(1.8)

(1.9)

T ím vš hny náhodné v li činy rozdělil na dvě části , z nichž jedna (X') je adap­
t vaná a lruhá (..X·

II

) nikoliv. Potom zavedl operátor V , který definuj e následovně

(pl' I' gulá rní f tj . E(f IF- ) == O a E(f IF+ ) == f ), viz (Volný, 2006),

V f :== l.= U-i Pou- i f ·
iE'l

(1.10)

Pou ži ím tohoto op rátoru na neadaptované veličiny X" převede tyto veličiny na
v liViny adaptované ,

prá i (K licnaro v á and Volný, 2007) , zde v část i 3.4.2 je ukázáno, že neadap­
tovaná ta ion ární posloupnost (Xi)iEN, pro kterou platí EXť < +00 pro něj aké

]J > 2 a zárov ň pl ňuj e

I r II ':'jak ' q 2: 2, sp l ň uj princip invariance .

P ligr adová s Ut v m v (Pe ligrad and Utev , 2005) nacházejí slabší po dmínky
pro prin ip invarian c adaptovaných posloupností a využívají k tomu zobecněnou

Doob ovu n rovn ost. Dokázali násled ující princ ip invariance (Peligrad and Utev,
2005 Th 1.1) a Doob ovu nerovnost (Pe ligracl and Utev, 2005, Prop 2.3).
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Věta 1 .4 .14 Předpokládejme, že

22

(1.11)

~ vPotom ~ ---t Jř7vV (t ), kde TJ je ne záporná náhodná veličina s konečným
2

momentem ETJ = : . a j e nezávislá s Wienerovým procesem (lV(t))t>o. Náhodná
veličina TJ je následující Ll -limita: -

lim E(S~II) = TJ ,
n-+oo n

kde I j e a -algebra invari an tních množin.

Tvrzení 1 .4 .15 (Doobova nerovnost) Nechť (Xi)iEN j e stacionární posloup­
nost náhodných veličin . Nechť ti , T jsou přirozená čísla taková, že 27'-1 < n ~ 21'.
Potom platí

kde

P ligr a lová a Utev v těchto větách používají normalizační konstanty n3/ 2 , my
v t 'to prá i uk áž m jak lze jeji ch Doobovu nerovnost rozšířit tak, abychom mohli
jako norrnali za č ní kon st anty použít o; . n 1/ 2 . Tedy rozšiřírne Doobovu nerovnost
i p ro po loupnosti n line árn ím r ů stem rozptylu. V článku (Klicnarová and Volný,
2007) j ukázáno proč nelz vy už it ím op er átoru V snadno ukázat tento princip
invari s n tak' pro n adaptované náhodné veličiny. V článku (Machkouri et al. ,
2007) j d kázán princip invariance Peligradové a Uteva pro širší třídu procesů

(i n adaptovan é) ( normaliza ční konstantou n 3/ 2 ) , ale tato věta nezahrnuje tak
širokou tř ídu n adaptovaných procesů , jak by se dalo očekávat (podmínky pro
n adaptovan é proc y jsou mnohem s i lnější než pro adapt ované verze).

Mnoho autor ů t uduje po dmínky centrální limitní věty a principu invariance
sp iáln v pro lineární procesy, tyto výsledky můžeme najít například v pracích
( u and lvl in 2005) (P eligrad and Utev , 2006 ) , (Dedecker et al. , 2006 ).



Kapitola 2

Konvergence procesů

V t ' to kapitole nejprve připomenernezákladní pojmy z teorie konvergence procesů

ob cn ě , a pot ' se budeme věnovat jednotlivým prostorům funkcí.

2.1 Základní pojmy

Dosud j III uvažovali o slabé konvergenci na obecném topologickém prostoru X.
Dál bud 111 zabývat labou konvergencí na prostorech funkcí. Funkce budou
m ít par ám ry z indexové množiny T a budeme uvažovat následující prostory:

(C(T) ,Ps) - prostor omezen ých spojitých funkcí se supremální metrikou
(D (T) ,d ) - prostor cadlag funkcí se Skorochodovou metrikou
(l+ (T) ,Ps) - prostor omezených funkcí se suprem ální metrikou
(RT, g (~T ) ) T konvergen cí po souřadni cích

va žujm proc (./\(w,t) ,tE T ,w E O), tj. X : O ~ ~T , kde T je in-
d xová množin a, á bude zají mat, kd y posloupnost procesů (Xn(t) , t E T)nE N
II b ob n ěji n t proc s ů (./\ o(t) ,t E T )oEA konverguje slabě k nějakému procesu
(./\(t) , t ET) na n ěkter ém z prostorů funkcí.

I( nv rg ne proce u není totéž co konver gence konečně rozměrných marginálů ,

ta j v n ě k t rých případech nutnou , nikoliv však postačující, podmínkou pro kon­
v rg ni c -1' ho pro . u. Nejprve připomeňme definici slabé konvergence konečně

rozm ě rn ' ch margin álů ,

D finic 2.1.1 Konečněrozměrnémarginály proces ů (./\a(t) , t E T) OEAkon-
., di íbuci v l id i v k d k id I T k vvergUJ2 v 2StT'/, UC2

J
zn. ./ \. 0 ~ A/\ J po ~u pro "az ou C~onecnou :

Dál . bud 111 podrobn "j i věnovat jednotlivým prostorům funkcí. A ukážeme,
co n ám zaručuje konv rgenci konečně rozměrných marginálů a jaké podmínky ještě

lnu í bý t sp ln ě ny abycho m 1110hli mluvit o konvergenci procesů.

23
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Uvažujeme tedy slabou konvergenci procesů (Xa(t) , t E T)a EA na některém

z prostoru funkcí, označme si tento prostor F(T), a ptáme se, zda z předpokladu

slabé konvergence procesů (Xa(t), t E T)aEA obecně plyne slabá konvergence jed­
norozměrných marginálů těchto procesů, přesněji, zda pro všechna tET net ná­
hodných veličin (Xa(t))a EA konverguje slabě.

Připomeňme definici projekce. Projekcí ll], kde JeT je konečná neprázdná,
z prostoru IRT rozumíme zobrazení:

llJ : IRT
---+ IRJ

(xt,t E T) ~ (xt,t E J).

Díky předpokladu slabé konvergence procesu víme, že pro všechny otevřené

množiny G na prostoru F(T) platí:

lim inf P*(Xa E G) 2 P(X EG).
aE A

A pt áme se, zda také pro všechny Gotevřené množiny na JR platí podmínka slabé

konvergence, tj
lim inf P *(Xa(t) E G) 2 P(X(t) EG).

aEA

Tato podmínka bude jistě splněna, pokud llll (G) bude otevřenámnožina, nebo-li ,
pokud projekce Il, bude spojité zobrazení. Projekce není obecně spojité zobrazení.
J e spo j ité např. v prostorech (l+ (T) ,Ps), (C(T) ,Ps).

Tvrzení 2.1.2 NechťX a ~ X v nějakém prostoru F(T) , prostoru reálných funkcí
na množině T , kd e T j e obecná indexová množina, ve kterém jsou konečnéprojekce

'it. i zob " P X f idi XspOJ'/, a zo razen'/,. otom O' ---+ .

Důkaz: J e vlastně d ůsledkem věty o přenosu slabé konvergence spojitým zobra­

z ním viz věty 1.2.6 a 1.2.7.

Q.E.D.

ejprv ukažme, že z předpokladu slabé konvergence konečně rozměrných margi­
n ál ů proces ů (./YO')aEAvyplývá existence takového procesu X , že konečně rozměrné

margin ály proces ů (Xa)oEA konvergují k odpovídajícím marginálům procesu X.



KAPITOLA 2. KONVERGENCE PROCESO 25

Věta 2.2.1 Nechť pro každou konečnou podmno žinu l e T exis tuje náhodná ve­
ličina X I tak, že

Potom existuje pro ces (X (t) , tET) tako vý, že j eho konečně rozměrná rozdělení

odpovídají příslušným rozdělením procesů (XI (t) , t E l) a X a !!::Ji X.

Důkaz: Systém L (X a(t ), tE l) je konzistentní pro všechna a E A , tedy také
syst ém L (X (t ), tE l) je konzist entní , tudíž z Daniellovy-Kolmogorovovy věty (viz
např. (Kallenberg , 1997, Th 5.16)) plyne existe nce procesu (X(t) , tET), který
má odpovídající konečná rozdělení.

Q.E.D.

Poznámka: Obecně neplatí , že B(~)l = B(ffi.I), ale pro konečná a spočetná I tato
rovnost platí.

Tvrzení 2.2.2 Pokud x; ~ ~Y v prostoru (I~T , 9 (JRT)), potom také x, !!::Ji X .

Důkaz: x; ~ X V (}RT , 9 (}RT)). Tedy pro každou otevřenou množinu B C JRT

platí nerovnost z definice slabé konvergence. Nechť BIj e otevřená množina v JRI,
potom IlI l BI je otevřená v }RT. Tedy nerovnost z definice slabé konvergence je
sp lněna pro každou otevřenou množ inu , a t udíž konvergence je dokázán a.

Q.E.D.

Definujme nás ledující množinové systémy:

Ba = { fI~l B ;B E B(JR ),tET},

Bl = {fI jlB ;B E B(JR )I, t c t konečná} ,

Ba = { fIjlB;B E B(~) I ,I c T nejvýše spočetná} .

Potom Ba C Bl C Ba a navíc B(~)T = o-(Bo) = o- (Bl ) = Ba'

Pro otevřené množiny obdobně :

90 = { Il~lG ; G E 9 (~) , tET},

9 1 = {IljlG; G E 9 (~) I , l e T konečná} ,

9a = {UiENGi; G, E 9 1 Vi E N} ,
9r = {U1/JE'l'G 1/J ; G 1/J E 9l , 'l/J E \lI , \lI i- 0}.

Potom c, = 9 (]RT) .
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Tvrzení 2.2.3 N ásledující tvrzení jsou ekviv alentní:

(i) Konečně rozměrná rozdělení procesů (XoJ a EA konverguj í slabě, X a J.!!;,i X.

(ii)
VC E 91 : lim inf Psí.X; E C) ~ P(X E C).

aEA

(iii)
VC E 9a : Iiminf Pví.X; E C) ~ P(X E C).

aE A

Důkaz:

,, (i) {:} (ii)" Zřejm é , pouze přepsaná definice konvergence v distribuci konečně

rozměrných marginálů .

,, (iii) =? (ii)" Zřejmé , neboť 9 1 C 9a'
,,(ii) =? (iii)" echť C E 9a: C == Ut=~Ci ' kde Ci E 91 a tedy pro libovolné konečné

l E N
lim inf P*(X a E C) ~ lim inf P*(X a E U{=1 Ci)'

aEA a EA

Protož e U{=1Ci E 9 1, platí nás ledující nerovnost

erovnost platí pro všechna l EN a P je pravděpodobnostní míra, tudíž

Q.E.D.

Chceme-li získat konvergenci celého procesu X a ~ X, potřebujeme nerovnost

lim inf P *(./Ya E C) ~ P(X E C)
aEA

(n bo jiný ekvivalentní vztah) pro všechna C E 9T'

echť C E 9 1, potom exist uje konečná JeT taková, že C ll j1Q, kde
Q E 9 (JR J ) . Tedy ll j 1(JRT\ Q) == JRT\ C. Potom 111ŮŽeme psát :

lim sup P ''{X, E JRT \ C) lim sup P ' {X, E ll j 1(JR J \Q))
o EA aEA

lim sup P ' {X, E ll J111
J (JRT\ C ))

aEA

< P (X E ll j 111
J (JRT\C))

inf P (X E 1l[ 111 I (JRT\C))
I:IcT, kon .

Podobného postupu chceme využít i pro kolekci 9T' pro tuto kolekci platí ná­
sl dující tvrzení.
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Tvrzení 2.2.4 Nechť G E QT ) potom

lim sup P'{X, E JRT\G) ::; inf P(X E ITJ1IIJ(JRT\G)).
aEA J:JcT, kon.

Důkaz: Nechť G E QT ' potom

Iim sup P ''{X; E JRT\G) < lim sup P ' {X, E IIJ
1IIJ(JRT\G))

aEA aEA

< limsupP* ((Xa(t) , t E I) E II[(JRT\G))
aEA

< P ((X(t) ,t E I) E ITJ(JRT\G))

P(X E IIJ
1ITJ(JRT\G)).

27

erovnost platí pro všechna I c T konečné tudíž i pro infimum přes všechna
taková I.

Q.E.D.

Ovšem zdaleka ne pro všechny množiny G E QT platí násl edující rovnost:

inf P(X E ITJ
1ITJ(JRT\G) ) = P(X E JRT\ G).

J:JcT, kon.
(2.1)

Bude-li platit t at o rovnost pro všechny množiny G E Qn potom dostaneme
slabo u konvergenci procesu. Chceme tedy vědět , za jakých podmínek platí pro
všechny množiny G E GT rovnost (2.1).

Prot ože

JRT\G = nJ:JCT, kon .ITJ1IT[(JRT\ G),

potř bujeme, aby míra P byla T-adit ivní.
Připomeňme defini ci z-adit ivity, viz např. (Fr emlin, 2005 , Def 411C) .

Definice 2.2. 5 Nechť (X ,A,p,) je měřitelný prostor a X je topologický prostor)
potom řekneme) že míra fL je na tomto prostoru r -tuii tiimi, j estliže pro každou ne­
prázdnou nahoru usměrněnou kolekci Q = {G i , i E I} otevřených mno žin takových)
že Q c A a UiE[ Gi E A ) platí

A mů žeme formulovat následující větu .

Věta 2 .2.6 Je-li rozdělení L: (X) T-aditivní na (JRT ,a(Q(JRT)))) potom
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2.3 Prostor l+OO(T)
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V této kapitole se budeme zabývat slabou konvergencí náhodných elementů (obecně

nebudeme požadovat měřitelnost), které jsou prvky prostoru l+oo (T) . Množina T
je obecná indexová množina a prostor l+oo (T) je prostor všech reálných omezených
funkcí na T vybavený supremální metrikou generovanou supremální normou, tj.

Ps(x ,y) = Il x-yll =suplx(t) -y(t)l·
tE T

(2.2)

Slabou konvergencí na prostoru omezených funkcí se mimo jiné podrobně za­
bývá např. (van der Vaart and Wellner, 1996, chap. 1.5) .

J ak jsme již ukázali výše , viz tvrzení 2.1.2, ke konvergenci procesu potřebujeme

konvergenci konečně rozměrných marginálů. A otázkou je, co ještě je zapotřebí ,

abychom získali konvergenci celého procesu. Je známo, že potřebujeme relativní
kompaktnost , což nám společně s konvergencí konečně rozměrných marginálů již
stačí.

Připomeňme následující definice, které budeme dále potřebovat.

Definice 2.3. 1 Borelovská pravděpodobnostní m íra JL j e těsná, jestliže pro každ é

kladné E existuje kompaktn í m n ožin a 1< taková, že JL( I() 2 1 - E .

B orelovská n áhodná veličina ./Y : Sl -7 D , kd e D j e obecný m etrický prostor, j e

těsná, j e-li j ej í rozdělení L (X ) těsné.

Definice 2.3.2 Řekneme, že net n áhodn ých elementů (XoJ aEA S hodnotami v obec­
n ém metrickém prostoru (D , d ) je relativně k ompaktn í , pokud ka ždý jeho podnet

má podnet konvergující k těsné borelovské náhodné veličině.

Definice 2. 3. 3 N et náhodných elementů (X a)aEA s hodnotami v obecném met­
ri ckém pros toru (D , d) j e asymptoticky měřitelný, pokud

Definice 2.3 .4 N et náhodných elementů (Xa)aEA s hodnotami v obecném metric­
kém prostoru (D , d) j e asymptoticky těsný, pokud pro všechn a kladná E existuj e

kompaktní množina I( taková, že

lim inf P*(./Ya E 1(8) 2 1 - E Vb > 0,
nE A

kd e 1( 8 = { y E D : d(y , I( ) < bl·

Připome ňme základní lemmat a , vzt ahující se k právě uveden ým definicím 2.3.3
a 2.3.4. ás ledující lemma viz (van der Vaart and Wellner , 1996, L 1.3.8) .

Lemma 2.3. 5 (i) Jestliže X n ~ ./Y, po tom j e net (Xn)nEA asymptoticky měři­

t elný.
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(ii) Pokud X a ~ X , potom net (Xa)aEA je asymptoticky těsný t ehdy a jen tehdy,
pokud X j e těsný .

Ještě připomeňme lemma, viz (van der Vaart and Wellner, 1996, L 1.5.3), ze
kt erého vyplývá, že relativní kompaktnost společně s konvergencí konečně rozměr­

ných marginálů nám postačuje pro slabou konvergenci celého procesu.

Lemma 2.3.6 Nechť X a Y jsou těsné borelovsky měřitelné náhodné veličiny

s hodnotami v prostoru l+OO(T) . Potom X a Y jsou si v borelovském rozdělení

rovny, pokud všechn y odpo vídající marginály si jsou rovny v rozdělení.

Pro ověření relativní kompaktnosti se využívá Prochorovova věta, viz např.

(van der Vaart and Wellner, 1996, Th 1.3.9) .

Věta 2 .3.7 (Prochorovova) (i) Bud' (Xa)aEA asymptoticky těsný a asympto­
ticky měřitelný ne t , potom existuje podnet (Xa ({3 ) ) {3EB, který konverguje v dis­
tribu ci k těsnému borelovskému rozdělení.

(ii) Pokud posloupno st (Xn)nENj e asymptoticky těsná a asymptoticky měřitelná,

potom existuje podposloupnost (XnJ iEN, která konverguje k těsnému borelov­

skému rozdělení.

Budeme-li chtít ukázat konvergenci procesů , potom potřebujemeukázat konver­
genci konečně rozměrných marginálů , asymptot ickou těsnost a asymptotickou mě­

ř i te lnost . Ověření asymptot ické měřitelnosti nám usnadní lemma, opět z (van der
Vaart and Wellner , 1996, L 1.5.2):

Lemma 2.3.8 Nechť net (Xa)aEA zobrazení X a : n a -+ l+OO(T) je asymptoticky
těsný n et . Potom je také asymptoticky měřitelný tehdy a j en tehdy, pokud pro
všec hn a tET j e net (.IYo (t ))aEA asymptoticky měřitelný.

D ů sledkem těchto lemmat je následující věta, (van der Vaart and Wellner , 1996,
T h 1.5.4):

Věta 2 .3.9 Nechť .IYo : n a -+ l+OO(T) js ou obecná zobrazení. Potom net (Xo)aEA
konverguj e k těsné limitě X tehdy a j en tehdy, pokud j e net (Xo)aEA asympto­
ti cky těsný a všec hny konečně rozměrné marginály konvergují slabě. Jestliže j e
n et (.IYa )aEA asymptoticky těsný, a j eho marginály konvergují s labě k marginálům

procesu X , po tom existuje verze X pro cesu X se stejnom ěrn ě omezenými ttujek-

ioriemi ta ková, že x; ~ x .

Dále j ště připomeňme definice a vztahy, které se užívají k ověření asymptotické
těsnost i , opět z (van der Vaart and Wellner , 1996, Def 1.5.5. , Th 1.5.6 a Th 1.5.7).
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D efinice 2.3.10 Procesy (Xa(t) , t E T)aEA mají asymptoticky stejně stejno­
měrně spojité trajektorie, pokud pro všechna kladná e a TJ existuje koneč. Ý
rozklad indexové mno žiny T: T == U7=1T; takový, že

limsupP* ( . sup sup IXa(s) - X a(t)1 > é)< TJ. (2 .3)
aEA zE{1,2,... ,k} s,tETi

Věta 2.3.11 Net (Xa)aEA, kde X a : Oa ~ Z+OO(T) , je asymptoticky těsný tehdy
a jen tehdy, pokud pro všechna tET jsou nety (Xa(t))aEA asymptoticky těsné

v IR a zároveň pro všechna kladná e a TJ existuje konečný rozklad T: T == U7=1T,
takový, že platí (2.3).

Definice 2.3. 12 Nechť p je nějaká pseudometrika na T. Potom řekneme, že net
(Xa)aEA je asymptoticky stejnoměrněp-e kvispoj it ý v pravděpodobnosti,

jes tliže pro všechna kladná e a TJ existuje kladné 6 takové, že:

limsupP* ( sup IXa (s ) - X a(t)1 > é) < 'TJ.
aEA p(s,t)<b

(2.4)

Poznámka: Připomeňme , že pseudometrikou rozumíme zobecněnou metriku. De­
finic pseudom triky se od definice metriky liší pouze tím, že nepožadujeme x ==
V {:} d(x ,V) == O, ale pouze x == V :::} d(x ,y) == O.

Věta 2.3 .1 3 Net (Xa)aEA je asymptoticky těsný tehdy a jen tehdy, pokud net jed­
norozměrných marginálů (Xa(t))aEA je asymptoticky těsný pro každét E T a pokud
existuje pseudometrika p na T taková, že (T, p) je totálně omezený a (Xa)aEA je
asymptoticky stejnoměrně p-ekvispoji tý v pravděpodobnosti.

Navíc, nechť p je libovolná pseudomeirika , pro kterou platí (2.4) a prostor (T, p)

je totálně omezený. Nechť X a ~ X , potom skoro všechny trajektorie t ~ X(t ,w)
jsou stejnoměrněp-ekvispoji té v pravděpodobnosti.

2.4 Prostor C(T)

V této části se budeme zabývat konvergencí procesů , s traj ektoriemi v prostoru
(C (T) , Ps), což je prostor spojitých funkcí opatřený supremální metrikou genero­
vanou suprem ální normou , tj .

Ps(x ,V) == IIx - vll == sup Ix(t ) - y(t)l ·
tET

J e te dy zřej mé, že se jedná o podprostor prostoru (Z +OO(T) , Ps). A protože se
J dná o podprostor spojitých funkcí , budou teď náhodné procesy měřitelné.
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Slabá konvergence na prostoru C([O, I)) je studována např. v (Billingsley, 1968,
chap 2) , na prostoru C(lRm

) např . v (Yoshihara, 1992, §2.4.1).

J e-li T kompaktní metrický prostor, potom prostor (C(T) ,Ps) je separabilní
a úplný. Díky tomu na tomto prostoru platí v Prochorovově větě ekvivalence, viz
např. (Billingsley, 1968 , Th 6.1 a Th 6.2):

Věta 2 .4.1 Je-li kolekce měr na metrickém prostoru těsná, potom je i relativně

kompaktní. Opačná implikace platí, je-li metrický prostor separabilní a úplný.

A tedy je opět vidět , že stačí ověřovat těsnost kolekce měr, k čemuž se používá
např. modul spojitosti , podrobněji viz (Billingsley, 1968, chap 2) nebo (Yoshihara,
1992 , §2.4.1).

2.5 Prostor D(T )

T zv. Skorochodův prostor je důležitý především při studiu empirických procesů.

ejznámější a zřejmě nejpoužívaněj ší jsou prostory D([O, I)) a D(IR) vybavené Sko­
rochod ovou metrikou ds, prostory tzv. cadlag funkcí , reálných funkcí definovaných
na in tervalu [0, 1], resp. na IR, kter é jsou zprava spojité a zleva mají limitu. Na
tomto prostoru navrhl Skorochod vhodnou topologii , která se označuje po něm,

Skorocho dova. Podrobněji o prostorech D( [O , I )) , D(IR) a D(lRm
) viz např . (Bil­

lingsley 1968 chap 3) a (Yoshihara, 1992, §2.4 .2). Straf ve své disertační práci
v roce 1969 zobecnil tuto topologii i pro prostory funkcí , které obecně nenabývají
r álnýc h hodnot. Právě z jeho pr áce, viz (Straf, 1970) , vychází tato část . Dále
se zobecněným prostorem D (T ) zabývají například práce: (Bicke l and Wichura,
1971 ) a ( euhaus, 1971).

Později , viz např. (Jakubowski, 1997b) , (Jakubowski, 1997a) , byly na prostoru
D (T ) j eště definovány jiné topologie než Skorochodova. Např. právě Jakubowski
pracuj e na prostoru D (T ) se sekvenc iální topologií S, která není metrizovatelná, je
slabší než Skorochodova to po logie a relativně kompaktní množiny v této topologii
jsou charakter izovány dvémi podmínkami (omezenost procesů a stejnoměrně ome­
zený počet přeskoků). A zavádí topologii na P (D ,S), která je jemnější než slabá
topologie, a le na rozdíl od slabé topologie, v t éto topologii platí na tomto prostoru
P rochorovova věta jako ekv ivalence (bez nutnosti úplnosti prostoru). My se více
to uto problematikou zabývat nebudeme.

Nejprve připomeňme základní pojmy a postupy, kterých se používá při bu­
dování zobecněného Skorochodova prostoru. Označme A nějakou kolekci bij ekcí
prostoru T na T , te dy A C { j , j : T -t T , bij ekce}. Dále předpokládejme, že
A m á strukturu grupy, ozn . (A, 0 , I T , II . IIA) , kd e ° značí skládání a I T identitu
a norma má následující vlastnosti :



KAPITOLA 2. KONVERGENCE PROCESO

IIAIIA=O {:}A=lT

IIAo /LIlA::; II AIIA + /I/LIIA
/lA-lilA = IIAIIA

a A definujme metriku následujícím způsobem:

Dále uvažujme kolekci V konečných rozkladů množiny T , tedy

v c {{1ihEI ,leN konečná, T = UTi ,Ti disj. pro i E I}.
« :

32

Předpokládejme , že kolekce V je usměrněná "zj emněním" a zároveň je uzavřená

na , zj emnění " . Jednotlivé prvky kolekce V , tedy jednotlivé rozklady prostoru T
označme ~.

Příklad : T = JR+, potom jako příklad kolekce V , která je usměrněná zjemněním

a zároveň uzavřená na zjemnění m ů žeme brát kolekci všech ~ takových, že

Příklad : T = [0, 1], A = {A : [0, 1] --t [0, 1], bijekce, rostoucí},
A = { A : [0, 1] --t [0, 1], bijekce, diferencovat elné , A(O) = O} ,

IIAII = SUPtE[o,l ]I A(t) - z].

Dále při konstrukci Skorochodova prostoru požadujeme, aby kolekce bijekcí A
by la taková , aby pro všechna A E A platilo

Buď J(T,~ ) kolekce všech funkcí, které jsou ~-měřitelné , ~ E V , tj. funkcí
konst an tních na Ti pro každé i E I , Ti E ~ , t edy jednoduchých funkcí.

A J (T ,V ) označme

:J(T,V ) := U~Ev:J (T, ~) ,

jedn á se tedy opět pouze o jednoduché funkce.

Potom, díky požad avku na kolekci A, platí , pokud f E :J(T,V) a A E A, potom
tak' f o A E :J(T ,V ). Označme D(T) uzávěr kolekce J(T,V ) v prostoru [+OO(T)
vůči supremální metrice, tj .:

D(T ) = {x E [+OO (T ), :3 (Y1JnENC :J(T,V) : IIYn - xi i --t O}.
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(2 .7)

(2.6)

A definujme pseudometriku na D(T):

j ,g E D(T): ds(j,g) := infmax{llj-goAI I,I IAIIA}' (2 .5)
.\EA

Potom (D(T) ,ds) (zobecněný Skorochodův prostor) je pseudometrický prostor na
němž platí následuj ící věta, viz (8traf, 1970, Th 3.7) .

Věta 2.5 .1 Je-li prostor (A, dA) úplný, potom prostor (D(T) ,ds) je také úplný.

Důkaz: Viz (Straf, 1970 , Th 3.7) . Q.E.D.

Podívejme se, jaké normy se užívají na kolekci A. Uvažujme kompaktní met­
rický prostor (T, p). Potom se nejčastěji užívaj í následující normy na A:

II Alls = sup p(At , t) ,
t ET

I

p(At,AS) I
IIAlll = sup log ( ) ,

s, t ET, s:j:t P t , S

II Al lm = IIA lls + IIA/ll ' (2.8)

orma II Alll se většinou omezuj e na Al = {A E A: IIAlll < + oo}. Potom (Al, II· lil)
je úplný prostor.

Abychom mohli charakterizovat prvky prostoru D(T) , definujme, podobně jako
je to obvyklé na prost orech C(T ) a D([O ,1]) , tzv . modul spojitosti funkce . Nechť
j E t: (T) , ~ E V , é > O, potom m odul spojit os t i funkce f je definován
následovně:

w ( j, ~, é) := inf max sup If (t ) - f( s) l·
..\EA ,II..\ IIA<E: TiE!:::J. s, t E..\(Ti )

Teďjiž mů žeme charakterizovat prvky prostoru D(T) , viz (Straf, 1970, Th 3.5).

Věta 2. 5. 2 Mějme om ezenou funkci f na prostoru T , tj. j E l+oo (T) . Tato funkce
patři do zobecněného Skorochodova prostoru, j E D(T) , pokud pro všechna E > O

Je
lim w (j, ~, s ) = O.

!:::J. EV

Ke slabé konvergenci na prostoru D(T) potřebujeme ještě zmínit následující
t vrze ní, viz (St raf, 1970 , Th 3.11 , Th 3.12).

Věta 2.5 .3 Je-li (D(T) ,ds) úplný a A c D(T), potom A j e relativně kompaktní
tehdy a j en tehdy, j estliže

(i) sup Iljll < +00 , (2 .9)
f EA

(ii) 'Vé > O lim sup lU (j, .6 , é) = O. (2.10)
6.EV f EA

Věta 2 .5.4 Prostor (D(T ),ds) je separabilní tehdy a j en tehdy, pokud existuje
posloupnost .6k E V, k E N taková, že

j E D(T ) {:} lim w(j, .6k , é) = O 'Vé > O.
k--+oo



Kapitola 3

Výsledky

3.1 Konvergence suprema náhodných procesů

V této části se budeme zabývat následujícím problémem. Budeme předpokládat , že
posloupnost náhodných procesů (Xn(t) ,t E T) nEN, kde (T, p) je obecný kompaktní
metrický prostor , konverguje slabě k něj akému náhodnému procesu (X(t) ,tE T ),

X D "\,r
71 ---t / \. .

Položíme
~L(A) := sup Xn(t) .

t EA

A budeme studovat pro jaké kolekce množ in A , A c P (T ), posloupnost náhodných
procesů (Y;l(A),A E A ) konverguje slabě .

Tyto výs led ky byly publikovány v (Husová, 2004) a (Husová, 2005a) .

Zaveďme t edy funkc ionál \lI , který pro reálnou funkci x na prostoru T definu­
J m následovně:

\lI(x)(A) := sup x(t) , A E A.
tE A

(3.1)

Dál pro funkce y z prostoru l+OO(A) , prostoru reálných omezených funkcí na ko­
lekci A , definujme suprem ální normu II . II A

IlyllA := sup ly(A) I
AEA

a 111 triku generovanou touto normou:

(3.2)

Postupně se podívejme, jaké výs ledky pro konvergenci těchto supremálních
pro e Ů mů žeme získat pr o různé prostory funkcí, na nichž je původní konvergence.

34
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3.1.1 Prostor C(T)

Uvažujme náhodné procesy (Xn(t) ,t E T) nEN jako prvky prostoru (C(T) ,Ps), kde
C(T) je prostor omezených reálných spojitých fun kcí na T a tento prostor je opat­
řen supremální metrikou.

Nejprve se podívejme na to , v jakém prostoru jsou v tomto případě zkoumané
procesy (Yn(A) , A E A ). Náhodné procesy (Xn(t) , tET) , (X(t) , tET) jsou ome­
zené, a tedy i náhodné procesy (Yn(A) ,A E A ), (Y(A) ,A E A) jsou omezené,
neboť pro všechny prvky x E C(T) můžeme psát:

11\lI (x)IIA = sup 1\lI(x)(A)1 = sup Isup Ix(t)1I :::; Ilxll ·
AEA AEA tEA

obecně tedy můžeme uvažovat o prostoru l+oo (A) , prostoru reálných omeze­
ných funkcí na A se supremální metrikou generovanou supremální normou, zn. P: ,
viz (3.2) .

Aby by lo smysluplné uvažovat o konvergenci posloupnosti náhodných procesů

(Yn(A) , A E A)nEN, je nejprve zapotřebí mít konvergenci konečně rozměrnýchmar­
ginálII těchto proces ů ,

I< ověření t éto podmínky lze použít následující tvrzení.

Tvrzení 3 .1 .1 Je-li
\lI : C(T) -7 S,

kde \lI j e definováno v (3.1) a S je separabilní podprostor prostoru (l+oo (A) ,p~) ,

potom je funkcionál \lI spoji tý .

Důkaz : Prot ož prost or S, podprostor prostoru (l+oo(A) ,p:) , předpokládáme se­
parabiln í vůči supre má lní metrice, stačí pro důkaz spojitosti ukázat , že vzor ote­
vř ných koulí jsou otevřené množiny. Přesněji tedy chceme ukázat , že pro všechna
kladná E a všechna y E S jsou vzory koulí o poloměru E a středu y, přesněj i
\lI - 1(BE (y)), otevřené množ iny. Označme

\ll - 1 ( BE (y)) = \lI - 1 ( { z ,p~ (y, z) < E}) = {u , sup ly(A) - sup u(t ) I < E} = : U.
AEA tEA

/[nož ina U je otevřená, pokud pro každou funkci u E U exist uje kladné E takové,
že pro všechny funkce v patřící do E-okolí bodu u platí také v E U.

chť funkce u E U, pak jistě existuje kladné E takové, že

sup ly(A) - sup ll(t )I < E- E,
AEA tEA

a tedy pro všechna v E BE(u)

ly(A) - supv(t)1 :::; ly(A ) - supu(t )/ + Ilu- vl l < E,
tEA tEA
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platí pro všechna A E A, a tak dostáváme: v E U.

36

Q.E.D.
Teď zvolme konkrétní podprostor prostoru l+OO(A), a to obraz prostoru spoji­

tých funkcí , označme tento podprostor C(A) , přesněji:

C(A) := {y E l+OO(A): 3x E C(T): y = \lI(x)} .

Pro takto zvolený podprostor dostáváme následuj ící tvrzení.

(3.3)

T vrzení 3. 1.2 Obraz spojitých funkcí, prostor (C(A) ,p~) (viz (3.3) a (3.2)), je
separabilním podprostorem prostoru (l+oo (A) ,p~).

Důkaz : Prostor C(T) spojitých funkcí na kompaktu je separabilní a platí:

kde \ll je zobrazení definované v (3.1).
Od tud již plyne tvrzení.

a závěr této části můžeme formulovat větu.

Q.E.D.

Věta 3 .1 .3 Nechť náhodné procesy (Xn (t), t E T) nENmají spojité trajektorie a na­

víc X; E.r X v prostoru C(T) . Potom pro každou kolekci A C P(T) posloupnost
procesů (Y;t(A), A E A ), kde

konverguje v distribuci k procesu (Y(A) , A E A) , kde Y(A) = q,(X)(A) v prostoru
(l+ (A ),p~ ) .

Důkaz: Věta je důsledkem tvrzení 3.1.2 a 3.1.1.

Q.E.D.

3 .1 .2 Prostor i: (T)

V této část i předpokládejme obecněj i, že pro cesy (Xn(t) ,tE T ) jsou prvky pro­
storu omezených funkcí na T, tj . Xn E l+oo (T ). Prostor l+oo (T) uvažujeme se
SUpI' má lní metrikou. Předpokládejme tedy, že v prostoru omezených funkcí se
su pre m ální metrikou posloupnost náhodných procesů (Xn(t ), t E T) nEN konver­
guje slabě k náhodnému procesu (X(t) , tE T ). Opět nás zajímá, pro jaké kolekce
mno žin A C P (T ) konverguje posloupnost náhodných procesů (Yn(A) , A E A)nEN
slabě k něj akému náhodnému procesu (Y(A) ,A E A).

Nejprv poznamenejme, že procesy (Y;t(A) , A E A) budou, stejně jako v před­

chozí části , nabývat hodnot na prostoru l+OO (A) . Náhodné elementy X n : rl -r
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l+OO (T) obecně nemusí být měřitelné, je tedy zapotřebí využívat definici slabé
konvergence pro obecně ne nutně měřitelné posloupnosti či nety. (Připomeňme, ze
limitní náhodná veličina X měřitelná být musí.) Jak známo, viz věta 1.2.7, spoj ité
zobrazení zachovává slabou konvergenci. Stačí tedy ukázat , že naše zobrazení (3.1)
je spojité.

Prostor l+OO(T) i prostor l+OO(A) uvažujeme se supremální metrikou, a tak pro
libovolnou kolekci A C P(T) platí :

ps(Xl , X2) == sup IXl(t) - x2(t )12 sup I SUP Xl(t) - sup x2(t)1 == P~('!J( Xl) ' '!J( X2))'
tET AEA tEA tEA

(3.4)
Funkcionál '!J , viz (3.1), je lipschitzovský, a tedy spojitý. Tudíž se zachovává

slabá konvergence, viz věta 1.2.7.

3.1.3 Prostor D(T)

Prostor D(T) - zobecněný Skorochodův prostor se Skorochodovou metrikou, po­
drobněji viz podkapitola 2.5, je jiný případ . Nemůžeme použít dosavadní výsledky,
protože prostor D (T ) je vyb aven Skorochodovou metrikou a ne supremální. Zob­
razen í (3.1) zde již obecně není spojité .

Opět v íme, že náhodné procesy (Yn(A) , A E A) nEN budou náležet do l+OO(A).
Tady už ale z konvergence pro cesu (Xn(t) ,t E T )nEN nevyplývá ani konvergence
konečn v rozměrn ý ch marginálů procesů (Yn(A ), A E A)nEN'

Příklad : Mějme T == [0, 1], pro cesy na prostoru D([O,I]) , pro všechna n E N
položme:

~Y2n (t ) (W)

X 2n+1(t) (w)
X(t)(w)

TI(1 /2-1 / n;1](t) \jw E O,

TI[1/2 ;1](t) \jw E O,

TI[1 /2 ;1] (t) \jw E O.

Potom X n ~ X v (D([O,1]), ds ) (prostor tzv. cadlag funkcí) (dokonce v pravdě­

po dobnos t i), ale Y2n([0,1/2 )) == 1 s .j. a Y2n+1([0,1/2)) == °s .j ., a tedy posloup­
nost (Y;!( [O,1/2))) n EN nekonverguje. Neplatí tedy ani konvergence jednorozměrných
margin ál ů.

Abychom mohli mluvit o konvergenci konečně rozměrných marginálů , potřebu­

j ln e pro obrazy funkcí z D(T ) najít t aké vhodný prostor s vhodnou metrikou, tj.
vhodný zobecněný Skorochodův prostor.

Potřebujeme t edy najít , podle podkapitoly 2.5, prostor bijekcí s vhodnou nor­
lnou na kolekci A a vhodnou kolekci konečných dělení A, tu budeme značit VA ,
tak, aby bylo možno zkonstruovat zobecněný Skorochodův prostor. A navíc, aby
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obrazy funkcí z D(T) patřily do D(A) a aby naše zobrazení také zachovávalo
slabou konvergenci.

Předpokládejme tedy, že zobecněný Skorochodův prostor , na kterém jsou de­
finovány procesy (Xn(t) , t E T) nEN je indukován kolekcí bij ekcí A, normou II ·IIA
a kolekcí konečných rozkladů V. Pro nový prostor D (A) uvažujme následující pro­
stor bij ekcí (AA , II . li t ), kde AA E AA, pokud pro ni existuje bijekce A E A taková,
že:

AA: A ---7 A

A r-t A(A ) = {A(t) , t E A} (3.5)

a norma II . li t je norma na AA, která je definována obdobně jako norma II. IIA na
A (viz dále).

A kolekci VA obdobně

VA := {P(~) : ~ EV}. (3.6)

Tak to definovaná kolekce V A je také usměrněná vůči zjemnění , a pokud A c V ,
potom je také invariantní vůči AA pro všechna AA E AA.

Teď je otázka, jestli pro takto vybudovaný prostor D(A) platí

x E D(T) =? \lI(x) E D(A) ,

kd \ll (-) je funkcionál definovaný v (3.1) .
To záleží na normách , které jsou na A a AA. Předpokládejme , že na A máme

obvyklé normy, tj . normy II . li s, II · l ll a II · 11m definovan é v (2.6) ,(2.7) a (2.8).
Připome ňm Hausdorfovu pseudometriku na kolekci podmnožin , která je defi­

nována následovně , viz např. (Dudley, 2000, §8.1, str. 97):

pA(A , B) := rnax(supinf p(s , t ), supinf p(s ,t)).
sE A t EB s EB tEA

(3.7)

Pot om nor my na AA indukujme stejným způsobem, tedy jen místo metriky p
na prost oru T použijeme pseudometriku pA na prostoru A , což bude označovat

Hausd orfovu pseudometriku na A.
T yt o normy budeme opět označovat stej ně, jen s indexem A nahoře.

Poznámka: Všimněme si, že musíme udělat drobnou změnu v definici normy 11 ·llt ,
a to proto, že na A již máme pouze pseudometriku, nikoliv metriku. Proto musíme
brát supremum přes t akové množiny A, B E A , pro které je jejich vzdálenost
v ps udom etrice nenulová , tedy pA (A , B) i- o.

P otom lze nahlédnou t , s využitím rovnosti II AII = 11 "" -1/1 , že

/I ""A/I~ = sup pA ("" (A) ,A) < /I"" /l s.
AEA
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A podobně

A tedy také

39

Díky těmto vztahům a vlastnostem zobecněného prostoru D(T) také platí, že
pokud x E D(T) , potom také \lI(x) E D(A) , pro prostory, které jsou indukovány

normami II · lis, resp. II · lil, II ·11m a II ' II ~ , resp. 11'llť, II ·II~·

T vrzení 3.1.4 Nechť D(T) je zo b ecněný Skorochodův prostor, který je induko­
vaný n ormovan ým prostorem (A, II ·IIA) a kolekcíV. A nechť D(A) je také zobec­
něný Skorochodův prostor indukovan ý normovaným prostorem (AA , II · lit) z (3.5)
a kol ekcí VA podle (3.6) , kde norma II. lit je definována tak, že :

(3.8)

pro všec hna A E A a j ej ich obrazy AA . Potom pro všechny A C V platí:

{y: :lx E D(T) : y == \lI(x)} c D(A) ,

tj . zo brazení \ll z (3.1) je zobrazení z D(T) do D(A).

Poznámka: Všimněme si , že za normu II ·IIAmů žeme zvolit (aby byla splněnapod­
mínka (3.8)) libovolnou z výše uvedených obvyklých norem, tj. libovolnou z norem
definových v (2.6),(2.7) a (2.8).

6.

Důkaz: Buď x E D(T ) libovolné. Položme opět y := \lI(x). Naším cílem je ukázat,
že y E D(A ). Víme, že y E l+OO(A) a potřebujeme ukázat , že dA(y , llVA) == O,
kde dA (- . ) je zobecněná Skorochodova metrika, viz (2.5). Víme, že ds(x , llv) == O,
tj . existuje posloupnost (An)nEN C A a jednoduchých funkcí (Xn)nEN C 3 (T ,V)
taková, že II x, II A '\. O a zároveň II x - xn o An II '\. O. Po ložme A~ obraz x, podle
(3.5) a Yn obraz x., podle (3.1). Potom z podmínky (3.8) II A~lIt '\. Oa

Ily - Yn o A~ I I sup ly(A) - Yn(A~(A))1
AEA

sup Isup x(t) - sup xn(t )I
AE A tEA tE >.ťt(A)

sup Isup x(t) - sUP Xn(An(t))1
AEA tEA tEA

< II x - X n o x, II '\. O.

T dy y E D(A ).
Q.E.D.
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sup I\II(X I) o ;\A(A ) - \II (x2)(A) 1
AEA

Za předpokladů tvrzení 3.1.4 lze snadno ukázat, že zobrazení (3.1) je spojité,
a tedy slabá konvergence zůstane zachována.

Tvrzení 3. 1.5 Za předpokladů tvrzení 3.1.4 je zobrazení \II : D(T) -T D(A) , které
j e definováno v (3.1), spojité.

Důkaz: K důkazu spojitosti stačí ukázat, že pro všechny nety (XoJ aEA takové, že
Xa -T x platí , že \II(x a ) -T \II(x). My konkrétně ukážeme, že platí:

dS(XI , X2) 2 dA(\II( XI)' \II (X2)) ,

kde ds (' , ' ) a dA ( . , . ) jsou Skorochodovy metriky definovány v (2.5) na prostoru
D(T ) a D (A). Skorochodova vzdálenost funkcí Xl, X2 je dS(XI , X2), a tedy existuje
;\ E A takové, že

II;\IIA ~ dS(Xl, X2) a zároveň IlxI o ;\ - x211~ dS(XI, X2)'

Potom také podle předchozího II ;\All t ~ dS(XI , X2) , kde ;\A je indukována X
podle (3.5) . A ukažme, že t aké platí

1I \II (Xl) o ;\A - \II(x2)II A ~ dS(XI , X2)'

Stačí si rozepsat levou stranu nerovnice a dostáváme:

sup I sup Xl (t) - sup X2(t )I
AEA tE.-\(A) tEA

sup I SUP XI(;\(t)) - sup X2(t )1
AEA tE tEA

< IIXI 0;\ - x211
< dS(XI , X2)'

A tedy dA(\II(xd \II (X2)) ~ dS(Xl , X2) a zobrazení \II je spojité.

Q.E.D.

Tí m jsme dokázali následující větu.

Věta 3 .1 .6 Nechť posloupnost procesů (Xn(t) , t E T) nEN konverguje slabě k pro­
cesu (./Y(t) ,tET) v prostoru D(T). Potom posloupnost procesů (Yn(A) , A E A)nEN
indukovaných zobrazením (3.1) konverguje slabě k procesu (Y(A) , A E A) v pro­
storu D (A) , pokud kolekce A je taková, že A c V a prostor D (A) je zkonstruován
dle tvrzení 3.1.4.

3.2 Stabilní konvergence

Tato podkapi tola m á dvě část i . V první se zabýváme stabilní konvergencí reálných
náhodných veličin. Přesněji se zajímáme o to , ve kterých známých cent rálních li­
rni tních větách m ů žeme , a za jakých podmínek, nahradit slabou konvergenci kon­
v rgencí stabilní. V druhé část i se věnujeme stabilní konvergenci procesů . Výsledky
uvedené v této kapitole byly publikovány v (Husová, 2002) a (Husová, 2005b).
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3.2.1 Stabilní konvergence ve známých centrálních limit­
ních větách

Cílem této části je ukázat , ve kterých známých centrálních limitních větách lze
slabou konvergenci nahradit stabilní konvergencí , popř. jaké podmínky je zapotřebí

j eště splnit, aby toto bylo možné.
Z definice stabilní konvergence je ihned vidět , že všechny uvažované náhodné

velič iny musí být definovány na stejném pravděpodobnostním prostoru.

Zřejmě nejznámější cent rální limitní větou se stabilní konvergencí je mar tinga­
lová centrální limitní věta (Hall and Heyde, 1980, Th 3.2) , viz věta 1.4.7.

Důkaz této věty je založen na ověření podmínek následujícího lemmatu, (Hall
and Heyde, 1980, L 3.1).

Lemma 3.2.1 Uvažujme pole martingalových diferencí cx.; 1 ::; i ::; kn,n ~ 1)
na prostoru (O, A , P). Pro všechna t E IR mějme Tn(t) := rr~~ l ( l + itX nj ). Nechť

r;2 j e s .j . konečná náhodná veličina a

(ii) " k u X 2 P 2LJi=l ni --r T] ,

Potorn S uk" = L~~l X ni V~/ Z , kde Z je náhodná veličina s charakteristickou
funkcí E xp( - ~r;2t2 ) .

Důkaz: Viz (Hall and Heyde , 1980, L 3.1).

Q.E.D.

Uv drne ještě důsledek této věty tak, jak ho uvádějí Hall a Heyde, (Hall and
H yd , 1980, Car 3.1).

Důsledek 3.2.2 Věta 1.4.7 platí také, pokud podmínky (i) a (iii) nahradíme tzv.
"p odmíněnou Lindebergovou podmínkou ":

kn

Vé > O: L E[X1~i rr ( IXn i l >é ) IFn(i -l) ] ~ O
i = l

a podmínku (ii) podmínkou pro podmíněný rozptyl:

k"L E(X1~i IFn(i -l )) ~ r;2.
i = l
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V klasické centrální limitní větě pro nezávislé náhodné veličiny je výsledná
konvergence samozřejmě stabilní. Rozmyslíme- li si definici stabilní konvergence,
snadno nahlédneme, že pokud jsou náhodné veličiny definovány na stejném pro­
storu a jsou nezávislé, potom slabá konvergence je vlastně stabilní. Na tento pří­

pad také můžeme aplikovat větu 1.4.7. Chceme-li to dokázat, jednoduše zvolíme
a-algebry tak , abychom dostali pole martingalových diferencí a snadno ověříme

podmínky věty 1.4.7.

Věta 3.2.3 Nechť (Xn)nEN jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s nu­
lovou střední hodnotou a konečným rozptylem a 2 definovan é na stejném pravdě-

podobnostním prostoru, potom aJnL~~l x, D~s N, kde N j e náhodná veličina
s normovaným normálním rozdělením.

Důkaz : Snadno ověříme splnění podmínek věty 1.4.7 . Podmínky (i) , (ii) a (iii)
jsou splněny, zbývá ověřit podmínku (iv). Položme F, a-algebru generovanou ná­
hodnou veličinou X ; Potom označme c, a-algebru generovanou Fl V F 2 V . . . V F i ·

A Sni := aJn L:=l x.; Potom (Sni,9i) je martingalové pole a platí:

(iv) c; C 9(n+1 )i Vi : 1 ~ i ~ kn,Vn 2: 1 protože Yni = c, pro všechna n E N.

Q.E.D.

Další známou centrální limitní větou je Fellerova-Lindebergova centrální limitní
věta, viz např. (Stěpán, 1987, V IV.3.1 ).

Věta 3. 2 .4 (Fellerova-Lindebergova) Nechťpro všechna n E N je (Dn, A n, Pn)
pravděpodobnostní prostor. Mějme nezávislé náhodné veličiny X n1, X n2, ... , X nkn
na prostoru (Dn , A n, Pn), kde k., E N, E./Yn 1 = EXn2 = ... = EXnkn = O. Jestliže

(i)
k n

2:= var x; -7 1,
i= l

(ii) pro všechna E > O:

k 11

2:= E [Xr~i rr [l Xn i l ~éJl -7 O pro n -7 +00,
i= l

potom
kn

2:=Xni ~ Z,
i = l

kde Z má normované normální rozdělení.
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Poznámka: Podmínka (ii) z předchozí věty se často označuj e jako Fellerova­
Lindebergova podmínka , kr átc e (F L) a levá st rana t éto podmínky se pro jednodu­
chost označuje Ln(E) .

Pro st abilní konvergenci v této centrální limitní větě potřebujeme přidat násle­
dující podmínky:

(a1) Všechny náhodné veličiny musí být definovány na stejném pravděpodobnost­

ním prostoru.

(a2) Existuj í cr-algebry F n k takové, že náhodné veličiny X nk jsou Fnk-měřitelné ,

r.; C F n (k+l ) ' E ( X nk IFn (k- l ) ) = Os.j . a F nk C F (n+l )k pro všechna n E N
a všechna k : 1 ~ k ~ kn .

Pot om je výs ledná konvergence stabilní.

Poznámka: Jestliže zvolíme Fnk := V7=1 cr (X ni ) , po tom obecně není splněna

podmínka: F nk C F (n+ l )k' A poku d zvolíme 9 nk = V7=1 F ik potom obecně neplatí

E(Xnk I9 n(k - l ) ) = Os .j.

Věta 3.2.5 Mějme kolekci náhodných veličin (Xn k , k = 1, ... , kn,n E N) defi­
n ovan ých na pravděpodobnostním prostoru (O,A ,P). Nechť tyto n áhodné veličiny

splňují podmínky věty 3.2.4 a podmínku (a2) , potom

k n

'""""" v - sL....J x; ----7 Z,
i=l

kde Z m á normované n orm ální rozdělení.

Důkaz věty 3.2.5 Opět ově řime podmínky věty 1.4.7.
Položme S ni := ~~=l x.; Potom (Sni , F ni ) je pole martingalových diferencí

splňuj ící podmínky věty 1.4.7.

(i) max IXnil ~ O. Pl yne z (FL):
p

(FL) => E ~7~1 ~Y;J[l XniI 2é] ----7 O:::} nlaXl ~i :::; kn X~iIT [lXn i l 2: é ] ----7 O:::}

P I P=> lnaxl :::; 'i ~kll IXni IIT[l x nd2é] ----7 OVé :::} max IXni ~ O.
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(ii) 2:7'::1 X~i ~ 1. Stačí ukázat, že ~~~l X n
2

,; konverguje v LlLi . . k 2:7~1 EX2
i ·

Můžeme psát

E I~~n X 2 . _ ~~n EX2.1<
Li~=l n~ Li~=l n~ -

<
k n k n

E L X~iTI ( I Xn i l <c ) - L EX~iTI ( I Xn i l <c ) + 2Ln (é)
i=l i=l

<

<

<

kn

L E (X~iTI ( IXni l <c ) - EX7;iTI(IXnil<c))
2+ 2Ln (é)

i=l

kn

L E (X~i TI ( IXni l <c))2 - (EX~i TI ( I Xni l <c)) 2 + 2Ln (é)
i=l

(3.9)
k n

< e L EX~i + 2Ln (é).
i=l

kn

< e L E(XniTI(IXnil<c))2 - (EXnJ( IXnil<c))2 + 2Ln (é)
i=l

Z předpokladu (i) této věty víme, že člen 2:7~1 EX~i konverguje k 1 pro
n --t +00 , a tedy pro každé kladn é E můžeme najít dostatečně malé e > O
a dostatečně velké ti takové, že člen (3.9) je menší nebo roven E.

(iii) E( maxl ::; i::;knX~i) ~ E(maxl::;i::;kn X7;iTIlxnil~c ) +é2 ~ E(2:7'::1 X~iTI lxni l ~c) + é2

opět díky podmínce (FL) je podmínka (iii) splněna .

T ím jsme ověřili všechny podmínky věty 1.4.7 a důkaz je hotov.

Q.E.D.

Další zná mé cent rální limitní věty jsou Ljapunovova ( Št ěpán, 1987 , V IV.3.3)
a Lévyho-Lindebergova cent rální limitní věta (Stěpán, 1987 , V IV.3.4). Obě vychá­
zej í z F llerovy-Lindebergovy centrá lní limitní věty, proto stačí přidat podmínky
(a1) , (a2), a pot om je výsledná konvergence také st abilní.

Poslední zkoumanou cent rá lní limitní větou je McLeishova (McLeish, 1974),

viz (Lachout , 2000 , V 4.13) :

Věta 3.2.6 (McLeishova) Mějme pro všechn a ti E N, kn E N náhodné veličiny

Xn,l , ./Y
n

,2 , .. . , ) (n, k
71

definované na stejném pravděpodobnostním prostoru s koneč­

nými prvními momenty. Předpokládejme pro všechna n E N, že EXnl = O, pro
všechna k = 1, 2 . .. , kn - 1: E[Xn(k+l)IXnl , X n 2 , · ., , X n k ] = O s .j. a:
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(i) E[max{IXnkl ,k = 1,2, .. . , kn } ] -7 0,

[ii} '"""" kn X 2 V 2 kd 2' . k v / ili d / ti v'LJk= l nk -7 'TJ , e 'TJ Je S.J. conectui na o na ve icma.

45

,""""k V
Potom LJk: l X nk -7 X , kde náhodná veličina X má mixované normální rozdě-

lení.

Pro stabilní konvergenci v této centrální limitní větě potřebujeme navíc pod­
mínku (a2), věta bude vypadat následovně , viz (Lachout , 1985):

Věta 3.2.7 Mějme (Xn i , :Fn i , 1 < i < kn)nE N pole m artingalových diferencí na
prostoru (D, A ,P) s konečnými prvním i mo m enty a nulovou střední hodnotou a:

(i) E[max{IXnkl ,k = 1, 2, ... , kn } ] -7 0,

(ii) L:Z: l X~k ~ 'TJ 2
, kde 'TJ2 je s .j. konečná náhodná veličina,

(iii) r., C :Fn + 1,i pro všechna n E N, i : 1 ~ i ~ kn .

Potom L:Z: l X nk ~s ./1(, kde náhodná veličina X má mixované no rmální roz­
dělení.

Poznámka: V této větě jsou stejné podmínky jako ve větě 1.4.7 , jen chybí pod­
mínka (iii) věty 1.4.7. Proto, když se dokáže, že tato věta platí se stabilní kon­
vergencí , ukáže se tím, že podmínka (iii) ve větě 1.4.7 může být vypuštěna. To je
také ukázáno v (Lachout , 1985).

Důkaz: Viz (Lachout , 1985).

Q.E.D.

3.2.2 Stabilní konvergence procesů

dám -li definici stabilní konvergence na obecnérn metrickém prostoru, viz defi­
nice 1.3.7, potom již mů žeme uvažovat také o stabilní konvergenci procesů. Jedna
ze zákl adních otázek zní , zda tu platí obdobné podmínky jako pro slabou kon­
v rgenci, tj. zda stabilní konvergence procesů v prostorech C(T) , D(T ) či l+OO (T )
(což jsou postupně prostor všech spojitých funkcí, zobecněný Skorochodův prostor
a prostor všech omezených reál ných funkcí na T) také zaručuj e stabilní konvergenci
vš ch odpovídajících konečně rozměrných marginálů a naopak , zda stabilní kon­
vergence všech konečně rozměrných marginálů společně s těsností zaručuje stabilní

konv rg nci c lého procesu.

V prostorech funkcí vyplývá slabá konvergence konečně rozměrných margi­
n á l ů ze slabé konvergence procesu díky spo jitosti zobrazení projekce. Pokud se
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X(t w)

tedy bude stabilní konvergence také zachovávat spoj itým zobrazením, potom to­
též bude platit pro stabilní konvergenci. Větu o zachování stabilní konvergence
spojitým zobrazením pro reálné náhodné veličiny můžeme najít v již zmiňované

práci Aldouse a Eaglesona, (Aldous and Eagleson, 1978, Th 1). Zde uvedeme toto
tvrzení pro obecné metrické prostory.

Tvrzení 3.2.8 Nechť (Xn)nEN, X jsou náhodné veličiny s hodnotami v nějakém

metrickém prostoru D . Nechť h : D ---7 S , kde S je obecný metrický prostor, je

spojité zobrazení. Potom, pokud X; ~s X na D, h(Xn)~s h(X) v S.

Důkaz: Předpokládejme , že kolekce náhodných veličin (Xn)nEN konverguje sta­
bilně k náhodné veličině X , viz definice 1.3.5. A ověřme tuto definici také pro
posloupnost (h(Xn ))nEN' Pro všechny reálné spoj ité funkce f E C(S) platí, že
f o h patří do prostoru C(D ), a tedy kolekce (h(Xn))nEN a h(X) splňují definici

1.3.5 , a t ak máme h(Xn) ~s h(X).

Q.E.D.

Odtud je vidět , že budeme-li chtít , aby proces konvergoval stabilně, potom díky
spojitosti konečně rozměrných projekcí bude nutnou podmínkou stabilní konver­
gence všech konečně rozměrných marginálů (pro prostory, ve kte rých je projekce
spojité zobrazení).

jprve se podívejlne na to, že stabilní konvergence jednorozměrných margi­
nálů , těsnost a slabá konvergence všech konečně rozměrných marginálů nestačí

k zachování stabilní konvergence ani konečně rozměrných marginálů .

V následujícím příkladu uvažujeme těsný proces, jehož jednorozměrná rozdě­

lení konvergují stabi lně a navíc jeho sdružená rozdělení konvergují slabě. Přesto

nem áme zaručenu stabilní konvergenci sdruženého rozdělení.

Příklad : echť (Xn(t) , t E [0, 1]), (X (t), t E [0, 1)) jsou reálné náhodné procesy
na ([O 1),8([0 1]),A) takové, že

Xn(t ,w) == 1 s pravděpodobností 1/2
== - 1 s pravděpodobností 1/2,

pro vš chna t E [O, 1) a pro všechna n . Definujme limitní náhodnou veličinu:

1 pro t E [0, 1/2), W E [0 ,1/2)

-1 pro t E [0, 1/2), W E [1/ 2, 1)

1 pro t E [1/2, 1), W E [1/ 4, 3/ 4)

- 1 pro t E [1/2, 1), W E [0, 1/4 ) U [3/4, 1).

A položme pro t E [0, 1/2):

[
2k 2k + 1) , k E {O, ... , 2n - 1 _ 2}

1 pro w E 2n ' 2n

- 1 jinak.
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Pro s E [1/2, 1) využijeme již definovaných hodnot (s - 1/2 E [0, 1/2)) a polo­
žíme

X 2n(s ,w) .- X 2n(s - 1/2 ,w) pro w E [0,1/2)

X 2n(s ,w) .- - X 2n(s - 1/2,w) pro w E [1/ 2, 1)

X 2n+ I (S,w) .- - X 2n+ I (S - 1/ 2,w) pro w E [0, 1/ 2)

X 2n+I (S,w) .- X 2n+I (S - 1/2,w) pro w E [1/2, 1)

Pro takto definované náhodné veličiny platí , že X n (t) ~s X (t) pro všechna
t E [0, 1). Avšak dvourozměrné marginály (Xn(t), Xn (s)), kde t E [0, 1/2) a s E

[1/ 2, 1) nekonverguj í stabi lně (což lze ověřit , pokud za E zvolíme např. množinu
[0, 1/2)), ačkoliv konvergují slabě .

Pokud bychom ale požadovali st abilní konvergenci všech konečně rozměrných

marginá l ů a těsnost , potom už bychom stabilní konvergenci limitního pro cesu měli

zaručenu.

Tvrzení 3.2.9 Nechť posloupnost procesů (Xn(t) , t E T )nEN) kde T je indexová
množina) ./\ n : n -t l+OO(T) ) je asymptoticky těsná v (l+OO(T ), Ps)) navíc nechť

všechna konečně rozměrná rozdělení konvergují stabilně. Potom posloupnost pro­
cesů (Xn)nEN konverguje stabilně k procesu X v prostoru (l+OO(T) , Ps).

Důkaz: Z předpokladů věty je zřejmé , že posloupnost procesů (Xn)nENkonverguj e
slabě k procesu X , viz věta 2.3.9. Víme, že pro každou měřitelnou množinu E E A,
každé k E N a pro libovolné tl , ' .. , tk existuje náhod ná veličina Xi ,· .. ,tk t aková, že
pos loupnost (./\nIT E(tl , . . . , tk))nENkonverguje slabě k té to náhodné veličině.

Abychom ukázali stabilní konvergenci, potřebujeme pro každou měřitelnou

množinu E E A naléz t náhodný proces X E , takový, že XnII E ~ X E . Ten bude
existovat podle Daniellovy-Kolmogorovovy věty (viz (Kallenb erg , 1997, Th 5.16)),
pokud syst ' n l X E(t l , . . . , tk) bude projekt ivní.

T nto systém je projektivní z předpokladu, že všechna konečně rozměrná rozdě­

l ní konvergují stabilně k odpovídajícím konečně rozměrným rozdělením limitního
proc u. A pro každé ti E N je systém (Xn(tl , . . . , tk)ITE) projektivní , tudíž i systém
(X E(t l , ... , tk)) je projektivní.

Tím už vlastně máme stabilní konvergenci, protože získáme pro každou E E A
labou konvergenci procesů (XnITE )nEN'

Q.E.D.

3.3 Slabá konvergence holderovských procesů

na [O,l] rn
Výsledky obsažené v této kapitole byly publikovány v (Klicnarová, 2007).
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Klasický princip invariance v Hčlderově prostoru pro nezávislé stej ně rozdělené

náhodné veličiny můžeme naléz t již v Lampertiho práci (Lamperti, 1962). Později

Račkauskas a 8uquet , viz (Račkauskas and Suquet , 2001), vylepšili Lampertiho
výs ledky a ukázali nutné a postačující podmínky pro slabou konvergenci normo­
vaných součtů v Holderově prostoru, opět ale studovali pouze případ nezávislých
stej ně rozdělených náhodných veličin. Dále například v pracích (Kerkyacharian
and Roynet t e , 1991 ) a (Hamadouche, 2000) najdeme podmínky pro těsnost ná­
hodných procesů v Holderově prostoru, ale pouze pro procesy indexované prvky
mno žiny [O, 1]. Princip invari ance pro procesy indexované prvky ob ecných mno­
žin můžeme naj ít např . v kniz e (Ledoux and Talagrand, 1991) , ovšem pouze na
prostoru spoj itých funkcí.

ašírn cílem je ukázat podmínky pro těsnost v prostoru CO" (T) , přesněji viz
defini ce 3.3.1, Holderov ě podprost oru prostoru spojitých funkcí definovaných na T
opatřeného supremální metrikou, kde T = [O, I]'" .

V článcích (Račkauskas and Suquet , 1998) a (Račkauskas and Suquet , 2004)
jsou podmínky pro těsnost posloupnost í v Holderové prostoru - (Hg, II ·lip) . Prostor
I-Ig je prostor reálných spojitých funkcí f definovaných na [O, l]m takových , že
wp( f , l) < 00 a lim c5-+0wp(f, b) = O (definice modulu wp bude později) . Tento
pr ostor j opatřen normou definovanou následovně :

Il fll p := If(O)1 + wp(f,1),

kde p je modul těsnost i , který splňuje něj aké spec iální podmínky, viz (Račkauskas

and 8uquet , 1998 , § 2) a lVp ( · , · ) je modul spojitosti definovaný:

Wp (f, o) = sup If (t ) - f( 8)1 ,
s,t,lls-t lls <c5 p(lls- t lls)

kde Il slIs := n1aXl ::; i::;m ISil . Tyto normy jsou obecnější než normy, které budeme
uvažovat my. Pro sp eciální volby modulu spo jitost i p(.) mů žeme dostat normy
kvival ntní norm ám používanýrn v této práci. Pro speciální volbu p(.) bude také

plati t , ž prostor CO"(T) je podprostorem prostoru Hg(T ). Ale t vrzení v pracích
(Račkauskas and Suquet , 1998) a (Račkauskas and Su quet , 2004) předpokládají

procesy jako prvky Holderových prostorů Hg a ukazují , za jakých podmínek jsou
tyto posloupnosti těsné. My budeme předpokládat, že procesy jsou pouze spo­
jité a uk ážeme, za jakých podmínek jsou těsné v Holderově podprostoru prostoru

spo jitých funkcí , tedy v prostoru CO"(T).

D efinice 3.3.1 Prostor Co,,8 ([O, l ]m), kde O< (3 ~ 1, je prostor reálných spojitých
[unkci definovaných na [O, 1rn, které splňují pro všechna s , t E [O, l ]m a nějakou

konečnou konstantu 1(:

If (t ) - f( s)1~ !<llt - sllg· (3.10)
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"yě"ta . 3.3.? M~jm~ (Xn(t),' t E [O , l]m)nENposloupnost náhodných procesů se spo­
]'ltym'l trajektoriemi. N echt konečně rozměrná rozdělení těchto procesů slabě kon­
vergují. Dále nechť exi stuj í konstanty a , (3 a konečná konstanta K takové) že je
sp lněno :

]<
P (IX n ( t ) - X n (s) I ~ s) :::; é

Q
/I s - t II~13 , \is, t E [O, 1]m , \ie > O, \in E N, (3.11)

kd e
2

O< (3 :::; 1 a a{3 > 4m . (3.12)
10g2 4m-3

P otom po sloupnost procesů (Xn(t) , t E [o, l]m)nEN konverguje slabě k nějakému

procesu (./Y(t ), t E [O, l ]m) na prostoru CO,,([O, l ]m) ) kde řt splňuje následující pod­
mínku:

m
O< I < {3 - -.

a
(3.13)

Poznámka : Ukažme, že za předpokladů předchozí věty platí m < a{3. Tato ne­
rovno t bude plati t , pokud

2
---4-m- 2:: m ,
10g2 4m-3

což mů žeme přepsat

2 > m log2 4m = -rn log2 (1 -~)
4711 - 3 4m

(
3 )-m

4 > 1 - ­
4m

Čl n (1- 4~n) - nI nabývá pro m = 1právě hodnoty 4 a funkce f(m) = (1 - 4~) -m

j na d fin i čním oboru [1, + (0 ) klesají cí (její derivace je záporná).

Důkaz této věty provede pomocí následujících tvrzení a lemmatu.

Slabá konvergence na Hčlderově prostoru posloupnosti procesů (XnJnENje ekvi­
val ntní těsnosti rozdělení kolekce (Xn)nENv tomto prostoru a konvergenci konečně
rozrn ě rn ý ch rozd ělen í procesů (Xn)nEN. Naším cílem je tedy dokázat těsnost roz-

d vl ní po loupnosti (./Yn)nEN.

Poznámka: V t éto podkapitole, bude symbol 1, resp. L, značit prvky prostoru
jRTH takové, ž všechny jejich souřadnice jsou rovny 1, resp. L .

A int rval I (j. k ) na prost oru ~m bude znači t mno žinu všech prvků I E ~m ta­
kových, ž I l ží mezi body j a k nebo I je rovno j či k. My toto značení budeme
potř bovat jen pro případy, kdy j a k budou mít buď všechny souřadnice nezá­
porné nebo všechny souřadnice nekladné, a te dy pro všechna i : 1 :::; i :::; m bude



KAPITOLA 3. VÝSLEDKY 50

platit: Iji I < Ili I < Iki I· Podobně, symbol f(j ,k) bude značit množinu všech 1 E jRm

takových , které leží mezi body j a k , ale nejsou jim rovny.

ejprve formulujme následující užitečné lemma.

Lem m a 3.3.3 Mějme s , t E [O, l]m a označme

J == {(k - 1/ 2)8, k E Nm n [1, 1/8]} (3.14)

pro nějaké 8 > O takové, že 8- 1 E N. Uvažujme uzavřené koule B(j ,~) v prostoru
jRm se středy J E J a s poloměry ~ v supremální metrice. Jestliže IIs - t 112 < 8,
potom

IX (s) - X (t) 1::; 4 ~ax sup IX (z) - X(j)/.
J EJ z EB(j, ~)

Důkaz: Vidíme, že za těchto podmínek patří body s , t do stejných nebo sousedních
koulí B (j , ~ ) . Absolutní hodnot a všech souřadnic bodu (s - t ) je menší nebo rovna
8 (protože euklidovská norma (s- t ) je menší nebo rovna 8) . Tedy vzdálenost bodů
s a t v supremální metrice je menší nebo rovna 8 (což je poloměr koulí).

Předpokládejme tedy, že s E B(j ,~) a t E B( i , ~) . Koule B(j ,~) a B(i,~)
jsou buď souse dní neb o t otožné . A protože předpokládáme, že jsou to koule vůči

supre mální metrice, potom bo d lf je buď středem koule (pokud jsou totožné)
n bo náleží oběma těmto koulím (jsou uzavřené).

A tak dost áváme

IX(s)-X(t)1 < IX(s)-X(j)I+IX(j)-X(j ; i)I +IX(j; i ) - X (i)I+ IX (i )- X (t)1,

čímž j lemma dokázáno.

Q.E.D.

ás leduj ící t vrze ní 3.3 .4 dokazuj e větu 3.3.2.

Tvrzení 3.3 .4 P osloupnost náhodných procesů (Xn(t) , t E [O, l ]m)nEN se spoji­
tými trajektoriemi je těsná v (Co" ([O, 1rn

) , II . II ), j estliže jsou splněny následující

podmínky:

(i) P osloupn ost (Xn(O)) je těsná.

(ii) Existují konstanty 1( , CY , {3 > O tako vé, že jsou splněny podmínky (3.11) ,

(3.12) a (3.13) .

Důkaz to hoto tvrze ní vychází z důkazů vět (Billingsley, 1968, Th 12.1-12.3)

a vy už ívá násl edujícího t vrze ní.
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Tvrzení 3.3.5 Uvažujme net náhodných veličin (SdiE! J kde

1 = {k6j(2L) , k s zmn [-L ,L]m}

51

(3.15)

pro nějaké LEN. Jestliže tento net splňuje pro všechna i l , i 2 E L, všechna E > O
a nějaké konstanty K , a , {3 > O nás ledující nerovnost

(3.16)

podmínku (3.12) a So = OJ potom existuje konstanta M: kt erá závisí pouze na
a , (J, K , m takou á, že

M (6) 0:/3
P( max ISil 2 E) :S --;- -

iE!: osi ::;( ~)v E 2

pro všechny m -dimenzionální vektory v obsahující pouze 1, - 1.

(3.17)

Důkaz t v r zen í 3.3.4: Nejprve ukážeme, že posloupnost je těsná v prostoru spo­
ji tých funkcí C( [O , l ]m) a poté, že je těsná v jeho podprostoru CO"([O, l] m).

Pro těsnost v prostoru C( [O , l ]m) nám stačí ukázat , že pro všechna kladná E

a TJ exist uje kladné 6 takové, že

kde
w(Xn,6) = sup IXn(s) - X n(t)l.

s ,t: lls-t I12< 8

(3.18)

(3.19)

Připomeňme lemma 3.3.3 a použijme koule se středy J E J (viz (3.14)) a po­
loměry 6 v supremá lní metrice. Pokud bude pro 6 takové, že 6- 1 E N splněna

nerovnost
L P( sup IXn(s) - Xn (j) I 2 E) :S TJ , (3.20)
JEJ s EBO ,~)

potom bude také splněna nerovnost (3.18) . Dokažme tedy nerovnost (3.20).

Potřebujeme omezit každý člen ze součtu (3.20) . Fixujme n , L,6 > O a j E J
a definuj me si nové proměnné Si:

(3.21)

kde i E 1, viz (3.15) .
Podle (3.11) dostaneme pro každé i l , i2 E 1:

P(ISj l - Si2 1 2: E) P(/Xn(j + i l ) - X n(j) - Xn(j + i 2 ) + X n(j) 12: E)

P(IXn(j + i l ) - X n(j + i 2 )12: E)

< K Il il _ i2 1 1 ~/3 .
EO:
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Teď využijeme tvrzení 3.3.5. Konstanta M (z nerovnosti (3.17)) nezávisí na L,
a tak ze spojitosti procesu dostáváme:

(3.22)

Protože kouli o poloměru ~ v supremální metrice můžeme překrýt pomocí nejvýše
2mčástí ve tvaru [O, %. v] (v E zm a obsahuje pouze +1, -1) dostáváme

(3.23)

kde 1\11 závisí pouze na K, a , j3, ln.

Jednotkový interval [O , l]m můžeme pokrýt pomocí ó- m koulí se středy JEJ
a poloměru %v supremální metrice, můžeme tedy psát

(3.24)

kde konstanta ]\112 závisí opět pouze na konstantách K, a , j3, m.
Speciálně pro volbu Ó = 2 1

-
k a C = ]{2 - k 'Y dostáváme:

(3.25)

Následující součet je pro a , j3" , které splňují j3 - mla>" omezený

+00 lv12 ( 1 ) o:f3-m-ct."ý
,,- - < +00.s: 1(0: 2k

k =1

Můžeme tedy pro každé c, 1] > O najít k E N takové, že E > ](2- k'Y a pravá
st rana nerovnosti (3.25) je menší nebo rovna 1]. Jestliže položíme Ó = 21-k, dosta­
neme z nerovnosti (3.25) nerovnost (3.20).

Protože podmínka (3.18) je splněna, je posloupnost těsná v prostoru spojitých
funkcí C([O, l] m).

Dále tedy potřebujeme ukázat těsnost v podprostoru Co,'Y([O ,l]m). Chceme
tedy ukázat , že pro všechna kladná E existuje konstanta k, taková, že trajektorie
procesů (Xn(t) , t E [O ,l]m)nEN splňují podmínku (3.10) s konstantami , a Ke
S pravděpodobností alespoň 1 - E ,

Vidíme tedy, že pro všechna e > Oexistuje konstanta K; > O taková, že

P(3k E N: max sup IXn(s) - Xn(j)1 > Ke2- k
'Y) ::; C.

J EJ s EB(j ,1/2k)
(3.26)



KAPITOLA 3. VÝSLEDKY

Položme

53

lvI' .-n

potom P (n~) ~ 1 - é . Dále předpokládejme pouze w E n~. A ukažme, že exist uje
konstanta Ke > Otaková, že pro všechna n E N platí

Ke každé dvoj ici s , t E [O, l]m můžeme najít konstantu l takovou, že

1 2
- < Ils-tl12 <-.2l - 2l

Využijeme lemma 3.3.3 s 6 := 2l
-

l a dostáváme pro w E n~

< 4· ~ax sup IXn(u) - Xn(j)/
JEJ UEB(j ,1/ 2l )

< 4 · ](e2 - lr

< 4 · Kells - tll;.

Položme k; := 4Ke ·

Odvodili jsme, že pro I < f3 - ~ můžeme pro všechna e > O najít konstantu
- a
K, > O takovou, že každý proces (Xn(t) ,t E [0, l] m) je hčlderovsk ý s konstantami
r,k, s pravděpodobností alespoň 1 - e.

Dále můžeme pro všechna e > O najít kompaktní podmnožinu Ce prostoru
CO"( [O, l ]m) t akovou , že platí: P(X n E Ce) ~ 1 - e pro všechna ti E N. (Pro každé
kladné e a každý proces (Xn(t) , t E [O, l]m) najdeme podmnožinu C;/2n takovou,

že P(Xn E C~1/2n ) 2: 1 - é/ 2n a položíme CE:= n~~ C;/2n')

Q.E.D.

Zbývá dokázat tvrzení 3.3 .5.

Důkaz t vrzení 3.3.5: Nejprve si všimněme , že P(El n E2 ) ~ P(El ) 1\ P(E2 ) .

A tak pro i, ll , 12 , k dostávám e z podmínky (3.16) nerovnost :

P(ISj - 5111 ~ 10, 1512 - Skl ~ 10 ) < (~ (Iii - 11112)"'13) 1\ (~ (11h - kl12 )"13)

< I( (max(l li - 11112,1112- kIl2))a{3 . (3.27)ca

Pro n E I položme (připomeňme , že 1 E I (O,n) značí , že 1 leží mezi body O a n)

max min{ISd , ISn - Sll}
l E!(O,n )

' - .max ISi!.
IE!(O,n)
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Podobně jako v (Billingsley, 1968, Th 12.1) ukážeme, že

, k (3
P(NJn ~ s) ::; ~lI nll~ ,

E

54

(3.28)

k"de konstanta tc závisí pouze na a, (3, K , m . Přesněji, konstanta k je taková, že
1< ~ 3mK a zároveň je dostatečně velká, aby platila nerovnost (3.31).

Pro důkaz (3.28) využijeme indukci. Nejprve ukážeme, že nerovnost (3.28) platí
pro n : lni::; 16/ (2L) (kde lni značíme (Inll , In21 ,· .. , Inml)). Díky (3.27) můžeme

pro i E I takové, že i E ! (O,n) psát:

Protože i E I a II jsou taková, že lni ::; 16/ (2L) je zřejmé, že takových i, která
leží mezi O a n není více než 2m

.

A t ak díky (3.29) je podmínka (3.28) splněna s konstantou K2m
.

Podobně ukážeme splnění podmínky pro všechna II taková, že lni::; 6/L, jen
s konstantou K3m

.

Teď mějme h E I takové, že podmínka (3.28) je splněna pro všechna II E I
taková, že II E ! (O ,h). A potřebujeme ukázat , že potom je tato podmínka splněna

t aké pro h.
Prostor mezi body j a j + h rozdělíme do dvou částí, k tomu využijeme dvou refe­

renčních bodů , které získáme násl edujícím způsobem. Nechť hk je největší (v abso­
lutní hodnotě) souřadnice bodu h , potom jedním referenčnímbodem bude bod r l ,
kt erý bude mít stejné souřadnice jako bod h , jen k-tá souřadnice bude rovna
sign(hk) l l /~k IJ !, kde lxJ ! = lx · 2óLJ . 2~ a lxJ značí celou část čísla x . Druhým
referenčním bodem bude bod r2, který bude mít stejné souřadnice jako bod O,
jen k-tou souřadnici bude mít sign(hk ) llh2klJ! + sign(hk)6/ (2L) . Protože předpo­
klád áme, že i E I a i E ! (O,h), potom buď i E ! (O,rl) nebo i E ! (r'2 ,h). Navíc

Položme:

max min{ ISi/, ISrl - Si!} ,
iE!(o,q )

max min {ISi - Sr21 , I(Sh - Sr2) - (Si - Sr2) I}
iEl (r 2 ,h)

max min{ISi - Sr21 , ISh - Si!} ,
i Ef(r2 ,h )
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kde maximum bereme přes i E I v odpovídají cí části . Všimněme si, že člen U2 je
podobný členu Ul, pokud bychom nahradili prvek i prvkem i + r 2. Dále po ložme

Z indukčních předpokladů a z podmínky (3.27) dost áváme:

k (1) (l -~ log2(4- 3/ m ))a ,8

P (Ul 2 é) < ca IIh II ~13 2 '
1<

P (Dl 2 s) ::; --;:; II h II~13 .
E

Členy Ul , Dl jsme definovali tak, že:

Tedy pro bod h dostáváme

j\lJ~ ::; max{UI + Dl , U2 + D 2 } ,

a tedy
P ( j\lJ~ 2 e) ::; P(UI + Dl 2 c) + P(U2 + D2 2 é).

Pro všechna Cl, C2 2 Otaková, že C = Cl + C2 platí:

A hledáme minimum následujícího členu :

Potřebujeme tedy najít nejmenší hodnotu členu:

což je
1 ( 1 1)l+a

ca Cl
1
+0 + Cd+o
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(3.30)

Pokud použijeme naše konstanty, dostaneme:

é: ((~) l~a + G) a~(1 -21~~~(H /m» ) I+a

A potřebujeme takové konst anty, aby člen (3.30 ) byl menší nebo roven é-0:2- 1.

Přesněji tedy potřebujeme , aby:

2 ( (~) l~a + G) a~(l -2l~~~(H/m))) 1+" < 1.

Připomeňme podmínku (3.12 ) na konstanty a, [J . Máme

(3.31)

A tedy

2
a[J > - - ---:--­

log ~
24m-3

1

D:= Ci f3 (1 - ~log2 (4 - 31m)) > 1.

erovnost (3.31) můžeme zapsat ve tvaru

Protože

1- G) f; ; > O

můžeme zvolit konst ant u tc takovou, že f( ~ 3m K a zároveň je dostatečně velká,
aby nerovnost (3.3 1) byla splněna . Tedy platnost nerovnost i (3.28) je dokázána
indukcí.

Zbývá si povšimno ut , že

a t udíž platí
P(NJn ~ s) < P ( j\I[~ ~ é/ 2) + P(ISn l ~ é/ 2). (3.32)

P rvní člen na pravé straně již byl omezen, chybí tedy jen omezit druhý člen . A pro
ten můžeme využít nerovnosti (3.16), abychom dostali:

P(ISn l 2': s) ~ ~ Il nll~,6 ,
e

č ím ž je tvrzení dokázáno.

Q.E.D.
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3.4 Martingalové aproximace
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V první části této podkapitoly ukážeme zobecnění Doobovy nerovnosti pr adap­
tované procesy s nelineárním růstem rozptylu. Jedná se o zobecnění věty od Pe­
ligradové a Uteva, viz tvrzení 1.4.15. Peligradová a Utev mají ve svém tvrzení
podmínku (1.11) , jako normující člen používají n3/

2
. Podmínka (3.33) naší věty se

liší tím, že jako normující člen využívá člen vnan (a tedy povoluje nelineární růst

rozptylu).
Ve druhé části ukážeme princip invariance pro neadaptované procesy a nakonec

se podíváme, jaké existují různé možnosti aproximace posloupností martingalovými
diferencemi , jaký je mez i nimi vztah a zda nám zaručují principy invariance či

cent rální limitní větu, resp. za jakých podmínek.

3.4. 1 Zobecnění Doobovy nerovnosti

Věta 3. 4.1 Nechť (Xi)iEN j e stacionární posloupnost náhodných veličin adapto­

vaných n a filtra ci (Fi)iEN, polo žme Sn == L~=l X i, a a~ == ES~. Předpokládejm e,

že
~ IIE(SnIFo)112L...J ----- < +00.

tur;n=l
(3.33)

P oto m existuje nějaká pomalu se měnící neklesající funkce l taková , že pro všechn a
ti E N taková, že 2T

-
1 < n :::; 21

' platí:

(3.34)

kde

Funkce l může být definována následovně:

l(n) :== max l(k) ,
O~k~n

kde l (.) j e pomalu se měnící funkce taková, že an == vnl (n).

Než začneme dokazovat větu , dokážeme tři pomocná lemmata.

(3.35)

(3.36)

Lemma 3. 4.2 Nechť (Xi)iEN j e stacionární posloupnost náhodných veličin adap­
tovaných na filtra ci (Fi)iEN, nechť Sn == L~~l X, a a~ == ES~. Předpoklád ejme, že
platí podmínka (3.33), potom:
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Důkaz: Označme si

Vn = IIE(SnIFo)II2

K; = IISn - E(SnIFo)112'

Potom a~ = V; + !(~, a tedy podmínku (3.33) můžeme zapsat:

1f IIE(SnIFo)112 = f Vn =~ -----;:======== < +00.
n=l tia., n=l nVK~ + V; ~ n

Naším cílem je ukázat, že

Vn 1
-----;::::==== --t Opro n --t +00.

1+&
~?

Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že

1
----;::::==== ft Opro n --t +00.

1+&vr?

Předpokládáme tedy, že existuje nějaké kladné e a nějaká posloupnost (nk)kEN /

+00 taková, že pro všechna nk z této posloupnosti:

Po úpravě dostáváme:

(3.37)

pro všechna tu:

Dále vyšetřeme , jak se chová posloupnost (~) . O posloupnosti (1I;JnEN
1t nEN

víme (viz (Peligrad and Utev, 2005, L 2.6)), že je subaditivní, tedy Vi+j :S Vi + Vj
pro všechna i , JEN. Pro posloupnost K1~ můžeme psát :

!<;+j = I/Si+j - E(Si+jIFo)l/~
i+j

E L (PkSi+j )2
k=l

i i+j
E L (PkSi+j )2+ E L (PkSi+j)2

k=l k=i+l
i j

E L (Pksi+j )2+ E L (PkSj )2
k=l k=l

> IISj - E(SjIFo)ll~ = Kl·
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Dostáváme tedy, nerovnost:

2K i+j ~ max(Ki , K j ) .

P I k 1<2 o v 'tro z ome v~ muzeme psa :
n

max(K; , KJ)
(Vi+Vj)2

max (I{; , I<J)
>

4 max(~2 , Vj2)

> ~ min (Ki Kj ) 2
4 ll: ' 11,.'/, J

Tato nerovnost platí pro všechna i, JEN . Proto, pokud označíme

{
I(~ K 2

}An := i ; 1 ::; i ::; n, ~~ <4VJ '

59

(3.38)

potom mohutnost této množiny je pro každé n E N alespoň r~1.
My předpokládáme posloupnost (n k)k EN pro kterou platí podmínka (3.37) , tedy

pro všechna nk existuje alespoň r~k1indexů i : 1 ::; i ::; nk, pro které

I{~ 1 - c2

--1 ::; 4 2V C
'/,

Pokud je splněna nerovnost (3.38) , potom platí:

1
} -'2

1
v :

+vJ
t

A tak dostáváme

+00

L
n = l n

(3.39)

Nutnou podmínkou pro konvergenci levé strany nerovnosti (3.39) je

1· n k+l 1lm -- = .
k-+oo n k

(3.40)

Pro každou posloupnost (nk) kEN, pro kterou je splněna podmínka (3.40) existuje
nějaké ko E N takové, že

+00 +00 2k+1 _ 2k

L nk+l - n k '"'
~ L...J -2-.-2-k+- 1- .

2nk+lk=ko k=ko
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Jelikož

1+00

L ---;::::=~
n=l n

řada

diverguje také, což je spor s předpokladem. Tvrzení je dokázáno.

Q.E.D.

Připomeňme, že díky tomuto lemmatu a Wu a Woodroofeovi (Wu and Woodro­
ofe, 2004 , Ll) , viz lemma 1.4.12, vyplývá z podmínky (3.33) existence pomalu se
měnící funkce l(x) takové, že a., = yfiil(n) . Snadno nahlédneme, že potom také
funkce definovaná v (3.36) je pomalu se měnící.

Lemma 3.4.3 Jsou-li splněny podmínky věty 3.4 .1, potom pro funkci [ definova­
nou v (3.36), pro 6.1" viz (3.35), a pro všechna n E N taková, že 21'-1 < n ::; 21'
platí:

(3.41)

Důkaz : Tvrzení dokážeme indukcí. Pro r = Oa n = 1 nerovnost platí. Předpoklá­

dejme tedy, že pro nějaké r E N nerovnost (3.41) platí pro všechna ti E N taková,
že n ::; 21' -1. A dokažme, že platí také pro všechna n E N taková, že 21' -1 < ti ::; 21'.
Podobně jako Peligradová a Ut ev (Peligrad and Utev, 2005) v důkazu věty 1 mů­

žerne psát (připomeňme , že l(n) a /:).. 1' jsou neklesající):

a dík y tomu dále dostáváme (využitím stacionarity a Cauchyovy-Schwarzovy ne­
rovnosti:
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Q.E.D.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Lemma 3.4.4 Nechť (Yi) i=l je náhodný vektor s konečnými druhými momenty
takový) že pro každé i : 1 ::; i ::; n je náhodná veličina Yi měřitelná vůči a-alg ebře

Ft = a(Xj , j ::; i), kde (Xi)iEN je stacionární proces ) který splňuje podmínku
(3.33) . Nechťn::; 2r

. Jestli že pro všechna a,b takové) že 1::; a::; b ::; n a pro
nějakou kladnou konstantu C platí:

E(t Yt ) 2:SC2(b - a + l ),

potom pro ~r ' viz (3.35), a funkc i l(.) definovanou v (3.36) plat í:

n-1 l(2r )
E L yt(Sn - Sl) < -2-Cn~r'

l=l

Důkaz: Použijeme indukci. V indukčním kroku ukážeme platnost poněkud ob ec­
něj ší nerovnosti než je nerovnost (3.43) , a to následující nerovnosti , kde počet

s čítanc ů k je menší nebo roven n a nerovnost platí pro všechna přirozená j taková ,
že j + k ::; n . Potom

j+k- 1 - ( )

E L Yt (Sj+k - St} :S I ~s cus:
l=j+1

kde s je takové, že k ::; 28
•

Pro k = 2 a libovolné j takové, že j + 2 ::; n nerovnost (3.44) platí , neboť

E Yj+1Xj +2 E(Yj+1E(Xj+2/Fj +1))

< IIYj+1112' IIE(./Y1IFo) 112
[(2)

< C~la1::; 2C2~1'

Dále předpokládejme , že lemma platí pro všechna k E N taková, že k ::; 28
-

1

a zafixuj lne k : 28
-

1 < k ::; 28 1\n . M ůžeme psát (pro všechna přirozená j : j +k ::; n )

j+k- 1

L yt(Sj+k - Sl )

l=j +1

j+k-2s - 1-1 j+k - 1

L Yi(Sj +k-2s - 1 - Sl) + L yt(Sj+k - S l) +
l=j+1 l=j +k-2s - 1

j+k_ 2s - 1_1

+ L yt (Sj+k - S j+k -2s - 1 )

l=j +1

II + 12 + 13 ,
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Z indukčního předpokladu dostáváme:

< [(2
8
-

1)
C(k - 28-1)~

2 8- 1,

< [(2
8
-

1)C 8- 1 A

2 2 il8 - 1 '

Třetí člen můžeme omezit :

j+k-2S
-

1 - 1

IEI3 1 < IISj +k - S j+k-2s - 11/2 2:= Yl
2

< CVk - 28-1V28-1[(28-1 )(~8 - ~8-d

[(21'-1 )
< 2 Ck(~8 - ~8-d·
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Q.E.D.

Důkaz věty 3. 4. 1 Důkaz této věty probíhá podobným způsobem jako důkaz věty

(Pe ligrad and Utev, 2006 , Th 1). Označme

Nejprve uk ážeme, že pro všechn a n : 21'- 1 ::; n ::; 21' platí

Po tom dostaneme:

a odvodíme, že

Tím bude věta dokázána.
Pro důkaz nerovnosti (3.45) použij eme podobných argumentů jako Peligradová

a Utev v (Peligrad and Ut ev, 2006 , dk Th 1) a nerovnosti (Dedecker and Rio ,
2000 , (3.4)). J edinou změnou je použití lemmatu 3.4.4 místo lemmatu (Peligrad
and Ut ev, 2006 , L 2.2) , t edy lemmatu s konstantou [(21').

Položme So = Oa označme

NI1~ = m~x st = max(O, Sl , " " Sn)l :::; ) :::;n
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a
M;; = m~x (-S;) = max(O, - Sl, ' . . ,-Sn)'

l ~J ~n

Využijeme nás ledující nerovnost z (Dedecker and Rio , 2000 , (3 .4)):

11,

(M;)2 <4(S:)2 - 4 L lVI;;_lXk.
k=l

63

A použitím podobné nerovnosti také pro M; a sečtením NI: a NI;; dost aneme:

11,

l\!I~ ::; 4(Sn)2 - 4 L (lVI;;- l - lVlk_1)X k.
k=l

Protože X k = (Sn - Sk-d - (Sn - Sk), můžeme psát

11,

L (JVf;;- l - lVI;_l )((Sn - Sk-I) - (Sn - Sk))
k=l
11,- 1 11,

L (lVI: - lVlk) (Sn - Sk) - L (lVI:- 1 - Aifk_1 ) is; - Sk)
k=l k=l
11,- 1

L ((1\if: - NI; ) - (lVI:_1 - lVl k_ 1 ) ) (Sn - Sk)'
k=l

A tedy pro Di. = (lVI: - 1\if:_1 ) - (NI; - Mk- I) dostáváme

11,

M~ ::; 4(Sn)2 - 4 L Dk(Sn - Sk)'
k=l

Snadno vidíme, že

b

L Dk < ((NI: - 1\if;;) V (Nlb - 1\if; ))

k=a+l

Díky stacionaritě dostáváme:

(
b )2 2E ~ o, <E ( ~ax Sl) = (b - a)I(b- a < (b - a)I{n .

L...J l<'L <b- a
k=a+l - -
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1

A z lemma 3.4.4, kde položíme Yk = D; pro k E N a C = K J, dostáváme

Eť Dk(Sn - Sk) ::; [(~') nI<J .6.,.
k =1

A tedy (s využitím (3.41))

64

Q.E.D.

Poznámka: Zobecnění této nerovnosti mělo být využito pro důkaz zobecněného

principu invariance od Peligradové a Uteva, věta 1.4.14 . Magda Peligradová se ale
domnívá, že podmínky (3.33) a (1.11) jsou ekvivalentní.

3. 4.2 Princip invariance pro neadaptované procesy

aším cílem je ukázat princip invariance pro neadaptované procesy. Přesněji, do­
kážeme větu podobnou větě (Wu and Woodroofe, 2004, COl' 3) , viz věta 1.4.13. Wu
a Woodroofe dokázali princip invariance pro adaptované procesy. My zde ukážeme
za podobných předpokladůprincip invariance obecně pro neadaptované procesy.

K tomu využijeme martingalovou aproximaci neadaptovaných stochastických
procesů s nelineárním růstem rozptylu, kterou představilVolný ve své práci (Volný,
2006 , Th 3) . Pro důkaz principu invariance pro neadaptované procesy budeme
potřebovat nejprve zobecnit následující lemma, viz (Wu and Woodroofe , 2004,
L 5).

Výsledky této kapitoly jsou obsaženy v práci (Klicnarová and Volný, 2007).

V celé této část i předpokládáme náhodné veličinyXo takové, že E(./YoIF- oo) = O
a E(XoIF+oo) = ./Yo, jinými slovy, že platí Xo = L~~oo PiXo·

Připomeňme také, že a-algebry F i , viz (1.6) , jsou definovány tak , že F, C F i+1

pro všechna i E Z a projekce Pi jsou definovány:

Lemma 3.4. 5 Nechť posloupnost (Xi)iENj e adaptovaná na filtraci (Fi)iEN a nechť

pro nějaké q > 1 platí:

Potom existuje martingal ]tl!1 ' 1V!2 , . . . se siacioruirnimi přírůstky, pro kt erý platí:
IISn- Nl nl/ 2 = o( y!nlogl -q n).
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Pro neadaptované posloupnosti získáme toto lemma v následujícím tvaru.

Lemma 3.4.6 Předpokládejme, že pro nějaké q > 1 platí:
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Potom existuje martingalová aproximace lVII , M 2 , .. . se stacionárními přírůstky,

pro kterou platí IISn - NIn I12 = o(y'nlogl-q n).

Důkaz: Využijeme stejného postupu jako Volný v důkazu věty (Volný, 2006 , Th 5).

áhodné veličiny (Xk)kEN si rozložíme jako X k = X~ + X~ , kde X~ = E(XkIFk)
a X~ = X k - E(XkI Fk). Potom posloupnost (X~)kEN je adaptovaná na filtraci
(Fk)kEN a splňuje podmínky lemmatu 3.4.5, tedy existuje martingal ( NI~)kEN ta-

kový, že
IIS~ - i\1~112 = o(vnlog1-q n). (3.47)

Dále definujme veličinu Zk = UkVX~ , kde operátor V je definovaný v (1.10).
Potom posloupnost (Zk)kEN je adaptovaná na filtrac i (Fk)kEN. A podobně jako
Volný v tvrzení (Volný, 2006, Cor 1) dostaneme:

kde S;~ = L::~l X~. A tedy dostáváme

Tedy posloupnost (Zk)kEN splňuje také podmínky lemmatu 3.4.5, a tedy existuje
martingal (i\1~)kEN se striktně stacionárními přírůstky, který splňuje

n

II L e, - i\1~112 = o(vnlog
l
-

q
n).

k=l

Tento martingal m ů žeme psát jako součet martingalových diferencí:

z z v X" UkX" Zkde platí: D i = UD i -I' Připomeňme, ze k = o a k

X~ = V - 1U- 2kZk' Uvědomme si, že

UkV X " do' te y

V Df = L U- iFOu- iDf = L U- 2i
FiDf = U-

2kDf·
iE Z iE Z
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D" = V - 1U- 2kD Z = D Z
k k k '

Použijeme-li tedy stejnou transformaci pro martingalové diference (jako pro veli­

činy Zk) , dostaneme

Lemma je dokázáno.
Q.E.D.

Dále si připomeňme lemma 6 z práce (Wu and Woodroofe, 2004) , kt eré také

potřebujeme pro důkaz principu invariance.

Lem m a 3. 4.7 Nechť (Yk) kENje stacionární posloupnost s nulovou střední hodno­
tou a konečnými druhými momenty. Položme Tn = I:~= l Yi . Poto m

Důkaz : Viz (Wu and Woodroofe, 2004).

Ted' t edy formulujme a dokažme princip invariance pro obecně ne nutně adap­
tované posloupnosti. Důkaz probíhá obdobně jako důkaz principu invari ance pro
adaptované posloupnosti , (Wu and Woodroofe, 2004, Th 3) , ovšem musíme využít

lemmatu 3.4.6.

1
§n(t) := - SLntJ

an

konverguje v distribuci k Wienerovu procesu na prostoru D [O , 1].

Věta 3 .4 .8 Jestliže f E H+oo e H- oo a platí podmínka (3·46) pro nějaké q 2:: 2,
funkce f E Lp pro nějaké p > 2, potom pro an := IISnl12 existuje konečná limita

2 a
2

a = lim + =..1.l. a procesn - 00 n

Důkaz : Položme Rn = Sn - lvln, kde NIn jsou definovány v lemmatu 3.4.6, Dni

jsou jejich přírůstky a označme

Dále budeme značit Gn, resp. }(n, rozdělení procesu §n, resp . procesu Mn, na
prostoru D [O, 1] . Potorn podle principu invariance pro martingalové diference (viz

např. (Štěpán , 1987, V VI.5.6)) K; ~ W pro n -t +00 , kde W je rozdělení Wiene­

rova procesu.
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A t ak nám bude stačit, pokud ukážeme, že

P (max IRk l 2: c) -7 O
k<.5.n O'n

pro všechna e > O.

Nechť řt == i - 2~' Položme a == am == f2,ml a b == bm == f2(1 - ,) rnl · Potom

J!lax IR jl ::; max [ IRakl + m~x IR ak+j - - . .
J<.5.2m 1<.5.k<.5.b O<.5.J<.5. a

Protože

ln~x IR ak+j - R akI < m~x INIak+j - ]V[ak l + max ISak+j - SakI
O<.5.J <.5.a O<.5.J<.5.a O<.5.J <.5.a

< m~x I Nfak+j - Nfak l + a J!lax IXj l
O<.5.J <.5.a J<.5.2m

pro všechna k, dost áváme

67

první člen na pr avé straně konverguje k nule z pr incipu invarian ce pro martingalové

diference.
Pro druhý člen dost áváme:

P (
Xj > ~) < aP 2m(1 - ~)EIX IP == 2m(1 - ~ +,p) E I XI I P

max m l'j <.5.2 m 2"2 - a - cP cP

te dy te nto člen také konverguje k nule pro m -7 +00.
Zbývá ukázat konvergenci třetího členu . Využijeme lemma 3.4.7, připomeňme ,

že d == llog2bJ, a dostáváme:

(
IRak l )P max - 7n- 2: E

k<.5. b 2"2
1 E ( I

R ak l ) 2< - max - -
c2 k<.5.b 2 ~

d

1 d '"' d- i 2< "2 2m L..J 2 II R a2i 112
E i=O

< ~!!:.- ~ 2d- i O(a2
i

)

c2 2m '8 log2(q- l)(a2i )

1 abd ( 1 ) _ ( 4 - 2q )--O -- - o m
c2 2m m 2q- 3 '
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protože z konstrukce konst ant máme ab = O(2m
) , d = O (m). Pro q ~ 2 nárn třet í

člen také konverguje k nule, a tedy věta je dokázána.

Q.E.D.

3 .4 .3 Diagonální aproximace

V této části se podíváme, jakými různými způsoby lze aproximovat stacionární
posloupnost posloupností martingalových diferenCÍ a ukážeme, jaké vztahy platí
mezi jednotlivými typy aproximací. Pro jednoduchost značení budeme používat
operá tory Qk a R k definovány v 1.8 a 1.9.

Definice 3.4.9 Řekneme, že pro funkci f existuje slabá diagonální aproxi­
mace, jes tliže existuje posloupnost přirozených čísel (kn, k., = o(n) ) n EN takových,
že j e splněno

(i) pro f n = L7~-kn Pif máme

kn

m., = L POU
i
t,

i=-kn

k« kn- i kn - l kn- i

gn L L P- iU j f n - L L PiU-
j i:

i = l j = O i =O j =l

je IIgnl12 = o(arJ.

Definice 3.4.10 Řekneme, že pro funkci f existuje silná diagonální aproxi­
mace, j estliže existuje taková posloupnost (dn,dn = o(n))nEN, že pro všechny po­
sloupnosti (kn)nEN, pro které je kn ~ dn pro všechna n E N platí

(i) pro f n = L7~-kn Pi] máme

~"Sn(f - fn)112 -7 0,
an

(ii) pro f n = tn. ; + gn - Ugn, kde

i=- kn

kn kn- i kn- l kn- i

gn L L P- iU
j I; - L L PiU -

j t-.
i = l j =O i = O j =l
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Definice 3.4.11 Řekneme, že [unkce I má Wuovu- Woodroofeovu aproxi­
maci, krátce WW-aproximaci, jestliže

Tvrzení 3.4.12 Jestl iže [unkce I má slabou diagonální aproximaci, potom má

také WW- aproximaci.

Důkaz:

o n

II L (L piu
j 1)112

i= -oo j=l

-kn n o i+kn

< II L (L PiU j 1)lb + II L (L PiU
j f)112 +

A snadno vidíme , že

i=-oo j =l i=-kn+l j =l

o n

+1 1 L ( L PiU
j 1)112

i=-kn +1 j =i+kn + 1

II + 13 < IISn(1 - In)112
12 < IIUgn l12 = Ilgnl12 '

Tedy díky předpokladu tvrzení dostáváme, že IIQo(Sn(/))112
IIRn(Sn(/))112 dostaneme výsledek analogicky.

o(an ) , pro člen

Q.E.D.

Tvrzení 3.4.13 Existuje funkce I, která má WW-aproximaci, ale nemá si lnou di­
agonální aproximaci. Jinými slovy, existuje proces, který má WW-aproximaci a zá­
roveň pro každou posloupnost (dn = o(n))nEN můžeme najít posloupnost (kn)n EN

takovou, že kn 2:: s; a pokud polo žíme ln = I:7~-kn Pil , potom

Poznámka: Předpokládáme, že obdobné tvrzení neplat í pro slabou diagonální
aproximace, a tedy předpokládáme, že slabá diagonální aproximace je ekvivalentní
s WW-aproximací, ale tento výsledek j eště není dokončen .

Důkaz: 8estrojlne proces , který má WW-aproximaci, ale nemá silnou diagonální

ap roximaci.
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Mějme funkci e takovou, že II el12 = 1 a zároveň e E Ho 8 H_I · Označme pro

i, j E N

N ·'/,

lexp j2J,
i-I

2 L !( j + 1,
j = O

1
'2J

a položme }(o, No = O, ba = 1. Teď definujme funk ce l. ,li pro i E N:

tc, ( 1) J<i -
I 1

i. .- '"""'" - - e o T k + '"""'" --e o T -
k

,D k D k +1
k= 1 k=O

l. ._ j T - N ·-J< ·. i o t t .

(3.48)

(3.49)

A položme
+00

f = L bili + boe.
i=1

Ukážem e, že funkce f m á WW-aproximaci , ale nemá silnou diagonální apro­
ximaci. Poznamenejme, že jsme funkci f definovali t ak, že je Fo-měřitelná , prot o
pro ověření WW-aproxinlace stačí ukázat , že II Qo(Sn(f ))11 2 = o(crn).

Nejprve se podívejme, jak se chovají funk ce l i. Z konstrukce funkcí (li )iEN

vidíme, že

Tedy

a
Sn(l i) E H- Ni+n 8 H- Ni- 2J<i+1 .

M ůžeme si také všimnout , že pouze pro

j E [-Ni + n , -Ni + n - 2!(i + 2] U [- Ni - 1, -Ni - 2I{i + 1]

jsou j -té projekce funkcí Sn(li) nenulové, tj. Pj( Sn(li)) =I O.
Navíc si všimněme , že pro n ,JEN exist uje i takové, že:

kde Yj je koeficient projekce Pj(SnUi))' Z konstrukce funkce Ji platí

- 1 <Yj < O. (3.50)
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Pro WW-aproximaci potřebujemedokázat, že IIQo(Sn(f) )112= o(O"n) .
Nejprve připomeňme, že

II Sn(f )112 > IISn(f) - Qo(Sn(f))112 ,
IISn(f)112 < IISn(f) - 'Qo(Sn(f))112 + IIQo(Sn(f))112.

71

Potřebujeme tedy odhadnout členy IIQo(Sn(f))112 a IISn(f) -Qo(Sn(f))11 2. Nej­
prve odhadněmečlen IISn(f) - Qo(Sn (f ))112. Z výše uvedených poznámek je zřejmé ,

že stačí odhadnout členy IIPj(SnCfo+ li))II~ pro j 2: o.
Fixujme ti E N. Potom můžeme najít lEN takové, že NI ::; ti < NJ+1· Nejprve

uvažujme i E N takové, že

a odhadneme

j=-Ni+n-2Ki+l

j=-Ni+n-I<i+2

Díky (3.50) můžeme psát pro všechn a JEN :

1+2Yj::; (1+ Yj )2 ::; l +Yj'

A t edy dostaneme

(3.51)

(3.52)

(3.52) < 2

«:»,

L
j=-Ni+n-I<i+2

tc, ( 1 «, 1) ( 1 «, 1)
- 2~ 1 - i 2~ k + 1 - i 2~ k + 1

(

I I< i 1<' + 1) 1< 2 K, - 1 - ~L log t . + 2 - i 2 log(I( i + 1)
i j=2 J

Ki

_ 2I<i - ~ ((2I( i - 1) log(I(i + 1) - 2 L log j)
~ j=2

< 2I<i - ~ ((2I{i - 1)log(I{i + 1) - 2[x log x - xg(i+
1

)

i

_ 2Ki - ~ ((2I(i - 1) log(I( i + 1) - 2(I{i + 1) log(I(i + 1) +
i
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+2(Ki + 1) + 4 log 2 - 4)

1
2Ki - i 2(2Ki + 4log2 - 2 - 3log(Ki + 1))

< 2K. _ 2Ki - 3log(Ki + 1)
t i 2

a

«:»,

(3.52) > 2 L (1+ 2Yj) + (1+ 2Yn-Ni-Ki+1) + 1
j=-Ni+n- Ki+2

2t (1- i~ t ~) + (1 - ~ t ~) +1
J=2 k=J k=l

> 2 (Ki-1- i~ tlog j~\) + 2 - ~(1 + log(Ki))
J=2

2 tc,
_ 2Ki - i

2
((2Ki - 1) log(Ki) - 2L log(j - 1) + 1)

j=2

2> 2Ki - ~((2Ki - 1) log(Ki) - 2[x log x - x]fi-
1+ 1)

i

2
_ 2Ki - ~(2Ki + log(KJ - 1)

i

> 2K. _ 4Ki + 2 log Ki

t i 2

Dostáváme (připomeňme , že tc. == lexp i
2J)

(3.52) rv 2Ki + O Co:~J .
Tedy přídavek všech takových l i k členu IISn(f ) - Qo(Sn(f))II~ je přibližně
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I-I ( )8 2K
i

- 4Ki +i~ log Ki
I-I

> NI - 1 - L 4K; + ~ log Ki

. i=1 'l

rv NI + O(1K;:! ).
og I-I

(3.53)

Ted' se podívejme na případ, kdy i je takové, že nesplňuje podmínku (3.51).
Jestliže i ~ I + 1, potom 118n (l i) - QO(Sn(li)) 112 == Q. A tedy stačí studovat
případ, kdy i == I. Tento případ rozdělíme do tří částí.
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1. Nechť n = NI + K].

V tomto případě použijeme podobných kroků jako v předchozím případě

a dostaneme:

2 n~l - 2 1
Kl - /2 Kl :s: LJ IlPj(SnUO + !I ))112 :s: Kl - P (I{l - log(Kd 1))

j = -NI +n- KI+l
(3.54)

Pro IISn(f) -Qo(Sn(f))II~ jsme tedy získali , připomeňme , že v tomto případě

je n rv K I a log K I r-;» 12
,

2
> (3.53) + ]{I - 12 Kl

> n + O CO:;(I1_J - :2 Kl

n + o(n).

2. Nechť NI < n < NI + Kl·

Potřebujemeodhadnout člen

n -NI

L IIPj(Sn(fo + JI ))II~ ,
j= l

(3.55)

(3.56)

kde v tomto případě je n - N, < ](i ' a tak použitím podobných argumentů

jako výše dostáváme:

1 Kl Kl 1

(3.56) :s: n - NI - pLL k
j=NI-n+K I+ l k=j

1 Kl !{I + 1
< n - NI - - """"' log--

12 ~ J
j=N I-n+K I+ l

< n - NI - ;2 ((n - NI) log(KI+ 1) - [x log x - x] ~~;~~+Nf+ l )

1n - NI - p((n - NI - Kl - l )(log(K I + 1) -

- lOg(]{ I - n + NI + 1)) +n - Nd)

a
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2 K[ tc
> ti - NI - - '" log _1_

]2 0 '- 1
j=N[-n+K[+l J

2> n - NI - [2 ((n - NI + 1)log(KI ) - [x log x - xl ~~: -n+NI - l)

2
n - NI - ]2 ((n - NI - }(I + 1)(10g(J(I ) -

-log(KI - n + NI -1)) +n - NI + 1).

A tak máme:

1
n- NI - ]2(n -NI)::';(3.56)::.; n - NI.

V tomto případě m áme pro člen IISn(f) - Qo(Sn(f))II~:

1
> (3.53) + ti - NI - ]2 (n - NI)

> n + O CO:~Il_J -:2 (n - NI )

- n + o(n).

(3.57)

3. Nechf NI + ](1 < ti < NI + 2]<1'

Teď potřebujeme odhadnout člen

-:».
L IIPj(Sn (f o+ JI))II~ ,
j = l

(3.58)

tentokrát je ti - N, ~ K i l proto tento člen musíme rozdělit na dvě část i, a to

následujícím způsobem:

j =l

n -sN] n-N[- K[
== L II Pj(Sn(f o+ JI ))II ~ + L II Pj (Sn(f o+ JI))II~ ,

kde umíme odhadnout první člen na pravé straně, protože se jedná o stejný
odhad jako v (3.54). Odhadněme t edy druhý člen na pravé straně . Tento člen

můžeme vyjádřit jako

(3.59)
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n-Nf- K f ( 1 tc, 1)
(3.59) < L: 1 - J2 L: k

J=1 j =j

(
/ ) 1 n-~Kf Kl + 1

< n - NI - Kl - 12 ~ log .
j =1 J

1 ( n-Nf-K
f

)

< (n- Nl - Kl) - J2 (n - N l - Kl) log(Kl + 1) - ~ logj

< (n - NI - Kl) (1_10g(~~+ 1)) +

1+ 1
2

([XlogX- xl~-Nl-J(l + log(n - NI - Kl ))

(n - NI - Kl) (1 - log(I~~ + 1)) +

1+1
2

((n -Nl -Kl+1) log(n-Nl -Kl) - (n -Nl -Kl) + 1) ,

n-Nf-KI ( 2 Kll )
(3.59) > L: 1 - 12 L: k

j = 1 j =j

2 ( n- NI -KI 1{ )
> (n - NI - K l ) - 12 ~ log j _l l + 1 + log Kl

2> (n - NI - K I ) - 1
2

( (n - NI - K I - 1) log(]{ I ) -

n-N I - J(I - 1

L: log j + 1 + log t: I )

j = 1

2 log(](I ) 2 n N I [( I

> (n - NI - ](I ) (1 - ] 2 ) + 12 ([x log X - x]1 - - +
+ log( ti - NI - K I ) + 1 + log K I )

2 log( ]{I )
(n - NI - K I ) (1 - 12 ) +

+ :2((n- Nl- Kl + 1) log(n - Nl- Kl) - (n - Nl - Kl )+2+logKl ) .

Teď vezměme konstantu C : O < C < 1 takovou , že ti - N I - ]{I = C]( I ,

a dostáválne

(
lOg(]{I + 1) ) 1(3.59) < cK l 1 - 1

2
+ J2((cK l + 1) log(cK l ) - cI<j + 1)

< C]( I - ~ ( C]{I - 1+C](I log ~ - log(C] ( I ) ) ,
12 C
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(
2 log(tc,)) 2

(3.59) > cK ] 1- 1
2

+ 1
2

((cK ] + 1) log(c](])- .«,+ 2+ log ](J)

(, 210g(K])) 2
cKlť - 1

2
+ J2 ((cKI+ 1) (logc+ log K l) -cK I+ 2+log Kl)

> cKI- :2(cKI + cKIlog ~ -lOg(CKI) -lOg KI -2)

> cK I - :2(CK I(l + log ~))

> cK I - :2(c1Q 1 + ~)) .

A tak pro člen (3.58) můžeme odvodit:

Pro všechny členy IISn(f) - Qo(Sn(f))II~ dost áváme, n rv I( J(c + 1),

2
> (3.53) + ]{ ](c + 1) - 1

2
(I(]( c + 1) + ](]) (3.60)

> ti + O CO~{;;ll_J - ;2 (I(l(c + 1)) (3.61)

- n + o(n).

A tak jsme odvodili, že pro všechna ti E N platí

Teď se zabývejme členem IIQo(Sn(f))112 ' P ro od had velikosti to hoto členu po­
u žijeme následující nerovnost: Xi, Yi 2:: O: (Xi - Yi)2 ::; (X; + y;) . A dostaneme

+00

I IQo(Sn(f))II~::; LIr,
i=O

kde l i l == ~~=-oo IIPj(Sn(Ji))II~ ·
Odhad členu Ir rozdělíme opět do tří částí.

1. Nechť i je takové, že ti 2:: N, + 2](i, což zname ná, že i ::; I - 1. V tomto

případě

Kl (1 Kl l) 2
I" < 2 '"" - '"" - (3.62)

t - 0 i 2 0 k
j = l k= j
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2 «, K ·
I~ < ~ ( ( 1 + log K i )2+L log2 -. _ 2 )

2 J - 1
j =2

2 J( i - 1

< i
4

(1 + 2 log K, + log2 K, + iK, - 1) log2K, - L log2jl
j =l

2< ~( 1 + 2 log K, + log2 K, + (K i - 1) log2 K, -
2

-[X log2 X - 2x log X + 2x]i\i)

2< ~(2 + 2(I{i + 1) log K, + log2 K, - 2Ki)
2

5Ki< i 2 .

Tedy přídavek členu l ILje maximálně (z konstrukce J( i)

77

I -I / - 2

L
s«, 51(/ - 1 L 51{i 6J(I -1 6n-< + - < <---

i= l i 2 - (I - 1)2 i= l i 2 - (1 - 1)2 - (I - 1)2'

2. echť i je takové, že ti ::; Ni, t o je i 2:: 1 + 1. Potom

(3.63)

(
. 2 l nJ ( ln I ) 2)tc, )+n- l '2 '2..! 1 2

Ir :S i: 2L ( L ~) + 2L L k = i4 (Jil + Jn
j = l k= j j = l k= l ~ J -j+l

(3 .64)

J~ <
2

«, j +n- l 1

L nL k2
j = l k= j

«, ( 1 1) ( 1)< n~ -- - +n 2 --
~ j -1 j+ n - 1 n

n 1 K i+
n

-
1

1 ( 1)n(L ~ - L ~) + n 2 --;
j = l J j = J( i J

< n(3 + log n).

A pro člen Jl

J~ <
2 -
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L~J-1
< ~ l~J ( l%/- j - l~J) + (2 - logl~J )
< l~Jlog l~J+2- logl~J.

A t ak jsme pro tento případ získali

n 2
Ji <~n log ti .

i

A přídavek takových li k velikosti členu II Qo(Sn(!))II~ je maximálně (protože

n ::; N1+d
+00 2 +00 2 2n
~ -n log ti < ti ~ - < -.D i 4 - D i 2 - I

i= I+ 1 i= I + 1

(3.65)

(3.66)

3. echť i = J. Pro ti : !( I ::; ti < NI + 2!(I můžeme psát

K l (1 K l 1)2
II Qo(Sn(JI )II~ ::: 3~ J2 t;k

A dostaneme stejně jako v (3.62)

- 2 10!(I
IIQo(Sn(!I)112::; [2 '

Zbývá tedy odhadnout velikost členu IIQo(Sn(!I)II§ pro případ NI < n < !(I .
Pak dostáváme:

n ( K l ) 2 Kl - n ( K
l

- j +1 1) 2

IIQo(Sn(JI)I I~ ::: ;4[2~ kf-) + 2~ k=J{~-n+2 k +

+2~ (~ ~r]
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Pro všechna n jsme dostali:

79

Protože I -T +00 (připom eňme , že I - 1 ::; log n ::; I + 1), když n -T +00,
dostáváme Wuovu-Woodrofeovu aproximaci .

Snadno nahlédneme, že diagonální aproximace neexistuje. Pro každou posloup­
nost (dn)nEN můžeme najít podposloupnost (kn)nEN, kde kn zvolíme ná sledujicím
způsobem. Najdeme lEN takové , že NI < n ::; NI+1 , a položíme k; := NI + K] .
Potom pro n = N I +1 a pro dostatečně velká I platí:

o

L

2

Tedy neexistuje diagonální aproximace.
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