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Abstrakt: V praci jsme se podivali na zptsoby predpodminéni symetrickych inter-
valovych matic, pouzili jsme tato predpodminéni pro popis a implementaci algo-
ritmu testovani regularity symetrickych intervalovych matic. Dale jsme porovnali
efektivitu popsanych algoritmi. Podivali jsme se na metody odhadu vlastnich
Cisel této tridy matic. Zkonstruovali jsme také metodu odhadu vlastnich ¢isel,
kterd pouziva testovani regularity pro filtrovani vstupniho intervalu. Pak jsme
numericky porovnali efektivitu téchto metod na rtznych typech matic. Imple-
mentovali jsme vSechny algoritmy v MATLABu s vyuzitim knihovny IntLab.
Zjistili jsme, ze testovani postacujici podminky se standardnim predpodminénim
je nejefektivnéjsi metoda testovani regularity ze vSech implementovanych nami
metod. Zkonstruovana nami metoda odhadu vlastnich ¢isel dava presné vysledky
diky své iterativité, ale je mnohém pomalejsi nez jiné metody se stejnou presnosti.
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Abstract: In this thesis we observed different approaches to construct a precondi-
tioner for symmetric interval matrices. Using these preconditioners we described
and implemented methods for testing regularity of these matrices and compared
efficiency of described algorithms. After that we observed different methods for
estimating eigenvalues of this class of matrices. Also we constructed such me-
thod that uses any testing regularity method for filtering an input interval. After
that we compared efficency of these methods on different classes of matrices. All
algorithms we implemented using MATLAB with the IntLab library. Compa-
ring numerical results we concluded that the way to test regularity of symmetric
interval matrix based on the sufficient condition for regularity with standard
preconditioner is the most efficient one among the algorithms we implemented.
The constructed method for estimating eigenvalues based on testing regularity
gives very accurate result because of its iterativity, but it seems to be very slow
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Uvod

Intervalova aritmetika je aritmetika definovana na mnoziné redlnych intervali
misto mnoziny redlnych c¢isel. Jinymi slovy, v intervalové aritmetice veli¢ina se
reprezentuje ne jako konkretni ¢islo, ale jako interval ve kterém lezi hodnota této
veli¢iny. Reprezentace veli¢in pomoci intervalti je prirozena a dovoluje pracovat s
intervaly i kdyz pouzivame funkce nebo operatory. Napiiklad, v kapitole 1 jsou
definovany zakladni operace jako sc¢itani a nasobeni pro praci s intervaly. Jde
znovu interval, nebo nejakou jinou podmnozinu R. Mnoho pojmi z linearni al-
gebry, matematické analyzy a dalsich oblasti matematiky jsou predefinovany pro
praci s intervaly.

Intervalové metody ¢im dal tim castéji se pouzivaji v pocitacové grafice, ro-
botice, ekonomii.

Predpodminéni se Siroko pouziva pro numerické feSeni linedrnich systémii.
Predpodminéni zmensuje podminénost matice, coz zvétsuje presnost reseni li-
nearnich systému iterativnimi metodami. V této préaci zajimaji nas symetrické
intervalové matice a jejich predpodminéni.

Cil prace

Cilem této prace je prohlédnout riizné zplisoby predpodminéni symetrickych
intervalovych matic v kontextu testovani regularity. Dale uvést zptusoby odhadu
vlastnich ¢isel symetrickych intervalovych matic a aplikovat testovani regularity
na odhadovani vlastnich cisel. Implementovat uvedené algoritmy v MATLABu
s vyuzitim knihovny IntLab a numericky porovnat uvedené metody vzhledem k
jejich efektivite.

Struktura prace

Na zacatku prace zavedeme zdkladni pojmy intervalové analyzy. Definujeme
intervalovou matici, symetrickou intervalovou matici, fekneme, co je regularni
intervalova matice a jak vypadaji vlastni ¢isla intervalovych matic. Podivame se
na Gaussovu-Seidelovu metodu a na jeji aplikaci na parametricky intervalovy
systém.

V nésledujicich dvou kapitolach se podivame na vlastnosti intervalovych matic
uvedeme v téchto dvou kapitolach. Pak se podivame na to, jak lze pouzit testovani
regularity na odhadovani vlastnich ¢isel intervalovych matic.

Praktickou ¢asti této préace je balicek funkei a t¥id implementujicich v systému
MATLAB algoritmy z kapitol 2 a 3 s vyuzitim knihovny IntLab. Dokumentace
k praktické casti je uvedena jako komentar v zdrojovém kdédu v balicku a v ka-
pitole 4. V kapitole 5 uvedeme vysledky numerického porovnani metod testovani
regularity a odhadu vlastnich ¢isel pro riizné druhy generovanych matic.



1. Intervalova analyza

1.1 Intervalova aritmetika

Definice 1 (Reélny interval). Necht z,7 € R, z < Z. Redlny interval je mnozina
x = [z,7] = {ala € R,z < a <7}

Zavedme zakladni znaceni a definujme operaci pro préaci s intervaly.
Znaceni:

« polomér intervalu je 22 = =

I8

o stfed intervalu je z¢ = ”T@
« magnituda intervalu je mag(x) = max(|z|, |z|)
e mignituda intervalu je

0, pokud 0 € x '

Aritmetické operace pro realné intervaly z, y jsou definované néasledujicim zpt-
sobem:
x+y=[z+yT+7
Xx—y=[z-57 -y
Xy = [min(zy, 27, Ty, 77), max(zy, 7, Ty, T7)]
x/y = [min(z/y, z/7,7/y,2/y), max(z/y, z/7,T/y,2/7)].

Déleni intervalu x,y t.z 0 € y je definované jinak.

1=
|

a |[b=0 b<b=0 b<0<b 0=b<b
a<0 0 [a/boo) (—oc,a/blu[a/b,c0) (—o0,a/d]
a<0<a| R R R R
a>0 O (—o0,a/b] (—00,a/blUla/b,o0) [a/b,o0)

Tabulka 1.1: Déleni intervalu a/b, kde 0 € b

Dilezité je, ze mnozina vSech redlnych intervalt IR s operacemi vys netvori

téleso.
Formdalné mnozina vSech intervalu je definovand jako IR = {[a, b]|a,b € R,a <

b).



1.2 Intervalové matice a jejich regularita

Definice 2 (Intervalova matice). Intervalovd matice A € IR™*" velikosti m x n
je trida intervalovijch matic A = [A, A] = {A|A € R™™ A < A < A} pro néjakd
dana A, A € R™*",

Zde a dél "<" pouzity na matice znamena méné nebo rovno po prvcich. Ob-
dobné je pro "=". Dalsi znaceni kterd potfebujeme jsou VD a |D| pro D € R™™,
Aplikujme ty operace na kazdy prvkek matice D: (v/D)y; = \/Diw a |Dl)i; = |Dyjl.

Symetrické intervalové matice na rozdil od redlnych symetrickych matic ne-
staci definovat jen pomoci rovnosti transponovanych matic. Pro intervalové ma-
tice mohou vznikat zavislosti mezi prvky, proto symetrické intervalové matice
jsou definované nasledujicim zptisobem.

Definice 3 (Symetrickd intervalova matice). Necht A € IR™" je intervalovd
matice pro néjaké n, pak symetrickd intervalovd matice je mnozina A° = {A|A €
A AT = A}

Definice 4 (Regularita intervalové matice). Intervalovd matice A € IR™ " je

requldrni, pokud kazda A € A je requldarni.

Definice 5 (Spektralni polomér). Necht A € C"™*" je matice, Ay, ...\, jsou
vlastni ¢isla matice A. Pak p(A) = max{|\;||i € {1,...,n}} je spektrdalni polomér
matice A.

Podle ((Neumaier, 1991), véta 4.1.1) A € TR™" je regularni, pokud plati
p(l(A9)71A%) < 1. (1.2)
To je postacujici podminka regularity.
Definice 6 (Silné regularni matice). Intervalovd matice A € TR™ ™ je silné re-
guldrni, pokud (A°)~LA je requldrni.

Podminka (1.2) je ekvivalentni predchozi definici podle ((Neumaier, 1991)),
véta 4.1.1).

1.3 Vlastni c¢isla intervalovych matic

Definice 7 (Mnozina vlastnich éisel). Necht A € IR™™" je symetrickd intervalovd
matice. MnoZina vlastnich cisel je mnoZina

AA%) = {N e R|(3A € A%)(Fx e R™™)(x # 0 A Az = )}

Mnozina A(A®) je dobfe definovana, protoze kazda A € A® ma pouze redlna
vlastni cisla.

Necht A € R™"™ je symetrickd matice. A ma n vlastnich ¢isel, ktera jsou
vsechna realna ¢isla, proto mizeme je usporadat v nerostoucim poradi:

AM(A) > Ag(A) > - > (A,

Definice 8 (i-té vlastni ¢islo symetrické intervalové matice)). Necht A € TR™™".
Ni(A%) = {\(A)|A € AS} je i-té vlastni Cislo symetrické intervalové matice, kde
ie{l,...,n}.

A% obsahuje pouze symetrické matice, proto \;(A®) je uzavieny interval na-
piiklad podle (Hladik a kol., 2010).



1.4 (Gaussova-Seidelova metoda pro intervalové
matice

Necht A € IR™ " b € IR™. Intervalovy linedrni systém je tiida {Ax =
b|A € A,b € b} linearnich systémii. Resenim takového intervalového systému je
mnozina ¥ = {x € R"|(FA € A)(3b € b)(Az = b)}.

Pro linearni intervalovy systém Ax = b, A € IR™", x,b € IR" lze pouzit
iterativni metody. Gaussova-Seidelova metoda pro takovou soustavu je definovana
nasledujicim zptsobem.

Mame néjakou obélku pocateéniho feseni x° € IR". Proi =1,...,n

i—1 n
xP = (al (bi - Eaijxf -y aijxfl)) Nxit. (1.3)
j:

21 Jj=i+1

V praktické casti Gaussova-Seidelova metoda je nami implementovana pro
parametricky systém.

1.5 Parametricky intervalovy systém a jeho re-
Seni

Definice 9 (Parametricky systém). Necht A € TR" ", b € IR". Parametricky
linedarni intervalovy systém je trida redlnych linedrnich systéma

A(p)x =b(p), p € P,

kde p € IR® je dang intervalovy vektor parametru. A(p) a b(p) linedrné zd-
visi na parametrech py,....px s danymi maticemi A',... AKX € R™" q vektory
b, ... bX € R, t.j. plati

K K
Alp) =Y AFpy, b(p) = Vps.
k=1 k=1

Symetrickou intervalovou matici mizeme reprezentovat parametrickym systé-
. o . 2 .
mem timto zpusobem pomoci K = % + n parametru a sparse-matic A!, ...,
TL27TL

A7z pro reprezentaci koeficienty kolem mimodiagonalovych prvki, matic
2 2
AT e

n2 n
prs A pro reprezentaci slozky vektoru b € IR".

Resenim takového systému je mnozina

¥, ={z e R"|(3p € p)(A(p)x = b(p))}-

Definice 10 (Relaxace parametrického systému). Necht K € N, p € IR* je
vektor parametri a trida {A(p)x = b(p) | p € p} je néjaky parametricky systém.
Relaxovany systém je intervalovy linedrni systém A(p)x = b(p)

n2 n o . 7’
oA > pro koeficienty prvki na diagonéle a vektory b

V MATLABu téato reprezentace je nami implementovana tiidou
parametric_system a funkci parametric_from_symmetric.



1.6 Intervalova H-matice

Popisme kratce koncept H-matic, na kterém jsou zalozené nékteré nami im-
plementované algoritmy v praktické casti.

Definice 11 (Comparison matice). Necht A € IR™ ". Matice (A) € R™" se
nazgvd comparison matice, pokud (A); = mig(Ay) pro i € {1,...n}, (A =
—mag(Ay), pro ik € {1,...n},i #k.

Definice 12 (H-matice, podle véty 3.7.3 v (Neumaier, 1991))). Necht A € IR™*"
a (A) je comparison matice matici A. A je H-matice, pokud (A) je requldrni a
(A)~te >0 proe=(1,...,1)T.

Véta 1 (dusledek 4.3.10 (Neumaier, 1991))). Pokud A € TR™" neni H-matice
a kazdd iterace Gaussovy-Seidelovy metody vrati neprdzdny interval X pro
pocdtecnt interval X°, potom plati T = 29 nebo z = 2°.

Kontrapozitivné tato véta rika, ze pokud Gaussova-Seidelova metoda pro in-
tervalovy linedrni systém Ax" = 0 vrati neprazdny topologicky vnitiek x pocé-
teniho boxu x° pro kaZdou iteraci, pak intervalovd matice A je H-matice. Ve
skutecnosti to znamena, ze takova matice je regularni, o ¢emz rika nasledujici
véta.

Véta 2 (Regularita H-matic, véta 3.7.5 (Neumaier, 1991)). KaZdd H-matice A €
IR™™ je requldrni.

Nésledujici véta uvede vztah mezi dvoustrannym predpodminénim a regula-
ritou.

Véta 3 (Regularita predpodminéné H-matice, veta 4.1.2 (Neumaier, 1991))).
Necht A € TR™", C,C" € R™™ a matice CAC" je H-matice. Pak A je silné
requldrni.



2. Algoritmy testujici regularitu

V této kapitole se podivime na metody testovani regularity.

2.1 Postacujici podminka a standardni
predpodminéni

Predpodminéni intervalovych matic pochézi z Hansen| (1965); Hansen a Smith
(1967)), kde se pouziva pro Teseni linedrnich intervalovych systémi. V této sekci
se podivame na predpodminéni matici inverzni k stfedové.

Podle ((Neumaier), [1991)), tvrzeni 4.1.1) pokud (A¢)~'A je reguldrni, pak A je
reguldrni. Ozna¢me B = (A°)7TA, tedy p(|(B)~1|B?) = p(|((A¢)~1A9)~L|BA) =
p(|I7YB2) = p(B2). B je regularni, pokud p(B%) < 1.

V MATLABu toto predpodminéni jsme implementovali pres predpodminéni
s zachovanim linedrnich zavislosti pomoci reprezentace intervalové matice A jako
parametrického systému {A(p)z = 0 | p € p} pro néjaké p € IR® a K € N s
vyuzitim tfidy parametric_system.

Asymptoticka sloZitost takového testovani je O(n® + n?) = O(n?), protoze
hledan{ inverze A¢ m4 slozitost O(n?) a ndsobeni dvou matic je O(n?).

2.2 Postacujici podminka a LDL-rozklad

Predpodminéni v tomto a nasledujicim algoritmu jsou dvoustranné a pracu-
jeme se symetrickymi maticemi, proto potfebujeme zachovat vsechny zavislosti.
Obecné predpodminéni symetrické intervalové matice z dvou stran je definované
nasledujicim zptsobem.

Necht A € IR, T, P € R™". Ozna¢me B = TASP.

Bi; = Ti(A®P).; = Y Ti(A°P)y; =
k=1
t—1
(Tz‘tAttPtj + > Au(Ty Py + Tithj))-

n
t=1 k=1

(2.1)

Asymptotickd slozitost spocitani tohoto vyrazu je O(n?). Prvki je n?, proto
celou operaci piedpodminéni lze udélat za O(n?).

Pfedpodminime takovym zpiisobem symetrickou matici A° maticemi 7' =
(LD)™" a P = (L"), kde L a D jsou matice z LDL-rozkladu matice A°¢. Pred-
podminénou matici oznacme B a B¢ tedy je jednotkova matice.

Pouzitim kriteria regularity dostaneme, ze A° je reguldrni,
pokud p(B2) < 1.

Podobné plati i pro piedpodminéni B = PASPT kde P = (L\/ﬂ))*1 =

—1
ID| L~'. Tedy

PT = ((LyID)™)T = (/ID] L7)~ = (/|DILT) ™ = (7)1 /|D]

8



Pro stredovou matici B¢ plati:

1 —1
B¢ = PA°PT =\/|D| L'LDL* (L") '/|D| =1, (2.2)

Asymptoticka slozitost LDL-rozkladu je O(n?), sloZitost testovani regularity
uvedenym zptisobem je O(n?).

2.3 Postacujici podminka a Choleského rozklad

Kdyby v matice A¢ byla positivné definitni, diagonalni matice z LDL-
rozkladu by byla jednotkovou matici a dostali bychom Choleského rozklad,
asymptotickd sloZitost kterého je také O(n?).

Necht znovu mame symetrickou intervalovou matici A velikosti n x n a necht
L je dolni trojihelnikova matice z Choleského rozkladu matici A°.

Stejné jako v piedpodminénim matice A¥ dostaneme B = L~*A%(LT)~!
Podminka regularity je p(B*) < 1.

Asymptoticka sloZitost je znovu O(n?).

2.4 Gaussova-Seidelova metoda pro CAx =0 a
= [—1,1]"

Necht A € TR™", x* = [~1,1]" a necht A° je reguldrni. Uvazme linedrn{
systém A®x = 0. Standardnim pfedpodminénim C = (A¢)~! dostaneme systém
CA®x = 0. Podle véty 1] pokud iterace Gaussovy-Seidelovy metody vrati ne-
prazdny topologicky vnitiek poéateéniho boxu x°, pak matice CA je reguldrni a
tedy i A® je regularni.

Testovani regularity touto metodou jsme implementovali v MATLABu s vy-
uzitim knihovny IntLab funkci sym_regular_gs. Symetrickd matice je reprezen-
tovana jako parametricky systém pomoci tiidy parametric_system. Konstrukeci
parametrického systému provadi funkce parametric_from_symmetric.

Spocitejme asymptotickou slozitost této metody testovani regularity. Vypocet
jednotlivé i-té slozky vysledného intervalového vektoru x v jediné iteraci je

Zi ¢ — ! (g:(c*b’“ P> (Z (C A" ijk>xj> (2.3)

Zk:l (CAk)llpk j#i
X; < X; N Z;.
Takovy vypocet bychom méli provést n-krat, tedy pocet operaci je
Tgs = n(Tdenom + ﬂeft + Tright + Tﬂ)7
kde

o Tienom je pocCet operaci pocitani jmenovateli v Gaussove-Seidelove metodé
t.j. Y8 (CAF);p,, coz trva O(K) kvilli tomu, Ze nisobime sparse-matici
AF s 1 az 2 nenulovymi prvky v konstantnim ¢ase;



o Tist je pocet operaci pocitani levé ¢asti vyrazu v Gaussove-Seidelove me-
todé t.j. Sr_, (Ob*);p, coz trva O(Kn);

o Thignt je pocet operaci pocitani pravé casti vyrazu v Gaussove-Seidelove
metodé t.j. Y, (X (CA");;py)x;, trva O(nK), znovu protoze A* jsou
sparse-matice pro kazdé k;

o Th je slozitost priniku dvou intervalu a je O(1).

Celkem pocet operaci testovani regularity timto zptusobem:
T = Tgs + Tcheck - n(Tdenom + ,-Tleft + Tm’ght + Tﬂ) + Tcheck;

zde Tepeer = O(n) je pocet operaci kontroly zizeni vysledného vektoru ve vsech
smérech.

Po substituci K = "2;” dostaneme: Tyepom € O(n?), Tiesr € O(n?),

Trighe € O(n?). Tim paddem T € O(n?).

2.5 Gaussova-Seidelova metoda pro Ax = 0 a
= [—1,1]" s optimalnim pfedpodminénim

Optimélni predpodminéni neparametrického intervalového linearniho systému
pro Gaussovu-Seidelovu metodu bylo zkouméno u (Kearfott a kol |1991; |Kear-
fott, |1996). Piipad pro parametricky intervalovy systém byl zkouméan u (Hladik]
2016). V této sekci aplikujme optimalni predpodminéni parametrického linearniho
intervalového systému na testovani regularity symetrické intervalové matice.

Podle (Hladik, [2016), 1ze predpodminit systém tak, aby vysledek iterace
Gaussovy-Seidelovy metody byl optimélni podle néjakého parametru. Mame tii
parametry, které mizeme optimalizovat: sitku, infimum a supremum vysledného
intervalu, a kazdy z nich lze optimalizovat v kazdé iteraci fesenim linearniho
programu.

Oznacme j-ty sloupec matice A jako A,;, i-ty fadek jako A;.. VSimneme si,
7e vyraz i-té iterace v zélezi jen na i-tém fadku C. Oznaéme ¢ = Cj,.
Normalizujme jmenovatel tak, aby se rovnal intervalu [1,7] pro néjaké r > 1
prepisme jako

z; (i(cb’c iPr— > (i cAL) ) ) (2.4)

k=1 Ve
X; < X; N z;.

Uvedme nésledujici znaceni:

/Bk:|cbk|,k‘:1,...,K
aj=cAl, j=1,...nk=1,... K

N = (i(CAfj)pk)Xﬁ JFi

k_

(Z cAE)pi)x;,  # i
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2.5.1 Optimalizace délky intervalu

Pro optimalizaci délky intervalu z; potfebujeme fesit linearni program s Kn+
K + 3n — 2 proménnych a 2Kn + 2K + 4n — 3 podminek.
Ucelova funkce je

K
min Y 2pi Bk + D1 —
k=1 i
Podminky
Be > bt B > -t k=1,... K (2.5)

lze zkonstruovat za O(K + n);

Qj > cA*J,oz]k —cA]jJ,j =1,...n,k=1,... K (2.6)
lze zkonstruovat za O(Kn);
K K
n > Agpiz; — Y PRz (2.7)
k=1 k=1
K K
nj > ¢y AGPRT; + Y DR T 0 (2:8)
k=1 k=1
K K
;< ey Agpix; + ZPkA%’O‘jk (2.9)
k=1 k=1
K K
Uy S e AGpiT; = Y DRT (2.10)
k=1 k=1
K
c Z Abpe =S prag =1 (2.11)
k=1

Ize zkonstruovat za O(Kn?) kazdou. Podminka (2.11)) normalizuje jmenovatel
pravé strany (2.3]) tak, aby se rovnal [1,7] pro néjaké r € R,r > 1.

2.5.2 Minimalizace suprema

Minimalizaci suprema intervalu z; lze udélat fesenim linearniho programu s
ucelovou funkei

K
minchk —i—Zpkﬁk—Z%
k=1 JF#i

Lze tuto tcelovou funkci zkonstruovat za O(Kn).

Pouzijme podminky - . . - a pridejme podminky

K K

;< e Agpra; — ZPkA%’O‘jk (2.12)
k=1 k=1
K K

Y < 30 AgpiT; + D PR T (2.13)
k=1 k=1

11



2.5.3 Maximalizace infima

Uéelova funkee je

K K
maxcz bkpz - ZpkABk - an
k=1

k=1 i

Podminky jsou , , , , a také

K K

A

n; = ¢ Z A*jpzij + Z Py L0k
k=1 k=1

K K
C— A—
N> ¢ AgpiTi — > PR Tian
k=1 k=1

12
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3. Odhad vlastnich cisel

3.1 Zakladni odhad vlastniho cisla

Véta 4 (Rohnova véta, (Hladik a kol., 2010), 3.1). Pro symetrické intervalové
matice A° € IR™ ™ plati

Ai(A%) C [N(A9) = p(A%), Ni(A%) + p(A%)]. (3.1)

Dikaz je naptiklad v (Hladik a kol., 2010).

Tento odhad vlastniho ¢isla jsme implementovali v MATLABu funkei
basic_bounds. Slozitost této metody odhadu je O(n?), protoze spocitani n vlast-
nich ¢isel redlné matice A° ma asymptotickou sloZitost O(n?).

3.2 Odhad vlastnich cisel pomoci primé a ne-
primé interlace metody

Definice 13. Necht A € IR™™". Pro kazdé i € {1,...,n} definujme A; vyskrinu-
tim i-tého rddku a i-tého sloupce z A. Obdobné oznacme A; pro A € R™*™.

Véta 5 (Interlace vlastnost). Pro redlnou symetrickou matici A € R™™ a i €
{1,...,n} plati

M(A) > M (A) > Aa(A) > Aa(A) > - > Ai(A) > M(A). (3.2)

Tvrzeni 1. Pro symetrickou intervalovou matici A € IR™™"™ plati
AL(A%) < A(mag(A)). (3.3)
Diikaz je uveden v (Hladik a kol 2010), ale uvedme ho také v této praci.

Diikaz. Podle Courantovy-Fischerovy véty plati pro kazdou A € A%: \(A) =
max{zT Ax|x € R"}. Pak plati:
A (A) = max{z” Az|z € R" 27z = 1}
< max{|zT Az||x € R* 2Tz =1}
< max{|z”||A||z||z € R", 27z = 1} (3.4)
< max{|z”|mag(A)|z||r € R", 272z = 1}
< max{r'mag(A)z|r € R", 2"z = 1} = A\;(mag(A))

Definice 14. Necht A € IR™". Horni odhad i-tého vlastniho ¢isla symetrické
matice A je libovolné \!(A®) € R takové, Ze \'(AS) > X;(A®).

Na zéklade této vlastnosti v (Hladik a kol., 2010) jsou rozvijeny nésledujici
dva algoritmy.

13



Algoritmus 1 Prima interlace metoda

Require: Symetricks intervalova matice A®
1: BY « A®
2: for k=1,... ndo

3 AY(BY) « min{\;(B°) 4 p(B2), A (mag(B))}
1 NY(AS) « \¢(BY)

5: 14— argming—q . ,—p41 Xf(BJS)

6: B® « B;-g

7: end for

8 [+

9: for k=1,...,ndo

10: 14— arg minje{17.._7n}\1 )\%(B}g)

11: I+ Tu{i}

12: AY(B®) « min{\(B°) + p(B*), M (mag(B))}
13: AZ—kH(AS) — min{)\z_k+1(AS), A1 (B )}

14: end for

15: return \Y(AS), k=1,...n

V prvnf iteraci prvntho cyklu v[3] ad] krocich algoritmus odhadne \¥(A%). Pak
v k-té iteraci jiz mame minor B®. Ten minor algoritmus zkonstruoval postupnym
vybérem néjakého indexu v prvnich k — 1 iteracich. Ozna¢me posloupnost téchto
indext P = (iy,...,ix_1) takovou, Ze na zacatku k-té iterace plati

BS = (( .- (Ai)lz s )ik72)ik71'

Plati tedy podle ({3.2)

MB%) = M- (A - Dis)ind) Z A5 (- (A i) = -

2 ML(AD)) = AL (AS) = 1 (AS) > T(AS). 3

Pak v k-té iteraci v o] a[6] krocich algoritmus voli takovy index i1, aby v dalsi
iteraci A%(B®) byl co nejmensi, coz zarucuje presnost odhadu. Ukazali jsme tim
korektnost algoritmu.

Druhy cyklus algoritmu déla to samé, ale v jiném poradi. Konstruuje puvodni
matici z néjakého prvku na diagonale pridanim néjakého radku a sloupce z pii-
vodni matici. Ten postup dava presnéjsi nebo stejny odhad, protoze v [I3] kroku

algoritmus vybira nejmensi horni odhad.
Pro zvoleni ¢ v a lze vyuzit

ir=arg min > [Byl% (3.6)

7j=1,....n—k+1 i
Neprima verze algoritmu pouziva nasledujici vétu.
Véta 6 (Weylova véta). Necht A,B € R™" jsou symetrické matice. Pak plati

Vr.se{l,...n},r+s<n+1: A\ 1(A+ B) < \(A) + X\(B)

Vrse{l,...mhr+s>n+1: Aisn(A+ B) > \(A) + \(B).

14



Algoritmus 2 Nepiima interlace metoda

Require: Symetricks intervalova matice A®

1: Spocitame A\ (A°) > -+ > A\, (A°)

2: Pomoci (1)) spocitejme \4([—A2, A2]), ... \([—A2, A2])
3: fork=1,... ndo

4 AH(A®) ¢ mingy g Ai(A9) + A ([-A%, A%))

5: end for

6: return M\(A®) k=1,...n

V MATLABu jsme naimplementovali funkce interlace_direct a
interlace_indirect na zaklade uvedenych vys algoritmi. Tyto funkce aplikuji
algoritmy (1] a [2| na vstupni symetrickou intervalovou matici A® a na —A®, ¢mz
dostavame odhad vsech vlastnich ¢isel matice AS.

3.3 Filtrovaci metoda

Necht A% € TR™" je symetrické intervalova matice. Podle (Hladik a kol.,
2011) plati néasledujici véta.

Véta 7 (Hlavni véta u (Hladik a kol., 2011)). Necht A € TR™™, X\° ¢ A(A) a
oznacme M := A — \°I,. Pak (\° + \) & A(A) pro kaZdé \ € R takové, Ze
1= 3p(1T = QMe| + [T — QM*[T + |Q|MA + (MA)T|Q[T)

A
= Lo(lQl+ Q)

kde Q € R™™™ Q # 0.

Diisledek 1. Necht A € IR™", \° ¢ A(A)S a oznacme M?® := A% — \°[,,. Pak
(A + X)) ¢ A(A®) pro kaZdé X € R takové, Ze

1= 3p(11 = QM| + 1 = M°Q| + QM + M*(Q)])
p(1Q1)

I\ < (3.8)

kde Q € R™™ Q # 0.

Na této vlastnosti je zalozena metoda odhadu vlastnich ¢isel, kterd je im-
plementovana nami funkci filter_interval_sym v praktické casti této préce.
Podobné jako v predchozi sekci, filter_interval sym spusti nasledujici algo-
ritmus na A® a na —A®, éimz dostavdme odhad celého vlastniho é&isla.

Uvedme pseudokod teto metody.
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Algoritmus 3 Filtrovaci metoda z (Hladik a kol., [2011))

1: b+ a

2:t+ 0

3 N eb® +1

4: while A > ¢b® and t < T do
5: t—t+1

6: M+ A - B]n

7. Q<+ (M9)!

g\ 1—%p(II—QMC|+|I—(M°Q\+|Q\MA+MA\QI
o if \>0then
10 b<b—\
11:  end if
12:  if b < b then
13: b«
14:  end if

15: end while
16: return b

3.4 Filtrovani pomoci testovani regularity
Necht A € IR™ " a uvazme symetrickou matici A°. Podle uvazme
Ni(A%) = [Ai(A°) = p(A%), Xi(A°) + p(A%)].

Rozclefime Af(A®) na N € N intervalu a ozna¢me j-ty podinterval M (A9).
Pokud matice AS — X/ (A®)I, je reguldrni, tak jisté neobsahuje zadné vlastni
¢islo zadné matice z A® protoze podle definice regularity plati

(VT € AS — M(A%)I,)(det T # 0).

Jinymi slovy (VA € A%)(VA € X (A%))(det(A — AL,) #0).

Na této vlastnosti je zalozena implementace metody filter sym regularity
v praktické ¢asti v MATLABu. Ziejmé ¢im je vétsi IV, tim presnéjsi je odhad, ale
je to i pomalejsi. Asymptoticka slozitost takové metody odhadu vlastnich ¢isel je
O(NT'), kde T" je asymptotickd slozitost zvolené metody testovani regularity.
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4.

Implementace v MATLABu a

IntLabu

Prakticka ¢ast této prace je implementace algoritmt uvedenych v kapitolach 2
a 3 a jejich numerickd analyza v MATLABu s pouzitim knihovny IntLab (Rump,
1999) pro intervalovou aritmetiku. V této kapitole uvedeme kratkou dokumentaci.
Program v MATLABu se sklada z nasledujicich moduli:

tiida parametric_system representuje v paméti parametricky intervalovy
systém

gauss_seidel poskytuje funkce pro feseni parametrickych intervalovych
systémti Gaussovou-Seidelovou metodou

optimized_preconditioner poskytuje funkce pro hledani optimalni pted-
podminovaci matice a jeji vyuziti v Gaussove-Seidelove metodé

regularity poskytuje funkce pro testovani regularity symetrickych inter-
valovych matic

eigenvalue_estimating poskytuje funkce pro hledani intervalt vlastnich
Cisel.

Random_matrix_generators je modul s tfidami pro generovani rtiznych
typu realnych a intervalovych matic

analysis je modul se skripty pro generovani experimentalnich dat

4.1 Modul parametric_system

Této trida poskytuje funkce pro praci s parametrickymi intervalovymi systémy
a representuje parametricky intervalovy systém v paméti.

P vektor parametrii intervalového systému
n velikost ¢tvercové matice
K délka vektoru P

A0 pocéatecni matice levé strany nevyskytujici se v parametrizaci vektorem
P

b0 pocatecni vektor pravé strany nevyskytujici se v parametrizaci vektorem
P

As cell-vektor (cell-array) sparse-matic pro parametrizaci

bs matice velikosti n x K, kde k-ty sloupec je parametrizovan k-tym para-
metrem
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Metoda relax_paramteric_system

Instan¢ni metoda tiidy parametric_system vracejici relaxovany linedrni sys-
tém: matice levé strany bez linedrnich zavislosti a vektor pravé strany.

Metoda paramteric_system_instance(P)

Instancéni metoda tiidy parametric_system. Necht C je instance tridy
parametric_system reprezentujici linearni parametricky systém
{A(p)x = b(p)|p € p} pro néjaké p € IR®, K € N.
paramteric_system_instance(p) vrati A(p) a b(p) pro néjaké p € p.

Funkce parametric_from_symmetric(sym, b)

Funkce konstruujici instance tiidy parametric_system ze symetrické inter-
valové matice sym a intervalového vektoru pravé strany b.

4.2 Modul gauss_seidel

Poskytuje funkce pro feseni parametrického intervalového systému Gaussovou-
Seidelovou metodou. Hlavni z nich je gauss_seidel, ktera provadi N iteraci
Gaussove-Seidelove metody nad instanci tridy.

Funkce gauss_seidel(S, C, x0, N)

e S je instance parametric_system, systému na ktery spustime Gaussovu-
Seidelovu metodu

 C je redlna matice pfedpodminéni (zleva)
e x0 je pocatecni feseni Gaussovy-Seidelovy metody

e N je pocet iteraci které provede metoda. Metoda se zastavi pri provadéni

mensiho poctu iteraci, pokud pro dvé iterace metoda dostane stejné vy-
sledky

Vrati dva vystupni parametry:
e X TeSeni

o num skuteény pocet provedenych iteraci
4.3 Modul optimized_preconditioner

Poskytuje funkce pro hledani optimalni matice predpodminovani pro
Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Funkce gauss_seidel_opt(S, x0, N, parameter)

Konstruuje predpominovaci matice pro optimalizaci néjakého parametru

(*width’, ’lowerbound’, ’upperbound’) a provadi N iteraci Gaussovy-
Seidelovy metody nad prfedpodminénym parametrickym intervalovym systémem.
Parametry:

e S je instance parametric_system reprezentujici parametricky intervalovy
systém

e x0 je pocatecni box pro intervalovou Gaussovu-Seidelovu metodu
e N je pocet iteraci

e parameter je fetézec z width’, ’lowerbound’, nebo ’upperbound’ uka-
zujici ktery parametr bude optimalizovan

V kazdém kroku Gaussovy-Seidelovy metody na zdkladé hodnoty parameter
se zavold jedna z nasledujicich funkci pro vytvareni linearniho programu.

4.3.1 Optimalizace (minimalizace) sirky intervalu

Poskytuje funkce pro hledani takové predpodminovaci matice, ze Gaussova-
Seidelova metoda vrati nejkratsi interval pro kazdou slozku vysledného vektoru.
Funkce build_linprog_width(S, x, i)

Konstruuje linedrni program minimalizujici vysledny interval aktualni slozky
v aktualni iteraci Gaussovy-Seidelovy metody. Podrobnosti konstrukce linearniho
programu jsou v sekci

Parametry:

e S je instance parametric_system reprezentujici parametricky intervalovy
systém

e x je box pocatecniho feseni Gaussovou-Seidelovou metodou
e i je pozice vektoru x.

Vystupni parametry:

o f je vektor ucelové funkce vysledného linearnitho programu

e A je matice koeficientu levych stran nerovnosti linedrniho programu

b je vektor pravych stran nerovnosti linedrniho programu
e Aeq je matice levych stran rovnosti linedrniho programu

e beq je vektor pravych stran rovnosti linedrniho programu

4.3.2 Optimalizace (minimalizace) supremu

Poskytuje funkce pro hledani takové matice predpodminovani, ze jedina ite-
race Gaussovy-Seidelovy metody méa nejmensi mozny supremum.
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Funkce build_linprog_upperbound

Konstruuje linedrni program minimalizujici supremum vysledného intervalu v
jediné iteraci Gaussovy-Seidelovy metody.

Parametry a vystupni parametry jsou stejné jako u build_linprog width(S,
x, i).

4.3.3 Optimalizace (maximalizace) infimu

Poskytuje funkce pro hledani takové matice predpodminovani, ze jedina ite-
race Gaussovy-Seidelovy metody ma nejvétsi mozny infimum.
Funkce build_linprog_lowerbound

Konstruuje linearni program maximalizujici infimum vysledného intervalu v
jediné iteraci Gaussovy-Seidelovy metody.

Parametry a vystupni parametry jsou stejné jako u build_linprog width(S,
x, 1i).

4.4 Modul regularity

Modul poskytuje funkce pro testovani regularity symetrickych intervalovych
matic.

Funkce sym_double_precond(A, L, R)

Funkce nasobi zleva a zprava maticemi predpodminovani L a R matice A s
vyuzitim symetrie podle (2.1). Vystupem je pfedpodminénd intervalova matice.
Funkce sym_regular_precond(A, L, R)

Testuje regularitu symetrické intervalové matice predpodminéné z dvou stran
pomoci [4.4) maticemi L a R. Testuje regularitu pfedpodminéné intervalové matice
A kontrolou ({1.2)).

Funkce sym_regular_chol(A)

Testuje regularitu symetrické matice metodou z predpodminénim z dvou
stran maticemi z Choleského rozkladu. Pouzije na to |[sym_regular_precond]
(Pouze pro intervalové matice, jejichz stfedova matice je pozitivné definitni).

Funkce sym_regular_1d1(A)

Testuje regularitu symetrické intervalové matice A predpodminénim z dvou
stran maticemi (LD)~! a (LT)~!, kde L a D jsou z LDL-rozkladu pomoc{
[sym_regular_precond| Podrobnosti jsou v[2.2]
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Funkce sym_regular_1d12(A)

Testuje regularitu symetrické intervalové matice A predpodminénim z dvou
stran maticemi (Ly/|D|)~" a (y/|D|LT)~! z LDL-rozkladu pomoci
lsym_regular precond} Podrobnosti jsou v[2.2]

Funkce sym_regular_gs(A, C)

Testuje regularitu provedenim iterace Gaussovy-Seidelovy metody podle [2.4]
Parametry:

e A je vstupni symetricka intervalova matice
e C je predpodminovaci matice. Pokud neni uvedeno jinak, pouziva se stan-
dardni pfedpodminéni C' = (A¢)~'.
Funkce sym_regular_gs_opt(A, optimizing_parameter)
Funguje stejné jako sym_regular_gs, ale podle 2.5] Parametry:
e A je vstupni symetricka intervalova matice
e optimizing parameter je fetézec pro optimalizaci parametru:

— ’lowerbound’ optimalizuje infimum
— ’upperbound’ optimalizuje supremum

— ’width’ optimalizuje délku vysledného intervalu

Funkce sym_regular_default_precond(A)

Konstruuje instance tiidy parametric_system pro néjaky systém, ve kterém A
je matice koeficientti levych stran, pak predpodmini standardni predpodminovaci
matici a testuje dostacujici podminku na relaxované levé strané paramet-
rického systému.

4.5 Modul eigenvalue_estimating

Funkce basic_bounds(A)

Odhaduje intervaly vlastnich ¢isel symetrické intervalové matici A pomoci Ro-
hnovy véty Vystupem je vektor odhadu intervalu vlastnich ¢isel.

Funkci interlace_direct_procedure(A, next_index_proc) a
interlace_indirect_procedure(A, next_index_proc)

Tyto dvé funkce jsou implementaci algoritmu [T resp. [2] ze sekci Pro matice
AS € IR™" vypoéitajl {\4(A®)|i € {1,....,n}}, kde A4 (A®) > N\;(A*).

Vybér indexu pro minimalizaci A;(B$) kontroluje druhy parametr funkce,
ktery ukazuje na jednu ze dvou funkci:

« next_index_eig je implementace ¢ := argmin;_q __, k11 Xf(BJS)
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-----

Ve vychozim stavu se pouzivad next_index_eig.

Funkce interlace_direct(mtx, next_ind_proc)

Funkce aplikuje [interlace direct procedure|na mtx a na -mtx pro odhad
vsech intervalovych vlastnich ¢isel. Vystupem je intervalovy vektor s odhadem.

Funkce interlace_indirect(mtx, next_ind_proc)

Funkce aplikuje [interlace indirect procedure|na mtx a na -mtx pro od-
had vsech intervalovych vlastnich ¢isel. Vystup je intervalovy vektor s odhadem.

Funkce filter_interval_sym(A, a, T, eps)

Funkce je implementaci algoritmu [3] z [3.3]
Parametry:

e A je symetricka intervalova matice

e a je pocatecni interval, ktery algoritmus bude filtrovat
o T je pocet iteraci

e eps je presnost vypoctu

Vystupem je filtrovany interval, nebo celé ¢islo 0, pokud se interval zfiltroval
na prazdnou mnozinu.

Funkce filter_sym(IntMtx, eps, T)

Aplikaci funkce[filter interval sym/na IntMtx a -IntMtx odhadne vlastni
¢isla intervalové matice IntMtx s presnosti eps pomoci T iteraci. Jako pocatecni
-ty interval se pouziva odhad i-tého vlastniho ¢isla pomoci[basic bounds|

Vstupni parametry odpovidaji vstupnim parametrim z
[filter interval syml

Vystup je vektor filtrovanych vlastnich ¢isel.

Funkce contain_eigenvalue(A, v, method)

Parametry:
e A je symetricka intervalova matice
e v je néjaky intervalovy odhad vlastniho ¢isla matice A

« method je pointer na né¢jakou metodu z modulu regularity. Musi mit pravé
jeden vstupni parametr.

Pomoci né¢jaké metody method z modulu regularity rozhoduje o regularité
matice A — vI,. Pokud matice je regularni, interval v neobsahuje zadné vlastni

¢islo z A(A) podle [3.4]
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Funkce filter_sym_regularity(mtx, interval_num, reg_method)
Parametry:
e mtx je symetricka intervalova matice

e interval num je pocet podintervalli, které bude testovat
[contain_eigenvalue]

e reg method je néjakd metoda z modulu regularity

Aproximuje intervalové vlastni ¢islo matice A¥. Rozéleni odhad z
basic_bounds na interval num podintervalt. Pro kazdy podinterval A otestuje
A — A\ na regularitu pomoci metody reg_method.

4.6 Priklad

Uvedme snadny priklad. V tomto prikladu definujme matici a parametricky
systém, pak rozhodneme o regularité definované matice a najdeme odhady jeji
vlastnich c¢isel.

>> A = midrad([3,1;1,2], 0.1);

[2.9,3.1] [0.9, 1.1])
[0.9,1.1] [1.9,2.1] )
Zkonstruujme parametricky systém pro linearni intervalovy systém s matici ko-
eficientti levych stran A a nulovym vektorem na pravé strané.

Definovali jsme symetrickou intervalovou matici A = (

>> PS = parametric_from_symmetric(A, intval(zeros(2,1)))
PS =
parametric_system with properties:

P: [3x1 intval]

n: 2

K: 3

AO: [2x2 double]

b0: [2x1 double]

As: {[2x2 double] [2x2 double] [2x2 doublel}
bs: [2x3 double]

Definovali jsme instance parametrického systému Ax = 0. Pak mtzeme na
ného pouzit Gaussovu-Seidelovu metodu s poc¢dtecnim boxem x° = [—1,1]* se
standardnim pfedpodminénim C' = (A°)~!. Matice C' lze najit pomoci piikazu
inv(A.mid).

>> GSres = gauss_seidel(PS, inv(A.mid), repmat(infsup(-1,1), 3, 1), 1)
intval GSres =

[ -0.0639, 0.0639]

[ -0.0870, 0.0870]
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Vidime, Ze vysledny box je v topologickém vnitiku poc¢ateéniho boxu x°, coZ

znamena ze matice A je regularni.

Odhadneme jeji vlastni ¢isla pomoci Rohnovy véty a podivame se jak
moc tyto odhady ufizne metoda filter_sym_regularity s rozclenénim inter-
valu z Rohnovy véty na 100 podintervali. Pouzijme filter sym_regularity
s sym_regular_default_precond pro testovani regularity. Pak zkusme rozcle-
nit vstupni interval na 500 podintervali. Podivame se také na odhad pomoci
filter_sym s presnosti € = 0.1 a poctem iteraci 7' = 30. Aplikujme také primou
interlace metodu se standardnim vybérem indexu.

>> basic_bounds(A)

intval ans =

[ 3.4180, 3.8181]

[ 1.1819, 1.5820]

>> filter_sym_regularity(4, 100, @sym_regular_default_precond)
intval ans =

[ 3.4260, 3.8101]

[ 1.1899, 1.5740]

>> filter_sym_regularity(A, 500, @sym_regular_default_precond)
intval ans =

[ 3.4292, 3.8085]

[ 1.1915, 1.5708]

>> filter_sym(A, 0.1, 30)

intval ans =

[ 3.4264, 3.8106]

[ 1.1894, 1.5736]

>> interlace_direct(A, @next_index_eig)

intval ans =

[ 3.4180, 3.8084]

[ 1.1819, 1.5820]

Vidime, Ze odhad pomoci Rohnovy véty byl docela pfesny, ale ¢asto to tak
neni. Rozdil pfesnosti odhadii mezi rozélenénim na 100 a na 500 podintervalt je
také ziejmy.

Relaxujme parametricky systém. Jak se ocekava, dostali jsme relaxaci systému
a ztratili jsme zavislosti mezi prvky.

[Ar, br] = PS.relax_parametric_system
intval Ar =
[ 2.8999, 3.1001] [ 0.8999, 1.1001]
[ 0.8999, 1.1001] [ 1.8999, 2.1001]
intval br =

0.0000

0.0000

Podivame se na intervalovy vektor parametrii. Najdeme néjakou instanci pro
néjaky redlny vektor z intervalového vektoru parametri.
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>> PS.P

intval ans =

[ 2.8999, 3.1001]

[ 1.8999, 2.1001]

[ 0.8999, 1.1001]

>> [Ai, bi] = PS.parametric_system_instance([3; 2; 1])
Ai =

Podivali jsme se na ptiklad pouziti vytvoreného nami programu. Ptestoze
program muze vypadat komplikované, vsechny funkce, které jsou urceny k pouziti
uzivatelem jsou dokumentované.
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5. Numericka analyza

V této kapitole uvedme vysledky testovani regularity pro rizné typy matic
a porovnani kvality odhadi vlastnich ¢isel. Na zacatku uvedme seznam funkci,
které se budou testovat; uvedme popis kazdého typu matic a vysledky testovani.

Pro nékteré typy generovanych matic uvedme navic stfedni polomér genero-
vané matice (u(A$)) a standardni odchylku (0(A$)) pro kazdy set, protoZe se
mohou lisit od ocekavanych.

5.1 Numericka analyza algoritmt testovani re-
gularity

5.1.1 Testujici se algoritmy

Zmaceni | Funkce Popis

DP sym_regular_default_precond Sekee 2.1
CHOL | [sym_regular_chol| Sekce [2.3
LDL1 sym_regular_1dl| Sekce [2.2
LDL2 sym_regular_ld12| Sekce [2.2

GS sym_regular_gs| Sekee 2.4
GSSUP | [sym_regular_gs_opt(m, ’upperbound’)|| Sekce 2.5 [2.5.2
GSINF | [sym_regular_gs_opt(m, ’lowerbound’)|| Sekce|2.5| [2.5.3
GSWID | [sym_regular_gs_opt(m, ’width’)| Sekee [2.5] [2.5.1

5.1.2 Metodika

Efektivitu testovani regularity jsme odhadli pro tfi typy symetrickych ndhod-
nych intervalovych matic A € TR™™"™:

e generované matice splinujici postacujici podminku pro regularitu
(p(|(A°)HA%) < 1);

o takové A, Ze ((A°)"1A)? < e pro postacujici malé ¢;

o nahodné symetrické matice A s regularni A°.

Pokud se algoritmus rozhodne, Ze matice je regularni podle néjakého algo-
ritmu, ozna¢me tu matici jednickou, v opa¢ném pripadé nulou. Pak pro kazdy
algoritmus spocitejme priumér a standardni odchylku této hodnoty pres vsechny
matice.

5.1.3 Nahodné regularni matice

Prvni typ matic je symetrickd intervalovd matice B = [A¢ — 5%, A¢ + CA%_],
kde A° = LTL, ¢ = p(|(A9)714%), e = 4220 a g € [0,1] je ndhodné. Dolni

trojihelnikovou regularni L € R™ ™ a symetrickou A® € R™*" nahodné zvolime.
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Pro tento typ matic vzdy polozme L;; € [—20, 20]. Pro generovanou matici B plati
p(|(B°)"YB2) = p'. Prestoze p' € [0,1], nikdy se nestalo, aby p' = 1, protoZe p’
je rovnomérné rozlozena nahodna veli¢ina a pravdépodobnost takového jevu je
mala.

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
CHOL 0.9940 0.0773
LDL1 0.9920 0.0892
LDL2 0.9920 0.0892

GS 0.4520 0.4982
GSSUP 0.8840 0.3205
GSINF 0.8880 0.3157
GSWID 0.8920 0.3107

(A7) = 0.1903 o(A5) = 0.2557

Tabulka 5.1: Testovani regularity na nadhodnych reguldrnich maticich, n = 5,
P €10,1], A% €[0,1], 500 matic

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
CHOL 0.9840 0.1256
LDL1 0.9840 0.1256
LDL2 0.9840 0.1256

GS 0.4760 0.4999

GSSUP 0.8960 0.3056
GSINF 0.8880 0.3157
GSWID 0.8980 0.3030

u(AZ) =0.2312 o(AZ) = 0.3549

Tabulka 5.2: Testovani regularity na nahodnych regularnich maticich, n = 5,
P €10,1], A% € [0,1.5], 500 matic

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
CHOL 0.9940 0.0773
LDL1 0.9940 0.0773
LDL2 0.9940 0.0773

GS 0.4860 0.5003

GSSUP 0.8700 0.3366

GSINF 0.8680 0.3388

GSWID 0.8800 0.3253
n(Az) = 0.1161 o(A7) = 0.1346

Tabulka 5.3: Testovani regularity na nadhodnych reguldrnich maticich, n = 5,
P €10,1], A% € [0,0.5], 500 matic
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Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
CHOL 0.9800 0.1407
LDL1 0.9800 0.1407
LDL2 0.9800 0.1407

GS 0.1900 0.3943

GSSUP 0.5900 0.4943

GSINF 0.5600 0.4989

GSWID 0.5900 0.4943
1(A5;) = 0.0025 o(A5) =0.0110

Tabulka 5.4: Testovani regularity na ndhodnych reguldrnich maticich, n = 10
pe0,1], A% €0, 1]

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
CHOL 1.0000 0.0000
LDL1 1.0000 0.0000
LDL2 1.0000 0.0000

GS 0.3400 0.4761

GSSUP 0.6600 0.4761
GSINF 0.6300 0.4852
GSWID 0.6700 0.4726

1(A5;) = 0.0006 o(A5;) = 0.0007

Tabulka 5.5: Testovani regularity na ndhodnych regularnich maticich, n = 10
A € [0.001,0.002]

7 vysledki uvedenych vys je vidét, Ze testovani regularity testovanim posta-
cujici podminky s predpodminénim maticemi z Choleského a LDL-rozkladi dava
skoro stejné vysledky a jsou priblizené k tim, které dava testovani regularity se
standardnim predpodminénim. Testovani pomoci Gaussovy-Seidelovy metody je
méné efektivni.

5.1.4 NAahodné symetrické H-matice

Tato t¥ida obsahuje hodné intervalovych matic A € IR"*", takovych, Ze pro
systém Ax = 0 jedna iterace Gaussovy-Seidelovy metody pro x° = [—1,1]" vrati
box v topologickém vnitiku x°.

Symetrickd intervalovd matice A = [A¢ — A%, A°+ A%] je generovand nasledu-
jicim zpusobem: na zacatku se generuje regularni symetrickd A¢ € [—20,20]"*",
pak se generuje A2 € [A2, , A2, ] takovd, Ze ((A°)"1A)2 < e pro n&jaky do-
statetné maly € € R a dané AL, A%, € R, A% < AL Vidy predpokladdme,
7e ¢ < AL, ale pro velké matice to nezarucuje, Ze dostaneme H-matici.

Na tomto typu matic netestujeme CHOL-metodu, protoze vétSina matic ne-
maji stredovou matici pozitivné definitni, takze tato metoda nerozpozna regula-

ritu téchto matic ve vétsiné pripadu.
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Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
LDL1 0.9599 0.1969
LDL2 0.5000 0.5025

GS 1.0000 0.0000

GSSUP 1.0000 0.0000
GSINF 1.0000 0.0000
GSWID 1.0000 0.0000

1(A3;) = 0.7061 o(A5) =0.1390

Tabulka 5.6: Testovani regularity na H-maticich, n = 5, A% € [0.5,1],
((A9)"1A)2 < 0.1, 100 matic

Pro tento set je vidét, ze ¢ = 0.1 je dostatecné malé, abychom dostali H-matice
velikosti 5 x 5; 95.99 % z nich jsou rozpoznatelné pomoci LDL1, ale jen polovina
jsou rozpoznatelné pomoci LDL2.

Metoda Pramérna hodnota Standardni odchylka

DP 0.8003 0.4001
LDLI1 0.3829 0.4865
LDL2 0.1697 0.3756

GS 0.5450 0.4983

GSSUP 0.6471 0.4782

GSINF 0.6471 0.4782

GSWID 0.6471 0.4782
W(AZ) = 0.7472 o (AZ) = 0.1437

Tabulka 5.7: Testovani regularity na H-maticich, n = 5, A@ € [0.5,1],
((A9)"1A)A < 0.5, 100 matic

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
LDL1 0.9940 0.0773
LDL2 0.8664 0.3405

GS 1.0000 0.0000

GSSUP 1.0000 0.0000
GSINF 1.0000 0.0000
GSWID 1.0000 0.0000

u(AS) = 0.3679 7(A%) = 0.0725

Tabulka 5.8: Testovani regularity na H-maticich, n = 5, A% € [0.25,0.5],
((A9)"1A)2 < 0.1, 660 matic
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Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
LDL1 0.0050 0.0707
LDL2 0.0000 0.0000

GS 1.0000 0.0000

GSSUP 1.0000 0.0000

GSINF 1.0000 0.0000

GSWID 1.0000 0.0000

11(A%) = 0.3601 o(A%) = 0.0716

Tabulka 5.9: Testovani regularity na H-maticich, n = 10, AZ% € [0.25,0.5],
(A9 TA)2 <01

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
LDL1 0.9698 0.1712
LDL2 0.6833 0.4656

GS 0.9985 0.0388

GSSUP 0.9985 0.0388

GSINF 0.9985 0.0388

GSWID 0.9985 0.0388
u(AZ) = 0.1225 o(A%) = 0.0432

Tabulka 5.10: Testovani regularity na H-maticich, n = 10, AiAj € [0.05,0.2],
((A°)~*A)A < 0.05, 660 matic

Pro tento set je vidét, ze stfedni délka intervalu 0.1225 stac¢i, aby matice byla
silné regularni. VSechny matice v tomto setu jsou regularni a LDL1 skoro vsechny
z nich rozpoznava. LDL2 pracuje s témi maticemi har.

5.1.5 Nahodné symetrické intervalové matice

Tato t¥ida matic je mnozina ndhodnych intervalovych matic A € IR™*" tako-
vych, ze plati A = AT. Kazd4 takova A je generovana nésledujicim zptisobem.
Na zacatku je generovdna ndhodnd symetrickd regularni A° € [—20,20]"*" a na-
hodna A2 € [A2, |, A2 ™" pak A = [A° — A® A° + A?]. Konkretni hodnoty
A2 A2 € R uvedeme dal.

min’ “ “max
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Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 1.0000 0.0000
LDL1 0.2467 0.4318
LDL2 0.0000 0.0000

GS 0.9901 0.0997

GSSUP 0.9967 0.0578
GSINF 0.9967 0.0578
GSWID 0.9967 0.0578

Tabulka 5.11: Testovani regularity na ndhodnych symetrickych maticich, n = 5,
AB =0,A% =35

min max

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 0.9801 0.1403
LDL1 0.0167 0.1283
LDL2 0.0000 0.0000

GS 0.9301 0.2556

GSSUP 0.9567 0.2040
GSINF 0.9567 0.2040
GSWID 0.9567 0.2040

Tabulka 5.12: Testovani regularity na ndhodnych symetrickych maticich, n = 5,
A2 =05,A2 =35

min max

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 0.8034 0.3982
LDL1 0.0000 0.0000
LDL2 0.0000 0.0000

GS 0.6367 0.4818

GSSUP 0.6901 0.4633
GSINF 0.6901 0.4633
GSWID 0.6901 0.4633

Tabulka 5.13: Testovani regularity na ndhodnych symetrickych maticich, n = 5,
A2 =1,A% =35

min max
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Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 0.1634 0.3703
LDL1 0.0000 0.0000
LDL2 0.0000 0.0000

GS 0.0634 0.2440

GSSUP 0.1067 0.3093
GSINF 0.1067 0.3093
GSWID 0.1067 0.3093

Tabulka 5.14: Testovani regularity na ndhodnych symetrickych maticich, n = 5,
A2 =15 A2 =35

min max

Metoda Primérna hodnota Standardni odchylka

DP 0.9234 0.2666

LDL1 0.0000 0.0000

LDL2 0.0000 0.0000

GS 0.5267 0.5002

GSSUP 0.7134 0.4530

GSINF 0.7134 0.4530

GSWID 0.7134 0.4530

Tabulka 5.15: Testovani regularity na ndhodnych symetrickych maticich, n = 10,

Aﬁlin = O’ ArAnax =2
5.1.6 Vykon

Ukazme vysledky méfeni casu testovani regularity pro typ matic uvedeny v
sekci |b.1.3] Pro jiné typy matic vysledky by mély byt obdobné, protoze c¢asova
slozitost nezalezi na typu testujici se matice.

Metoda Primérny cas, sec Standardni odchylka

DP 0.0313 0.0020
CHOL 0.4042 0.0141
LDL1 0.4053 0.0130
LDL2 0.4040 0.0133

GS 0.2063 0.0099
GSSUP 0.3426 0.0110
GSINF 0.3420 0.0097

GSWID 0.2992 0.0095

Tabulka 5.16: Méfeni ¢asu testovani regularity, n = 5, p’ € [0, 1],
Li; € [-20,20], A3 € [0,1].
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Metoda Prameérny cas, sec  Standardni odchylka

DP 0.0961
CHOL 6.0858
LDL1 6.0232
LDL2 6.0307

GS 2.3543
GSSUP 3.0650
GSINF 2.7462

GSWID 2.2477

0.0070
0.1817
0.1588
0.1736
0.0369
0.0448
0.7048
0.9894

Tabulka 5.17: Méfeni Casu testovani regularity, n = 10, p’ € [0, 1], L;; € [—20, 20],
Ag € [0.001,0.002].

5.2 Numericka analyza algoritmu odhadu vlast-
nich cisel

V této sekci se podivame na kvalitu odhad vlastnich ¢isel symetrickych inter-
valovych matic. Nésledujici tabulka pojmenovava algoritmy a odkazuje na pred-
chozi sekce s jejich popisem v tomto textu. Metody zacinajici "FR" pouzivaji
né¢jakou funkci z modulu regularity z praktické ¢asti jako tfeti parametr. Po-
drobnosti jsou v sekcich [4.5 a [£.4]

’ Zmaceni ‘ Funkce ‘ Popis ‘
FRAC | it dotauts, procond | S Bd
FRGSwidih | * 2T Vi rom & Sekee B4} B
il
FRGSlow filg;fnli; Zg—lrajg_‘;l:z;? ; Sekee B4 B3]
F1 filter_sym SEek:ceoj,ﬂaigé,

F2 filter_sym Eeicg‘,Tali;.
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Zmaceni ‘ Funkce ‘ Popis ‘

Dleig interlace direct s Sekee ’ Alg

next_index_eig

Dls interlace_indirect s | Sekce Alg
! B

next_index_square | s pouzitim

TTeig interlace_indirect s Sekee 7 Alg

next_index_eig

Dls interlace_indirect s | Sekce Alg
! B

next_index_square s pouzitim

Tabulka 5.18: Seznam testujicich se algoritmt odhadu vlastnich ¢isel

5.2.1 Metodika

Kazda symetricka intervalova matice velikosti n x n ma n vlastnich cisel, ktera
jsou realné intervaly. Tyto intervaly mtzeme odhadnout pomoci Rohnovy véty
relativné rychle. Kvalitu upfesnéni téchto intervalu mtzeme reprezentovat jako
podil délky upfesnéného intervalu a ptivodniho. Formalné, pokud )\{ € IR je j-té

vlastni ¢islo (interval) z Rohnovy véty a /\;j € IR je upresnény interval pomoci
()\;j)A
(DA

néjaké konkrétni metody pro intervalovou matici A;, poc¢itame prumérny 1—
pres vSechna i.

Je ztejmé, ze ¢im je vetsi pocet podintervali pro FRdef, FRLDL1, FRLDL2,
FRGS, FRGSwidth, FRGSup, FRGSlow metody, tim je presnéjsi odhad vlast-
niho ¢isla. V popisu tabulek niz je specidlné oznacen pocet podintervali pro tyto
metody.

5.2.2 NaAhodné symetrické intervalové matice typu B'B

Generované matice jsou typu A = BB, kde B je ndhodn4 symetrickd interva-
lova matice, B¢ € [—20, 20]"*™. Relativni prumér ukazuje podil, kolik algoritmus
v priméru utizl od aproximaci pomoci Rohnovy véty.
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Metoda Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.1975 0.1787
FRLDL1 0.1458 0.1732
FRLDL2 0.1331 0.1685

FRGS 0.0102 0.0501

FRGSwidth 0.0833 0.1509
FRGSup 0.0833 0.1509
FRGSlow 0.0833 0.1509

F1 0.1494 0.1415
F2 0.1510 0.1435
Dleig 0.0346 0.0755
DIsq 0.0321 0.0735
Ileig 0.0012 0.0122
ITsq 0.0012 0.0122

Tabulka 5.19: Pfesnost odhadu vlastnich ¢isel na BTB, n = 3, Bi% € [0,0.25]"%",
500 podintervali pro FR-metody, 100 matic

Metoda Relativni primér Standardni odchylka

FRdef 0.1865 0.1667
FRLDL1 0.1110 0.1464
FRLDL2 0.1012 0.1406

FRGS 0.0061 0.0294

FRGSwidth 0.0742 0.1292
FRGSup 0.0742 0.1292
FRGSlow 0.0742 0.1292

F1 0.1341 0.1234
EF2 0.1376 0.1281
Dleig 0.0409 0.0751
DIsq 0.0391 0.0742
Ileig 0.0000 0.0000
ITsq 0.0000 0.0000

Tabulka 5.20: Piesnost odhadu vlastnich ¢isel na BTB, n = 3, B$ € [0,0.5], 500
podinterval pro FR-metody, 100 matic
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Metoda Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.1808 0.1355
FRLDL1 0.0620 0.0876
FRGSwidth 0.0388 0.0776
F1 0.1216 0.0967

F2 0.1260 0.1033
Dleig 0.0171 0.0402
Ileig 0.0000 0.0003

Tabulka 5.21: Pfesnost odhadu vlastnich ¢&sel na B'B, n = 5, Bﬁ € [0,0.25],
500 podinterval pro FR-metody, 100 matic

Je vidét, ze nejlepsi vysledek dava FRdef; F1 a F2 jsou skoro stejné efektivni.
Predpodminéni maticemi z LDL rozkladu neni nejefektivnéjsi a je pomalejsi nez
FRdef, coz je vidét dal. Interlace metody nejsou moc efektivni pro nahodné ma-
tice, protoze jsou zalozené na interlace-vlastnosti a dobre funguji na maticich s
prekryvajicimi se vlastnimi intervaly podle (Hladik a kol., [2010)), véta 3.3).

Metoda Relativni primér Standardni odchylka

FRdef 0.0282 0.0623
FRLDL1 0.0072 0.0249
FRLDL2 0.0072 0.0249

FRGSwidth 0.0009 0.0080
F1 0.0194 0.0438

F2 0.0195 0.0445
Dleig 0.0121 0.0275
Tleig 0.0030 0.0104

Tabulka 5.22: Pfesnost odhadu vlastnich &sel na BTB, n = 10, Bl% € [0,0.25],
50 podintervali pro FR-metody 100 matic

Metoda Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.1791 0.1354
FRLDL1 0.0672 0.1036
FRGSwidth 0.0352 0.0793
F1 0.1247 0.0970

F2 0.1297 0.1036
Dleig 0.0150 0.0412
Ileig 0.0000 0.0000

Tabulka 5.23: Pfesnost odhadu vlastnich ¢&sel na B'B, n = 5, Bﬁ € [0,0.25],
100 podintervalii pro FR-metody, 100 matic
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Metoda Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.0067 0.0239
FRLDL1 0.0038 0.0164
FRLDL2 0.0038 0.0164

FRGSwidth 0.0000 0.0000
F1 0.0055 0.0191

F2 0.0055 0.0193
Dleig 0.0182 0.0324
Tleig 0.0078 0.0180

Tabulka 5.24: Pfesnost odhadu vlastnich ¢isel na B'B, n = 10, Bl% € [0,0.5], 50
podinterval pro FR-metody, 100 matic

5.2.3 Nahodné symetrické intervalové matice s regularni
stredovou matici

Téato trida symetrickych intervalovych matic je generovana nasledujicim zpu-
sobem. Necht A¢ € R™ " je ndhodna symetricka reguldrni (ne nutné pozitivné
definitni) redlna matice, A® € [0,7]"" je ndhodnd symetrickd realnd matice pro
néjaké r € R. A = [A°— A2 A+ A?] je néjakd generovand symetrickd intervalovd
matice.

Metoda  Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.1858 0.1573
FRLDL1 0.1724 0.1574
FRLDL2 0.1683 0.1556

FRGS 0.0092 0.0386
FRGSwid 0.0808 0.1280
FRGSsup 0.0808 0.1280
FRGSint 0.0808 0.1280

F1 0.1480 0.1199
F2 0.1481 0.1201
Dleig 0.0084 0.0375
DIsq 0.0073 0.0360
Ileig 0.0001 0.0001
ITsq 0.0001 0.0001

u(A2) =0.1233 a(AR) = 0.0592

Tabulka 5.25: Presnost odhadu vlastnich ¢isel, A¢ je regularni, n = 3, r = 0.25,
500 podintervalii pro FR-metody, 100 matic
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Metoda  Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.1781 0.1602
FRLDL1 0.1557 0.1589
FRLDL2 0.1466 0.1551

FRGS 0.0070 0.0327
FRGSwid 0.0816 0.1329
FRGSsup 0.0816 0.1329
FRGSinf 0.0816 0.1329

F1 0.1413 0.1223
F2 0.1416 0.1227
Dleig 0.0105 0.0398
DIsq 0.0103 0.0398
Ileig 0.0001 0.0001
ITsq 0.0001 0.0001

n(Az) = 0.2488 o(A7) =0.1174

Tabulka 5.26: Presnost odhadu vlastnich cisel, A je regularni, n = 3, r = 0.5,
500 podintervali pro FR-metody, 100 matic

Metoda  Relativni priimér Standardni odchylka

FRdef 0.1881 0.1571
FRLDLI 0.1818 0.1570
FRLDL2 0.1795 0.1564

FRGS 0.0042 0.0236
FRGSwid 0.0800 0.1224
FRGSsup 0.0800 0.1224
FRGSinf 0.0800 0.1224

Fl 0.1499 0.1193
F2 0.1500 0.1194
Dleig 0.0072 0.0331
Dlsq 0.0054 0.0251
Tleig 0.0001 0.0001
Tlsq 0.0001 0.0001

n(Az) = 0.0513 o(A5;) = 0.0242

Tabulka 5.27: Presnost odhadu vlastnich cisel, A¢ je regularni, n = 3, r = 0.1,
500 podintervali pro FR-metody, 100 matic

38



Metoda  Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.2226 0.1425
FRLDL1 0.1695 0.1408
FRLDL2 0.1542 0.1389

FRGS 0.0000 0.0000
FRGSwid 0.0656 0.1177
FRGSsup 0.0656 0.1177
FRGSint 0.0656 0.1177

F1 0.1757 0.1089
F2 0.1763 0.1095
Dleig 0.0016 0.0104
DIsq 0.0009 0.0076
Ileig 0.0001 0.0001
ITsq 0.0001 0.0001

AY Ay
p(A3) = 0.1225 o(A3) = 0.0554

Tabulka 5.28: Presnost odhadu vlastnich ¢isel, A je regularni, n = 5, r = 0.25,
500 podintervali pro FR-metody, 100 matic

Metoda  Relativni priimér Standardni odchylka

FRdef 0.2135 0.1444
FRLDL1 0.1293 0.1330
FRLDL2 0.1064 0.1229

FRGS 0.0002 0.0023
FRGSwid 0.0593 0.1072
FRGSsup 0.0593 0.1072
FRGSint 0.0593 0.1072

F1 0.1672 0.1091
F2 0.1692 0.1113
Dleig 0.0035 0.0188
DIsq 0.0025 0.0168
leig 0.0002 0.0017
ITsq 0.0001 0.0004

(AR =02489  o(AZ) =0.1103

Tabulka 5.29: Presnost odhadu vlastnich cisel, A¢ je regularni, n = 5, r = 0.5,
500 podintervali pro FR-metody, 100 matic
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Metoda  Relativni priomér Standardni odchylka

FRdef 0.2593 0.1213
FRLDL1 0.1413 0.1166
FRLDL2 0.1053 0.1094

FRGS 0.0000 0.0000
FRGSwid 0.0444 0.0845
FRGSsup 0.0444 0.0845
FRGSinf 0.0444 0.0845

F1 0.2123 0.0938
F2 0.2142 0.0951
Dleig 0.0000 0.0008
DIsq 0.0000 0.0008
Ileig 0.0000 0.0000
ITsq 0.0000 0.0000

AN A\
u(A%)=00498  o(AD) =0.0214

Tabulka 5.30: Presnost odhadu vlastnich ¢isel, A je regularni, n = 10, r = 0.1,
50 podintervalii pro FR-metody, 50 matic
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5.2.4 Vykon

Jako u méreni casu pri testovani regularity, uvedme v této sekci vysledky
méfen{ ¢asu pro jeden typ matic popsany v [5.2.2]

Metoda Prameérny cas, sec  Standardni odchylka
FRdef 0.6334 0.2154
FRLDL1 1.9307 1.0989
FRLDL2 2.0392 1.2343
FRGS 0.4311 0.2523
FRGSwidth 2.4144 1.3985
FRGSup 2.8850 1.6037
FRGSlow 2.8657 1.8273
F1 0.0205 0.0030
F2 0.0219 0.0051
Dleig 0.0317 0.0034
DIsq 0.0195 0.0018
Ileig 0.0348 0.0031
I1sq 0.0209 0.0018

Tabulka 5.31: Césové méfeni odhadu vlastnich ¢isel, n = 3, r € [0,0.25], 500
podintervali pro FR-metody, 100 matic

Metoda Prameérny cas, sec Standardni odchylka
FRdef 3.4890 0.8647
FRLDL1 140.7042 18.7553
FRLDL2 142.5501 17.4365
FRGSwidth 56.6158 3.5760
F1 0.0549 0.0042
F2 0.0544 0.0039
Dleig 0.2533 0.0113
Ileig 0.2499 0.0093

Tabulka 5.32: Césové méfeni odhadu vlastnich &isel, n = 10, » € [0,0.25], 50
podintervall pro FR-metody, 100 matic

Nejrychlejsi metody jsou interlace a filtrovaci metody F1 a F2, pricemz pri
zvétsovani velikosti matice tyto metody zachovaji svou rychlost. Filtrovaci metody
s testovanim regularity jsou velmi pomalé, protoze opakuji testovani regularity
na velkém poc¢tu matic.

5.3 Diskuze

Podle uvedenych experimentt je vidét, ze standardni predpodminéni dava
nejlepsi, stabilni a predpovéditelné vysledky pro testovani regularity.
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CHOL, LDL1 a LDL2 davaji skoro stejné vysledky jako DP. Rozklad Cho-
leského a LDL-rozklad jsou pomalejsi, nez hleddni inverzni matice, coz vede k
zpomaleni testovani regularity s pouzitim téchto predpodminéni.

Testovani regularity pomoci Gaussove-Seidelove metody neni tak efektivni,
jako pomoci DP, ale vyuziti hledani optimalniho predpodminéni pro Gaussovu-
Seidelovu metodu zlepsuje vysledky. Problém je ale v tom, ze GSWID, GSSUP a
GSINF metody tesi n linedrnich programu pro matice velikosti n x n.

Standardni predpodminéni mtze byt dostateéné efektivné pouzité na odhady
rychlost. Hlavni vyhoda filtrovani pomoci testovani regularity je v tom, ze miizeme
kontrolovat presnost odhadu vlastniho ¢isla.

Filtrovaci metody F1 a F2 jsou mnohem rychlejsi nez FRdef, coz je vyhoda.
Dalsi vyhodou je moznost kontrolovat presnost filtrovaci metody.

Interlace metody jsou uzitecné jen pro ty matice, které maji prekryvajici se
vlastni ¢isla, proto maji nejhorsi presnost v nasich experimentech.

Kompromisem pro odhady vlastnich ¢isel pro symetrické intervalové matice
by mohla byt filtrovaci metoda nebo filtrovani pomoci testovani regularity se
standardnim predpodminénim, nebo kombinace téchto dvou metod.
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Z.aver

V této praci jsme se podivali na koncept regularity intervalovych matic a na
zakladni vlastnosti symetrickych intervalovych matic a linearnich intervalovych
systému.

Vyzkouseli jsme dva riizné zpiisoby testovani regularity: pomoci testovani do-
statecné podminky, kterd zarucuje silnou regularitu, a pomoci Gaussovy-Seidel-
ovy metody. Pro kazdy z téchto dvou zpiisobt jsme zformulovali konkretni zpii-
soby predpodminéni. Pro testovani dostatecné podminky popsali jsme dvou-
stranné predpodminéni maticemi z Choleského a LDL-rozkladu stfedové matice,
ukazali jsme jak predpodminit ze dvou stran s zachovanim linedrnich zavislosti u
symetrické intervalové matice a definovali jsme standardni predpodminéni. Déle
jsme uvedli, ze otestovat regularitu 1ze provedenim n iteraci Gaussovy-Seidelovy
metody pro intervalovy systém s matici koeficientu levych stran velikosti n x n
a nulovym vektorem na pravé strané. Ukazali jsme, jak tento systém lze pred-
podminit tak, aby vysledek Gaussovy-Seidelovy metody byl nejlepsi vzhledem k
délce intervalu, jeho supremu, nebo infimu, (coz vede k rozpoznavani regularity
u vétsiho po¢tu matic nez se standardnim predpodminénim.)

Popsali jsme koncept vlastnich ¢isel pro intervalové matice a zminili jsme se,
ze vlastni ¢isla symetrickych intervalovych matic jsou podmnoziny R a navic ze
i-té vlastni ¢islo symetrické intervalové matici tvoti uzavieny interval. Tyto uza-
viené intervaly pro rizna vlastni ¢isla se mohou prekryvat, coz nas vedlo k vyuziti
interlace vlastnosti pro odhad supremu a infimu vlastnich ¢isel symetrickych inter-
valovych matic. Podivali jsme se na zptisob filtrovani libovolné mnoziny vlastnich
¢isel intervalové matice a uvedli jsme algoritmus pro tuto metodu. Poté jsme po-
psali jak lze pouzit testovani regularity pro odhady vlastnich ¢isel symetrickych
intervalovych matic.

Déle jsme uvedli dokumentaci pro nasi implementaci téchto algoritmu v sys-
tému MATLAB s vyuzitim knihovny IntLab. Popsali jsme jak funguji a jak jsou
implementovany zakladni funkce zalozené na algoritmech uvedenych v 2. a 3.
kapitolach.

V posledni kapitole jsme se vénovali numerickému porovnani implementace
algoritmu pro testovani regularity a odhad vlastnich ¢isel. Generovali jsme na to
neékolik druhtt matic. Z uvedenych vysledkt vyplyva, ze pro testovani regularity
nejefektivnéjsi metodou je testovani dostateéné podminky se standardnim pred-
podminénim. Vysoka efektivita této metody je dosazena diky jeji asymptotické
slozitosti a poc¢tu rozpoznanych matic; potvrzuji to ¢asova a numericka méteni.

Jind situace je u odhadu vlastnich ¢isel. Interlace metody jsou efektivni pouze
pro ty intervalové matice, jejichz vlastni cisla se prekryvaji. Pro obecnou syme-
trickou intervalovou matici filtrovaci metoda, ktera je uvedena v sekei [3.3] dava
nejlepsi vysledky. Neni tak pomald a pomoci ni 1ze odhadnout vlastni ¢isla s vel-
kou presnosti. Filtrovaci algoritmy zalozené na testovani regularity jsou pomalé
kvili mnohokratnému testovani regularity, ale jejich pouzitim lze také odhadnout
vlastni cislo s velkou presnosti.
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