
Posudek na cli/crtarni praci Mgr. Petra Pajaso
Structure of submodels. Diagonal iiidiscernil>ilii.y in models of arit.lmietir.

Prace se zabyva tfemi tenuity. tykajichni se probleinatiky oboru podstruktur dandio spofet-
iH'ho nestandardnilio moddu M arUniel iky ro/simjici ISn, kt.crc json \ nem fezem: diagonalm
ncroxl iy i te lnos l i . rodinami fcxii a Stoneovyni proslorein *S(A/ . A / ) al^dny "D(M. M) / parametrn
ddinovaldiiYcli n i i u > / i n . O1>sahoV('1 to odpovida kapilnh'un 2 .'i.

V k; ip i t<>!< ' 2 se s l u d i i j i dia^onalni ro/kladv (diagonal pail i t ions) a d iap/ ina lnc homogcnni ninu-
/iny pro lie a dale jistc posloupnosl i dia^nnalnc neroxlisiU'liiych mnoxin (diagonal indiscerniblcs).
iia/A'anr pickryti (overlay)- Pro a '-• 1 je diagonalni vo/klnd I) na tr ide (A'}" uspot-ddanydi ( / - l i e
prvku 7 A' rdare /J takova. xe ext.enxc /> , pro f c ; A' jc okvivalcncc na (.r — [ O , / ] ) " s oino/cnyin
poci.cni \\!>i\\d okviviilcncc /? j . // C A' jc difigonahif1 honio^mni pro D, s l rurne /^-lionio^cnni,
kdy/, mi io/,i na. // - ( ( ) . t\c honiop;ciiiii prn J.)t pro ka/.ih' t C. X . TVorcm 2. 1.2 o iH'konerncin difigo-
nalimii ro/.kladii r i k a , /c pro n • 1 Pcanova ar iUnct ika doka/njc: pro neoiiHY.em: A' a dia^oi ialni
n>/klad I) na (A '}" cxistnje nconic/on;i // r. X ho inoffcnni pro i) (dcfinovan;! / tychx paranie t ru
jako 1), X ) . Pro t fidy nino^in I'i , I"? v trurii 7' ~? '— i , klcrii do\'olnjc kvanl iiiknvani pfcs 1', a \
/nari svinbol I 'i — : ( I ' - j ) " . /c pro kaxdou nconiczcnoii t f i d i i A' /. Fj a dia^onalni ro/klad 1) / T]
na ('A')" exist ujr ncoinr/cna V C A' / !'•_. hoiuo^cnni pro I). \'\ (\'->)'l- xnaci imvic 1 . /r / ' jc
P|-odhadnut;i. tj. pni ncjakoii i'linkci (,' ?.T\ doni(6') C A jc U,} ^ C/ ( / ) jakniilo / r: A". Koncnic
I ' l ~ : ( ' ' ) " - xc pm A'. /.) jako vysc rxistujc1 kodovana inno/Jna n C A' di.igoiialnc honiogciini ]>ro
{) s ,/ - c.

Otc 2.1.5 a 2.1.(i. 7ni: Pro in.-n.k £ 1 plati
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Syniliol / f N c A j ijrit.oni znari tridu vsccli IcirS./ nino/in, /,/,, = /( '(r)J,",(^, ) . Vcta, o nckoncc'iu'iu
dia.goii;i.lniin ro/,kla.du jc dusledkcin, iichof ka/d;i T.rula \ PA jc /u 'rA,, , , i pro ncjukc ;». Tuto
vctu 1/r clinpat, jako nrkonct'iiou ver/.i Kanainnri-McAllouova. p r in r ipu 7,.il)cciicti( ' ilio navic na. /;-
ivj;rrsivni funkrc . Poiuoci ni 1/c dale sc s tn i j i t v inodrlu A* Pcaiiovy a i ' i t inc t iky ] > i islonpnost O -
\X,: i •' ^-} l ak . zf A', jr ucpra/dna he/ poslcdnilin prvkn. Siii>A' ( ~ SupA"; a / - . / -'-• A", '-_ A',.
pak se rika. / < • L'^ jc j i rckryi i v A" a dale navic 1/c /a j i s t i t . . /c ]>ro ka/duu f 'ornnil i ^-(Ji'.lr) '/. dam''
inni»/ , iny T i 'ornnili ncklcrr A", jc -^'(Tl- T')-diat;on;'dnc ncro/ l is i tolnc. tj. A' j= (V'/y •; t )(^(JJ.~<1) •- •
•^•(Tf.b}} j a k i n i l c t f- X a ? ' , h jsou ncklcsajici a / A', — [ O . i - j ; pak jc C? p ickr \ l i l '-diaj;oiialiic
ncro/lisiU'luc. Jcst.c navic 1/c kn/de A', v/Al l/1-dclinoval cine a. ncoinoxcm'' v A1'. Specialae p o k i u l
A1' jc pi 'tinovwky nv, v M [= I^o- j'1 tvaru SupA'n pro ncjukti Ao-diagnn;ilnc ncro/lisitdne pfckryt i
{A',; ; • . u,1 }. ]'la.li i o])at'na iniplikacc, rim/ jc daiia, uplna diara.kt.cri/,acc pca.novskych rc/n v dancin
inudclu -W \-- I>J (). 'I'" je jcdna 7 pnlo/ck \ct,y 2.3.2, k t e ra oh^alinjc dalcko podrobncj.si analy/u
])odnio(!du M, Vcta 2,^..'l pak rika, -/r pro A/
dia^onahii ncro/lisitdni.'' [irckryti {A',; i < -,1] \ M tvoienc Ar,.. •j-dcfinovatdnyini podinn<j/inami
\ t ak . '/.c pro ka/dy nv, / \ A / ji1 / -;„ , i A / , pnivc kdyz ka/dc A', f l / jc ncomczcni' \ /.

V kapitolc .'{ sc studii j i rodniy fczii v M , tj. ncpni/dnc mno/iny '7? fc/.u \~c spix'elnydi ne-
st aiidardnidi nioddcdi A/ [~ TSi. a to /.cjinena s ohledcni na ty]> linrai'iiiho ns])ofad;ini ('R.f__ } a
n/avcr '/? \ lopolojj,ii jn 'osloi ' i i vscrh rivi'i \ A / iiidnknvane uspofad;ii inn C . Pro1)l(% inat ika /.ahrnnjc
na]»r. hyinl j io t iriiosl : rodiny rc/n 7\,. ' / \ j v I\f jsou synihiot . ickc ( t j . jc-l i mczi n •' ?J 7 A/ i'c/, / '/\ jc
tain i feu 7 7\ a. na.o]>ak), ]>ravc kdy/ '/v — 'R,,. Spedalnc sc studiiji rodiny f,H, In. 'Dtl, tvofcnc po
fade / i-denientarnimi rcsp. navic isoniorfniini s A / ivsp. S,p-dctinovatdnynii dement y urccnynii
fexy a dale rodiny 'R / fe/,n, ktcn'1 jsou nioddeni ne jakc tcoric '/' v jaxycc nri t inct iky.

.Ic dok;i/;ina ohccna pnvodni vela ,'i.2.l o vlasLnosUistecli rodiny 'R v A/ \, . i . poknd
70 ma S,( . ] - indikatur . 7, ni vyplyva napf . . xc (R., C} jc ixomorf'ni C'antorove nino/iiie a navic.
x i ' xa nrcileho pf i rn /cnclu t pfcdpokladu jc 'R liubcna v 70. Dalsi koinpliknvnejsi duslcdky jsuu
forninlnvj ' iny ve vete -i.2. 4. mj. ]>ak i xnliccncni Kotlarskelio vysledku / [KotX-lb, Theorem 1|.
t o t i x , tvr/eni. /c poknd 'R. ma A,, ( i - indikatnr \ A / , existnje spocctna nnio/ina S c_ A/" t a k . /,<•
nioddy /„' ^ = f l l -^ (^' ;^: t' & ^ ^ '^-} P rn " ( ^ JS ( I U P ( ) d\'ou nei /omorfni . DiUt 1 p f i o/nacni



plati

a navic napf., ze prvky T>n jsou prave tvaru O^n Pro n. > 0, a e A/, kde X£ je lokalizovana
verze Z,t, tvofona fezy / takovymi, ze (/,a) =„ (A/, a). Odtud plyne dusledek 3.5.10: a) N ^
/-<n+i A/ «• (Va e M)(3J C<- A/)({J,a) ^n (M,a». b) PJ ^,t+1 A/ « N / Jn, kde 7 X ft
•̂  / — p|{^ ̂ e A/; / £e J € 7?.}. Rodina ft ziizena na interval (a,b) s a < i* z A/ jc mnozina
(a, b)75 = {/ 6 ft; a e< 6}. Aplikad vysledkii o pfekryti so ziska veta 3.4.1, tvrdici, ze pro rodinu
£jil~lfti£¥i ^ ncbo ft = Pn v A/ j= IEn+1 s n > 0, fc > 1 jc (a, b}n •£ 0 *$• (a, b)74 obsahuje uzavfenou
podmnoftnu 7?.' iaomorfni s Cantorovou innozinou a navic pro / Ce J z "R' je / -<?I+A' ^ (a 7 x ,/
s 7?. = Pn). Tvrzoni 3.6.1 fika, ze pro n > 0 rodina Pn+i ma An+2-indikator v niodcloch teorie
ISn_i_i. Podlc Poznamky 3.0.2 neni ani Sn+i- ani IIrl+i-indikator pro T>n+i v modelcch PA.

Nektere specialni pfipady tvrzeni zde uvedenych Ize najit v literature, Jn C Pn+i dokazal
Ignatjevic v [IgnHG].

V kapitole 4 se studuje Stoneuv prostor S(M,M) algebry T>(M, A/) definovatelnych innozin
nestandardniho spot'ctueho inodelu A/ Peanovy aritmetiky v rozsifcnem prostfodi, tj. pomoci KI-
saturovaneho eleinentamiho rozSifeni C modelu A/; C ma rysy "velkeho (big) modelu", uzivaneho
v moderni teorii modelfi. Pak je 'D(M,M] S T>(C,M) a 5{M, A/) ^ S(C,M). Na C se definuje
fikvivalence ~ vztaheni a ~ /? «> (W € "D(C, A/))(a € Y < - > / ? £ K) a podobne ekvivaleiice SB, kdo
misto DfC1, A/) se here podal^ebra algebry T>(C, A/), generovana intervaly [a, — *), a e A/. Faktory
ekvivalenri ~, ~ jsou bud* singltony neho jsou nekouecne cili iiotrivialni; tyto se nazyvaji netriviahii
monady v pfijiade ~ a skoky (gop) v pfipade PS. Netriviahii ultrafiltr p algebry T>(C, M) je jedno-
znacne identifikovan s f] p, coz je pravc nejaka netriviahii numada. Netrivialni mouada m urcuje fez
/m v A/ tvaru {a e A/; a < m}. Rezein / je urcen jednoziiacne skok ("){("•' '')> o € /, 6 G M — /},
oznaceny g/. Pro monadu m je tedy /m C g /m .

Vlastnosti fezu / souvisi s tyi)irnosti monad m (a korelativne pfislusnych ultratiltru) urcujicich
/, tj. spluujici(.:h / -= /m. Ke studiu vlastnosti monad (co do typicnosti) se zda uziva zejinena
Stoneovy topologie a Rudin-Keislerova uspofadani (RK). Klasickymi typy monad jsou selektivni,
(semi)regularnl a ramsoyovske. V kapitole se zkoumaji dalsi typy. V souvislosti s kapitolou 2 jde
"diagonalne nero/lisitolne" monady, tj. s]ilnujit:i m =J (m})|; reprezentativni vysledky o inch jsou
uvedeny v 4.4.C. 4.4.11 a 4.4.16. Jistou analogii k /> a g-bodu v /?N jsou dale tzv. p- a q- monady.
Ukazuje se, ze pro silny fez 7 je mnozina regularnfch monad, ktere nejsou p-nionadaini, husta v g/
(4.4.26) a dale je-li / regularni, tak kazda p-monady v g/ jc regularni (4.4.27) a RK-neminiinalna
/Miionady tvofi hustou podmnoiinu g/ (veta 4.4.29). Je-li dale / silny fez a a £ g/, tak monada m,
obsahujid fi, je p- monada, prave kdyz /[ft] := {^(a); F je /-funkce a a e dom(F)} je minimalni
elementarni koncove rozgifeni /. Pfitom F je 7-funkce, je-li definovatelna, domfF) n g/ ^ 0 a

Z uvedeueho je pat rue, ze v praci jc formulovana a rozvinuta origiiialni metodika, poskytujici
fadu puvodnich komplexnich vysledku o struktufe podmod<Uu, o rodinach fczu a o typologii bodu
(monad) Stoneova prostoru a korelativne fezu pro daily spocetuy nestandardni model aritmetiky.
Je pouzita fada roziuanitych aualytickych a dukazovych technik, jakymi jsou veta o nizke bazi,
ramseyovska kombiuatorika, indikatory, Stoneova topologie a Rudin-Keislcrovo uspofadani. Spolu
s uvodni kapitolou, obsahujici pfehled dulezitych pojmu a poznatku ke studovanemu tematu, a
dale s dodatky (s dukazem McDowcll-Specker-Gaifmanovy v6ty o existenci vlastniho konzerva-
tivniho elementarnilio rozsifcni N daneho modelu M \= PA s |7V| = |A/| provedenem pomoci
vety o nekonecnein diagonalnim rozkladu) poskytuje navic uceleny, komplexni a vystizny vyklad
problematiky. Nalezene nrpfosnosti maji charakter pfeklepu.

Doporucuji, aby praoe by la uznanajako dizertacni.

V Praze 7. 7. 2007


