Posudek na dizertaéni praci Mgr. Petra Pajase
Structure of submodels. Dingonal indiscernibility in models of arithmetic.

Prace se zabyva tfemi tématy, tykajicimi se problematiky oborn podstruktur dancho spocet-
ncho nestandarduibo modeln A/ aritmetiky rozgifujie 1%0, kterd jsou v ném fezem: dingonalni
nerozlisitelnosti, rodinami fezit a Stoncovym prostorem S(M. M) algebry DAL M) 7 parametrii
definovatelnyeh mnozin. Obsabove to odpovida kapitolam 2 3.

Vo kapitole 2 se studuji diagonalni rozklady (diagonal partitions) a diagonalne homogeuni -
Ziny pro né a dale jisté poslonpnosti diagonalné nerozlisitelugel mnozin (diagonal indiscernibles),
nazvané prekrvti (overlay). Pro « = 1 je dingonalni vozklad D na tiide (XY usporadanyeh a-tic
prvkit 2z X orelace ) takovis ze extenze 1) pro £ ¢ X je ekvivalence na (r — [0} 5 omezenym
poctem [L ] tiid ekvivalenee Dy 1 C X je diagonalne homogenni pro I, strucne D-homogenni,
kdyz mnozina 11— [0, 4] je homogeuni pro D, pro kazdé ¢ ¢ X, Teoréim 2.1.2 6 nekonecncm dingo-
nidnim rozkkulu tikit, ze pro 7o+ 1 Peanova aritmetika dokazuje: pro neomezend X a diagonalni
rozklad D na (N} existuje neomezenid /X homogenni pro 1) {definovana 2 tychz parametri
Jako DX} Pro tfidy nmozin 'y, Ty v teorii 77 2 13, kteri dovoluje kvantifikovani pies 18 a 1.
zuaci symbol I'y = (1) ze pro kazdou neomezenou tiidu X 72 I a diagonalnd rozklad 1) # 1)
na LN existuje neomezend Y C X 2 Py homogennd pro . 1) = (F2){, 7nadl navie, ze [ je
I'i-odhadnutd. tj. pro ncjakon funkei ¢ 2 Ty s dom(G) © X je D¢} < Gt) jakmile ¢ X, Koneene
Py =0 () 20 pro X0 D jako vise existuje kodovani mnozina C X diagonalné homogenni pro
D sl = e

Havni vysledek, formmlovany ve vote 2.1.5 a 2.1.6, zni: Pro nn. b 21 plati
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Syuibol Towd; pritom znaci tFidu vsech lowd ) muozing LL, = lowdq(3,). Veta o nekoneéném
diagonilnim rozkladu je dusledkens, nebot kazdi tiida v PA Je lowd,, 1 pro nejaké m. Tuto
vetu lze chidpat jako nckonecnon verzi Kanamori-McAllonova priucipu zobeenencho navic ni fi-
regresivil funkee. Pomoct ni lze dale sestrojit v modeln N Peanovy aritmetiky poslonpnost ¢ —
{Xo s whrak ze X je neprizdud hez posledniho prvku. Sup X, ~Sup\, ai« j =+ X, X

VRS
pak se Fika. ze O je prekeyti v N acdile navie lze zajistit, ze pro kazdou formuli 2(77:7) 2 dand
mnoziny 1 formuli nektere X, jeo (7 F)-diagonalne nerozlisitelné, ti. N = (Y <l o) ey -

S0 Jakmile « ¢ N aowl b Jsou meklesajicl a2 X, — [0.c): pak jo O prekevti P-diagonalne
neroglisitelne. Jeste navie lze kazdé X, vzit G-delinovatelné a neomezené v A Specialne pokud
N e peanovsky tez v M = 1350 je tvarn Sup Xy pro nejake Ag-diagonalue neroglisitelne prekryti
{ X0 -owh Platd i opaéna implikace, ¢imz je dina aplua charakterizace peanovskych fezu v danén
modelu A F- Iy To je jedna z polozek vety 2.3.2, kteri obsihuje dalcko podrobnejsi analvzn
podmodelit M. Vota 2.3.3 pak fika, ze pro A = IX, 2 s 0 2 0 existuje neomezene ¥, (1: 1)-
diagonilni nerozlisitelnd prekeyti {X,: 7 < <P v M tvotend A a-definovatelngmi podummozinaui
v tak, ze pro kazdy fez 1w M oje !~ ML oprave kdyz kazdé X, N T Je neomezend v 7.

Vo kapitole 3 se studwji rodiny fozit v A, tj. neprazdng munoziny R ezt ve spocetnvel ne-
standardnicl modelech A7 F= TE) L o to zejmdua s ohledens na tvp linearniho uspoiadani (R. Y a
uziver R v topologii prostoru véech ezt v A7 indukované usporiadianim C. Problematika zahrnije
napt. symbioticnost: rodiny texit R Ro v A jsou svinbioticke (ti. jo-limezi a < by Al fon % R jo
v i fez 2 Ry wnaopak), prave kdyz R — R,. Specialne se studwji vodiny £, I,,. D, tvoiend po
rade p-clementarnimi resp. navie isomorfuimi s A/ resp. X -definovatelngui eleimenty urcenyi
fezy a dale rodiny Ry fezar, kterd json modelem nejake teorie 77 v Jazycee aritinetiky,

Je dokizina obeend pivodni veta 3.2.1 o viastnostostech roding R v 1/ oI, 1. pokud
Roma ¥, g-indikitor. 7 ni vyplyva napr.. ze (ﬁ C) je izomorfni Cantorove mmozine a navie,
ze ziv nrcit¢ho privozeucho predpokladi je 'R Imbena v R, Dalsi komplikovnejsi disledky json
fornmdoviny ve vét¢ 3.2.4 mj. pak i zobeencni Kotlarského visledku 2 [Kot&dh, Theoremn 4],
totiz tyvrzeni. ze pokad 'R mad A, -indikator v A/, existuje spocetna mmozina S C A tak. g0
miodely 1”"7; =W/ C MiaeJeR) proa ¢ § json po dvou neizomortni. Dille pri oznacni
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a navic napf., ze prvky D, jsou pravé tvaru ((Z$ pron > 0, a € M, kde I7 je lokalizovana
verze T, tvofena fezy I takovymi, ze (I,a) =, (M,a). Odtud plyne disledek 3.5.10: a) N #
[<ni1 M & (Va € M)(3J C¢ M)((J,a) =, (M,a)). b) N<,j2M & N / I,, kde I / R
e [ =JC®M; ¢ JeR}) Rodina R ziZena na interval (a,b) s a < bz M je mnozina
(a,b)® = {I € R; a €< b}. Aplikaci vysledkii o prekryti se ziska veta 3.4.1, tvrdici, ze pro rodinu
ExNRis,,, neboR=Pov M E1E418n 20,k > 1 je (a, b)R # 0 < (a,b)® obsahuje uzavienou
podmmnozinu R’ izomorfni s Cantorovou mnozinou a navic pro I € J z R'jel <pnsk J (@l < J
s R = P,.). Tvrzeni 3.6.1 fika, ze pro n > 0 rodina Dy ma A, o-indikitor v modelech teorie
I3,41. Podle Poznamky 3.6.2 neni ani ¥, 41- ani IT,,-indikitor pro D,+1 v modelech PA.

Nékteré specidlni pripady tvrzeni zde uvedenych lze najit v literatufe, Z,, C Pny1 dokazal
Ignatjevic v [Ign86].

V kapitole 4 se studuje Stonetiv prostor S(M, M) algebry D(M, M) definovatelnych mnozin
nestandardniho spocetného modelu M Peanovy aritmetiky v rozsifeném prostiedi, tj. pomoci N-
saturovaného elementarniho rozsifeni C' modelu M; ' ma rysy " velkého (big) modelu”, uzivaného
v moderni teorii modelii. Pak je D(M, M) = D(C, M) a S(M,M) = §(C,M). Na C se definuje
ekvivalence ~ vztahem a ~ 3 < (YY € D(C,M))(a € Y « B € Y) a podobné ekvivalence =, kde
misto D(C, M) se bere podalgebra algebry D(C, M), generovana intervaly [a,—), a € M. Faktory
ekvivalenci ~, 2 json bud singltony nebo jsou nekonecné ¢ili netrivialni; tyto se nazyvaji netrivialni
monady v pfipadé ~ a skoky (gep) v pripadé ~. Netrivialni ultrafiltr p algebry D(C, M) je jedno-
znaéné identifikovan s [ p, coz je pravé néjaka netrivialni mondda. Netrivialni monada m urcéuje rez
Im v M tvaru {a € M; a < m}. Rezem [ je urcen jednoznacné skok N{(a,b);a € I, b€ M — I},
oznaceny g;. Pro monadu m je tedy I, € gy,

Vlastnosti fezu I souvisi s typi¢nosti monad m (a korelativné prislusnych ultrafiltrii) uréujicich
I, tj. spliwjicich I = I. Ke studiu vlastnosti monad (co do typicnosti) se zda uziva zejména
Stoneovy topologie a Rudin-Keislerova uspofadéani (RK). Klasickymi typy monad jsou selektivni,
(semi)regularni a ramseyovské. V kapitole se zkoumaji dalsi typy. V souvislosti s kapitolou 2 jde
"diagonalné nerozlisitelné” monady, tj. spliujici m =t (m)j: reprezentativni vysledky o nich jsou
uvedeny v 4.4.6. 4.4.11 a 4.4.16. Jistou analogii k p- a g-bodit v SN jsou dale tzv. p- a ¢- monady.
Ukazuje se, Ze pro silny fez I je mnozina regularnich monad, které nejsou p-monadami, husta v gy
(4.4.26) a dile je-li I regularni, tak kazda p-monady v g; je regularni (4.4.27) a RK-neminimalna
p-monady tvoii hustou podmnozinu g; (véta 4.4.29). Je-li déle I silny fez a a € g, tak monada m,
obsahujici a, je p-monada, pravé kdyz I(a] := {F(a); F je I-funkce a a € dom(F)} je minimalni
elementéarni koncové rozsifeni I. Pfitom F je I-funkce, je-li definovatelna, dom(F) N gy # 0 a
FlI|CI.

7 uvedeného je patrné, ze v praci je formulovana a rozvinuta originalni metodika, poskytujici
fadu pivodnich komplexnich vysledkii o strukture podmodelii, o rodinach fezii a o typologii bodu
(monad) Stoneova prostoru a korelativné fezii pro dany spocetny nestandardni model aritmetiky.
Je pouzita fada rozmanitych analytickych a ditkazovych technik, jakymi jsou véta o nizké bazi,
ramseyovska kombinatorika, indikitory, Stoneova topologie a Rudin-Keislerovo usporadani. Spolu
s tvodni kapitolon, obsahujici piehled dilezitych pojmi a poznatkl ke studovanému tématu, a
dile s dodatky (s ditkazem McDowell-Specker-Gaifmanovy véty o existenci vlastniho konzerva-
tivniho elementarniho rozsiteni N daného modelu M |= PA s |N| = |M| provedeném pomoci
véty o nekoneéném diagonalnim rozkladu) poskytuje navic uceleny, komplexni a vystizny vyklad
problematiky. Nalezené nepfesnosti maji charakter preklep.

Doporuduji, aby prace byla uznana jako dizertacni.

V Praze 7. 7. 2007




