Posudek na praci Mgr. Petra Pajase
Structure of submodels.
Diagonal indiscernibility in models of arithimetic

Zakladnim tématem prace je studium podstruktur nestandardnilo spoéoet-
ncho modelu A aritmetiky rozsitujici ISy, kterd json v ném fezem.

Problematika je rozpracoviina ve tfech okruzich v kapitolich 2 4, pficems
v prvé kapitole se zavadejl zakladni pojmy a rekapituluji ditlezitd fakta o pro-
blematice.

Kapitola 2 s¢ zahyvi diagonalnimi rozklady a diagonalui homogenitou pro
ne. Zakladni vyznam ma Véta o nekonecndéin diagondlnin rozkladn (2.1.2). Lze
ji chdapat jako nekoneénon verzi Kanamori-MeAllonova principu zobeenénéhio
navic na fi-regresivoi funkee. Je tvrzenim o existenei nemnezené diagonalne ho-
mogenl mnozing pro jiste diagondlni rozklady p-tic: ma tvar kombinatorické
sipky I'y = (T2)p), kde Iy je udjakd tiida mnozing pres kterou lze v ordamei
uvazované aritmetiky kvantifikovat.

Diskutovana véta je disledkem daleko obeencjsich véty. totiz Vity 2.1.5,
presnéji jeji polozky a): pro s, n 2> 1 plati
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Pritom fowd; je téida véeel TowA; mnozin. Visledek je ziskan pomoct véty o
nizké bazi (Low Basis Theorem).

Dale jsou v kapitole 2 studoviny jisté poslonpnostini diagondlne ucerozlisitel-
nyeh mnozin, zvand diagonalne nerozlisitelng pickryti (overlay): ty mimo jiné
plue charakterizuji peanovske fezy v AL To je obsahem jedné # polozek Vity

Pikea, ze pro M F I3, 12 8 0 2 0 existuje neomezené 2, (15 1)-diagondlud nerozli-
sitelné prekeyti { X5 @ < W} v M tvorené A, po-definovatelnymi podmuozinami
v A tak. 7o pro kazdt tez T v M oje I <, M. prive kdyvz kazdé X, Nl
jo neomezendé v 1. Zajimavy je priklad 2.3.8, ktery je velud kratkym a wdzor-
nvm ditkazem Gaifmanovy véty o elementarite kofindlniho podinodelu modelt
Peanovy aritmetiky: dfikaz podstatne uziva piekryti.

V kapitole 3 se studuji rodiny R fezt v M, zvldste pak, pokud majl in-
dikitor. Obecnd originalni Veta 3.2.1 zachyveuje vlastnosti takové rodiny ‘R
v Al B IX, 1. pokud 'R ma X, -indikitor. Pak napi. (R, ) je izomorini
Cantorove mnozine a za jistého ptirozenchio predpokladu je 'Rohubeni v R. Pro
piipad, ze R mia A, i-indikitor v A, existuje spocetnd mnozina S ¢ A tak.
7o modely 1! — ({J € M;ae e R} proa €S json po dvon neizomorfud;
to je jednim z tvrzeni Voty 3.2.1 kterd je zobecnénim Kotlarského vystedku
7 [Kot&dh, Theorem 1].

Obeena veta a dalsi postupy mmoznuji analyzovat vyznacné rodiny &, Z,,.
D, tvofend po Fade n-clementarni resp. navie isomorfuimi s A7 resp. 3, -defi-
novatelnymi elementy ureenymi fezy o dale rodiny Ry tezit, jez jsou modelem
nejakde teorie 7' v jazyee aritmetiky, pricemsz se joste znaci P, = &, N Rpa.
Ukazuje se
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a dale navic napf., ze prvky D,, jsou pravé tvaru ()Z2 pron > 0,a € M, kde I,
je lokalizovana verze Z,,, tvorena tezy I takovymi, ze (I,a) =, (M,a). Aplikaci
vysledkii o prekryti se ziskaji ve Vété 3.4.1 dalsi vysledky.

Kapitola 4 je vénovana studiu Stoneova prostoru S(M, M) algebry D(M, M)
definovatelnych mnozin uvazovaného nestandardniho spocetného modelu A Pe-
anovy aritmetiky, a to v rozsifeném prostiedi, tj. pomoci R;j-saturovaného ele-
mentarniho rozsifeni C' modelu M; pak D(M, M) = D(C,M) a S(M,M) =
S(C, M) a netrivialni ultrafiltr p algebry D(C, M) je jednoznacné identifikovin
s (p, coz je pravé néjaky nekonecny faktor, éili mondda, ekvivalence ~ na C
uréené D(C,M): a ~ 3 & (VY € D(C,M))(a € Y « [ €Y). Netrivialni mo-
nada m (tj. |m| # 1) uréuje fez Iy, v M tvaru {a € M; a < m}. UzZitecna je dale
ekvivalence =~ na €' uréena podalgebrou algebry D(C, M), ktera je generovana
intervaly [a,—), a € M; jeji netrividlni monada se nazyva skok (gap) a znaci
g. Rez I urcuje jediny skok (N{(a,b); a € I, be M — I}, ktery se znaci g;; pro
monadu m je Iy, C gy, .

Typové vlastnosti monady m (korelativné ultrafiltru p) se promitaji do vlast-
nosti Iy,. Zakladnimi typy jsou selektivni, semiregularni, regularni a ramseyov-
ské. Ty a dalsi l1ze studovat pomoci Stoneovy topologie a Rudin-Keislerova (RK)
usporadani, jak se zde ukazuje. Originalné se zde rozviji studium ”diagonalné
urc¢enych” monad m spliujicich m = (m)§ a tzv. p- a ¢- monad, které jsou jistou
analogii p- a ¢-bodii v SN.

Ukazuje se, ze pro silny fez I je mnozina regularnich monad, které nejsou
p-monadami, hustda v g (4.2.26) a dale je-li I regularni, tak kazda p-monady
v gy je regularni (4.4.27) a RK-neminimalna p-monady tvoii hustou podmno-
zinu g; (Veéta 4.4.29). Je-li déle [ silny fez a o € gy, tak monada m, obsahujici a,
je p-mondada, pravé kdyz I[a] := {F(a); F je I-funkce a o € dom(F)} je mini-
malni elementarni koncové rozsiteni /. Pritom I je I-funkce, je-li definovatelna,
dom(F)Nng; #0a F[i] C I.

Préce je dale opatfena dvéma dodatky s diikazy nékolika diilezitych znamych
tvrzeni, uzitych v praci. V prvém se dokazuje McDowell-Specker-Gaifmanova
véta o existenci vlastniho konzervativniho elementarniho rozsifeni N daného
modelu M = PA s [N| = |M|. Kli¢ové lemma A.3 se dokazuje pomoci Véty o
nekonecném diagonalnim rozkladu.

Predlozena prace je vynikajici. Obsahuje velké mnozstvi novych kvalitnich
vysledki, je systematicka a origindlni a uziva celou fadu komplikovanych tech-
nik. Je napsana piehledné, ucelené a jednotliva témata jsou dobie motivovana.
Nalezené chyby jsou vesmeés preklepy.

Doporucuji, aby prace byla uznana jako dizertacni.

V Praze 26. 6. 2007 Prof. RNDr. Pefr Vopenra, oroe:



