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Uvod

»A k ¢emu je to vlastné dobré, to, co délas?* byl dotaz, ktery jsem opako-
vané slychaval od svych kolegi. Stru¢nou odpovédi na tuto otdzku zaroven
nastinime, co bude tématem této prace.

V aplikované statistice se casto setkdvame s pristupem, ze jeji ,uziva-
telé“ si vyberou svoji ,oblibenou®“ miru zavislosti mezi dvémi velicinami a
k ni prislusny test (t-test, x*~test v kontingen¢nich tabulkdch m x n, ...),
ktery nasledné bez rozmyslu pouzivaji. Taktéz casto dochazi k podcenéni
analyzy, zda by nebylo vhodné pii zkouméani uvedené zavislosti zahrnout
do studie dalsi dilezité faktory. Tento pristup ,,vezmi-dvé-veli¢iny-a-zmér-
zavislost” vSak vede k absurdnim vysledkiim jako Ze nepiitomnost perskych
kobercti v byté napomah4 ¢astéjsim astmatickym zachvatiim jeho obyvatel®,
7e nadmérna konzumace kavy snizuje u muzi stiednfho véku krevni tlak? ¢i
dokonce, 7e ¢api skuteéné nosi déti®.

Pomoci mtze kvalitni literatura zaméfend na metodiku vyzkumu, viz
napf. [Dis00], ale také popularizace a lepsi pochopeni konceptu tzv. ,podmi-
néné nezavislosti ndhodnych veli¢in“ jakozto rozsireni ,klasické“ nezavislosti
znamé ze zakladnich kurzi pravdépodobnosti o myslenku, ze dvé nahodné
veli¢iny se stanou nezavislymi teprve, kdyz dostaneme informaci o veli¢iné
treti. Na prvni pohled jednoduchd a intuitivné jasnd idea ma vSak radu
uskali.

Plati, ze pokud jsou dvé nahodné veli¢iny &, a & podminéné nezavislé
déno (£,)cec (tzn. stanou se nezavislymi, pokud jiz zndme hodnotu souboru
veli¢in (€,.)cec), potom jsou nutné &, a & podminéné nezavislé, i kdyz pod-
minku zménime na (£,)4ep, kde D O C (ev. D C C)? Kdy nezavislostni

'Pochopitelné, neb kdo tento koberec v byté m4, tézko bude astmatik.

2Bylo prezentovano jako sou¢ast [SZTJ04]. Kdo mé vysoky krevni tlak, zpravidla nepije
kévu presmiru nebo to alespon nepfiznd svému lékari.

3Capi se vyskytuji tam, kde je dobré zivotni prostiedi, a tento faktor je taktéz korelovan
s vysokou porodnosti.



tvrzeni vyplyva z platnosti jinych nezavislostnich tvrzeni? Lze tato pravidla
néjak jednoduse charakterizovat ¢i axiomatizovat alespon pfi omezeném po-
¢tu veli¢in? To bude typ otazek, na néz se budeme snazit v této praci nalézti
odpoveéd.

Casto pro jednoduchost predpokladame, Ze se d4 nezavislostni struktura
mezi ndhodnymi veli¢inami zobrazit diagramem (grafem), v némz body (vr-
choly grafu) odpovidaji jednotlivym veli¢indm a ¢ary ¢i Sipky (orientované
¢i neorientované hrany) ptimym zavislostem. Takovéto ,diagramy* maji ne-
oddiskutovatelnou vyhodu a to, ze jsou snadno pochopitelné i pro laika. Pro
danou tfidu modeld se vzil nazev ,grafické modely*.

Grafické modely prosly od 70. let minulého stoleti bourlivym vyvojem
a dnes maji uplatnéni v fadé odlisnych oblasti, jako jsou na jedné strané
expertni systémy (viz [CLDS99|, program Hugin aj.) a systémy pro pod-
poru rozhodovani (seznam aplikaci na konci [CGH96]) a na strané druhé
vypocetni Bayesovska statistika (modul Doodle programu WinBUGS, bali-
¢ek MCMCpack pro R aj.) a v ndvaznosti na ni rozpoznavani feci, obrazu,
analyza textu, aplikace v bioinformatice (pro ptehled viz [Jor04]) a dobyvani
znalosti z dat (viz [Cas02]).

Navod k pouziti

Po tomto spiSe neformdalnim tvodu nésleduji ¢tyti kapitoly. V prvni z nich
zavedeme zakladni pojmy jako jsou podminénd nezavislost, jeji kritéria v za-
vislosti na uvazovaném distribu¢nim ramci, nezavislostni model (volné pie-
lozeno seznam nezavislostnich vztahi), reprezentovatelnost nezavislostnich
modell a (ne)existence jeji koneéné charakterizace. Vyjma nékterych tech-
nickych zalezitosti jako je zobecnéni kritéria podminéné nezavislosti na obec-
né, ne nutné regularni Gaussovo rozdéleni (Lemma 5) a netradi¢ni parametri-
zace binarniho rozdéleni a z ni odvozena kritéria pro podminénou nezavislost
tato ¢ast neobsahuje originalni vysledky.

V druhé kapitole se soustiedime na Gaussovskou reprezentovatelnost ne-
zavislostnich modelti nad ¢tyfmi velicinami neboli rozsifime vysledek R. Lné-
nicky pro regularni Gaussovskou reprezentovatelnost [Lné05] na obecny pii-
pad (publikovano v [Sim06b]). Na zavér za pomoci analogické myslenky
jako v [Stu92] dokazeme, 7e ani Gaussovskou reprezentovatelnost nelze ko-
ne¢né charakterizovat ve smyslu seznamu zakazanych minort (publikovano

v [Sim06a]).



Treti kapitola je zamérena na diskrétni reprezentovatelnost nezavislost-
nich modelid nad ¢tyimi velicinami. Jsou zde shrnuty znamé vysledky F.
Mattse a M. Studeného (viz [Mat97] a [SB94]) a opraven rozsifeny omyl
o poctu takto reprezentovatelnych modelt (publikovano v [Sim06d]). Dale
je diskutovana otazka, které z vyse zminénych diskrétné reprezentovatel-
nych modeli jsou i pozitivné reprezentovatelné. Pro ¢tyri veli¢iny je urcena
horni a dolni mez, vyslovena hypotéza, ze horni mez je skutecnym poctem
téchto modeli, a urceno 12 modeld, o jejichz reprezentovatelnosti je treba
rozhodnout, aby hypotéza byla dokdzana ¢i vyvracena.

Ve ¢tvrté kapitole se snazime propojit tyto vysledky s teorii grafickych
modelti. Jsou pripomenuty zdkladni pojmy z teorie grafli, odpovidajicich ne-
zavislostnich modeli a pravdépodobnostnich rozdéleni. Pro nové prichoziho
do oboru miize byt uzitecné zkusit si jako cviceni dokoncit casti dikazi, jez
jsou oznaceny jako snadné. Nasledné testujeme schopnost urcit na zakladé
dat model a identifikovat jeho parametry (¢dst publikovdna v [Sim06c]).
Préci zakoncuje simula¢ni studie na ptipadu Gaussova rozdéleni nad ¢tyfmi
velicinami: Je ukézano, ze pri malém poctu pozorovani je identifikace sku-
tecného modelu nepravdépodobnd. Studovan je téz odhad varian¢ni matice,
kdy chovani odhadt zalozenych pouze na grafickych modelech je shledano
neuspokojivym, pokud skute¢né rozdéleni grafickému modelu neodpovida.
Odhady zalozené na nezavislostnich modelech se ve vSech ptipadech pocho-
pitelné chovaji lépe.

Veskeré seznamy nezavislostnich modelti, jakozto i procedury pro mani-
pulaci s nimi a R-balicek pro vyse zminéné odhady lze nalézt na ptilozeném
CD.

Protoze obtiznost jednotlivych ¢asti textu je pomérné riznoroda a lze
predpokladat, ze vhled ¢tendit do dané problematiky se bude dramaticky
lisit a jen maloktery z nich bude mit zajem postupovat od zacatku do konce,
sepsal jsem (zcela nezdvazny) seznam doporuceni, jak tuto praci ¢ist. Sche-
maticky je tento ,navod k pouziti“ znazornén na obr. 1.

Zacatecnikem je myslen nové prichozi do této oblasti, ktery se snazi v
rychlosti posbirat potifebné kvantum informaci o podminéné nezavislosti a
grafickych modelech.

Pokrocily uzivatel tohoto textu je jiz s teorii grafickych modeli dobte
obeznamen a zajimaji jej toliko podrobnosti okolo nezavislostnich modeli a
jejich reprezentovatelnosti. A pro nékolik ,expertu®, jez hledaji pouze nové
a originalni vysledky, je urcena posledni kategorie.



1. kapitola

2 kapitola

3.kapitola

4 kapitola

Zagateénik Pokrocily Expert
lemma 5
oddily 1.1-1.3 oddily 1.2-1.4 binarni par. v odd. 1.2.3
letmo oddil 1.4
Lo . : lemma 14 + véta 2
jen uvod cela kapitola lemma 18 + véta 3
lemma 20
jen uvod cela kapitola véta 4 + hypotéza
véta 5
oddily 4.1-4.2 oddil 4.3 oddil 4.3

Obréazek 1: Jak ¢ist tuto praci.




Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole uvedeme zakladni definice, tvrzeni a pojmy, s kterymi se
budeme ve zbytku prace setkdvat a na které budeme odkazovat. Ctenai ma-
jici zakladni znalosti o pravdépodobnosti a podminéné nezavislosti ji miize
preskocit, pripadné se omezit na oddily 1.3 a 1.4.

Predmétem naseho studia bude ndhodny vektor neboli soubor nahod-
nych veli¢in € = (§,)qeen indexovany (kone¢nou) mnozinou N = {1,2,...,n}
a nabyvajici hodnot z R™. Sdruzené rozdéleni tohoto vektoru budeme znacit
pismenem P. Pokud ma toto rozdéleni hustotu vici pevné zvolené souci-
nové o—konecné mite p, budeme ji znacit f(x). Pro podmnoZinu indexové
mnoziny A C N definujeme podvektor &, jako &, = (&u)aca za konvence
&y = 0 (konstanta). Analogicky budeme chapat marginalni rozdéleni P,
jeho hustotu f4 a podvektor hodnot @ 4.

Nahodné veli¢iny a vektory budeme oznacovat pismeny trecké abecedy,
mnoziny (vyjma N) velkymi pismeny ze zac¢atku abecedy, jejich prvky pisme-
ny malymi. Vektory a matice budeme tisknout tuénym pismem. Determi-
nant ¢tvercové matice ¥ budeme znacit |X|, jeji hodnost dim(X), inverzi a
zobecnénou inverzi po fadé L' a B

V pripadé, ze nebude hrozit nebezpeci omylu, budeme pro zjednoduseni
znaceni a vétsi Citelnost vynechdvat znaménko sjednoceni, tedy € 45 = & 405,
a slozené zavorky kolem jednoprvkovych mnozin, tedy &4, = § auqp-

1.1 Podminéna nezavislost

Existuje mnoho zptsobi jak zavést pojem podminéné nezavislosti, od intui-
tivnich, Gzce vymezenych, viz [Nea03], az po matematicky rigorézni a zna¢né
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obecné, viz [Stu05].

My se v této praci omezime na piipad rozdéleni s hustotou f viici o—ko-
necné soucinové mire i, kde navic je budto pu Lebesgueova a f spojitd nebo
i diskrétni. Veskerd nize uvedend tvrzeni o hustoté f je tfeba chapat ve
smyslu p—skoro vsude.

Definice 1. Rekneme, Ze pro ndhodny vektor & = (£,)aen @ po dvou dis-
gunktni podmnoziny A, B,C C N je podvektor £, podminéné nezdvisly
na €z dano €. (znacime €, 1LER|E) pravé tehdy, kdyz

fapc(®ape) - fo(xe) = fac(Tac) - fee(®Be). (L.1)

Pokud C = 0, je podle piislusné konvence fy = 1 a v tomto piipadé se
jedné o (klasickou) nepodminénou nezavislost (znac¢ime &€, 1LE€R).

Smysl formalni definice & , 1L € 5|& je podobny jako u nepodminéné ne-
zavislosti: Jestlize jiz zndme hodnotu &, potom je hodnota &, irelevantni
(nepodstatné, neuzitend pro predikei, neovliviiujici podminéné rozdéleni,
apod.) pro hodnotu €5 a naopak.

Lemma 1 uvadi nékolik dalsich zpiisobli zavedeni pojmu podminéné ne-
zévislosti ekvivalentnich s (1.1), viz [Lau96], str. 29. Podminénou hustotou
fajp(xalzp) zde budeme znacit funkci fap(xap)/fa(xp), definovanou po-
kud fg(xp) > 0, jinak nechdvime nedefinovano. Ptislusnym rovnostem je
tfeba rozumét tak, ze plati na mnoziné, kde jsou podminéné hustoty defino-
vany.

Lemma 1. Necht A, B a C jsou po dvou disjunktni podmnoZiny N. Potom
nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i) E4LEIEC

i) fapic(®aplTc) = fajc(xalze) - fBIc(TB|TC)
iit) fape(®alTpe) = fajc(walzce)
w) facip(aclxer) = fajc(Talze) - fop(xc|Ts)
v) fapc(®apc) = fac(xalze) - fe(TBC)

vi) 3g, h funkee : fapc(@apc) = g(xac) - M@pe)



Pokud ma rozdéleni navic kone¢nou multiinformaci (MI), tj. Kullback—
Leiblerovu divergenci (=relativni entropii) sdruzeného rozdéleni viiéi soucinu
jednorozmérnych marginal (viz [Stu05], str. 35), 1ze charakterizovat nezavis-
lostni vztahy za pomoci nasledujiciho lemmatu.

Lemma 2. Necht &€ je vektor s konecnou multiinformaci a A, B, C jsou po
dvou disjunktni podmnoziny N. Potom plati

MI(&apc) + MI(&c) — MI(§sc) — MI(Epc) >0,

a navic
(MI(EABC) + MI(&c) — MI(§ac) — MI(Epc) = 0) — (€AJ-L€B‘€C)'
Diikaz. Dikaz lze nalézt v [Stu05], str. 27-28. O

Za pomoci podmifiovani (viz napt. [Lac04]) lze podminénou nezavislost
mezi € 4 a £z dano & definovat v Sir§im smyslu® jako platnost tvrzeni, ze
rozdéleni € 45|& je soudinem piislusnych podminénych rozdéleni, neboli

L(Espléc = o) = L(EslEc = xc) ® L(Epl€c = xc) FPo—sv.  (1.2)

Snadno se nahlédne, Ze (1.2) implikuje (1.1). Definici podminéné nezévislosti
v §irsim smyslu vyuzijeme jen v ptipadé neregularniho Gaussova rozdéleni.

Jak ukazuje nasledujici lemma, podminénou nezavislost je mozné charak-
terizovat pomoci souboru elementdrnich nezavislostnich vztaha, tj. souboru
podminénych nezavislosti (§ 4, L& |§¢. )i takovych, Ze |A;| = |B;| = 1.

Lemma 3. Pro A, B,C po dvou disjunktni podmnozZiny N plati
(€ lLépl€q) & (YVae Ajbe B,D C ABC \ {a,b}: CC D= U&|Ep).
Diikaz. Viz [Mat92], lemma 3. O

Dalsi vlastnosti podminéné nezavislosti budou odvozeny v oddilu 1.3.
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1.2 Gaussovo, diskrétni a binarni rozdéleni

V tomto oddilu zavedeme tti zakladni typy rozdéleni, se kterymi se budeme
v této praci setkavat: Gaussovo, diskrétni a binarni.

1.2.1 Gaussovo rozdéleni

Definice 2. Gaussovo rozdéleni naihodného vektoru € = (&1,...,&,) je
pravdépodobnostni rozdéleni dané svou charakteristickou funkci

. , t'St
pe(t) = Eexp(it'§) = exp (Zt’u - ) :

které je parametrizované stredni hodnotou p € R™ a variancni (symetrickou,
pozitivné semidefinitni) matici X.

Jestlize je matice ¥ pozitivné definitni (=regularni), zna¢ime ¥ > 0,
budeme hovofit o regularnim Gaussové rozdéleni. Regularni Gaussovo
rozdéleni méa spojitou verzi hustoty vici Lebesgueové mite tvaru

1 1 e
o) = e (<@ —wS e )

a kone¢nou multiinformaci

MIE) =~ <1og(\z|> - Zlogam> .

Naopak neregularni Gaussovo rozdéleni nema hustotu vici Lebesgueoveé
mife a obecné ani kone¢nou multiinformaci. Takovéto rozdéleni je degenero-
vané ve smyslu, ze existuje nenulovy vektor konstant a takovy, ze

a'(§—p)=0 (sj), (1.3)

viz [And78], str. 71. Tedy oborem hodnot £ je vlastni afinni podprostor R".

Pro matici ¥ = (044)apeny @ A,B neprazdné podmnoziny N definujeme
matici X 4.g jako matici, do niz byly ze 3 vybrany pouze radky ptislusné prv-
kim A a sloupce prislusné prvkim B pti zachovani poradi radki a sloupci,
neboli

Y4B = (0ab)aca, beB-

11



Jak ukazuje nésledujici lemma, tiida Gaussovych rozdéleni je uzaviena
na operace marginalizace a podminovani.

Lemma 4. Necht & je ndhodny vektor s Gaussovym rozdélenim, 3 prislusnd
variancni matice, A, B disjunktni podmnoziny N :

i) Margindlni rozdéleni € 4, je Gauss. rozdéleni s varianéni matici X 4. 4.

ii) Podminéné rozdéleni €, dino &5 = xp je Gaussovo rozdéleni s vari-
ancni matici X g4 = Xaa — BapXppXp.a, kde X5 5 je libovolnd
zobecnénd inverze X p.g.

i41) Navic, pokud je X reguldrni, potom jsou reqularni i X 4.4 a X 4.4

Diikaz. Pro i) a ii) viz [Lau96], str. 256. Z predpokladu regularity ¥ piimo
plyne regularita 4.4 a ¥p.5.

Aplikujeme-li na matici X Choleského rozklad (predpokladé existenci
U

(Fa)=(0 ) (5 ) (Ve D)

dosazenim R = X 4.4, U =Xgpa S =T = X ,p, ziskime na levé strané
(1.4) regularni matici ¥ a tudiz musi byt regularni i v8echny matice soucinu
na pravé strané (1.4). Tedy je reguldrni i ¥4 45 = R — SU'T. O

PovSimnéme si, Ze variancni matice podminéného rozdéleni X 4.4 p ztis-
tava stejna bez ohledu na to, jakou hodnotou xp z oboru hodnot £ pod-
minime. To je dilezita specidlni vlastnost Gaussova rozdéleni, ktera neplati
v pripadé dalSich rozdéleni.

Lemma 5. Necht & je nahodny vektor s Gaussovym rozdélenim, 3 prislusnd
variancni matice, A, B a C' po dvou disjunktni podmnoziny N :

i) (§alléc) & (Zac =0).
ii) Pro Xpp >0, (41 E&-€5) & (YVae Ajce C: | B8] =0).

iii) Pro D C B takovou, Ze ¥p.p > 0 a dim(Xp.p) = dim(Xp.p), plati
(Eallécl€s) & (E41LEclED)-
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Diikaz. Prvni ¢ast je dobfe znamy fakt, viz [Lau96], str. 257. Pokud a €
A, c € C a vyjadiime-li determinant ¥,p..p za dosazeni do Choleského roz-
kladu (1.4) R = ¥,., U = Xpp, S = ¥,p a § = Xp,, zjistime, Ze pro
‘EB-B’ 7é 0 plati

‘EaB-cB| =0 & O-auc_za-BEB.IBEBw: =0 & (Eac-ac\B)a-c =0« fa—LLfc‘é.Ba

pricemz posledni ekvivalence vyplyva z vySe zminéné neménnosti varianc¢ni
matice X..qcp vzhledem k podminéni libovolnou hodnotou £5.
Déle jiz sta¢i pouzit ¢ast i) tohoto lemmatu, abychom si uvédomili, ze

(Va€ Ajce C: &ULE|ER) < €4 1LE0|Ep.

Platnost ¢ésti iii) snadno nahlédneme za pomoci lemmatu 4, pokud si
uvédomime, Ze jeden ze zptusobu konstrukce zobecnéné inverze ¥, 5 je na-
leznout vySe popsanou X p.p plné hodnosti, invertovat ji a na zbyld mista
doplnit nuly, viz [Rao73], oddil 1b.5. Neboli pfi vhodném uspofadani prvki

N,
~1
Ypp= =00 0 :
0 0
Tudiz, ¥, 53X 5 zXp. = ZQ.DZB.IDED.C a pozadované tvrzeni dostavame
jako dusledek charakterizace podminéného rozdéleni v lemmatu 4 ii). O

1.2.2 Diskrétni rozdéleni

Definice 3. Rozdéleni ndhodného vektoru & = (&,...,&,) nazveme dis-
krétni, pokud existuje konecnd mnoZina takova, Ze vektor nabyvd hodnot
mimo tuto mnoZinu s nulovou pravdépodobnosti (neboli rozdéleni majici hus-
totu vici néjaké diskrétni mire).

Analogicky lze zavést diskrétni rozdéleni definovanim jeho hustoty neboli
funkce p ze soufinu koneénych mnozin X = [['_, X, do intervalu [0,1]

takové, ze
> pl@)=1.

reX

Pokud pro vSechna & € X je p(x) > 0, fekneme, Ze dané diskrétni rozdéleni
je kladné.

Definici podminéné nezévislosti & 4 Ll € 5|€, miizeme v pFipadé diskrétné
rozdéleného vektoru prepsat jako platnost vztahu

P(€apc = xapc)P(&c = xc) = P(§4c = Tac)P(§pc = ®pc)  (1.5)
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pro vSechna ptislusnd x4pc. Obdobné lze pro tento ptripad preformulovat i
vSechna ekvivalentni tvrzeni z lemmatu 1.
Multiinformace diskrétné rozdéleného vektoru & = (&, ...,&,) je z defi-

nice rovna Pe )
_ N —IN
a:NZGX P(€N B mN) toe <HZ:1 P(fa = xa))

za konvence 0 - log0 = 0 a je vzdy konecna.

1.2.3 Binarni rozdéleni

Specialnim typem diskrétniho rozdéleni je rozdéleni binarni.

Definice 4. Rozdéleni ndhodného vektoru & = (&i,...,&,) nazveme bi-
ndrni, pokud pro vsechna a =1,...,n existuje pro &, dvouprvkovda mnozina
takova, Ze hodnot mimo tuto mnozZinu nabyvd &, s nulovou pravdepodobnosti.

Bez 1jmy na obecnosti budeme dale predpokladat, Zze ony dvé hodnoty,
jichz kazda z binarnich veli¢in nabyva, jsou —1 a 1. Tato tmluva ndm umozni
vhodnym zptsobem binarni rozdéleni parametrizovat.

Podminku (1.5) pro nezavislostni vztah &, 11.&,|€ - 1ze v piipadé binarniho
rozdéleni upravit na tvar

P(ga:17&):17€C:$C)P(£a:_lusb:_lvgc’:mC) = (1 6)
Pla=18=-L§ =zc)P(l= 1,6 =1,§c = o), '

pro viechna xo € {—1,1}°.

Trtidu binarnich rozdéleni budeme parametrizovat pomoci momenti. Pro
podmnozinu indexové mnoziny A C N zavedme znaceni

ea=F [[é= Y. Ply=2n]]z (1.7)
acA zye{-1,1}V acA
piicemz pro A = () polozime [] ., z, = 1, tudiz nutné ey = 1.

Lemma 6. Necht (ea)acn je dany soubor cisel z intervalu [—1,1] indexo-
vany podmnoZinami mnoziny N takovy, Ze ey = 1. JestliZe

IN]
Vey € {-1, 1}V :  pzy) = (%) > (H :c> eq >0, (1.8)

ACN \acA

potom ezistuje pravé jedno bindrni rozdéleni s momenty (ea) acy a plati

P&y = zn) = p(xnN).
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Diikaz. Predpokladejme, ze néjaké binarni rozdéleni s danymi momenty exis-
tuje, a uvazme jedno pevné x},. Potom pres vSechna A C N secCtéme 2INI
: . ; . ] o «
rovnic danych vztahem (1.7) a prondsobenych navic soucinem [] ., ;. Na

levé strané souctu rovnic dostavame 2/Vlp(x%,), zatimco na pravé strané

2 Pley=ao) <Z 11 m) = P&y = zy)2,
zye{-1,1}V ACN a€A

e w s . .
pficemz jsme vyuzili, ze pro @ # x* je >,y [[4ca Tat) = 0.

Zbyvé ukazat, ze rozdéleni spliujici (1.8) bude mit skuteéné pozadované
momenty. Uvazme libovolnou podmnozinu indexové mnoziny B C N, potom

ele=(2) ¥ e (m) (Hw) e

beB zpe{-1,1}B ACB beB acA

kde jsme vyuzili prohozeni sum a fakt, ze pro A vlastni podmnozinu B plati

wBeg,l}B <b1;[9 xb) (gflf) = 0.

]
Kupiikladu pro dvé ndhodné veli¢iny, neboli N = {1,2}, dostavame
P(é'l — 1752 = 1) = 1+61+462+6127 P(é'l - _1752 = _1) = 176174624»6127
P(fl = 1,62 = —1) = 7+61_Z2_6127 P(fl = —1,62 = 1) — 7_61—262_6127

pti¢emz, jak lze snadno nahlédnout, je podminka existence (1.8) ekvivalentni
s podminkou
1-— |€1 — 62‘ Z €12 Z -1+ ‘61 +62|.

Bohuzel pro |N| > 2 takovyto elegantni zpisob ovéfeni podminky (1.8) neni
znam.

Déle si povSimnéme, ze pokud pro vSechny neprazdné A C N jsou ey
blizko nuly, potom je podminka (1.8) vZdy splnéna. Pokud jsou vSechny
momenty e, rovny nule, jedna se o rovnomeérné rozdéleni.

Ukazme si, jak pri parametrizaci pomoci momentt vypadéa charakterizace
podminéné nezavislosti.
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Lemma 7. Necht € = (&1,...,&,) je bindrni ndhodny vektor a (ea)acn
prislusny soubor jeho momenti. Potom plati, Ze , 1L&|€E - pravé tehdy, kdyz
pro vdechna xc € {—1,1}¢

(Z » de>.<2 o de> _ (Z - de>.<2 oo de) |

DCC deD DCC  deD DCC deD DCC deD

Diikaz. Pro marginalni rozdéleni €, dosadime za pravdépodobnosti z (1.6)
za pomoci vztahu (1.8)

<Z (ep + €wp + €n + €avp) H xd) : (Z (ep — €anp — €vn + €ap) H Id) =

pce deD Dpce deD
( E (ep — €ap + €D — €abn) H xd) : ( E (ep + €ap — €D — €avp) H Id)
Dco deD DCC deD

Zbyva jiz jen drobna technicka iprava a to kazdou z fad rozdélit na ctyti rady
Ry, R,, Ry, Ry rozsekdnim souc¢tu momentl v zavorkach na jednotlivé ¢leny,
schematicky dostaneme (Ry+ R, + Ry + Rap) - (Rg — Ry — Ry + Rap) = (Rp —
R,+ Ry — Ryp) - (Ry+ Ry — Ry — Rap) a odtud odectenim ¢leni vyskytujicich
se na obou stranach ziskdme pozadovanou rovnost Ry - Ry = R, - Ry. [

Diikaz lemmatu 7 demonstruje vyhodu parametrizace pomoci momentii,
kterou je snadny prechod k margindlnimu rozdéleni. Bez diikazu zminme
i moznost (prirozené) konstrukce nestrannych, nekorelovanych odhadi jed-
notlivych parametri (moment).

Rozepisme si jesté vztah pro podminénou nezavislost &, 1L.&|€. z lem-
matu 7 pro |C] =0, 1, 2:

o S, ALE = ew = ety

€abe T €Cab€c = €a€he T EpCac

o £, 11L& <~
é.a 5 ‘SC €ab T €abc€c = €acChe T €4€h

i gail—gb‘scd —
€abed T €abc€d T €abdCc + €ab€ed = €aC€bed T €b€acd T €acCbd T+ €adCbe
€abe T €abdCed T+ €ab€c + €dCabed €ad€bed T €bd€acd T €aCbe + €pCac
€abd T €abcCed + €abCd T €cCabed €acCbed + €bcCacd T €albd + €pCad
€ab T €cCabe T €dCabd T €cdCabed = €aCh T CacCbe T €ad€bd T CacdCbed
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Pokud misto obyc¢ejnych moment pouzijeme parametrizaci centrova-
nymi momenty

fa=E [ — e,

acA
dostaneme po dosazeni

€ab = fab + eqep
€abe = fabc + eafbc + ebfac + ecfab + eqepee

a nasledné uprave

o (G = fu=0

. (1—eg)fab — facfbc
Eallplée = fure = —2ecfup

Obdobné lze dosadit

1
Cabed = fabed + Z (6ifabcd\i) + 5 Z (eiejfabcd\ij) + eqepeceq

ie{a7b7cvd} ivje{avbvcvd}v Z#J

do vySe uvedenych rovnic pro &, L&)€, avSak vyslednd soustava rovnic je
slozitéjsi nez ta pro necentrované momenty.

Pokud navic plati, ze e, = ¢, = e, = e4 = 0, jsou centrované a necentro-
vané momenty totozné a vyse uvedené se zjednodusi vztahy na

L4 gail—gb @ 6ab — 0

eae = 0
b ga—LLgb‘gc — b

€ab = €acChe

b ga—LLgb‘gcd —
€abed T €ab€ed = €acCbd T €adCbe
Cabe T €abdCed €adCbed + €bdCacd
€abd T €abcCed €acCbed + €bcCacd
€ab T €cd€abed = €acCbe t €adCbd T CacdCbed

Na zavér si povSimnéme zajimavého faktu, ze v pfipadé |[N| = 4 pfi volbé
Va,b,c € N : e, = 0,e4m. = 0 a pripadné e,pcq = €achd + €adCbe — Cab€ed
dostavame rovnice pro ey, charakterizujici podminénou nezavislost totozné
s rovnicemi pro koeficienty korela¢ni matice o,, u reguldrniho Gaussova
rozdéleni odvozenych dle lemmatu 5.

Zajimava by mohla byt téz parametrizace za pomoci Mobiovy transfor-
mace necentrovanych moment, to jest gp = > - (—1)1P\le4 pro D C N.
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1.3 Nezavislostni modely

V tomto oddilu bude zaveden formalni ,nezavislostni model“. Je tfeba pti-
znat, ze tento termin neni ustdleny a v literatuie se ve stejném nebo po-
dobném vyznamu setkdme se ,strukturou podminéné nezavislosti“, [Stu97],
»objektem podminéné nezavislosti“, [Jir03], pfipadné ,seznamem podminé-
nych nezavislosti“, [CGH96|. Znadeni zde je inspirovano pracemi [RS02] a
[Mat97].

Definice 5. MnoZinou tripleti Ty nad konecnou mnoZinou N budeme rozu-
meét mnozinu vSech dvojic (ab|C) takovych, Ze ab je (neusporidand) dvojice
dvou riznych proki z N a C' je podmnoZinou N \ ab.

Jednotlivé triplety odpovidaji elementarnim nezavislostnim vztahtim, tak
jak byly zavedeny na konci oddilu 1.1.

Definice 6. Nezdvislostnim modelem nad konecnou mnozinou N je
myslena libovolnd podmnoZzina mnoZiny Ty . Nezdvislostni model (&) odpo-
vidajict rozdéleni nahodného vektoru & = (&, &, ..., &) je nezdvislostni
model nad N = {1, ... ,n} definovany ndsledovné

Z(&) = {(ab|C); &all&lEc) -

Zdiraznéme, Ze nezavislostni model Z(&) urc¢uje podle lemmatu 3 jedno-
znacné i vSechny ostatni podminéné nezavislosti mezi podvektory &.

Definice 7. Pokud pro nezdavislostni model I existuje nahodny vektor &
i) s Gaussovym rozdélenim
ii) s diskrétnim rozdélenim
iii) s bindrnim rozdélenim
takovy, zZe I =Z(€), budeme I nazjvat
i) Gaussovsky reprezentovatelny (g-reprezentovatelny)
ii) diskrétné reprezentovatelny (d-reprezentovatelny)
iii) bindrné reprezentovatelny (b-reprezentovatelny)

a &, respektive jeho rozdéleni, budeme nazyvat reprezentact tohoto modelu.
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Pokud budeme navic chtit zdtiraznit, ze nas zajimaji pouze regularni,
resp. kladné reprezentace, budeme hovorit o pozitivni reprezentovatelnosti
a nad prislusnou zkratku umistime znaménko ,+“ (g*-reprezentovatelnost,
d*—reprezentovatelnost, b™—reprezentovatelnost).

Pokud pouzijeme pojem ,reprezentovatelné“ bez privlastku, budeme mit
na mysli obecnou pravdépodobnostni reprezentovatelnost (pro tcely této
prace je mozné tento pojem chapat omezené jako reprezentovatelnost jednim
z vyse uvedenych zptsobi).

Lemma 8. Necht a,b, c jsou rizné proky N a D je podmnoZinou N \ abc.
Pro reprezentovatelny model I plati

({{ableD), (ac|D)} € I) < ({{ac|bD), (ab| D)} C I). (1.9)
Pokud je model navic pozitivné reprezentovatelny, potom
({{ableD), {aclbD)} € I) = ({{abl D), {ac|D)} C I). (1.10)

Diikaz. Jedna se o tzv. ,semigrafoidovou”, resp. ,,grafoidovou” vlastnost, viz
[Lau96] nebo podrobnéji [Stu05]. O

Popsani nezavislostniho modelu vyctem triplett je Spatné uchopitelné a
nepiili§ ndzorné. Pro |N| < 4 mizeme pouzit grafické znizornéni nezavis-
lostniho modelu ,diagramy® navrzenymi R. Lnénickou.

Kazdému prvku N pritadime jeden bod. Jestlize I obsahuje (ab|0), spo-
jime body odpovidajici a a b ¢arou. Pokud je mezi prvky I triplet (ab|c),
spojime a a b ¢arou a doprostied prilepime ,zobacek* smérujici k c. Jestlize
I obsahuje jak (ab|c), tak (ab|d), nakreslime obé ¢ary pres sebe a piipojime
»dvojzobacek* ukazujici k ¢ i d. A kone¢né pokud (ab|ed) € I, spojime a a
b svorkou.

@
4H-J3

Obréazek 1.1: Priklad grafického znazornéni nezavislostniho modelu.
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Lépe to bude pochopitelné na prikladu: Nezavislostni model zobrazeny
na obr. 1.1 na str. 19 je model

{(1210), (23|1), (23[4), (34|12), (14|0), (14]2) }.

Definice 8. Dva nezavislostni modely I (nad mnoZinou M) a J (nad mnoZi-
nou N ) nazveme izomorfni, jestlize existuje bijektivni zobrazeni m mnoZiny
M na mnoZinu N takove, Ze

(ab|C) € I & (m(a)n(b)|x(C)) € J,

kde pod w(C) rozumime {m(c); ¢ € C}. Tridu rozkladu nezdvislostnich mo-
deli podle ekvivalence ,byti izomorfni® budeme nazyvat typ.

Izomorfismus je z diagramt snadno rozpoznatelny. Pro ilustraci, viechny
modely znazornéné na obr. 1.2 jsou stejného typu, tj. navzajem izomorfni.

o—©0 f.

o ® ——@
Obréazek 1.2: Tti izomorfni nezavislostni modely.

Necini problém nahlédnout, Ze modely daného typu jsou budto vSechny
reprezentovatelné nebo naopak neni reprezentovatelny zadny z nich. To nam
umoznuje hovorit o reprezentovatelnosti typ1.

Nezavislostni model I mizeme zuzit na podmnozinu promeénnych, pii-
padné vybrat pouze ty triplety, jejichz podminkova c¢ast zahrnuje zadanou
podmnozinu proménnych. Jedna se o analogie operaci marginalizace a pod-
minéni pro pravdépodobnostni rozdéleni. Vysledné modely budeme nazyvat
minory? I.

1Jedn4 se vlastné o permutaci ndhodnych veli¢in.
2Radgji zdiiraznéme, Ze pojem minor zde pouzivame tak, jak byl zaveden v [Mat97],
nikoli tedy ve vyznamu determinant podmatice.
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Definice 9. Necht I je nezavislostni model nad N a E, F jsou disjunktni
podmnoziny N. Potom definujeme minor I [g jako nezavislostni model nad
N\ EF, do kterého jsou vybriny pravé ty triplety neobsahujici Zadny z proki
E a obsahujici v podmince F' z jejichZ podminkové casti je ndsledne F vy-
pusténo, formdlnée

I[s = {(ab|C); E N (abC) =0, (ab|CF) € I}.

Pokud budeme chtit zdiraznit, Ze se jednd o minor nad mnozinou o k
prvcich (neboli, ze |N| — |EF| = k), budeme mluvit o k~minorech.
Povsimnéme si, ze

a taktéz, pro B\ Fy N EyFy = (),

(1) =110 (1.11)

Ttidu nezavislostnich modelt nazveme uzavienou na minory, jestlize
s kazdym svym modelem obsahuje i vSechny jeho minory. Jak bude ukazano
v dalsich dvou kapitolach, tridy Gaussovsky a diskrétné reprezentovatelnych
modeli jsou uzaviené na minory, zatimco tfida binadrné reprezentovatelnych
modeld na minory uzaviena neni.

1.4 Charakterizace tridy nezavislostnich mo-
deltt pomoci seznamu zakazanych minort

Charakterizovat tiidu reprezentovatelnych modeld nemusi byt vzdy jedno-
duché. Pivodni hypotéza J. Pearla v [Pea98], Ze jediné podminky (pozitivni)
reprezentovatelnosti jsou (1.9) a (1.10) uvedené v lemmatu 8, se ukézala byti
mylnéd. Krom tady dalsich vlastnosti reprezentovatelnych modeli, publiko-
vanych napt. v [Spo94] a [Stu89], existuje dikaz v [Stu92] (pro podrobnéji
okomentovanou verzi, viz [SV98]), Ze tfida d-reprezentovatelnych modeld
nemd konec¢nou charakterizaci pomoci kone¢ného poctu inferen¢nich pravi-
del (jistého typu). V této praci se pokusime k podobnému zavéru dojit i pro
tridy g-reprezentovatelnych a b-reprezentovatelnych modeli, avsak misto
jazyka inferenc¢nich pravidel budeme pouzivat charakterizaci seznamem za-
kdzanych minord navrzenou v [Mat97].
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Definice 10. O nezavislostnim modelu J nad mnoZinou M rekneme, Ze je
zakdzanym minorem pro tridu nezdavislostnich modeli C, jestliZe Zadny
z modeli v C nemd |M|-minor izomorfni s modelem J.

Trida nezavislostnich modeli C je charakterizovand seznamem za-
kdazanych minoru D, jestlize pro libovolny nezavislostni model I plati, Ze
I je v C prave tehdy, kdyz Zadny z minorid I neni izomorfni s Zadnym z prokid

D.

Kupfiikladu dle lemmatu 8 je model {(12|3), (13]0)}, znédzornény vlevo
na obr. 1.3, (ale i fada dalsich, napt. {(12|3), (13|2), (13|0)}) zakdzanym
minorem pro tiidy nezavislostnich modeli, jez jsou d—, b—nebo g—reprezento-
vatelné. Navic, model {(12|3), (13|2)}, zndzornény vpravo na obr. 1.3, je
zakdzanym minorem pro tridu kladné reprezentovatelnych nezavislostnich
modeli.

| ®

|

|

|

|
1 I R

® O ®

Obrazek 1.3: Dva priklady zakdzanych minori.

Definice 11. TFida nezavislostnich modeli je koneéné charakterizova-
telna, pokud ji lze charakterizovat za pomoci konecného seznamu zakdza-
nych minori.

Poznamenejme, ze tato definice je mirné odlisna od definice kone¢né cha-
rakterizace uvedené v [Stu92], kterad je v terminech specialnich inferen¢nich
pravidel.

V naSem ptipadé jde o charakterizaci v teminech zakdzanych minort, a
tak mé pojem rozumny smysl pouze pro tfidy nezavislostnich modeli, které
jsou na minory uzaviené.

Lemma 9. Ezistuje-li nekonecny seznam (navzdjem neizomorfnich) zakd-
zanych minoru £ pro tridu nezdvislostnich modeli C takovy, Ze pro kazZdy
model J € & nad mnoZinou M lezi vSechny jeho (|M| — 1)-minory v C,
potom trida C neni konecné charakterizovatelnd.
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Diikaz. Predpokladejme sporem, ze existuje konecny seznam zakazanych mi-
nortt D charakterizujici tiidu C. Kazdy model D € D je uvazovan nad né-
jakou indexovou mnozinou Mp. Necht m je maximalni kardinalita Mp pres
vsechny D € D. Jelikoz £ je nekone¢nd a slozend z neizomorfnich modeli,
musi v ni existovat model £ € £ nad mnozinou s kardinalitou n > m a tedy
neizomorfni zddnému prvku D. Spor spociva v tom, ze tento model soucasné
patii i nepatii do C.

Zavér E ¢ C plyne z toho, 7e E je zakdzany minor pro C. Naopak E € C,
nebot predpokladame, ze (n — 1)-minory E patii do C a tedy ani ony, a
dle identity (1.11) ani jiné vlastni minory E nizsi kardinality nemohou mit
izomorfni kopii v D. O

Pokud trida nezavislostnich modelti neni konecné charakterizovatelna,
zustava jedinou nadéji k popsani jejich prvki omezit se na modely nad mno-
zinou N o pevné dané velikosti. Jak v nasledujicich dvou kapitolach uvidime,
tato uloha je pro tfidy modelt reprezentovatelnych v daném distribu¢nim
ramci trividlni pro | N| < 3, obtizna pro |[N| = 4 a prakticky nefesitelna pro
IN| > 5.
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Kapitola 2

Gaussovsky reprezentovatelné
nezavislostni modely

V této kapitole nalezneme vSechny Gaussovsky reprezentovatelné nezavis-
lostni modely pro |N| < 4. Tato prace navazuje na vysledky z [Mat05]
a [Lné05], kde byly charakterizovdny vSechny g*-reprezentovatelné modely
pro po fadé |[N| = 3 a |N| = 4. Ve srovnani s [Lné05] zde budeme prezentovat
alternativni, matematicky méné elegantni zato vsak vice primocaré feSeni
charakterizace gT-reprezentovatelnych modeli a toto poté rozsifime na cha-
rakterizaci g-reprezentovatelnych modeli (pro | N| = 4). Na zavér dokdzeme,
ze obecné trida g-reprezentovatelnych nezavislostnich modeli nemé konec-
nou charakterizaci a zminime nékolik zajimavych otevienych problémi.

Pro |N| < 2 jsou vSechny mozné modely zjevné reprezentovatelné. Za-
¢néme tedy s rozborem pro |N| = 3. Modely, jez vyhovuji podmince (1.9) z
lemmatu 8 jsou 9 typt, které jsou zndzornény na obr. 2.1 na str. 25.

Prvnich 5 typt modelt je skuteéné g™-reprezentovatelnych. Dalsi 2 po-
zitivné reprezentovatelné byti nemohou, nebot nespliuji vlastnost (1.10)
z lemmatu 8, ale jsou alespon g-reprezentovatelné. Varia¢ni matice prislus-
nych reprezentaci na obr. 2.1 odpovidaji fazeni vrcholi v diagramech proti
sméru hodinovych rucicek s poc¢atkem v levém dolnim rohu.

Neni obtizné dokazat, ze posledni tii typy nejsou g-reprezentovatelné.

Lemma 10. Necht a, b a ¢ jsou ruzné prvky N. Nezavislostni modely
i) Iy = {(ab|0), {acl0)}
ii) I = {(ab|), (ac|0), (bc|0)}
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Obrézek 2.1: Po fadé od shora g¢gt-reprezentovatelné, zbylé g-repre-
zentovatelné a g-—nereprezentovatelné typy pro |N| = 3.

iii) Is = {{ab|0), (ablc)}
nejsou g-reprezentovatelne.

Diikaz. Pokud by € = (&4, &, &) byl ndhodny vektor s Gaussovym rozdéle-
nim a varian¢ni matici ¥ reprezentujici jeden z téchto typi, je zjevné, Zze
zadna z jeho tif slozek by nemohla mit nulovy rozptyl (neboli byt neregu-
larni, ¢ili degenerovana, konstatni). V opa¢ném piipadé by totiz tato slozka
¢, byla automaticky nezavisla se zbylymi dvémi slozkami &, a &. neboli dle
lemmatu 3

ga—u—(gba gc) A (ga—u—gb & ga—LLgc & ga—LLgch & fa_LLchb),
coz by byl spor.
i,ii) Dale pokud u vektoru bez degenerovanych slozek plati &, 11L&, a &, 11L&,
coz je podle prvni ¢asti lemmatu 5 ekvivalentni s 0,4, = 0,.. = 0, potom

nutné plati dle druhé ¢asti lemmatu 5 i

Oab0cc — Oa-cObc = Oa.cObb — Oab0be = 0
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neboli &, L &€ a &, 1LE.|&. To je ve v8ak sporu s tim, Ze I; a I, jsou
reprezentovatelné.

iii) Analogicky pokud plati §,11& a &, 1L& |, coZ je podle lemmatu 5
ekvivalentni s 0,5, = 0 a 4.5 — 04.c0p.. = 0, potom nutné o,.. = 0 nebo
ope = 0 a tudiz &, 1LE. nebo & 1LE.. To je vsak ve sporu s tim, ze I3 je
reprezentovatelny.

O

Jak ukazuje nasledujici lemma, t¥idy g*-reprezentovatelnych a g-repre-
zentovatelnych nezavislostnich modelt jsou uzaviené na minory.

Lemma 11. JestliZe nezdvislostni model I je g—reprezentovatelnyj (resp. g+ —
reprezentovatelny), potom i vSechny minory I jsou g-reprezentovatelné (resp.
g —reprezentovatelné).

Diikaz. Necht € je g-reprezentace I s varian¢ni matici ¥. Potom [ [g je g—
reprezentovan Gaussovym rozdélenim s variancni matici Xy gr.v\ erF, Viz
lemma 4, prvni a druhé c¢ast. Pokud je navic 3 regularni, potom se podle
lemmatu 4 iii) jedna o pozitivni reprezentaci. O

2.1 Regularni Gaussovska reprezentovatelnost

Podle lemmatu 11 musi byt minory ¢g*-reprezentovatelného modelu, taktéz
gT-reprezentovatelné. P¥ipomenme, ze pro |N| = 3 existuje 5 g*—reprezen-
tovatelnych typi nezavislostnich model, viz horni ¢ast obr. 2.1. Nutnou
podminkou pro ¢g*-reprezentovatelnost nezdvislostniho modelu nad N =
{1,2,3,4} je tedy, Ze jeho osm 3—minori je jednoho z péti ndm jiz zndmych
typi. Zaroven si uvédomme elementarni, ale dilezity fakt, ze kazdy model
nad 4-prvkovou mnozinou je jednoznec¢né urc¢en svymi 3-minory. Pro ilustraci
viz obr. 2.2.

Jak lze za pomoci pocitace snadno ovérit, existuje 58 typt modeli, je-
jichZz 3—minory jsou gt-reprezentovatelné (viz M1-M53 na obr. 2.3 a M54
M58 na obr. 2.4). Nastiiime alespon zékladni myslenku, jak byla poéitacova
implementace realizovana: Protoze projit vSechny nezavislostni modely nad
|N| =4 a testovat jejich 3-minory by byvalo pfili§ ¢asové naro¢né, postupo-
vali jsme z opa¢ného konce. Snazili jsme se najit osm g™—reprezentovatelnych
modelt nad tfiprvkovou mnozinou (tj. vybirali jsme z 11 modeli rozpada-
jicich se do 8 typt, viz obr. 2.2), tak aby tyto tvorily p¥islusné minory
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Obrazek 2.2: Model I spolu s 3—minory [/ [S al [5, kdee, f=1,...,4.

nezéavislostnitho modelu nad N = {1,2,3,4}. Stacilo by nam tedy prozkou-
mat 11% = 214358881 moZnosti vybéru minori. Ve skutec¢nosti jsme vyuzili
nékterych symetrii a toto ¢islo radové snizili.

Dalsim krokem bylo nalézt reprezentace co nejvice z téchto typi, resp.
prislu¢né variancni matice téchto reprezentaci. Provéreny byly vSechny sy-
metrické, pozitivné definitni matice majici na vSech diagonélnich pozicich
stejné ¢islo a to ¢islo mensi nebo rovno 24. Nalezeny byly g™-reprezentace
pro 53 typi, viz M1-M53 na obr. 2.3, str. 39.

Zbylych 5 typt (viz M54-M58 na obr. 2.4) nemiize byt g™—reprezentova-
telnych, nebot neodpovidaji pravidlim odvozenym na zakladé ,nezavislostni
implikace”. Tento komplexni nastroj, pouzitelny pro libovolné rozdéleni s ko-
nec¢nou multiinformaci, je zalozeny na tzv. ,strukturalnich imsetech“, celo-
¢iselnych vektorech reprezentujicich nezavislostni modely. Teorie nutné pro
jeho pochopeni presahuje ramec této prace, viz [Stu05], str. 114. AvSak bez
jakychkoli forméalnich znalosti je mozné vyuzit ,nezavislostni implikace“ diky
java appletu

http : //staff.utia.cas.cz/studeny/VerifyView.html .

Navic, v pristim oddilu bude ptimo dokazano, ze doty¢nych 5 typi neni ani
g-reprezentovatelnych. Shriime tedy dosazené vysledky:

Véta 1. Nad mnozinou N = {1,2,3,4} existuje 629 g* —reprezentovatelnijch
nezavislostnich modelu, ktere se rozpadaji do 53 typi.

Pro inferen¢ni pravidla charakterizujici g™-reprezentovatelné modely viz
lemma 16 na konci oddilu 2.3, str. 34.

Grafické znézornéni g™-reprezentovatelnych typi spolu s varianéni ma-
tici vybrané reprezentace je na obr. 2.3, str. 39. Varian¢ni matice reprezen-
taci odpovidaji razeni vrchol v diagramech po sméru hodinovych rucicek
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s pocatkem v levém hornim rohu. Pocet izomorfnich modeli prislusnych
kazdému z g-reprezentovatelnych typt lze nalézt v tabulce 2.1 na strané 30.

2.2 Obecna Gaussovska reprezentovatelnost

V tomto oddilu budou nalezeny vSechny g-reprezentovatelné modely nad
mnozinou N = {1,2,3,4}. Kli¢ova jsou nasledujici dvé pomocna tvrzeni.

Lemma 12. Jestlize je model I g—reprezentovatelny I = Z(€), potom exis-
tuje jeho g—reprezentace £€* = (&5,...,&;) takovd, Ze

Var, =1, z=1,....4.

Diikaz. Pokud je néjaka slozka degenerovand (s nulovym rozptylem), potom
je z definice nezavisla se zbytkem vektoru. Abychom se vyhnuli komplikacim,
zaménime proto nejprve vSechny slozky &, s nulovym rozptylem (konstanty)
za novou nahodnou nadhodnou veli¢inu s nenulovym rozptylem nezavislou se
zbytkem nahodného vektoru. Nasledné staci definovat

g = ((Varg) ™ - &, (Var&) - &, (Var&) ™ - &, (Var&a) 5 - &)

Snadno se ovéfi, ze (&) = 1(£*). O

Diky lemmatu 12 se tedy lze pii hledani maticovych reprezentaci omezit na
matice majici na diagondle jednicky neboli na

1 012 013 014
02.1 1 02.3 024
03.1 03.9 1 03.4
04.1 049 04.3 1

> = (2.1)

kde ze symetrie varian¢ni matice o,., = 0., a diky jeji pozitivni semidefinit-
nosti |0, < 1. Pozorny ¢tenaf si zajisté povS§imnul, Ze jsme vlastné presli
od varian¢ni matice k matici korelacni.

Pokud jsou dvé ndhodné veli¢iny &, a & vzajemné funkéné zavislé
(znacime &, ~ &), coZ je za vySe zminéného omezeni ekvivalentni pozadavku

Sa = :té.b; resp. 0q.p = :tl, potom Sa—LLSC‘Sba gb—lgc‘gaa Sa—lgc‘gbd a Sb—LLgc‘gada
kde a, b, ¢ a d jsou rtuzné prvky N.
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Uvedeny pojem lze zobecnit i na soubor vice veli¢in: fekneme ze (&,)qc4,
A C N jsou vzajemné funkéné zavislé (znacime ~ ), pokud | 44| =0
neboli dle (1.3) existuje vektor konstant c4 takovy, 7ze

Z ca€q = konst.

acA

Pokud navic pro Zadnou neprézdnou podmnozinu B C A neplati ~ ),
potom jsou (¢4)eea nutné nenulové a tudiz

Va € A, 3 funkee f, 1 §a = fa(€aa), (2.2)

navic jelikoZ degenerovand (konstantni) ndhodnd veli¢ina je nezavisla s ¢im-
koli, 1ze ze vztahu (2.2) snadno odvodit

Va € A>E - N\AaF - N\AE fall—gE‘SAF\a‘

Lemma 13. Necht I je g-reprezentovatelny nezdavislostni model, a, b, ¢ a d
jsou rizné prvky N.

i) Jestlize {{ab|c), (ac|b)} C I, potom {{ab|D), (ac|d)} C I nebo & ~ &,.

ii) Jestlize {{ab|cd), (ac|bd)} C I, potom budto {(ab|d), (ac|d)} C I nebo
(ad|bc) € I nebo &, ~ &..

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze ma-li ndhodny vektor &, nékterou ze slo-
zek degenerovanou (konstantni), je prava strana implikaci i) a ii) splnéna
automaticky. Bez 1jmy na obecnosti se tedy opét omezime na dikaz pro
rozdéleni s varianéni matici typu (2.1).

Pozadované nezavislosti &£, 1L&[E. a £, 1LE.|& neboli 04 = 04.cOpc a
Ogc = O4b0p.c davaji po dosazeni o, = aa.bag,c, coz implikuje 0,5 = 04.. =0
(§11L& a & UL&s) nebo fop.[ =1 (& ~ &)

Diikaz druhé c¢asti je myslenkové analogicky. Predpokladejme nejprve, ze
~(¢,.,) neboli existuji konstanty 7, s, t a u takové, ze

r = s& + t& + uéy.

Pokud u = 0, potom &, ~ £.. Naopak je-li u # 0, lze vyjadrit &; jako funkci
zbylych dvou slozek &g = f4(&, &), a proto {g1L&,|&,,-

Pokud naopak |Epeq.peq| # 0 a predpokladame-li £, 11&[€.4 a EaLLE |y,
dostavame po podminéni &; = x4 z ¢ast i) ze £, 1L&[Eq a §,1LE|€4 (moZznost
vzajemné funkéni zavislosti &, a &. po podminéni &, je ve sporu s nenulovosti
determinantu Xpeq.peq)- d
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M1: 6 M2: 12 M3: 6 Ma4: 6 Mb5: 24 M6: 6
M7:12 MS8:12 M9:3 M10: 12 M11: 24 M12:3
M13: 6 M14: 24 M15: 24 M16: 12 M17: 24 M18: 24
M19: 12 M20: 6 M21:12 M22: 6 M23:12 M24: 24
M25: 24 M26: 12 M27: 24 M28: 24 M29: 12 M30: 6
M31: 24 M32: 6 M33:12 M34: 12 M35:3 M36: 3
M37: 12 M38:12 M39: 12 M40: 12 M41l: 12 M42: 4
M43: 4 M44: 24 M4s: 12 M46: 12 M47:4 M48: 12
M49: 12 M50:3 M>b1:6 M5b2:1 M53:1

M59: 4 M60: 12 M61: 12 M62: 12 M63: 12 M64: 12
Meé65: 12 M66: 24 Me67:1 M68: 12 M69: 6 MT70: 6
M71:3 MT72:24 M73:6 MT74:6 MT75:12 MT76: 6
M77:12 MT78:6 M79:12 MS80:3 MS81:4 MS82: 12
M83:1 MR84:4 M85:12

Tabulka 2.1: Pocet izomorfnich modelt nad N = {1,2, 3,4} pro kazdy z g—
reprezentovatelnych typi na obr. 2.3 a 2.4.

Existuje 178 typt nezavislostnich modeli, jejichz 3-minory jsou jednoho
ze sedmi typtu g-reprezentovatelnych pro |N| = 3 (viz obr. 2.1). Lemma 13
nam umoznuje ukazat, ze 90 z nich nemiize mit g—reprezentaci. Zbyva tedy
rozhodnout o g-reprezentovatelnosti 88 typi (M1-M88, obr. 2.3 a obr. 2.4).

Pocitacovym prohledavanim prostoru celociselnych symetrickych pozi-
tivné semidefinitnich matric bylo nalezeno 79 g-reprezentaci a 1 dalsi byla
nalezena pozdéji bez pouziti pocitace (M1-M53, obr. 2.3, a M59-M85, obr.
2.4). Varian¢ni matice reprezentaci na obr. 2.3 a 2.4 odpovidaji fazeni vr-
cholii v diagramech po sméru hodinovych rucicek s poc¢atkem v levém hornim
rohu. Pocet izomorfnich modeld pro kazdy typ lze nalézt v tabulce 2.1.

Zbyvajicich 8 typt (Mb4-M58 a M86-M88, obr. 2.4) neni g-reprezento-
vatelnych, jak dokdzeme v nésledujicim lemmatu.

Lemma 14. Necht a, b, ¢ a d jsou rizné prvky N. Nezdvislostni modely

i) Iy = {{cd|a), {ad|b), (bd]c) }

i) I = {{ablc), (cd|b), (bd|a), (ac|d)}
wii) Is = {(cd|0), (ablc), (bd|a), {ac|bd) }
w) Iy = {(cd|0), (ab|c), (ab|d), {cd|ab) }
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v) 15 = {(abl0), (cd|0), {ac|bd), (bd|ac) }
vi) Is = {(ab|d), (bc|d), (ac|d), {ab|cd), (bc|ad), {cd|ab), {ac|bd)}

vii) I; = {{ab|d), (bc|d), (ac|d), {ab|cd), (bc|ad), {cd|ab), {ad|bc), (ac|bd),
(bdlac)}

viii) Is = {{ab|d), (bc|d), (ac|d), (ab|c), (bd|c), (ad|c), (ablcd), (bc|ad),
(cd|ab), {ad|bc), (ac|bd), (bd|ac)}

nejsou g—reprezentovatelneé.

Diikaz. Predpokladejme, ze & je g—reprezentaci nékterého z vyse uvedenych
modelli, ¥ je prislusnd varian¢ni matrice typu (2.1). Pficemz pokud zkou-
many model I neobsahuje triplet (zy|0)), mizeme automaticky predpokladét
0.y # 0, a pokud pro dané z, y neobsahuje vSechny triplety typu (zuly),
(yulz), (zulyt) a (yu|xt), lze predpokladat &, % &,.

V ¢astech i)-viii) dospéjeme ke sporu pro modely po fadé I,...,I3 a
to zptsobem, ze si vypiSeme vztahy odpovidajici tripletim v modelu a z
nich vyvodime nezavislostni vztah v modelu neobsazeny, pripadné funkcéni
zavislost, kterou model nedovoluje.

i) Pozadované nezavislosti dle lemmatu 5 implikuji: 0..q = 04.c04.4, Oa.d =

Oab0bd & Op.g = Op.c0cq. Dosadime-li do sebe tyto rovnice, dostaneme
Ocd = 04-c0a-b0b-cO0c-d;

a tudiz Ocd = Oq.d — Op.d — 0 (fd_LLg

abe) N€DO &, =~ & =~ €., coz je spor.

ii) Analogicky 1ze z 04p = 0ucObc, Oue = OadOcdy Ocd = OpcObd & Tpg =
Oab04.q 0dvodit
2
Oqbp = (Ub~caa-d) Oab

a odtud o, =0 (£, L&) nebo &§ ~ & a &, ~ &,.

iii) Pokud vylou¢ime &, ~ &; a dosadime-li 0.q = 0, 04y = 04.cOpe 2
Op.d = Oqb0q.d do

2
Oac + 06.d0c¢.d0ab + 06.d0b.c0a.d — 0a-d0c.d — Oab0b.c — Oq.c04.q = 0
dostaneme po uUpraveé
2 2 2 2\ _
JG'C((l - Jb-c) + Ja-do—b-c(l - Ja-c)) = 0.

Odtud plyne o,.. = 0 (§,1LE.) nebo o2, =1 (& ~ &.).
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iv)

vi)+vii)

viii)

Analogicky, dosazenim o.q = 0, 04y = 04.cOhe & Opg = Oap/0ad =
Oa-cOb.c/0q.q do rovnice piislugné tripletu (cd|ab)

Oab0b-c0a-d + 0ab0b-d0a.c — Oa-c0a-d — Ob-c0b.d = 0

dostaneme o
— (Jz-d(l - O—g-c) + O—g-c(l - 02-0)) =0
Oq-d
a odtud plyne o,.. = 0 (§,1LE.) nebo g4.q9 = 0 (£,1LE,) nebo |op.| =1

(fb = 56)
Pokud nenastanou funkcionalni zavislosti &, ~ &. nebo &, ~ &;, do-

staneme dosazenim o,;, = 0.4 = 0 do rovnici prisluénym tripletim

{ac|bd) a (bd|ac)

2 _
Oac— 0ac0hg+ 0ad0bcOba = 0,

2 _
Obd — 0bd04.c + 00.d0p.c0ac =

Odectenim prvni rovnice vynasobené oy, od druhé rovnice vynéso-
bené o,.. dostaneme 04..04.4(0a.c — 0p.q)(Ta.c + 0p.q) = 0. Odtud budto
04c = 0 nebo 0,4 = 0 nebo o,. = Fop4. Pro o,. = £op.4 lze
dale z pozitivni semidefinitnosti matic Xope.ape @ Lacd.aca UKAZAL, Ze
1 —o02, > max(c2,,0%,) > |04a0p.|, piifemz v druhém piipadé na-
stava rovnost jen pro |0,4| = |op.c|. Toto dosadime zpét do rovnic
prislusnych (ac|bd) a (bd|ac) a dostavidme 0,4 = Fop.c, coZ vede za

predpokladu & % &; na £, 1L.&|€ -

Dosadime-li dle predpokladi 0,5 = 04.404.d, Obc = Ob.d0cd & Tge =
044004 do rovnice prislugné tripletu (cd|ab) (mizeme predpokladat
£, 2 &), dostaneme

ed(l = opg) (1 —02y) =0,
odtud &.1L&; nebo &, ~ &4 nebo &, ~ &4, coz je spor.

Jestlize . ~ &g, potom lze z nezavislosti {.11&4]€,, odvodit ~ .
Uvézime-1i dale &, 11.&|¢., dostavame &, ~ £. nebo &, ~ &, coz je spor.
V opa¢ném piipadé (£, # &) dostaneme spor zpisobem popsanym
v Casti ,,vi)+vil)“.

O
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Shrime tedy dosazené poznatky do zavérecné véty:

Véta 2. Nad mnozZinou N = {1,2,3,4} existuje 877 g-reprezentovatelnych
nezavislostnich modelu 80 typu. Pozitivnée reprezentovatelnych je 629 z nich
(53 typi) a jsou to prave ty spliugici podminku (1.10).

2.3 Inferencni pravidla

Nékteri autori davaji prednost charakterizaci reprezentovatelnych modeli
za pomoci inferencnich pravidel. Prestoze je zjevné, Ze tato prace se neubira
timto smérem, uvedme pro srovnani seznam inferencnich pravidel vyply-
nuvsich z dosazené charakterizace Gaussovsky reprezentovatelnych model
nad ¢tyrprvkovou mnozinou.

Lemma 15. Necht N je konecna mnozina a I je g—reprezentovatelny ne-
zavislostni model nad N. Potom pro a,b,c,d rizné proky N a mnoziny
E CN\abc a FC N\ abed plati:

i) {{ab|E), (ac|bE)} €T <= {(ac|E), (ab|cE)} C I

ii) {(ab|E), {ac|E)} CT = (ablcE) € I

iii) {(ab|E), (ablcE)} C T = ((ac|E) € I) v ({bc|E) € I)

iv) {(ab|cF), (aclbF)} € T = ((ab|F) € I) v ({{bd|cF), {cd|bF)} C I)

v) {{ablcdF),{aclbdF)} C I = ((ab|ldF) € I)V ({ad|bcF) € I)V
({(bd|cF), (cd]bF)} C I)

vi) {(ab|F), (cd|F), (ac|bdF), (bd|acF)} C I = ((&c[F) c I)\/
({(abledF), (ad|beF)} € 1)

(

(

vii) {{ab|F), (cd|aF), {cd|bF), {ablcdF)} C I = (cd|F) €I
viii) {{(ab|F), (bd|cF), (cd|aF), {ac|bdF)} C I = (bd|F) € I

{
iz) {{ab|cF), {ac|dF), (ad|bF)} C1 = (ab|dF) € I
z) {{ab|cF), (bc|dF), (cd|aF), (ad|bF)} C I = (ab|dF) € I
zi) {(abldF), {ac|dF), (bc|dF),{cdlabF)} C I = ((cdbF) € I)V
((cdlaF) € I)
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Diikaz. Prvni ¢ast je semigrafoidova vlastnostnost z lemmatu 8, druhd a
treti jsou disledky dikazu lemmatu 10, dalsi dvé disledkem lemmatu 13.
Dalsich Sest dostaneme rozborem g-reprezentovatelnych nadmodeli mo-
delt z lemmatu 14 (M54-58 a M86-88) za pomoci obr. 2.3 a obr. 2.4. Ke
kazdému g—nereprezentovatelnému modelu I nalezneme vSechny g-reprezen-
tovatelné nadmodely J; D I a jako nové inferenc¢ni pravidlo pridame ,,Pokud
je I podmnozinou g-reprezentovatelného modelu, potom dany model obsa-
huje i (libovolné zvoleny) triplet z priniku N;.J;“.
Dodejme, 7e takto dostaneme jedno pravidlo pro kazdy z modeld M54~
58, zatimco modely M86-88 jsou zardz vylouceny jedinym pravidlem xi).
O

Pro |N| < 4 déavaji inferen¢ni pravidla z lemmatu 15 charakterizaci apl-
nou, tzn. nezavislostni model je g-reprezentovatelny pravé tehdy, kdyz spl-
fuje pravidla i)-xi).

Regularné Gaussovsky reprezentovatelné modely nad ¢tyiprvkovou mno-
zinou jiz byly charakterizovany pomoci inferen¢nich pravidel v [Lné05]. Pro
tplnost uvedeme i tento vysledek (bez dalsiho zdivodnéni).

Lemma 16. Necht N je konecnd mnoZina a I je g™ —reprezentovatelny ne-

zavislostni model nad N. Potom pro a,b,c,d rizné proky N a mnoziny
E CN\abc a FC N\ abed plati:

i) {{ab|E), (ac|bE)} C I <= {{ac|E), {ab|cE)} C I

it) {{ablcE), {aclbE)} C I <= {(ab|E), (ac|E)} C I

iii) {(ab|E), (ab|cE)} C I = ({ac|E) € I)V ((bc|E) € I)

) {(ab|F), {cd|F), (ac|bdF), (bd|acF)} C I = (ac|F) e I
(ab|F
(
(

) ¢

) )
v) {(ab|F), (cd|aF), (cd|bF), (ablcdF)} C I = (cd|F) € I
vi) {{ab|F), ( )

F), (bd|cF), {cd|aF), {aclbdF)} C I = (ac|F) € I

vii) {(ab|cF), (ac|dF),(ad|bF)} C I = (ab|F) €I
viii) {{ab|cF), (bc|dF), (cd|aF),{ad|bF)} C I = (ab|F) €I

Snad by bylo vhodné poznamenat, ze vlastnosti v) — viii) v lemmatu 16
jsou diky vlastnostem i) —iii) z lemmatu 16 vlastné ekvivalentni vlastnostem
vii) —x) z lemmatu 15 a ze pro |[N| < 4 dava lemma 16 tplnou charakterizaci
gt-reprezentovatelnych modeld.
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2.4 Neexistence kone¢né charakterizace

V tomto oddilu dokadzeme, ze Gaussovsky reprezentovatelné nezavislostni
modely nelze charakterizovat kone¢nym seznamem zakazanych minort. Po-
stupovat budeme podle navodu z lemmatu 9 v oddilu 1.4.

Lemma 17. Pro libovolné n > 4 je nezdvislostni model
Jn = {(12[3), (13[4), ..., (1(n — 1)|n), (In|2)} (2.3)
zakdzanym minorem pro tridu Gaussovsky reprezentovatelngjch modeli.

Diikaz. Predpokladejme, ze by existoval g—reprezentovatelny nezavislostni

model I nad mnozinou {1,...,n} U EF takovy, ze [ [g = J,. Potom by dle

lemmatu 11 byl g—reprezentovatelny i model .J,,. Ozna¢me tedy ¥ varianc¢ni

matici typu Va : 04, = 1 (viz lemma 12) piislusné g-reprezentace &.
Pozadované nezavislosti

L& s, &ALE|Ey, -, SALE 16, §1ALE |G
odpovidaji dle lemmatu 5 vztahim
012 = 01.302.3, 01.3 — 01.4034, .-+, O1.(n=-1) = 01.n0(n—1)n; O1l.n — 01.202.n
a opakovanym dosazenim dostavame
010 =019 (02.303.4 .. -U(n—1).n02.n)-

Tlldii, budto 019 — 0 (tJ SI_LLSQ) nebo |O'2.3‘ =1 (tJ 51_LL§3‘§2), coZ je Spor
s tim, ze & je g—reprezentace modelu J,. O

Lemma 18. Pro libovolné n > 3 jsou nezdvislostni modely

L, = {(12[3),(13]4),...,(L(n — 1)[n)},
L = {Q20)}, L7 =0

reqularné Gaussovsky reprezentovatelné nad mnozinou N = {1,...,n}.

Diikaz. Necht & = (£a)aeq1,...n}y je Gaussovsky rozdéleny nédhodny vektor s
varianéni matici 3 = (04.4)abe(1,....n} takovou, ze

Va: 040 = 1,
—a+1
YVa>1: 014 = 041 = €%
Ya,b > 1,a#b: 045 = 0pg= €,
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kde € > 0 je libovolné zvolené dostateéné malé ¢islo. Zjevné, 3 > 0, nebot
VACA{L,....n}: |Zaa|=14¢€(--) >0, kde ,...“ zastupuje polynom
vV proménné e.

Nyni pouzijeme obdobnych argumenti v kombinaci s lemmatem 5 pro
dikaz, ze Z(€) = I,:

i) Proa,b e {1,2,...,n} je 044 # 0, tudiz zjevné neplati £, 1L &,.

ii) Pro a,b € {2,3,...,n} a mnozinu C, §) # C C {1,...,n} \ ab, deter-
minant

Yacc| = =e+e(...)#£0

A N N M
A N =M
[ e N
[l N N

a tudiz tvrzeni £, 1 & |€ - nemize byti platnym (pro € dostateéné malé).

iii) Pro a € {2,3,...n} a neprazdnou mnozinu C' = {¢y,¢9,...,cx} C
{2,3,...,a — 1}, determinant

el e ¢ €
enmatl 1 e €
_ n—ca+1 _ n—a+l n—a+2
‘Eac.10| = € L e 1 € =€ + € () #0
enmatl ¢ ¢ 1

Proto ani tvrzeni £, 11 & |€, nemiiZe byti platnym.

iv) Analogicky, pro a € {2,3,...n} aC ={cy,...,cx} C{2,3,...,n} \ a
takovou, ze m := max.cc ¢ > a + 1, prislusny determinant ma tvar

€t e ¢ €
ermatl 1 e ¢
. n—ca+1 o n—m-+2 n—m+3
‘EaC-IC‘ = € — e 1 € = *e¢ +e¢ ( . ) # 0,
€ € € 1

Proto ani v tomto p¥ipadé tvrzeni &, 11L& |€, nemize byti platnym.
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v) Zbyva vysetfit pripad a € {2,3,...n—1} a C = {(a+1),co,..., 1},
0 4£CC(a+1)U{2,3,...,a—1}. Pro C dvou ¢i viceprvkovou mé
determinant |X,0.1¢] tvar

et e € €

€7 1 € €

n—ca+1 _ _ _ _
€ e 1 € — " a+1__€n a+1:t6n a+2_F6n a+3("')
et ¢ e 1

Tudiz |X1c.ac| # 0 a tvrzeni & 11L&, € neplati.

Avsak pokud je naopak C' = {a + 1} jednoprvkové, potom

6nfa+1

€ n—a n—a
|Ea(a+1)~1(a+1)| = ’( ;e )’ = 1" —ee = 0.

Skutecné tedy plati & 11&,|&q11-

Zcela analogickymi argumenty lze ukdzat, ze modely I* a I** jsou g'—
reprezentovany Gaussovskymi nadhodnymi vektory s varianénimi maticemi

1 0 € € 1 € € €
0 1 € € e 1 € €
_ Wk
s —| € € 1 € 7 s —| € € 1 €
€ € € 1 € € € 1
Dopracovani ditkazu je ponechano pozornému Ctenafi. O

S vyuzitim lemmatu 9 dostavame jako disledek lemmat 17 a 18 néasle-
dujici zavérecné tvrzeni:

Véta 3. Tridy (obecné) Gaussovsky a requldrné Gaussovsky reprezentova-
telnych nezavislostnich modelt nejsou konecné charakterizovatelné.
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2.5 Zavér kapitoly

V této kapitole jsme dokazali, Ze neexistuje konec¢na charakterizace Gaussov-
sky reprezentovatelnych nezavislostnich model pomoci zakdzanych minori
a nalezli v8echny Gaussovsky reprezentovatelné modely nad N = {1,2,3,4}.
Vyvstava prirozena otazka, zda by nebylo mozné pokracovat déale a charak-
terizovat Gaussovsky reprezentovatelné modely pro |N| = 5. Lze ukézat,
7e existuje 366177 typi nezavislostnich modeli s ¢g*-reprezentovatelnymi
4-minory. Bohuzel, u vétSiny téchto typl nejsme zatim schopni najit g*—
reprezentaci, ani dokazat, ze neexistuje.

Zminme jesté nékolik dalsich otevienych problémi. VSechny matice roz-
ptylu na obr. 2.3 a obr. 2.4 vyjma matice prislusné modelu M85 jsou ce-
lo¢iselné. Otevienym problémem zistava, zda lze lze celociselnou (resp.
racionéalni) reprezentaci nalézt pro kazdy gt-reprezentovatelny (resp. g—
reprezentovatelny) model. Tento problém tzce souvisi s hypotézou vyslove-
nou F. MatiSem na konci [Mat99], Ze pro kazdy d-reprezentovatelny model
existuje jeho racionalni reprezentace.

Posledni bod se jiz tykd obsahu pristich dvou kapitol. Je snadné zkon-
struovat model, jenz je d-reprezentovatelny nebo b-reprezentovatelny, ale
neni g-reprezentovatelny. M. Studeny vSak formuloval otazku, zda existuje
g—reprezentovatelny model, jenz by nebyl d-reprezentovatelny. Odpovéd na
tuto otazku dava model M71 na obr. 2.4, jenz protifeci pravidlim odvoze-
nym z ,nezavislostni implikace” a mtze byt tedy reprezentovan jen rozdéle-
nim, které neméa konec¢nou multiinformaci. Nadale vSak zlstava otevienym
problémem, zda existuje g*-reprezentovatelny model, ktery by nebyl b*—
reprezentovatelny, resp. dt-reprezentovatelny. Tento problém bude podrob-
néji studovan na konci nasledujici kapitoly.
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Obrézek 2.3: g*-reprezentovatelné typy s varian



Model M55

Model M56
p

Model M57

Model M58

L

° 3 — e
Model M59 Model M60 Model M61 Model M62 Model M63 Model M64
4-3-21 20141 504-3 8-2-4-7 100 4-6 411-2
3422 02-1-1 0524 -2 84-2 010 -3 -8| 14-2-2
2242 11241 4254 -4 482 4-310 0 1-2 4-2
o 1-224)% ° -1-1-12Q [ -3-4-45 7228 -6-8 010\ o 2-2-24
Model M65 Model M66 Model M67 Model M68 Model M69 Model M70
90-6-6 80 0-64 35 141311 -7 10 0-6 3 25 0 20-15 2114
093-3 &iggg-gz A3 14 7 2 / 010-8 4 0 25 15-20 12141
6391 - - 117 14 13 6-810-5 20 15 25-24 112-2
6-3-19 35-60 -64 80 -7 213 14 34 -510 15 -20 -24 25 1122
Model M71 Model M72 Model M73 Model M74 Model M76

Model M75
——

~ % 50-3 4 10060 21411 2011 4124 5033
05-4-3 0108 5 1214 0211 1424 05-44
3450 -6-810 -4 4122 14 2-2 22422 3.55.5
4305\ —— 05-410 14122 4122 4-4-24 2455
S —— S —— ——— S————
Model M77 Model M78 Model M79 Model M80O Model M81 Model M82
Mod: Mod: Mod:
2010 4422 5040 2421 22412 2000
021-2 1422 0535 4212 2212 0221
1124 2244 43523 2121 4121 0-22-1
0-2-1 2 2244 0-5-3 5 4212 2212\§Ey 01412
— — S——— — — P— — ———’
Model M83 Model M84 Model M85 kde:
Mod: ——
1111 1000 1abc ‘"o
{%11111 0111 / atde , . 10 [
1111 0111 bd1f 158209
1111 0111 o cef 1 goipes ot
e e e e 4 10
Model M86 Model M87 Model M88
.wm,-’ S——— S— —
ae ob abcd
Legenda: Var. matice: i e
C * % % %
de ocC dxess

Obrézek 2.4: Po fadé od shora gt-nereprezentovatelné typy s g*-reprezen-
tovatelnymi minory, zbylé g-reprezentovatelné typy, g—nereprezentovatelné
typy s g-reprezentovatelnymi minory spliujici vlastnosti z lemmatu 13.
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Kapitola 3

Diskrétné a binarné
reprezentovatelné nezavislostni
modely

V této kapitole nalezneme vSechny diskrétné (resp. binarné) reprezentova-
telné nezavislostni modely pro |N| < 3. Déle uvedeme znamy vysledek pro
diskrétni reprezentovatelnost v pripadé |N| = 4 doplnény ¢asteénymi vy-
sledky pro pozitivni diskrétni a binarni reprezentovatelnost.

o V=e=e,=¢; O=e¢ =e,=¢,

b4 O=¢ =e,=e¢, 0 02 0 02 O=¢=e,=¢
02=¢,=¢,=¢; T BETe T T T BT 0=¢,=¢,=¢,
02=c 02=e¢),, 0.2=e¢,, 05-¢
° o VeT 6 — o o - =3
® O=e =e,=e;=ey O=¢ =¢,=e¢ O=¢ =e,=¢,
02=¢,=¢; / 0=¢,=ey; 0.5=¢; /\\ O=¢,=ey=¢;
o —— ¢ 004=¢; 0=e,, L N O=¢y

o O=¢ =e,=¢, ° O=¢ =e,=e.

/ l=¢,; 0.5=¢,=¢, /\\ l=e,=ey=¢;, ° N
o —L—o0=0nx o 0=0u; d -reprezentovatelnost pfimym

° —_— N
dusledkem lemmatu 21

Obrazek 3.1: Po fadé od shora a zleva: bt /dt-reprezentovatelné, b/d-
reprezentovatelné a zbyly d*-reprezentovatelny typ pro |N| = 3.
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Pro |N| < 2 jsou vSechny mozné nezavislostni modely zjevné (pozitivné
bindrné) reprezentovatelné. S rozborem tedy za¢neme pro |N| = 3. Modely,
jez vyhovuji podmince (1.9) z lemmatu 8 jsou 10 typt, které jsou znédzornény
na obr. 3.1 na str. 41.

Podmince pro kladné reprezentovatelné modely (1.10) vyhovuje 8 typi,
z nichz vSechny jsou d™-reprezentovatelné, ovSem jeden z nich neni b*—
reprezentovatelny (viz nize, lemma 19). Zbylé 2 typy jsou (obecné) bindrné
a tedy i diskrétné reprezentovatelné.

Lemma 19. Nezdvislostni model {{ab|c), (ab|0)} neni b-reprezentovatelny.

Diikaz. Jedné se o znamy fakt, viz napf. [Spo94]. V nami zvolené parametri-
zaci se provede diikaz nasledovné: rovnice prislusné nezavislostnim vztahtim

§adly a &adl&lEe jsou

€ab = €a€p
€abe = €aChe T Ep€ac — EapCc
€ab T €abcCc = €acChe T €q€h

Pokud dosadime prvni dvé rovnice do tfeti, dostaneme po upravé

(eac - eaec) . (ebc - ebec) - 07

a proto nutné &, 11.&. nebo &, 11.&,. O

3.1 Pozitivni binarni reprezentovatelnost

Ponékud netradi¢né zacneme u rozboru reprezentovatelnosti nad ¢tyrmi né-
hodnymi veli¢inami s pozitivni binarni reprezentovatelnosti, nebot tyto vy-
sledky (byt zna¢né netiplné) ndm budou pozdéji uziteéné pii charakterizaci
pozitivné diskrétné reprezentovatelnych modeli.

Piipomenme, Ze tiidy b-reprezentovatelnych a b™-reprezentovatelnych
modell nejsou uzaviené na minory: kupiikladu model I = {{(ab|cd), (ab|d)}
je bT-reprezentovatelny!, zatimco model I [d podle lemmatu 19 b-reprezen-
tovatelny neni.

!Reprezentaci snadno ziskdme jako smésové rozdéleni, kdy za podminky &4 = —1 zvo-
lime za rozdéleni £ ;. n&jakou reprezentaci modelu {(ab|c), (ab|D), {(ac|b), (ac|d)} a za pod-
minky &; = 1 zvolime za rozdéleni £ ;. reprezentaci modelu {{ab|c), (ab|®), (be|a), (bc|D)}.

abe
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Pouzili jsme podobny postup jako v pripadé Gaussovské reprezentova-
telnosti. Jako horni odhad poc¢tu bt-reprezentovatelnych modelti miizeme
vzit vSechny nezavislostni modely I nad N = {1,2, 3,4} takové, Ze jejich 3—
minory neprotife¢i podmince (1.10) z lemmatu 8 (tzn. jsou jednoho z osmi
typl z obr. 3.1), a zéroven je splnéna podminka z lemmatu 19 (tzn. nena-
stane I [, = {(ablc), (ab|0)}). Pocet typt modelt splijicich vyse uvedené je
240.

Néasledné jsme nahodné generovali soubor raciondlnich ¢isel z intervalu
[—1, 1] indexovany podmnozinami N a testovali, zda-li pokud vezmeme tento
soubor jako soubor momenti (e4)acny dostaneme parametrizaci néjakého
binarniho rozdéleni a pripadné jakého typu je model tomuto rozdéleni pti-
slusny. Pro generovani jsme vyuzili nékolika algoritmi, kdy pro zmensSeni
prohledavaného prostoru jsme napriklad volili e; = ey = e3 = e4 = 0 nebo
(na zdkladé poznamky na konci pododdilu 1.2.3) se snazili odvodit binarni
reprezentaci na zakladé reprezentace Gaussovské. Takto jsme dostali klad-
nou binarni reprezentaci 139 typ.

A¢ je pochopitelné mozné zvlasté horni mez poc¢tu b™—reprezentovatel-
nych typt dale vylepSovat (napf¥. za pomoci déle v textu zminénych vlast-
nosti diskrétné a pozitivné diskrétné reprezentovatelnych modeli lze roz-
hodnout o reprezentovatelnosti dalsich zhruba 40 typi), je zjevné, Ze zbyva
velké mnozstvi typt, u nichz nejsme schopni rozhodnout, zda jsou ¢i nejsou
bt -reprezentovatelné .

Uvedme v8ak nékolik novych vlastnosti, specifickych pro b*—reprezento-
vatelné modely, jez jsme na zakladé naseho zkoumani ziskali.

Lemma 20. Necht I je b™-reprezentovatelny nezdvislostni model nad N a
a,b,c,d jsou rizné proky N. Potom plati:

1) {{ablcd), (ablc), (ad|0), (cd|@)} € | —>
{{ad|c), (cd|a)} €1 V (bd|0) € 1

i) {(ablcd), (ablc), (ad|0), (bd|0)} C I —>
{{ad|b), (bd|a)} €T V (cd|0) € 1

iii) {{ab|cd), (ab|0), (bc|0), (cd|0), (ad|d)} C I =
{{ad|c), (cd|a)} €T Vv {(bd|c),{cd|b)} S 1

iv) {{ab|cd), (ad|b),(cd|b)} C I =
{{bc|0), (cd|0), (be|d)} €T Vv (ablc) € T



v) {{ablcd), (ab|D), (be|D), (bd|D), (ablc), (bcla)} C T = (ad|®) € I V
{acl@) € I V {(cd|®) € I V {(ad|c) € I Vv {(ab|d),{bd|a)} C I
vi) {(ablcd), (abld), (bcla)} C I =
(acl0) € I V (ad|0) € I V (cd|0) € V (cdla) €I V (ac|d) € I
Diikaz. Cely diikaz provedeme v parametrizaci s centrovanymi momenty. Pti
vypoctech je vhodné pouzit software umoznujici praci s algebraickymi vzorci
(Maple, Mathematica, ... ), nebot jinak jsou pfili§ pracné.

i) Pokud predpokladame, ze &, 1L &y a €. 11L&y, potom f,q = foq = 0. Pokud
navic &, 1L&|&., potom fo, = M a fape = —2€.fap. Dosadime-li toto
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do prvni rovnice ptislusné Vztahu EaLLEY|E oy, Viz str. 17, dostaneme
Jabed = —2€c fava + facSod (3.1)

a dosadime-li (3.1) do druhé rovnice pfislusné vztahu &, 1. &|&, ,, zis-
kdme po tGpravé

0= foafacd-
Za uvedenych predpokladi tedy budto & 1L.&; (fra = 0) nebo &, 1L&,|E.
a zaroven £, 1L&y|&, (faea = 0).

ii) Pokud dosadime piedpoklady f.q = foa = 0, fu = % a fape =

—2e.fq do prvni rovnice prislusné vztahu &, 1L&|€ ., viz str. 17, do-

staneme 3
_ _facfbcfcd - 26cfabd + 2€cfabd
fabcd — 2
a dosadime-li toto do druhé rovnice pf¥islusné vztahu &, 11&|€,,, zis-
kame
0= fcdfabd-

Za uvedenych predpokladii tedy budto &, 11L&, nebo &, 1L.£4|&, a zaroven
&pLLEal&a-

iii) Pokud dosadime predpoklady fu, = foe = fea = faa = 0 do prvni
rovnice prislugné vztahu &, 1l &€, dostaneme

fabcd - _Qecfabd - 2edfabc + facfbd- (32)
Dosadime-li (3.2) do druhé rovnice prislusné vztahu &, L&)€, , zis-
kame Fan(l— €2)
fog = Lot — %), (3.3)
facd
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iv)

vi)

Dosadime-li dale (3.2) a (3.3) do tfeti rovnice pfislusné &, &€ ,,

ziskame )
oo = Jaba(1l —€2)
“ fbcd

Nakonec, pokud (3.2), (3.3) a (3.4) dosadime do ¢tvrté rovnice pii-
slusné vztahu &, 11 &€, dostaneme

(3.4)

0= facdfbcd'
Nutné tedy budto gd—LLgac (facd = 0) nebo gc—LLﬁbd (fbcd = 0)

Postupujeme opét analogicky jako v ptedchozich pripadech. Z rovnic
prislusnych nezavislostnim vztahtim &, 11&,|&, a . 1L&y|& vyjadiime
fads fava, fea @ foea @ z rovnic piislusnych &, 1L&|€., vyjadiime fopea,
fave @ faca. Dosazenim do posledni rovnice piislusné &, 11 &, |€ ., zjistime,
ze budto fy. =0 (§1LE|0) nebo

(fra+t1+es+epeqa+ea) (foa—1—er+eveq+eq)-
0= (foa—1+er+epea—ea) (fratl—ep+epea—eq) - (3.5)
(facfbc—i_ezfab _fab)-

Ovsem za predpokladu kladného rozdéleni &,,; mtze byt jediny ¢len na
pravé strané (3.5) nulovy a to fucfoe + €2 fa — fap- Dosadime-li toto do
tfeti rovnice prislusné &, 1L &€, dostaneme fope+2¢€ fac foo— fape? = 0

(fail—fb‘fc) :

Analogicky, za predpokladu fo, = foe = fare = foa = 0 pouzijeme
prvni rovnici pfislusnou &, 11&|€.,;, abychom vyjadfili fupeq, druhou,
abychom vyjadiili fyeq, a z t¥eti dostavame, Ze budto fuq = 0 (§,1L£,4]0)
nebo fopa = 0 (§aLL&p[Ea, Ep1LEal€a) nebo fog = f“,—];zd Pokud za f.q

1
do predchozich rovnic dosadime ff_—éf, zjistime, ze budto f.u = 0

(ch—Lfd’@) nebo fac =0 (fall—fcw)) nelc)o facd - facdeg + 2€cfacfcd =0
(ga—lgd‘gc)'

Obdobné, lze za predpokladu ukézat, ze budto je f,. nebo f,q nebo
fea Tovno nule nebo

(fcdeg_fcd—i_fadfac) '(fad+1+ed+eaed+ea)'
0= (faa+1—ea+eseq—eq)  (faa—1—eq+eeq+eq)-
(fad_]-+€d+ea€d_€a)'(fadfcd_fac+fac€3)7
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odkud za piedpokladu kladné rozdéleného &, plyne, ze budto f..e? —

Jea~+ faafac = 00ebO foqfea— fact face? = 0. A dosazenim za f.4 (resp.
fac) ovéiime, Ze skutecné & 11&;4|E, (resp. £, 1L &4, ).

O

3.2 Obecna diskrétni reprezentovatelnost

Problém d-reprezentovatelnosti pro |N| = 4 byl vyfesen F. MatuSem (s piis-
pénim M. Studeného) v sérii ¢lanka [MS95], [Mat95] a [Mat99]. Zavéry byly v
Citelnéjsi a k ¢tenari vlidnéjsi formé nasledné prezentovany v ¢lancich [SB94]
a [Mat97]%.

Klicovym néastrojem pro popis tfidy diskrétné reprezentovatelnych mo-
delii je nasledujici lemma.

Lemma 21. Necht [ =Z(§) a I' = Z(&') jsou d-reprezentovatelné nezdvis-
lostni modely nad mnoZinou N. Potom I NI je taktéZ d—reprezentovatelny.
Navic, pokud jsou & a & pozitivni reprezentace, potom je i I N 1" pozitivné
diskrétne reprezentovatelny.

Dikaz. Necht X = [ X, a X' = [] X, jsou po fadé stavové prostory & a

A

¢'. Definujme pozadovanou reprezentaci € modelu Z(€) = I NI’ na prostoru
X = [[X. x X0)
aEN

s nasledujicim rozdélenim

~

P(€ = (xaax;)aEN) = P(€ = (Ia)aeN) : P(€/ - (x:z)aEN)-
Tudiz zjevné &, 1L&|€,, pravé tehdy, kdyz &, 1L&,|€, a zarovent &, 1LE)|EL. O

Jako disledek lemmatu 21 odvodime, ze minory diskrétné reprezentova-
telnych modelt jsou taktéz diskrétné reprezentovatelné.

Lemma 22. T¥idy d-reprezentovatelnyjch a d+-reprezentovatelnijch modeli
JSOU UZGUTENE NG MINOTY.

2Abychom pfedesli nedorozumeéni, dovolil bych si upozornit na drobny pretisk v ji-
nak bezchybném ¢lanku [Mat97] na str. 21, obr. 14. Nad horni ¢arou v prvnich dvou
diagramech m4 byt () namisto *.

46



Model D1 Model D2 Model D3 Model D4
——
Model DS Model D6 Model D7 Model D8
——
Model D9 Model D10 Model D11 Model D12
—>» — e “—>»
—L—e ——o o—t—b
Model D13
—
*——9

Obrazek 3.2: Generatory tridy d-reprezentovatelnych modeld.

Diikaz. Necht I je obecné (resp. pozitivné) diskrétné reprezentovatelny mo-
del a & prislusna reprezentace. Potom snadno nahlédneme, ze pro £ C N
plati 1[5, = Z(Ex\p)-

Déle, z definice podminéné nezavislosti pro diskrétni rozdéleni je pro
F C N minor [ [5 prinikem nezavislostnich modeld prislusnych rozdéleni
nahodného vektoru &y\p podminénému £ = xp pres vSechny hodnoty
T, jiz & nabyva s nenulovou pravdépodobnosti. Plati tedy, ze minor [5
je prinikem kone¢né mnoha diskrétné reprezentovatelnych modeli a tudiz
musi byt diskrétné reprezentovatelny.

Pro libovolny minor [ [g dostavame tvrzeni kombinaci vyse uvedenych

dvou kroki za pomoci identity (1.11). O

Z lemmatu 21 plyne, ze prinik kone¢ného poctu d-reprezentovatelnych
modeli je opét d-reprezentovatelny. Tudiz pfirozenou cestou, jak popsat
d-reprezentovatelné modely, je nalezeni mnoziny (d-reprezentovatelnych)
modelfi-generatort takovych, Ze kazdy netrividlni® d-reprezentovatelny mo-
del mtizeme zapsat jako prinik téchto generatori. Ve vySe zminéné literature
je ukdzano, ze modely—generatory pro |N| =4 jsou 13 typt a to pravé téch
zobrazenych na obr. 3.2.

Ponékud pikantni je otazka celkového poc¢tu d-reprezentovatelnych mo-
delt (a typt) pro |[N| = 4. V fadé prameni miZeme nalézt, ze pocet d—
reprezentovatelnych nezavislostnich modeli nad N = {1,2,3,4} je 18300,

3tj. neprzdny, netplny
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viz napi. [Stu02], [LR02], [RSSWO03], [Sim06b]. .. To viak neni pravda a sku-
teCny pocet téchto modeli je 18478 a tyto se rozpadaji na 1098 typi.
Uveden4 cisla byla prekontrolovana nékolika pocitacovymi programy vcetné
programu SG POKUS P. Boc¢ka. Seznam d-reprezentovatelnych modela a
typi lze nalézt na prilozeném CD.

Pro tplnost si jesté uvedme seznam inferenc¢nich pravidel vyplynuvsich
z dosazené charakterizace diskrétné reprezentovatelnych modelt nad ctyi-
prvkovou mnozinou, jenz byl prevzat z [SB94].

Lemma 23. Necht N je konecna mnozina a I je d—reprezentovatelny ne-
zavislostni model nad N. Potom pro a,b,c,d rizné proky N a mnoziny
E C N\abed a F C N\ abed plati:

i) {{ab|E), (aclbE)} € I <= {{ac|E),(ab|cE)} C 1

ii) {(ablcdF), {(cd|aF), (cd|bF),{(ab|F)} C 1 <—
<= {(cd|abF’),(ab|cF), {(ab|dF),{(cd|F)} C I
iii) {({ablcdF), (ad|bF), (cd|aF),(bc|F)} C 1 <
< {(ad|bcF), (ab|dF), (bc|aF), (cd|F)} C I

i) {{ac|dF), (bd|cF), (bclaF), (ad|bF)} C I <=
< {(ad|cF), (be|dF), (bd|aF), (ac|bF)} C I

v) {{ab|cF), (ac|dF), {ad|bF)} C I <= {{ac|bF), (ad|cF), {ab|ldF)} C I

vi) {{ablcdF), (cd|abF), {ac|F),(bd|F)} C I <
< {(ac|bdF), (bd|acF), (ab|F),{cd|F)} C I

vii) {(ablcF), (abldFY, (be|aF), (cd|F)} C I = (ab|F) €

viii) {(ablcFY, (ac|dF), (bejaF), (bd|F)} € T = (ab|F) € I

ir) {{ab|cF), (ac|dF), (cd|aF), (bd|F)} C T = (ab|F) € I
) d|cFY, (bd|F)}y C T = (ab|F) €I

{ )
{ ) ¢
{ ) ¢

z) {{ablcF), (ac|dF), (a

zi) {{ab|dF), {ac|bF), (bd|cF
{ )+
{ )

)
zii) {{ab|dF), (ac|bF), (bd|cF
)

— @ —
=~
IS
.
—
| N
~
s
Q
<=
o
3
m
~

ziii) {{ab|dF), {ac|bF), (bd|cF
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ziv) {{ab|dF), (ac|bF), (bd|cF),{cd|bF)} C 1 = (ab|cF) €I
zv) {{ab|dF}, (ac|bF
{

d

&

)
), (bd|acF), (ad|bF)} C I = (ab|cdF) € I
zvi) {{ab|dF), {ac|bF), (bd|lacF), (bd|laF)} C I = {(ab|cdF) € I
zvii) {(ab|cF), (ab|dF), (ac|dF), (cd|abF)} C I = (ablcdF) € I
) (

zviii) {{ac
zz) {

ablcdF) € 1

), (ab|dF), (bc|aF), {ad|bcF)} C I =
dF), (ac|bF), (ac|dF), (bd|cF)} C I = (ab|cF) e I

ab

ab|cF), (ab|dF'), (ab|F'),{cd|abF)} C I = (ablcdF) € I

zzi) {{ab|cF), (ab|dF

Y Y

zziii) {(ab|cF), (ac|dF

Y

zziv) {(ab|cF), {(ad|bF), (bcladF), {ad|F)} C 1 = (ablcdF) € I

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{ )
{ )

)+
)+ (abldF), (
)+ (abldF), (
zwii) {(ablcF), {ac|dF), (bd|cF), (bd|F)
)» {acldF),
)» (ad[bF), (
)» (ad[bE), (

zzv) {(ab|cF), (ad|bF), (bcladF), {cd|bF)} C I = (ablcdF) € I

3.3 Pozitivni diskrétni reprezentovatelnost

Je s podivem, ze ac se v praxi s konceptem kladného diskrétniho rozdélenim
setkdvame pomérné casto, nebyla dosud reprezentovatelnost nezavislostnich
modeli za pomoci pozitivniho diskrétniho rozdéleni podrobena dikladné;j-
simu zkoumani a vysledky jsou zatim spiSe skromné.

Je zjevné, Ze mnozina d*-reprezentovatelnych modeld je podmnozinou
d-reprezentovatelnych modeli. Jsou zndmy dvé podminky, jez musi navic
d*-reprezentovatelny model spliiovat: podminku (1.10) z druhé ¢asti lem-
matu 8 a podminku ze [Spo94], kterd je v mirné pozménéné podobé uvedena
v nasledujicim lemmatu.

Lemma 24. Necht a,b,c,d jsou rizné proky mnoziny N. Jestlize I je d™—
reprezentovatelny nezdavislostni model nad N takovy, Ze

{{ab|cd), (cd|ab), {cd|a)} C I, (3.6)
potom

(cd|b) € I <= (cd|0) € T
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Diikaz. Necht € je dt-reprezentace modelu I. Za predpokladu (3.6) lze
(Eabc:mabC)P(Eabd:mabd)
P(gab:mab)

Pleoc=a) PEag=ta) Peica=miea)  Plat tedy identita

vyraz P&, peq = Tabea) Tozepsat jako P nebo také jako

P(Sabc = wabc)P(Sabd — wabd) . P(Sac = waC)P(gad = Jfad)P(Ebcd = wbcd)'

P(gab = mab) P(ga - xa)P(gcd = wcd)

Zvolime-li z, libovolné, pevné, mizeme piredchozi rovnost prepsat jako

P(&peq = Toca) = P(&q = Tea) 9(Tve) h(Toa), (3.7)

kde g a h jsou néjaké funkce s oborem hodnot (0, 00). Pokud dale predpo-
kladdme &, 1L.&; neboli P(€,4 = @oq) = P(& = x.) P (& = 4), dostavame ze
(3.7) dle lemmatu 1, ¢asti vi), ze i £, 1L&y4|&. A naopak, pokud predpokla-
ddme £, 11 £4|&, a zafixujeme v (3.7) hodnotu x3, dostavame &, 1LE,. O

Nad N = {1,2,3,4} existuje 5547 d-reprezentovatelnych modeli (356
typt), které navic spliuji podminku (1.10) z lemmatu 8 a podminku z lem-
matu 24 a urcuji ndm tedy odhad shora pro pocet pozitivné reprezentova-
telnych modelt nad N. Na zékladé lemmatu 21 mizeme tuto nadmnozinu
mnoziny d-reprezentovatelnych modeltt op&t popsat mnozinou modeli—
generatort, kterd ji za pomoci operace priiniku generuje. Seznam modeli—
generatori (resp. jejich 23 typi) lze nalézt na piilozeném CD.

K nalezeni odhadu zdola jsme vyuzili 139 b™-reprezentovatelnych typt
nalezenych v oddile 3.1. Jelikoz z lemmatu 21 vime, Ze mnozina d*-repre-
zentovatelnych modeli je uzaviena na operaci pruniku, dostavame aplikaci
uzavéru na prinik mnoZinu 4555 modeld (299 typt), jez jsou nutné d*—
reprezentovatelné. Zbyvalo tedy rozhodnout o dt-reprezentovatelnosti 57
typu P1-P57, které jsou znazornény na obr. 3.3.

Dalsi vlastnosti charakteristické pro dt-reprezentovatelnost se viak au-
torovi nalézt nepodarilo. Pokud by existovaly, musel by jejich dikaz byt
zalozen na jinych , principech” nez je tomu u grafoidové ¢i Spohnovy vlast-
nosti.

Se zna¢nym usilim se byla ovéfena d*—reprezentovatelnost P54 a P49 (a
tudiz diky lemmatu 21 i P52, P50 a P12), pro reprezentace viz tab. 3.1. Pra-
covni (zatim nepotvrzend, ani nevyvracend) hypotéza zni, ze vSechny typy
na obr. 3.3 jsou reprezentovatelné. K jejimu dikazu by bylo tfeba nalézt
reprezentace pro P57, P46, P45 a P37, P41 a P32, P39 a P30, P24, P19, P3,
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Taped | P54 P49 Toped | PB4 P49
0000 | §- 3553355 3 37im 2000 | 3-3546 3657
0001 | 3R 33ETS 2001 | 3355 3 6Ee
0010 | 3-35%33% 3 3riiz 2010 | 3 553G 3657
o011 | 3 53BEE 33 s 2011 | 33885 3859
0100 | 1 3%%83% 3P 2100 | 3 554G 385
o101 | 333 3P 2101 | 3-35%5 3859
0110 | ;-3%%83%s 3 P s 2110 | 355G 3859
o111 | }-3pEmer 1. 2oen 2111 | 3AEE 4339
1000 | 3 355999 3 553 3000 | §- 3i5e707 -
toor | 3oyl 3 55E 3001 | §-355her -
toto | 37558 3 5i% 3010 | & 3i55Tor -
tort | 320 353 3011 | 5 385her -
1100 | §-3%539% 3 3% 3100 | & 3355707 -
tro1 | 5 3EEER 3 3EE 3101 | 5 FEsher -
1110 | 5 558% 0 335w 3110 | & 3355 -
trin | 5 REEER 3 3EE 3111 | 5 EEsNer -

Tabulka 3.1: Pravdépodobnostni distribuce reprezentaci modelt P54 a P49

P2, celkem tedy 12 reprezentaci, nebot za predpokladu, Ze tyto jsou repre-
zentovatelné dostaneme zbylé prisekem s jiz zndmymi d*-reprezentovatel-
nymi modely. Naopak pokud vyse uvedena hypotéza neplati, musi existovat
vlastnost, kterd vylouci reprezentovatelnost alespon jednoho ze zminénych
12 typi.

Shnme tedy dosazené poznatky do zavérecné véty:

Véta 4. Nad mnozinou N = {1,2,3,4} existuje 18478 diskrétné reprezento-
vatelnych nezavislostnich modeld 1098 typu. Kladné reprezentovatelnych je
4607-554"7 z nich (304-356 typi).
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Model P57

Obrazek 3.3: Typy, jejiz reprezentace musi byt nalezena pro ovéreni vyse
uvedené hypotézy na str. 50.
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3.4 Neexistence kone¢né charakterizace

V tomto oddilu dokazeme, ze diskrétné, ani binarné reprezentovatelné ne-
zavislostni modely nelze charakterizovat konetnym seznamem zakazanych
minort. Postupovat budeme obdobné jako v pripadé Gaussovsky reprezen-
tovatelnych modeli: ukazeme, Ze pro libovolné n > 4 neni model

Jp = {(12]3), (13]4), ..., (1(n — 1)[n), (1n|2)}

d-reprezentovatelny, zatimco jeho (n—1)—minory jsou b™—reprezentovatelné,
a nasledné vyuzijeme lemmatu 9 z oddilu 1.4.

Uvédomme si, ze t¥idy b-reprezentovatelnych a b™-reprezentovatelnych
modeli konecnou charakterizaci seznamem zakazanych minori mit nemohou
uz proto, ze nejsou uzaviené na minory. Z nize uvedenych argumentt vSak
vyplyva, ze konecna charakterizace neexistuje pro libovolnou tridu diskrét-
nich rozdéleni, kterd je uzaviend na minory a zahrnuje b*—reprezentovatelné
modely. Prikladem je t¥ida d™—reprezentovatelnych modeli.

Lemma 25. Pro libovolné n > 4 je nezdvislostni model
zakazanym minorem pro tridu diskrétné reprezentovatelniych modeli.

Diikaz. Predpokladejme, ze by existoval d-reprezentovatelny nezavislostni
model I nad mnozinou {1,...,n} U EF takovy, ze I[5 = J,. Potom by
dle lemmatu 22 byl d-reprezentovatelny i model .J,,. Ozna¢me pfislusnou d—
reprezentaci £ a dale pokracujme Studeného dikazem pievzatym z [Stu92],
str. 6.

Z druhé ¢asti lemmatu 2 pro nezavislostni vztahy & 11& |5, & 1LE3]E,,

s 751—LL§n—1|§n7 SI—LLSRK'Z VyplyVéa ze

0 = [MI(€123) + MI(&3) — MI(&23) — M[(€13)] +
H[MI(€150) + MI(&y) — MI(&5y) — MI(€1y)] +
+[MI(E12,) + MI(&3) = MI(€5,) = MI(€12)]

- [MI(€123) + MI(&;) — MI(&23) — M](Eu)] +
+[MI(E130) + MI(&;) = MI(&30) = MI(€13)] +
+ [MI(§120) + MI(E,) = MI(€,) = MI(&,,)].
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pricemz c¢leny v zavorkach musi byt dle lemmatu 2 nezaporné a tedy nulové.
To v8ak znamend, ze nutné & 11&3]&, & L&, ..., &1 LE|E,, coZ je spor
s predpokladem Z (&) = J,,. O

Lemma 26. Pro libovolné n > 3 jsou nezdvislostni modely
L = {120}, L7=0
kladné bindrné reprezentovatelné nad mnoZinou N = {1,...,n}.

Diikaz. Dikaz je analogicky k diikazu lemmatu 18. Uvazme bindrni rozdéleni
& takové, ze
Ya: e, = 0,
Va>1: e, = ¢ ,
Va,b>1,a#b: ey = ¢,
VACN,|A|>2: eq4 = 0.
Pro € > 0 dostatecné blizko 0 se zjevné jednd o kladné binarni rozdéleni a

nize ukazeme, ze Z(§) = I,,. Podminku pro platnost &, 11L& |€- z lemmatu 7
1ze v nasem piipadé preformulovat jako platnost tvrzeni?, Ze je vyraz

e |1+ > ep]Jaa| - (Z ex) : (Z ebcxc> (3.9)

DCC,|D|=2 deD ceC ceC
roven nule pro kazdé xc € {—1,1}¢.
i) Proa,be{1,2,...,n} je eq # 0, tudiz zjevné neplati &, 11.&,.

ii) Pro a,b € {2,3,...,n} amnozinu C, ) # C C {1,...,n}\ ab, dosté-
vame dosazenim do vztahu (3.9) pro &, 1L&|€~

e(1+e(...))—€(...), (3.10)

kde ,,...“ je zastupny symbol pro polynom v e. Vyraz (3.10) je fadové
¢, nebot krom jediného jsou vSechny ¢leny fddu €? & vyssiho a tudiz
pro e dostateéné malé je zjevné nenulovy. Tudiz ani tvrzeni &, 11.&|€
nemuze byti platnym.

4Poviimnéme si, ze se na rozdil od Gaussovského piipadu jedna o vétsi pocet rovnic.
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iii)

iv)

Pro a € {2,3,...n} a neprazdnou mnozinu C = {cy,cs,...,cx} C
{2,3,...,a — 1}, nabyva vyraz (3.9) pro &, 11.£|€. hodnoty

T (14 e(L..)) — (L) #£0.
Proto ani tvrzeni £, 11.&|&, nemize byti (pro e dostateéné malé) plat-

nym.

Analogicky, pro a € {2,3,...n} a C ={cy,...,cx} €{2,3,...,n}\ a
takovou, Ze m := max.cc ¢ > a + 1, nabyva vyraz (3.9) pro &, 1L.& €
a o = {1} nenulové hodnoty

L) = Ol () £ 0.
Proto ani v tomto ptipadé tvrzeni &, 11L& €, nemize byti platnym.

Zbyva vysetfit piipad a € {2,3,...n—1} aC ={(a+1),c2,..., ¢k},

0 £CC(a+1)U{2,3,...,a—1}. Pro C dvou & viceprvkovou a
xo = {1}¢ je vyraz (3.9) roven

T (Te(...))—|Cle o =2 (L) = (1-|C)) e e H2 (L),
coz (pro € dostatecné malé) je nenulové a tudiz ani tvrzeni & L&, |€.
neplati.

Avsak pokud je naopak C' = {a+1} jednoprvkova, potom pro libovolné
T(a+1) € {—1, 1} plati

n—a-+1 2 n—a __
le — Z(gppyee T =0.

Skutecné tedy (dle lemmatu 7) plati & 11L&, [Eqy1.

Obdobné 1ze ukazat, ze pokud definujeme binarni rozdéleni £&* jako

Va: e, = 0,
el = 0,
Va,b,a #b,a+b>3: e, = ¢

VACN,|A|>2: €} = 0,

dostaneme kladnou binarni reprezentaci I} a pro £

Va: e, = 0,

Va,b,a #b: e, = ¢,
VACN,|A|>2: ¢}, = 0,

kladnou binarni reprezentaci I;;*. O

95



S vyuzitim lemmatu 9 dostavame jako disledek lemmat 25 a 26 néasle-
dujici zavérecné tvrzeni:

Véta 5. Tridy (obecné) diskrétné, kladné diskrétné, (obecné) bindrné, ani
kladné binarnée reprezentovatelngch nezavislostnich modeli nejsou konecné
charakterizovatelné.

3.5 Zaveér kapitoly

V této kapitole jsme diskutovali mozné rozsiteni zndmého vysledku o dis-
krétni reprezentovatelnosti nad ¢tyfmi veli¢inami na pozitivni, pripadné bi-
narni pozitivni reprezentovatelnost. Uvedli jsme si nékolik charakteristik bi-
narné pozitivné reprezentovatelnych modelt a vyslovili hypotézu o pozitivné
diskrétné reprezentovatelnych modelech nad N = {1,2,3,4}. Pro jeji ové-
feni nebo vyvraceni je tieba rozhodnout o d™-reprezentovatelnosti modeli
P2, P3, P19, P24, P30, P32, P39, P37, P41, P45, P46 a P57 z obr. 3.3.

Ptripomenme otevieny problém zminény jiz v zavéru 2. kapitoly a to
vztah t¥id gT-reprezentovatelnych a b™-reprezentovatelnych modeld. Z 53
gt-reprezentovatelnych typt byla nalezena b*-reprezentace pro 51 z nich,
nerozhodnuté zistavaji M25 a M37 z obr. 2.3. Binarni reprezentaci modelu
lze z Gaussovské odvodit primo, jestlize jsou prvky varian¢ni matice mimo
diagonalu blizko nule, na zakladé poznamky na konci pododdilu 1.2.3. Ta-
kovou gt-reprezentaci vSak nemame pro vSechny typy k dispozici.
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Kapitola 4

Grafické nezavislostni modely

V této kapitole se budeme vénovat odhadim v nezavislostnich modelech.
Kazdy nezavislostni model lze totiz chapat prfi daném distribu¢nim rameci
jako ,statisticky model“, tj. urcitou rodinu pravdépodobnostnich rozdéleni.
Urceni tohoto statistického modelu je proces skladajici se ze tii ¢asti: iden-
tifikace samotného nezavislostniho modelu, parametrizaci modelu vzhledem
k omezenim na podminénou nezavislost a odhadu téchto parametrii.

V prvni oddile se budeme vénovat teorii tzv. ,grafickych modeli“ s di-
razem zvlasté na tiidu tzv. rozlozitelnych modeli (tj. t&ch modeld, jejichz
nezavislostni strukturu lze reprezentovat jak neorientovanym, tak orientova-
nym acyklickym grafem), kterd ma v praxi nejvice aplikaci. V druhé ¢asti
se bude zabyvat statistickymi modely pro nezavislostni, zvlasté pak grafické
modely.

A konec¢né posledni oddil bude vénovan hledani nezavislostniho modelu
na zakladé dat. Za pomoci simulace se pokusime zodpovédét otazku, jak
velké chyby se dopoustime, pokud se omezujeme ze viech g™ —reprezentova-
telnych nezavislostnich modeld pouze na modely grafické.

Na zacatek si neodpustim pripojit nékolik autorovych poznamek k dané
problematice. Pro nové prichoziho do této oblasti miize byt tato diskuze
obtizné stravitelna a nezbyva nez mu doporudit prejit pfimo na oddil 4.1 (a
piipadné se k ni pozdé&ji vratit).

Grafické nezavislostni modely! jsou specifickou podtiidou nezavilostnich
modeli, kde seznam tripletii prislusnych modelu lze ziskat za pomoci néja-

LV literatuie se obvykle hovoii o ,grafickych modelech® a pod timto pojmem je mys-
lena jak nezavislostni struktura, tak i primo pravdépodobnostni rozdéleni této struktute
odpovidajici. Tedy cely statisticky a nikoli pouze nezavislostni model.
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pocasi vCera

predpovéd uspéch studentq
v TV
'/
pocasi dnes . o .
pfijimaci pfijimaci
zkouska z Ch zkou$ka z Fy
A prijimaci
pocasi zitra zkouska z Bi

Obrazek 4.1: Dvé praktické ukazky aplikace grafickych model.

kého (separa¢niho) kritéria z neorientovaného ¢i orientovaného acyklického
grafu.

Priklad 1. Dwa intuitivne pochopitelné priklady lze nalézt na obr. 4.1. Mezi
pocasim véera a zitra zjevné existuje jista korelace, kterd vsak vymaizi, jestlize
jiz zndame dnesni pocasi. Analogicky, prestozZe je uspéch studenta pozitivné
korelovan s body z prijimacich zkousek z biologie, neznamend to jeste nutne,
Ze je kvalita tohoto testu dostacujici. Pokud nezdvislostni schéma vypadad
jako na obr. 4.1, je za predpokladu znalosti poctu bodu z chemie a fyziky jiz
znalost vysledku prijimacek z biologie pro predikci uspéchu studenta neuZi-
tecna. Danée dve veliciny jsou totiZ podminéné nezavisle, neboli — vezmeme-li
uspéch jako zdvislou velicinu — je regresni® koeficient piislusny bodim z bio-
logie nulovy. Studenti by tedy méli byt prijimani pouze na zdkladée vaZeného
primeéru bodiu z chemie a fyziky, biologicka cast by se neméla zapocitivat
(nebo by se mél zpisob testovdni zmenit). Jednd se mimochodem o redlnou

studii na 1. LF UK, viz [SS06].

Pouziti grafii ma jak interpretacni vyhodu, totiz ze neorientované hrany
odpovidaji intuitivné pochopitelnému vztahu ,miti souvislost®, orientované
,byti pri¢inou”, tak je vyhodny i z teoretického hlediska. Obecné totiz neni
mozné u zvoleného nezavislostniho modelu identifikovat parametry pravdeé-
podobnostniho rozdéleni (v daném distribuénim ramci), jez maximalizuje

2Protoze uspéch studenta byl méfen jako schopnost dokonéit studium (binarni veli-
¢ina), jednalo by se v naSem piipadé spiSe o logistickou regresi.
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pro dana data vérohodnostni funkci. Taktéz operace marginalizace ¢i pod-
minéni jsou v grafickych modelech obvykle snaze proveditelné, viz [CLDS99],
[Nea03], [CGH96], [Bou95], [Cas02], [Drt04] a [Koc¢01].

Obrazek 4.2: Tti DAGy reprezentujici tentyz nezavislostni model.

Zminme také alespon tii nejcastéjsi problémy spojené s analyzou dat
za pomoci grafickych modeli. Za prvé, v pripadé orientovaného grafu casto
nedokézeme rozlisit smér ,kauzality“. Tento problém je principidlni a nelze
jej vytesit, pokud data pochéazeji z jediného ¢asového okamziku: grafim na
obr. 4.2 odpovida totiz tentyz nazavislostni model. Z praktického hlediska
nas ale ,smér kauzality” nesmirné zajima, nebot odpovida na otazku, co se
stane, kdyz néjakou proménnou zasahem zvenc¢i pevné nastavime na danou
hodnotu, viz [Lau01].

Dalsim problémem je obrovské mnozstvi grafickych nezavislostnich mo-
deli a marnd snaha o identifikaci jednoho ,,spravného“ modelu pii rostoucim
mnozstvi (= desitky) ndhodnych veli¢in a redlném mnozstvi dat (= tisice po-
zorovani). Prestoze se teoreticky pravdépodobnost vybéru spravného modelu
asymptoticky blizi jedné, v redlnych pripadech se obvykle vérohodnost né-
kolika nejlepsich nezavislostnich modeli 1isi pouze nepatrné, prestoze jejich
pri¢inna interpretace mize byt zcela jina. Proto je velice uzite¢né ubezpecit
se proto o davéryhodnosti dosazenych vysledki za pomoci simulac¢ni studie,
viz napf. [Sim04].

V neposledni fadé je tfeba mit na paméti, ze grafickych je pouze nepa-
trny dil ze vSech nezavislostnich modelii. Presnéji feceno, logaritmus poctu
grafickych nezévislostnich modelid roste polynomialné v zavislosti na poctu
nahodnych velic¢in, zatimco logaritmus poctu vSech nezavislostnich modeli
roste exponencialné (detaily v [Stu05]).

Existuji i jiné zplisoby reprezentace nezavislostniho modelu, v prvé radé
tzv. Tetézcové grafy (viz [Lau96|), pouzivajici v grafu zaroven orientované
i neorientované hrany, a rizna jejich rozsiteni o dalsi typy hran, viz naprt.
[RS02] a [CW96]. Jinou moznou volbou jsou tzv. ,imsety“, nezavislostni
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model reprezentujici celo¢iselné vektory, viz [Stu05], s fadou zajimavych
teoretickych problémiti (viz napi. [SS04]).

4.1 Teorie graft

4.1.1 Neorientované grafy

Neorientovanym grafem (zkricené® UG) G = (N, E) budeme rozumét
kone¢nou mnozinu vrcholt N a mnozinu neorientovanych hran E|

N
E C (2) = {ab; a,b € N,a # b}.

Rekneme, 7ze graf (N, E’) je podgrafem (N, E), pokud N' C N a E' C
( ) NE. Jestlize £’ = ( ) N E, budeme mluvit o indukovaném podgrafu
(zna¢ime Gyv). Graf je uplny, pokud E = (];) Podmnozinu mnoziny vr-
choli A C N nazveme tuplnou, jestlize indukuje tplny podgraf. Mnozinu
A C N nazveme klikou, pokud je tplnd a maximalni vzhledem k relaci ,,C*
(neexistuje uplna vlastni nadmnozina A).

Cesta mezi vrcholy a a b je posloupnost k£ > 1 vrcholi a =c¢q,...,cp. =0
takova, ze ciciv1 € E, 1 =1,2,...,k — 1. Vrcholy a a b nazveme spojené
(zna¢ime a ~ b) pokud existuje cesta je spojujici. Mnoziny vrcholi A a B
jsou spojené, pokud existuji vrcholy a € A a b € B, které jsou spojené.
Pov§imnéme si, ze relace spojitosti mezi vrcholy grafu je zjevné ekvivalenci,
jeji tfidy budeme nazyvat komponentami grafu.

Mnozinou sousedi mnoziny A C N rozumime

ne(A) ={b; a€ A,be N\ A ,ab € E}.

Necht A, B, C jsou po dvou disjunktni podmnoziny N. Rekneme, 7e C
oddéluje A a B (znafime AL B|C), jestlize kazda cesta mezi A a B obsahuje
vrchol z C neboli v grafu Gy ¢ nejsou A a B spojené. Pro a,b € N nazveme
mnozinu C' C N minimélnim ab-separatorem, pokud a Lb|C' v grafu G a
je minimalni takova vzhledem k relaci ,C* (neexistuje vlastni podmnoZzina
C' oddélujici a a b).

Nezavislostni model odvozeny globalnim separac¢nim kritériem z ne-
orientovanému grafu G je nezavislostni model nad N definovany nasledovné

77 o(G) = {(ab|C); alb|C v grafu G}.

3z anglického ,undirected graph®
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Déle definujeme nezavislostni modely odvozené z lokalniho a parového
kritéria

Tya(G) = {{ablC); ne(a) € C,ab ¢ EY,

T6(G) = {{ab|N\ ab); ab ¢ E}.

PovSimnéme si, ze pro libovolny graf G zjevné plati
Tt (G) € Tya(G) € Tie(G). (4.1)

Rozbor, kdy jsou inkluze v 4.1 ostré, lze nalézt v [Mat92].

1 3

2 4

Obréazek 4.3: Neorientovany graf G.

Priklad 2. lustrujme zaveden€ pojmy na grafu G z obr. 4.3. Povsimnéme
st, Ze hrana mezi dvemi vrcholy je zndzornéna carou tyto vrcholy spojujici.
Ghas je dplnyg a {1,2,3} je klika G. Oviem {1,2} klikou G neni, prestoze G
je uplny. Libovolné dva vrcholy grafu jsou spojené cestou. MnozZina sousedi
vrcholu 4 je ne(4) = {2,3}. Plati 114|123 a {2,3} je minimdlni 14-separdtor.
Taktéz plati 114|235, ovsem {2,3,5} neni minimdlnim ab-separdtorem pro
Zadnou volbu a, b.

4.1.2 Orientované acyklické grafy

V naésledujicich dvou oddilech je mnoho dikazi vynechano ¢i nahrazeno
odkazem s poznamkou ,snadné cviceni“, aby ¢tenar nebyl oSizen o radost
dokézat si dana tvrzeni sam.

Orientovanym acyklickym grafem (zkracené® DAG) G = (N, E)
budeme rozumét kone¢nou mnozinu vrcholi N a mnozinu orientovanych
hran F,

E C{(a,b); a,be N,a # b}

4z anglického ,directed acyclic graph*
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spliujici podminku, ze v grafu neexistuje orientovany cyklus, t.j. posloup-
nost k£ > 2 vrcholi ¢y, ..., ¢ takova, ze (¢, ci1) € E,i=1,2,....k—1a
navic (¢, ¢1) € E. Podgraf a indukovany podgraf definujeme analogicky jako
v piipadé neorientovaného grafu. Kostrou orientovaného grafu G = (N, E)
rozumime neorientovany graf

G~ = (N,{ab; (a,b) € E V (b,a) € E}).
1@< .3 1 3 1 3

2 4 2 4 2 4
Obrazek 4.4: Graf G, jeho kostra G™ a zmoralizovany graf G™.

Orientovanou cestou mezi vrcholy a a b (zna¢ime a ~» b) nazveme
posloupnost & > 2 vrcholt a = ¢y,...,¢, = b takovou, ze (¢;,cip1) € E,
i = 1,2,...,k — 1. Mnozinou rodi¢ti, déti, pfedki a naslednik@® mnoZiny
A C N rozumime po fadé mnoziny

(A) = {b; ac A,be N\ A, (ba) € E},

(A) = {b; ac A,be N\ A, (a,b) € E},
an(A) = {b; ac A,be N\ A b~ a},

(A) {b; a€ A,be N\ A,a ~ b}.

Necht A, B, C jsou po dvou disjunktni podmnoziny N. Rekneme, ze C
oddéluje A a B (znac¢ime ALB|C) v acyklickém orientovaném grafu G,
jestlize mezi A a B neni hrana (Va € A,b € B: (a,b) ¢ E, (b,a) ¢ E) a pro
kazdou (neorientovanou) cestu v G~ o k > 2 vrcholech A > a=dy,...,d, =
b € B existuje vrchol d;, jez neni na kraji (1 < ¢ < k), pro néjz nastava
jedna z nasledujicich dvou moznosti

[ ] (difl,di) ek A (di+1,di) € I a zaroven (dl Ud@(dz)) NnNC = (Z)
L] [(difl,di) §é E Vv (di+1>di) §é E] a zaroven dz eC.

5Vétdina autori uzivd mirnd odlisnou definici, kdy vrchol je sdm sobé predkem a
naslednikem.

62



Existuje ekvivalentni zptisob, jak definovat oddélitelnost v orientovaném
grafu G = (N, E), a to za pomoci moraliza¢niho grafu®, tj. neorientova-
ného grafu

G™ = (N,{ab; a,b € N,a # b, (ab je hrana v G~) V (ch(a) Nch(b) # 0)}).
Priklad lze nalézt na obr. 4.4.

Lemma 27. Necht G = (N, E) je DAG a A, B, C jsou po dvou disjunktni
podmnoziny N. Potom ALB|C wvzhledem ke G prave tehdy, kdyz A1LB|C
vzhledem ke (G apcuan(aBc))™-

Diikaz. [Lau96], str. 48-49 (nepfilis tézké cvifeni) O

Nezavislostni model prislusny orientovanému acyklickému grafu G de-
finujeme analogicky jako pro UG, tzn. jako nezavislostni model nad N

Ipac(G) = {(ab|C); alb|C v grafu G}.

Jak ukazuje obr. 4.2, riznym orientovanym acyklickym grafim muze
byt prislusny tentyz nezavislostni model. Nésledujici lemma (pfevzaté z
[CGH96], véta 6.16) charakterizuje takové DAGy.

Lemma 28. Necht Gy = (N, Ey) a Gy = (N, Ey) jsou DAGy. Potom plati
Ipac(Gr) = Ipac(Ge)

prave tehdy, kdyz kostry grafu jsou totoiné G~ = G5~ a v obou grafech se
na tychz mistech vyskytuji tzv. v-konfigurace, tj. indukované podgrafy typu

1 — j «— k.

Obrazek 4.5: Orientovany acyklicky graf G.

6 Moralizace“ znamena, ze se ,hranou sezdaji“ vrcholy, jez maji spole¢né dité.
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Priklad 3. Ilustrujme zavedené pojmy na grafu G z obr. 4.5. Hranu (a,b)
je zndzornujeme jako Sipku z vrcholu a do vrcholu b. Graf je acyklicky, k po-
ruseni tohoto predpokladu by doslo napriklad priddnim hrany (4,5). Plati
pa(5) =0, ch(3) = {1,2}, an({1,2}) = {3,4,5}, de(4) = {1,2}.

Nezdvislostni model prislusny grafu G je Ipac(G) = {(14|23), (14]235),
(15|3), (15|34), (15|23), (15|234), (25|3), (25|34), (25|13), (25/134), (45|3),
(45[13), (45[23), (45]123)}.

Povsimnéme si, Ze tentyZ nezdavislostni model lze odvodit i z neoriento-
van€ho grafu na obr. 4.3.

4.1.3 Rozlozitelné grafy

Rozlozitelny graf je specialni typ UG s mnozstvim ptrekvapivych vlastnosti.
Uvedeme rekurzivni definici podle poctu vrcholi grafu:

Neorientovany graf G = (N, F) nazveme rozloZitelny, jestlize je budto
uplny nebo existuje rozklad mnoziny vrchold N = ABC na tfi po dvou
disjunktni mnoziny A # 0, B # ), C a plati, ze ALB|C v grafu G, G¢ je
uplny a Gac, Gpce jsou rozlozitelné.

Lemma 29. Necht G = (N, E) je neorientovany graf. Potom jsou ndsledu-
jict turzeni ekvivalentni.

i) Graf G je rozloZitelny.

ii) Graf G je chorddlni, tzn. neobsahuje jako indukovany podgraf kruz-
nici
Cn = ({e1, . en}s {arca, cacs, . Cnitn, cner })

o n > 4 vrcholech.
iii) Vsechny minimalni ab—separdtory jsou uplné.

iv) Existuje uspordadani klik grafu C, ..., Cy takové, Ze tvori perfektni
posloupnost, tj. plati

i—1
Vil<i<k3j<i: C;n|JCCC; (4.2)
k=1
v) Ezxistuje usporadani vrcholi grafu N = {c1,...,¢c,} takové, Ze
(c;Une(c;)) N{er,....ql, i=1,...,n (4.3)

tvori posloupnost uplnych mnozin.
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Diikaz. [Lau96], (i) < (i) < (iii), str. 9, (i) < (iv) < (v), str. 19. O

Priklad rozlozitelného grafu lze nalézt na obr. 4.3. Algoritmy, jak nalézt
uspotradani klik (4.2) a vrchol (4.3), 1ze nalézt napt. v dodatku k [Sim03].

Nezavislostni modely odvoditelné z rozlozitelnych grafi jsou prave ty, jez
lze odvodit jak z UG, tak z DAG.

Lemma 30. Necht I je nezdvislostni model nad N. Potom jsou ndsledugjici
dvé tvrzeni ekvivalentni

i) Eristuje rozloZitelny graf G takovy, Ze I = I7,(G).
i) Erzistuji UG G' a DAG G" takové, Ze I = I7,(G') = Ipac(G").

Diikaz. Pro prehled provazanosti téchto i jinych tfid modeld, viz [Cas02],
str. 36, nebo [CGH96], str. 261. O

K druhému tvrzeni z predchoziho lemmatu jesté poznamenejme, ze pii-
slusny UG G' a DAG G” jsou navzajem provazané nasledujicim zptsobem:
G' = (G")~ = (G")™ a naopak G” ziskdme z G', pokud zorientujeme jeho
hrany ve sméru usporadani (4.3) z lemmatu 29.

4.2 Pravdépodobnostni rozdéleni nad grafic-
kymi nezavislostnimi modely

Definice 12. Necht I je nezavislostni model. Potom rodinu takoviych nd-
hodngch rozdélent vektoru &, Ze plati I C Z(&), budeme znacit P(I).

Obvykle nas budou zajimat rozdéleni v daném distribu¢nim rameci, ktery
bude naznacen piislusnym dolnim indexem. Napt. P,({(12]|0)}) je tfida
vSech Gaussovskych rozdéleni ndhodného vektoru & takovych, ze & 1L.& ne-
boli prvek varian¢ni matice 0.5 je nulovy.

Pro pozitivni reprezentace rodiny rozdéleni odvozené z UG parovym,
lokdlnim a globalnim kritériem splyvaji. Z tohoto diivodu budeme pozdéji v
textu indexy ,gl“, /loc* a ,par® u pozitivnich rodin rozdéleni vynechavat.

Lemma 31. Oznacime-li P (I) pranik P(I) s tiidou vsech pozitivnich roz-
delent, potom pro libovolny neorientovany graf G plati

P+ (T (G)) = Pr(TE6(G) = Pr(The(G))-
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Diikaz. Cviceni na pouziti vlastnosti (1.10) z lemmatu 8, viz [Lau96], str.
34. U

Pro acyklicky orientovany graf G lze za pomoci moraliza¢niho kritéria
nahlédnout, Ze pro vSechna rozdéleni z P(Zpac(G)) plati, Ze jejich hustotu
lze za pomoci lemmatu 1 faktorizovat nasledujicim zptisobem

faU a(a) waU a(a))
= [ fapa @alTpa) = [] =2 .

L hto @)

za konvence % = 0.

4.2.1 Faktorizace pravdépodobnostnich rozdéleni nad
rozlozitelnymi grafy

Nyni se podrobnéji podivame, jak tyto rodiny rozdéleni vypadaji, pokud je
graf G rozlozitelny.

Lemma 32. Necht G je rozloZitelny graf a Cy, Cy,...C,, perfekine uspord-
dand posloupnost jeho klik. Oznacime-li’ ddle

Ss=c\|Jc,  i=2....m, (4.4)
=1
potom pro hustotu rozdéleni z P(Zpac(G)) plati
HZT; fci(wci)
fl@)=Fm s (4.5)
Hi:Q sz' (wSz)
za konvence % = 0. Konkrétné pro diskrétni rozdéleni mizeme (4.5) piepsat
na .
N [T, P(gci = zc,)
P =x)=Fx — (4.6)
a pro reqularni Gaussovskée rozdéleni s variancni matici 3 plati
= Z[(Eci'ci)_l]N - Z[(Esi'si)_l]N’ (47)
i=1 i=2
"Jak dokazal F. Matas, systém {S;, i = 2,...,m} je zaroven systémem viech mini-

mélnich ab-separatorii grafu G, vice viz definice ab—separatoru a jeho indexu v [Sim05].
Tento fakt vsak nebude v této praci dale vyuZit.
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kde operaci [-]y myslime zvétseni margindlni matice na puvodni rozmer,
pricemz proky margindalni matice jsou umisteny na odpovidagici mista a na
ta zbyla jsou doplnény nuly.

Diikaz. Snadné cviceni (opakované pouziti lemmatu 1 postupné odzadu na
seznam klik), viz [Lau96], str. 90 a str. 145. O

Jako ilustraci pouziti perfektniho usporadani klik a lemmatu 32 uvaz-
me nésledujici problém z [Sim05]: Mé&jme rozlozitelny graf G = (N, E) a
oznatme P} (Zye(G)) vSechna pravdépodobnostni rozdéleni z Py(Zya(G)),
jez navic spliuji

P, =1)<
max P(§, = 1) < p,

kde p € [0,1].
Nasim cilem bude pro dané p minimalizovat vyraz

P([) & =-1) (4.8)

aeEN

pies viechna rozdéleni z PP (Z9+(G)).

Lemma 33. Necht G je rozloZitelny graf a p € [0,1]. Potom

172 (1=[Calp) < )
min  P(() &= 1) = { = 0-15p P> a1l
PEPIIILG)  aen 0 p > —maxazl,l,,,,m|ca|
Diikaz. Uspotradejme kliky G do perfektni posloupnosti C4, ..., C,, a defi-

nujme Ss,...,S,, podle vztahu (4.4). Jestlize p < maxazll

zeme definovat pravdépodobnostni rozdéleni P* pro kazdou kliku C, jako

P*(Neeg, € =—1) =1 —|Calp
Vb e C,: P& =1, Neecpée = 1) = p
P*(...) =0 jinak

oAk potom mii-

ey

a rozdéleni P* je dale jednoznac¢né urceno lemmatem 32.
Zjevné P* € PP(T8+(G)), stadi tedy dokazat

1 (1 B |Ca‘p)
2 (1 - |Sa|p) ‘

VP € PUIFL(G)) : P([éa=-1)> ?[::

aeEN
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To lze provést indukei na poctu klik m. Pro jednu kliku je vysledek zrejmy.
Jinak ozna¢me T = S,, = Cp, N (Ug=1,..m—1C,) a z (4.2) dostavame, ze
existuje a € {1,...,m — 1} takové, ze T' C C,. Graf G' = G(w\¢,,)ur ma
oproti grafu G o jednu kliku méné, miizeme tedy pouzit indukéni predpoklad

pro pravdépodobnost P((),cy & = —1) zapsanou jako soucin
P(ﬂa €a=—1, ﬂa 'm €a=-1) _
e P eancpyuréa =1 2
1—p—(|Cm|=|TDp  TT5= (1=ICalp)
= 1-p T (=15 1p) (4.9)

kde definujeme p =1 — P((,créa = —1) < [T - p.
Zlomek v na levé strané (4.9) nabyva minima pro p = |T'|.p a tudiz

L—|Culp TI25 (1= |Calp) _ TToy (1~ |Calp)

P o=-1)2 - m ’
(aD\ff ) 1- ‘T|p H;n:_Zl (1 - |Sa‘p) Ha:Z (1 - |Sa‘p)

¢imz je induké¢nich krok dokoncen.

Zbyva rozebrat pripady p > L

maxge N |Cal”
nimum (4.8) je zjevné nerostouci funkce p a jiz pro p =
nuly.

Staci si vSak uvédomit, ze mi-

1 ;s
TGN nabyva

Obrazek 4.6: Graf G, jeho kliky C, (vlevo) a separatory S, (vpravo)

Priklad 4. Necht G je rozlozZitelny graf zndzornény na obr. 4.6. Jeho kliky
gsou {1,3},{2,3,4},{3,4,5,6},{5,6,7},{6,7,8}. Tudiz dle lemmatu 33,

{(12p)(13p)3(14p> = Up0n) o okud p <

(1-p)(1—2p)3 (1-p)(1—2p)*

min P ,=—1)=
(ﬂf ) 0 pokud p >

PEPY(IHLG)  Len

L Ll
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4.2.2 Maximalné vérohodné odhady

V tomto oddile vysvétlime, v ¢em je vyjimec¢na tiida rozlozitelnych modeli.
Umoznuje totiz elegantné vytesit otazku identifikace parametri modelu na
zakladé dat.

Metoda maximalni vérohodnosti (MV) je nejpouzivanéj$im zpiso-
bem, jak odhadnout parametry v dané rodiné rozdéleni. Za odhad zvo-
lime takovou hodnotu parametru, kterd maximalizuje log—vérohodnostni
funkci. Za ptredpokladu, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny patii do exponenci-
alni rodiny®, takovyto odhad skoro jisté existuje a je jednoznaé¢ny. Ctenaie,
ktery si potiebuje znalosti MV odhadt a jejich vlastnosti spolu s teorii ex-
ponencidlnich rodin doplnit, si dovolujeme odkéazat na [And78] a dodatky
[Lau96.

Necht X jsou data o k Fadcich neboli matice, kde kazdé z k nezavislych
pozorovani ndhodného vektoru &, je zapsano do jednoho radku.

Jestlize & ma diskrétni rozdéleni, potom MV odhad jeho parametri bez
nezavislostnich omezeni je pii oznafeni hustoty vici ¢itaci mive p(x) =
P(& = x) roven

p) = 11X, =),

kde I[A] = 1 pokud jev A nastal a nula naopak, a X, je a—té méfeni (fadek
a matice X).

Pokud ma & naopak reguldrni Gaussovské rozdéleni, potom MV odhady
jeho parametr bez nezavislostnich omezeni vypadaji nasledovné:

~ 1 k
b Ma_Eszleaa

b OA-a-b — % le:l(Xca - /la) (ch - /lb)

Nize zminime, jak situace vypada v piipadé regularniho Gaussovského
rozdéleni nad UG a diskrétniho (resp. bindrniho) ¢i Gaussovského rozdéleni
nad rozlozitelnym grafem.

Neni obtizné nahlédnout, ze v obou pripadech se jedna o exponencialni
rodiny (viz [Lau96]). OvSem v piipadé UG je ndm zndmo pouze iteracni
feseni, zatimco v druhém pripadé je znam exaktni vzorec.

8a nékolika dal$ich technickych piedpokladi jako Ze se skuteéna hodnota nenachézi na,
hranici prostoru parametri. . .
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Lemma 34. Predpokladejme, Ze & je reqularné Gaussovsky rozdeéleny vektor
se stredni hodnotou p a s variancni matici 3. Za predpokladu, Ze rozdéleni
& je prukem rodiny rozdéleni Py+ (Zyc(G)), nalezneme mazimdiné vérohodné

odhady f1 a > ndsledovné:
Necht X jsou data o k tadcich. Potom

® flg = %ZIILI Xba
u tnverze variancni matice plati

e (ab|N \ ab) € Iya(G) = (¥ )ap=0
a zdrover, ovsem

o bua = £ 0y (X — f)?

o (HIN\ab) £To(G) = Gur= 15 (Xew — 1) (Yoo — fi)
Diikaz. Viz [Lau96], str. 133. O

PovS§imnéme si dvou fakti. U neorientovaného grafu G = (N, E) plati
(ab|N \ ab) € ITyc(G) <= ab¢ E (4.10)

a posledni dvé rovnice, jez musi prvky varian¢ni matice MV odhadu splnovat,
jsou za pozadavku na nulovost nékterych ¢lentt 7" fesitelné pouze iteraéné.

Faktorizace rozdéleni nad rozlozitelnymi grafy spolu s perfektnim uspo-
radanim klik lze pouzit pro odvozeni nasledujiciho lemmatu:

Predpokladejme, ze G je rozlozitelny graf a rozdéleni & je prvkem tiidy
P(Zyc(G)). Potom jestlize dokdzeme nalézt MV odhady pro rozdéleni klik
(viz zacatek tohoto oddilu), mizeme nalézt MV odhad pro parametry € na
zékladé lemmatu 32 (formalni dikaz je v [Lau96], str. 84).

Lemma 35. Necht G je rozloZitelny graf a rozdéleni & je prvkem tridy
Pu(Zuc(G)). Potom pri perfektnim uspoiadinim klik Cy,...,C,,, definici
Sa,...,Sm podle vztahu (4.4) a oznaceni hustoty vici ¢itaci mire p(x) =
P(& = x) plati, Ze

[Toes & e [ X e, = 20,
| % 21521 I[ X5, = xs,]
Analogicky, pokud rozdéleni & je prokem Py+(Zua(G)) a ica-ca jsou MV

odhady variancnich matic rozdéleni klik €., , potom ndm vztah (4.7) uddva
MYV odhad pro vartancni matici §.

Diikaz. Viz [Lau96], str. 91 a 145. O

px) =
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4.3 Hledani modelu

V zasadé existuji dva zpisoby jak na zakladé dat vybrat nezavislostni mo-
del. V této kapitole si oba stru¢né predstavime a uvedeme pouziti pii vybéru
grafického modelu. Na zavér se je pokusime aplikovat na Gaussovsky repre-
zentovatelné nezavislostni modely nad ¢tyfmi veli¢inami.

Prvni zpiisob je zalozeny na opakovaném testovani podminéné nezavis-
losti:

1. Pro v8echna (ab|C) € Ty testuj, zda-li £, 1L.&|&.

2. Z daného prostoru nezdvislostnich modell vyber takovy, ktery odpovida
nalezenym nezdvislostem z bodu 1.

Ve skutecnosti casto v bodé 1 neni tieba testovat vSechny elementarni
podminéné nezavislosti, ale mizeme vyuzit vlastnosti prostoru modeli, z
kterého vybirdme. Napiiklad diky vlastnosti (4.10) nezavislostnich modeli
prislusnych UG lze predchozi algoritmus zjednodusit na

1. Pro vSechna a, b rGzné prvky N testuj, zda-li faJ_L&,\gN\ab.

2. Vyber graf G takovy, Ze bude mit mezi a a b hranu pravé tehdy, kdyz test
nezavislosti mezi faJ_L&,\SN\ab neni signifikatni.

vvvvvv

algoritmus, viz napt. [Nea03], str. 542.

Neodstranitelnym problémem vSak zistava, Ze po (napf. Bonferroniho)
korekci na mnohonasobné testovani ziskame pri zachované hladiné o« velmi
konzervativni testy jednotlivych elementarnich nezavislosti. Pokud naopak
korekci na mnohonéasobné testovani neprovedeme, neni vybér modelu asymp-
toticky konzistentni® a je tfeba byt velmi opatrny s interpretaci vysledki.

Druhou moznosti je nalézt model maximalizaci Akaikeho (AIC), Baye-
sovského (BIC) ¢ jiného informaéniho kritéria
k
AIC(6,X) = 2LL(6,X)—2D =2 log fo(X;) — 2D,

=1

k
BIC(8,X) = 2LL(0,X)— Dlogk =2 log f5(X;) — Dlogk,
=1

9Tzn. neplati, Ze pokud jde pocet pozorovani k nekoneénu, blizi se pravdépodobnost
vybéru spravného modelu k jedné.
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kde X jsou data o k fadcich, LL log—vérohodnostni funkce, 6 MV odhad
parametri rozdéleni a D dimenze prostoru parametrii. Podle [Nea03] (po-
drobnosti v [Mee97]) je vybér modelu za pomoci AIC/BIC asymptoticky
konzistentni.

Jak jiz bylo zminéno, problémem je obrovsky pocet moznych grafi (a
tudiz i modeld). Je tedy tfeba zvolit néjakou vyhledavaci strategii. At jiz
postupné odebirani (resp. pridavani) hran z uplného (resp. prazdného) grafu
nebo stiidavé pridavani, odebirani (a u DAG obraceni sméru hran) podle
toho, co maximalizuje nejvice nariist hodnoty kritéria. Tyto algoritmy sice
mohou byt asymtoticky konzistentni, nicméné pri vétSim mnozstvi veli¢in
a redlném mnozstvi dat (viz avod) je Sance na uréeni spravného modelu
pomeérné mala.

4.3.1 Gaussovky reprezentovatelné modely

Do této chvile jsme predpokladali, ze data skutecné pochdazeji z rozdéleni,
jehoz ptislusny nezavislostni model je graficky. Jak vsak bylo zminéno v
tvodu tento predpoklad je sice nezbytny (uz jenom kvili superexponen-
cidlné rostoucimu poctu vsech nezavislostnich modeli), v praxi ¢asto ani
nezminovany, nicméné na prvni pohled obtizné ospravedlnitelny.

V tomto oddile si nejprve ukdzeme, ze trida UG grafickych modeli je
prirozenou volbou ve smyslu, Ze jsou to pravé ty gt-reprezentovatelné ne-
zavislostni modely, které odpovidaji exponencidlnim rodindm. Nasledné se
pokusime naleznout algoritmus pro vybér modelu a identifikaci parametri
v piipadé Gaussovsky reprezentovatelnych nezavislostnich (ne nutné gra-
fickych) model. A konecné, v simula¢ni studii srovhdme odhady zaloZzené
pouze na grafickych modelech a na vSech g't-reprezentovatelnych nezavis-
lostnich modelech. Bez ijmy na obecnosti se omezime na regularné reprezen-
tovatelné modely, nebot u ostatnich ptripadi lze z varianéni matice snadno
urcit funkéni zavislosti mezi velicinami a prevést tlohu na vybér a hledani
parametri u prislusného regularniho podvektoru.

Pro kazdy neorientovany graf G je Zyg(G) gt —reprezentovatelny (dikaz
v [Lné05]) a navic, jak jiz bylo zminéno v predchozim oddile, je rodina
rozdéleni Py+(Zye(G)) exponencidlni. Toto tvrzeni lze vSak i obratit, jak
ukazuje nasledujici lemma:

Lemma 36. Necht [ je g —reprezentovatelny nezdvislostni model a Py+(I)
je exponencidlni rodina. Potom existuje UG G takovy, Ze I = Tyq(Q).
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Diikaz. Diikaz lze nalézt v [Sim06c]. Myslenka viak pochazi od F. Mattse.
U

Omezme se nyni az na g*-reprezentovatelné modely nad N = {1,2,3,4}.
Tento predpoklad budeme do konce kapitoly pro zjednodusSeni vynechavat,
protoze s zadnymi jinymi neZ gt-reprezentovatelnymi modely nad ¢tyfmi
velicinami pracovat nebudeme. Nejsnazsi zptisob, jak vybrat obecny neza-
vislostni model pro dané data X o k radcich, je pochopitelné otestovat vsech
24 elementarnich nezavislosti.

Pokud ale chceme omezit chybu omylem pridané nezavislosti na hladinu
a = 0,05 musime (p¥i Bonferroniho korekci) jednotlivé testy provadét na
hladiné 57 = 0,0021. Silu testu je mozné optimalizovat, jestlize vyuZzijeme
toho, jak jsou jednotlivé nezavislostni modely do sebe ,,vnoreny“, a zvolime
sekvencni strategii vybéru modelu.

Druhou moznosti je vybér modelt a urceni jeho parametri na zakladé
AIC/BIC. Odhad stfedni hodnoty je pro vSechny modely stejny a to

k
1
lg = — Xba, =1,...,4.
H kbz; b a

Varian¢ni matici 3 parametrizujme jako

011 0 0 0 o11 0 0 0

B 0 o9 0 0 0 o090 0 0
%= 0 0 o3 O 2 o33 0 |’

0 0 0 044 0 0 0 044

kde
1 pi2 pi3 pua
>, = par 1 paz pos
P31 ps2 1 pa;
pa paz paz 1

Odhady parametri o;q, ..., 044 ziskdme jako klasické MV odhady rozptylu
jednotlivych velic¢in, tedy

k
1
2 <2
Uaa—gg (Xpa — [10)?, a=1,...,4.

b=1

Zbyva nalézt MV odhad parametri z ¥, vhledem k nezavislostnim omeze-
nim prislusného modelu.
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V nékterych pripadech bude snadnéjsi parametrizovat nikoli variancni
matici, ale jeji inverzi 37! p¥i analogické triku s pfevodem na matici s jed-
nickami na diagonéle jako vyse, tedy oznaéme ;' = (04j)ij=1,..4-

Pripomenme, ze

LAGEe = |Bucecl =0 = [(Eumacrsviac)| = 0.

Nize jsou navrzeny parametrizace pro modely typi M1-M53 z obr. 2.3,
str. 39:

M1) p12 =0

MQ) P12 = P14pP24

__ P14p24+P13P23 —P13P24P34—P14023P34
MB) prz = 1—p3y

M4) P12 = 0 P13 = _ p1a(p23psa—p24)

P24P34—pP23

p23(1—p2,)+p13p24p1a
P24

p12 =0, p3g =

= =
~N
~— N~ N~ N N

p12 = 0, p34 = p13p14 + pP23pas

p12 = 0, p34 = prapi3

M8) pi12 = prapaa; pss = praprs
M9 812 = 07 a34 =0
Ml()) P12 = PraPos, P13 = 034P23 02403 4 — P23 024 — P34 034034

P14(1_P%4)
M11) p12 =0, p23 = pPaspsa
M12) pia =0, p3s =0

M13) P12 = P1aPaa, P13 = P22

P23

pra(1—p3,—p3,+p23p2ap34)
p34—p23P24

M14) P12 = P14pP24, P13 =
M15) P14 = P13P34, P12 = P24P13P34
M16) 814 - 07 823 - 0, 812 = _ 013024034

1-02,
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P12
P12

P12

Or2
P12
P12

P12

P12
P12
P12
P12

P12

P12
O3

834 = 07 812 = a146247 a13

P12
Or2

P12
P34

P12

P12

_ P34(1*P%3)
P24

o p1a(1-pT3—p3;)
p13p23

p23(1—pi,)

P14P24

023

_ paapra(1—p3y)
p13(1—p1y)

__ P23p24

P14

_ 1*/)%4 *P§4
p24P34

=0, p1a = p13pP34, P23

=0, p3a = p13p14, P24

=0, p34 =0, p13=—

=0, 034 =0, Oyy = — %

=0, p3a = p13p14, P23

=0, p3a = p23pas, P13

=0, po3 = paaps4, P14 = P13P34
=0, p34a = pazpaa, P1a = P13P23P24
=0, p1a = p1apsa, P23 =

= P14P24, P13 = plﬁfgma

=0, p1a = p13P34, P24

P34 = P23P24

_ p23(1—pispis)
P34 (I*Pfg)

= P14P24, P23 = P14P24P135 P34 = P14P34013
O1a = 0, O1g = 013043, O34 = Oa304

=0, p34 =0, pi3

P14p024
P23

= 0; 814 - 313334; a12 = 313334324

=0, p23 =0
=0,003=0

__ 014024

Oo3

=0, p34 =0, p13 = £po4, p1a = Fpa3

= pa3P24, P12 = TP23P24, P13 = TP24, P14 = Tpo3

=0, pa3 = paapss, p13 = £/1 — p34, P14 = £p3ay/1 — P34

=0, p1a =0, p23

_ P24(1*P%3)

P34

75



M39) p12 =0, p2s =0, p13 = p1apss

Oy =0, 024 =0, 013 = 612%;38%4)

O1a =0, Opg =0, 012 = 013003
P12 =0, p13 =10, p3 =0
D12 =0,013=0,053=0
p12 =0, pa3 =0, pra = p13psa

p12 =0, pa3 =0, p34 =0

p12 =0, p13 =0, p14 =0

p12 =0, pa3 =0, p13 =0, pa =0
O12=0,013=0,03=0,014=0
pr2 =0, p1a =0, p3 =0, p3a =0

)
)
)
)
)
)
M46) D1g = 0, Oy = 0, Sy = 0
)
)
)
)
) P12 =0, p13 =0, p1a =0, pa3 =0, p3s = 0
)

P12 =20, p13=0, p1a =0, p2as =0, pas =0, p34 =0
M53) saturovany model (zadnd omezeni)

Pro maximalizaci log—vérohodnosti funkce a nésledné urceni hodnoty
AIC/BIC je vhodné vyuzit optimaliza¢ni algoritmus néjakého numerického
softwaru (napf. funkci optim v [RDO05]). Dimenze prostoru parametri D je
14 bez po¢tu nezavislostnich omezeni (to jest rovnic, nikoli vztahi) pro dany
model. Naptiklad pro model M11 je D = 14 — 2 = 12, nebot mame omezeni
na oy a 0g3.

Otazkou vsak zustava, zda optimalizaci skute¢né nalezneme maximum
log—vérohodnostni funkce. Tak tomu jisté bude u UG modeli, nebot tyto
(diky lemmatu 36) vedou na exponencialni rodiny, kdy je log—vérohodnostni
funkce konkavni. Vyhovujici algoritmus existuje i pro zakfivené exponen-
cidlni rodiny (viz [Lau96], str. 272). Nevime vSak, zda jsou rodiny piislugné
modelim M1-M53 skutec¢né zakiivené exponencidlni.
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Na okraj zmifime, Ze za pomoci ¢lanku [Drt06] 1ze zkonstruovat postacu-
jici podminku pro ovéreni, ze dana rodina je zakfivené exponencialni. Teorie
se opirda o algebraickou geometrii a vypocet je proveden v programu Sin-
gular, [GPS05]. Av8ak pro modely typu M4, M13, M20, M21, M22, M25,
M26, M30, M35, M36 a M37 nebyla tato podminka splnéna a presvédceni
o funkénosti maximalizacnich algoritmii pro tyto modely je zalozeno pouze
na empirii.

Odhady varian¢ni matice a algoritmus vybéru modelu na zdkladé BIC
kritéria jsou implementovany v prilozeném balicku pro statistické prostiedi
R. Vybér spravného modelu trva v prostiedi Windows na notebooku Inspi-
ron 1501 (AMD Sempron 3500+, 1800 GHz, 1 GB RAM) kolem 9 minut.
Uvédomme si, ze velikost dat neni pro slozitost vypoc¢tu smérodatnd, nebot
postacujici statistikou je bézny odhad parametrii pro saturovany model (tj.
bez nezavislostnich omezeni).

Validita algoritmu byla ovéfena nasledujici simulaci:

1. Pro kazdy z 53 typ( zvolime jeden model, oznacme jej I, a ndhodné

nagenerujeme variancni matici s timto modelem korespondujici, ozname
Jv.

2. Nagenerujeme data z normdlniho rozdéleni s varian¢ni matici V' o k rad-
cich.

3. Na zakladé AIC/BIC kritéria vybereme jeden z 629 nezavislostnich modeli,
oznacme jej J.

4. Zjistime, zda-li I a J jsou shodné. Paklize ano, nazveme identifikaci mo-
delu Gspésnou, ve vsech ostatnich pripadech neispésnou.

Zdturaznéme, 7e je lhostejné, jak pri simulaci zvolime parametr stredni
hodnoty, a ze bez Gjmy na obecnosti miizeme brat varian¢ni matici s jednic-
kami na diagonale. Kéd pro R vypada néasledovné:

I<-ind.identification(type=testovany.typ)$model
V<-ind.rgauss (model=I)

data<-generate.data(V,k)
J<-model.selection(data)$model

if (I==J) print(’Uspech’) else print (’Neuspech’)
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Obréazek 4.7: Uspésnost identifikace modelu na zakladé AIC a BIC.

Celou simulaci jsme opakovali pro kazdy z 53 typu a kazdou z 15 riznych
velikosti dat k celkem ctytikrat. Graf primérné pravdépodobnosti tspésné
identifikace podle AIC/BIC v zavislosti na log(k) mizete vidét na obr. 4.7.
Dale se tedy budeme zabyvat pouze timto kritériem. Pokud daty prolozime
primku, I1ze odvodit pomocné pravidlo

P(aspésné identifikace) =~ 0,23 - log,, (k) — 0,24.

Chceme-li tedy mit pravdépodobnost tspéchu nad 80%, jsou k tomu tieba
data o alespon 40 tisici radek.

To, ze nezvolime spravny model, nemusi nutné znamenat, ze bychom do-
stali Spatny odhad varian¢ni matice. Pokud je napt. korelace mezi dvémi ve-
licinami 0,000001 a my mezi nimi predpokladame nezavislost, nedopoustime
se zjevné velké chyby. Vzdalenost mezi skutecnym a odhadnutym rozdélenim
budeme mérit tzv. Kullback—Leiblerovy divergenci

JPSE v o e
DIV (. V.75, V) = 5 <log (H) e (V) o (= ) V= ) n)

kde ,u,V,ﬁ,‘/} jsou po tradé parametry stfedni hodnoty a matice rozptylu
prvniho a druhého rozdéleni, n je pocet slozek vektoru (tj. v nasem piipadé

n =4), tr je stropa matice.
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Odhad budeme povazovat za tim ,lepsi“, ¢im nizsi ma primeérnou Kull-
back-Leiblerovu divergenci pres 53 moznych typi modeld. Nyni tedy ko-
necné miuzeme srovnat odhad bez nezavislostnich omezeni, odhad zalozeny
na zakladé grafického modelu maximalizujiciho BIC, odhad zalozeny na za-
kladé nezavislostniho modelu maximalizujictho BIC a odhad, kdy je ndm
skutec¢ny nezavislostni model znam:

1. Pro kazdy z 53 typ( zvolime jeden model, oznaCme jej I, a ndhodné
nagenerujeme varian¢ni matici s timto modelem korespondujici, ozname
Jv.

2. Nagenerujeme data z normdlniho rozdéleni s varian¢ni matici V' o k rad-
cich.

3. Spotitame odhad varianni matice v saturovaném modelu a oznaclime jej
Vo. Na zdkladé BIC kritéria vybereme nejlepsi graficky model a pfislusny
odhad oznacime V;. Analogicky vybereme nezavislostni model a prislusny
odhad oznacime V;. Odhad varianni matice pro nezavislostni model /
oznacime V3.

4. Spotteme Kullback—Leiblerovu divergenci mezi V na jedné a V, a2 Vs na
druhé strané.

Kéd pro R by vypadal nasledovné:

I<-ind.identification(type=testovany.typ)$model
V<-solve(ind.rgauss (model=I))
data<-generate.data(Sigma=V,n=k)

V0<-ind.mle(data,type=53) $Sigma
SEL<-model.selection(data)
V1<-SEL$gSigma

V2<-SEL$Sigma
V3<-ind.mle(data,type=I)$Sigma

DIVO<-kl.div(V,V0,inv=FALSE)
DIV1<-kl.div(V,V1,inv=FALSE)
DIV2<-k1.div(V,V2,inv=FALSE)
DIV3<-k1.div(V,V3,inv=FALSE)
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Celou simulaci jsme opakovali pro kazdy z 53 typt a kazdou z 11 riznych
velikosti dat k& celkem ctytikrat. Vysledky je skutecné obtizné graficky zna-
zornit. Vezméme odhad pro saturovany model jako referen¢ni a spoctéme, o
kolik jsou jiné odhady lepsi ¢ horsi. Primérné!? rozdily divergenci v zavis-
losti na log(k) mizete vidét na levé strané obr. 4.8, detail na témze obrazku
vpravo.

Trimmed Mean Detail
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log(k) log(k)

Obrazek 4.8: Saturovany model plna ¢ara, graficky c¢arkovand, nezavislostni
teckovana, skute¢ny nezavislostni ¢erchovana.

Pokusme se vysledky simulace interpretovat:

1. Odvozeny odhad varian¢ni matice odpovidajici nezavislostnimu mo-
delu maximalizujicimu BIC lze doporucit pii rozsahu dat do 10 tisic
radek. Nad touto mezi jsou si jiz vSechny odhady podobné.

2. Odhad zalozeny pouze na grafickych modelech dava pro data o méné
nez tisici radkach velmi neuspokojivé vysledky. Ve vSech pripadech je
horsi nez odhad zalozeny na vSech nezavislostnich modelech.

3. Odhad odpovidajici skute¢nému nezavislostnimu modelu dava (vcelku
pochopitelné) nejlepsi vysledky.

10 Abychom odstranili extrémni piipady, pouzijme ofezany primér s parametrem ofezu
20%.
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4. Pro to aby se mélo cenu pokouset o vybér z 629 nezavislostnich modeli
a hledani toho skutec¢ného jsou potieba data o desetitisicich, ale spise
statisicich pozorovani.

S trochou kreativity lze uvedeny postup vybéru nezavislostniho modelu
na zakladé BIC aplikovat i v jinych pripadech. Jak jsme jiz zminili, po-
stacujici statistikou pro prislusné odhady je bézny odhad varian¢ni matice
vzhledem k saturovanému modelu. Mizeme tedy odhadnout nejprve vari-
anéni matici néjakym jinym zptsobem (napf¥. pouzit néktery z robustnich
odhadii) a vybér nezavislostniho modelu aplikovat az ex-post. Vyse uvedeny
postup lze tedy chapat jako jistou korekci osetiujici mozné podminéné ne-
zavislosti.

Podobné jestlize je nahodnych veli¢in vice nez ¢tyti a zapiSeme-li si in-
dexovou mnozinu N jako sjednoceni ¢tvetic

N = U{CLD ay, dg, a4},
i

takové, ze kazda dvojice riznych prvkia N se vyskytuje v alespon jedné této
¢tverici, potom na tyto Ctverice mizeme aplikovat standardni odhad na za-
kladé nezavislostniho modelu maximalizujiciho BIC. Kazdy prvek varian¢ni
matice je odhadnut diky predpokladu alespon jednou, v pripadé vice odhadi
pro jeden prvek pouzijeme primeér. Nemame vSak zaruceno, ze dostaneme
pozitivné definitni matici.

V nékterych pripadech mize byt vyhodnéjsi odhadovat nikoli varianc¢ni
matici, ale jeji inverzi. Zalezi na tom, zda se domnivame, Ze se ndm budou
v datech vyskytovat spiSe nezavislosti typu & 1L&;,&1LE; |k, &1LE;|€,; nebo
L& 1Enij &iALE 1€ g §iLLE 1€ mijne- VYSe uvedené postupy je tieba uzi-
vat s opatrnosti a o rozumném chovani odhadi se diikladné ujistit za pomoci
simulac¢ni studie ¢i vyc¢lenéné kontrolni skupiny.

Priklad 5. Uvedeme si ryze prakticky priklad. V chovu hospoddrskiyh zvirat
je snaha o soustavné zlepSovani efektivity. Hodnota zvirete pro dany selekcni
cil se urcuje pomoci tzv. selekéniho indexu I. Ten je roven linedarni kombi-
naci dangch vlastnosti pro konkrétni zvire € = (xq,...,2,) s koeficienty
b = (by,...,b,) zdvislymi na ekonomické hodnoté a genetickych paramet-
rech techto vlastnosti. Pro b plati vztah P -b = G - v, kde P je kovariancni
matice pozorovanych vlastnosti (fenotypovd variancéni matice), G shrnugje
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genetické vlastnosti téchto znaki (genetickd variancni matice) a v je vektor
ekonomickych hodnot.

Urcovdanim geneticke variancni matice a ekonomickych hodnot se zde ne-
budeme zabyvat. Nasim cilem bude odhadnout fenotypovou variancni matici.
Tento odhad musi byt velmi presny, protoZe se od néj odviji kvalita celého
Slechtitelskeho procesu. Zakladem musi byt znalost hodnot sledovanych vlast-
nosti u co nejuetsiho reprezentativniho vzorku jedinci a nasledné co nejlepsi
odhad variancni matice.

V nasem priklade se budeme zajimat o pripad slechéni byku ceského stra-
katého skotu. Zakladem jsou informace o bycich z let 1960 — 2006 z datové
banky pripravované Ceskomoravskou spolecnosti chovateli a Plemdat s.r.o.
Vlastnosti zahrnuté do selekcéniho indexu jsou primérné mnoZstvi nadoje-
ného mléka za laktaci u dcer (v kg), mnozZstvi tuku v tomto mléce (v kg),
procento tuku v mléce, mnozstvi (v kg) a procento bilkovin v mléce a ddle té-
lesnée vilastnosti byka, tedy jeho vyska v kohoutku, vyska v krizi a délka trupu
(v em). Viechny tyto hodnoty jsou vyjddieny jako odchylka od primérné
hodnoty v populaci. V databdzi je vsech téchto osm vlastnosti zaznamendno

u 2063 byki.

Data st rozdelime na experimentdlni skupinu o 1800 bycich a kontrolni
skupinu o 263 bycich. Indezovou mnoZinu N = {1,2,3,4,5,6,7,8} lze zapsat
jako sjednoceni 10 ctveric: {1,2,3,4}, {5,6,7,8}, {1,2,7,8}, {3,4,5,6},
{1,3,6,8}, {2,4,5,7}, {1,4,6,7}, {2,3,5,8}, {1,2,5,6}, {3,4,7,8}. V ex-
perimentdlni i kontrolni skupiné odhadneme parametr variancni matice a
to jak v saturovaném modelu, tak za pomoci nezavislostnich modeli, jak je
popsdano vyse. Odhady pro 1800 pozorovani jsou si zjevné velice blizké, sou-
stredme se tedy na odhady pro kontrolni skupinu. A zde s potésenim zjistu-
jeme, Ze odhad na zdikladée nezavislostnich modelu ma nejen niZsi divergenci
k obdobnému odhadu v experimentdlni skupine, ale dokonce i k odhadu pro
saturovany model (byt o méné nez 0,0001). Zdd se tedy, Ze odhad za pomoci
nezavislostnich modelu by mohl byt pro tento pripad vhodny.

Pro praktickou konstrukci podobnych odhadi by vsak bylo potieba vy-
razné snizit casovou naroc¢nost hledani modelu. Toho by snad bylo mozné
dosahnout za pomoci prepsani programu do jazyka C, ¢astecné algebraické
namisto ¢isté numerické optimalizace (vypocet gradientu) a odstranénim
opakovanych vypoctli a prenosi dat. U typd modeli, které odpovidaji ex-
ponencialnim ¢i alespon zakrivené exponencidlnim rodindm, je zajisté jesté
velka rezerva.
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Zaver

Cilem této prace byl za prvé stru¢ny tvod do problematiky podminéné neza-
vislosti a grafickych modelid a za druhé podrobny rozbor zndmych vysledki
reprezentovatelnosti nezavislostnich modelt nad ¢tyfmi (a méné) ndhodnymi
velicinami a jejich dalsi rozsiteni. Nakolik byl tento kol splnén nechavame
na posouzeni ¢tenari.

Krom odpovédi nabizi tato prace i velké mnozstvi zajimavych otazek.
Jednak se jednd o problémy racionalni reprezentovatelnosti a vztahu mezi
regularné gaussovsky a kladné binarné (potazmo diskrétné) reprezentovatel-
nymi nezavislostnimi modely zminénymi na konci kapitoly 2. Déle o otevie-
nou otazku kladné diskrétni reprezentovatelnosti 12 modeli, jejiz zodpové-
zeni je nutné k potvrzeni ¢i vyvraceni hypotézy z kapitoly 3. Nasledné o lepsi
porozumeéni, softwarovou implementaci a popularizaci Gaussovskych rodin
rozdéleni z kapitoly 4. V neposledni radé se zda byt lakavé koncept podmi-
néné nezavislosti (a tudiz i reprezentovatelnosti) rozsitit na obecné ndhodné
veli¢iny, resp. o—algebry (viz [MR84] a [PS85]) nebo dokonce na obecné (ne
nutné konecné) miry. Plati i v tomto pfipadé, ze reprezentovatelné modely
nelze kone¢né charakterizovat?

Vérim, ze predchozi ¢ast pojednavajici o konstrukci odhadta zalozenych
na nezavislostnich modelech by mohla byt zajimava i pro vyzkumniky v ob-
lasti aplikované statistiky. Pokud predpokladame, ze podminéné nezavislost
neni jen teoreticky pojem, ale i jev vyskytujici se v redlném svété, potom
pro tuto teorii existuje dle mého nazoru Siroké uplatnéni.

Pro snadnéjsi vyuziti dosazenych vysledki jsou nalezené soubory nezavis-
lostnich modeli vzhledem k rtznym distribu¢nim ramecim spolu s popisem
prislusného formatu a procedurami pro snadnou manipulaci prilozené na
CD. Zde také naleznete bali¢ek pro prostiedi R, v kterém jsou implemento-
vany odhady parametri regularniho Gaussova rozdéleni popsané ve ¢tvrté
kapitole. Dotazy a pripominky k této praci posilejte na adresu

simecek@gmail.com.
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