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�������� ����� ������ ������	�� ����� �� ��������� ���
���� ������ ��������� � ���	���� 	������  ��� � ����!��� "�!� #����
��
��$
���� %��� � �!�� ����	� &���� ���� �� �����' � �(���	���'� )��
���*�+ )' �� ����� ��� ���� �������� � ����!,	 � -."/ /0 1� � 23��
�## 42 �� ������� � �����������

3��+��
���� �� ���	 ���� ������ �� ����� ������ ��	����� � �*+����� � ���
����	 ������*�+ ���	��,� ���+����	 �� ���,� �����	 ������

0 3���� ��� 56�  ����� 7889
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� ���	
��� ���� �
5�5 3��	����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;
5�7 <�������� �������� � )������ ��������� � � � � � � � � � � � � 55
5�6 ������������ 	����' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5;
5�= %+����������� (��' �������������+ 	����, ��	��� �����	�

�������*�+ 	����, � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 75

� �
�������� ����������
��	�� �������	����� ����	� ��
7�5 ��!������ <��������� ���������������� � � � � � � � � � � 7>
7�7 ?)���� <��������� ���������������� � � � � � � � � � � � � 7;
7�6 "�@���� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 66
7�= ���A������ ���� �� �+����������� � � � � � � � � � � � � � � 6B

� ��������� 
 ������� ����������
��	�� �������	����� ����	� ��
6�5 3������� )������ ���������������� � � � � � � � � � � � � � =7
6�7 ?)���� �������� ���������������� � � � � � � � � � � � � � =>
6�6 3������� �������� ���������������� � � � � � � � � � � � � =C
6�= ���A������ ���� �� �+����������� � � � � � � � � � � � � � � B6

� ��
 !�� �������	����� ����	� "#
=�5 .����� !��@, � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >8
=�7 3���������)����� ��������� ��� !��D��*	� ������������	�

	����' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >B
=�6 E������ 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 95

����� ��

7



$���� ��!�% ������������ 	����'
&����% 3�� :�	� ��
'
����
% 2����� ����������)���� � 	��	����� ������'
(����!� ��!�% ����� ����� �����*� �����
)�
�	 �����!�*� ��!�% �����'F����������

&����
��%�,������ ��� ��� ����� ���+������� �� ���� ���� �� �)��� !���
D��*�+ 	����,� ��� 	��+����	���� ����������)����� ��������� �� �(�(��
���� � ������������ �����(�� G���	���� ������ ���+������� �� H� 3����� ��
����� ����������������� ����*�+ ������ ��)��� ��� ���� �����	' ����
	����*�+ ����������� �A����� ��������� ���I����� '� � ����� '� �������
������ .�� ����� �+����� ���	� �*�����' � ���� �� ���
�(��� � �������� ������
)� ���+ ��	���+� G�	�(�	� �� �(����
�	 �� �(����  '( ��+���*�+ ���� ���
��' �������	� ����� ����������������� ��� �)���� <������� ���������
J��)������ �*������ �� &���� �'K � �������	�  ��� �� (�
��� � �(����� ����
�����+� � )������+� ���������� �� ����� �'�����	� �������� �*�����' ���
�������� ��+��� ������ �� 	���� � �(����� ��!������+� <������� ����������
'	�+��� �	��
% ���	����� ����������� !��D��� � ������������ 	����'

,��	�% "����������� 	�����
&��*��% 3�� :�	� ��
��
������% �����	�� �@ ���)�)���' ��� 	�+�	����� �������
-��������% ����� ����� �����*� �����
-��������. � ��
�	% �����'F����������

&����
!�% /� �������� ��� �@ ���)�)������ ��������! �� +� +���' �@ !���
�+���� 	����� ����L��! � 	��������� ���)�)������ �����)���� L�+ +�
������������ �������� /� ��������! M������ ���!�����' ��	��! @��	 H�
3���� �� +� ���)��	 �@ ���)�)������ ���������)���'� ���� @�� L+��+ ���� �@
���������� ������������ ��������� +��� �A��� � �����	 ����� ����@'��!
+��� ��� ���' +��� �������������� "� +�� L��� +� ���L� ������ ��� �������
�� ��� +� ���)��	 �� @��+�� ������ �� ������� �����)������ @��	�L�����
.+� @���� �� ����������' �� � ������� ���� �@ @��� �����	 �����)��� L+��� +�
������� �� @���� @�� � !������ <������� �����)���� J�A�����! +� �����
�@ �� &���� ��K ��� �������' @�� ������� ��� )����' �����)������ / +�
��� +� ��+����� ������ ��� ���� � ������ +� �������� 	���A ���	��� ��
� ���� �@ ��!���� <������� �����)�����
'�� /����% ���������� ������������� !���+���� ��� ������������ 	�����
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N/ �  �	� �� � ������ ��)��� �� �� ����
OP )'� ����� ���* ���	 ������
���� ��*�+���� �� ��*�+ ����!,� ��� ��� �������� �� �� ����� ������I
������	�� �� )��� �	��	 �� ������

0 ���������� ������� ��  ��� ������	� � �(�����	� �� ���� N������
���P �� �')���� ����� N�)��)����P 	��� ��������� 	��� ���	� ���� ���	� �
� �� �(����
�* �� JQ��� χ�Q�� � �����!�� ���+ �)�����+ m× n� � � � K�
���* �������� )�� ���	'��� ���������� .����  ��� ���+��� � ���������
����*�'� ��� )' ��)'�� �+���� �(� ����	��� ������� ��������� ��+����
�� ����� ���
� �,����� @����'� .��� �(���� N���	���������� ��'����	�(�
��������P �
�� ���� � �)������	 �*�����,	 ���� �� ���(��	��� �����*�+
��)���, � )'� ����	�+�  ����
�	 ��	����*	 ���+��,	 ��+� �)'������
�� ���	���� �����	��� ���' ������� � 	��, �(����+� ���� ������ ����  �
�������� ��  ��� ���� �� ���� �����

3�	��� 	,�� ������� �������� ��	�(��� �� 	������ �*���	�� ���
���(� R���88S� ��� ��� ������������ � ���
� ���+����� ������� ��� N���	��
���� ����������� ��+���*�+ ���� ��P ������ ���
�(��� N��������P �����������
���	� �� ���������+ ����, ����������)���� � 	'
������ �� ��� ��+����
���� ��' �� ����� ��������*	� ������ ��'� ������	� ��@��	��� � ���� ���
(��� �� ����� ��+��� ��������+� � �������� ����� ���� 	� �
�� (���
$������

3���� �� ����� ���� ��� ��+���� ���� ��' ξa � ξb ���	����� ���������
���� JξcKc∈C J��� ����� �� ��������*	�� ����� ��� ���	� +����� ���)���
���� �� JξcKc∈CK� ���	 ���� ���� ξa � ξb ���	����� ���������� � ��'� ����
	���� �	���	� �� JξdKd∈D� ��� D ⊇ C J��� D ⊆ CKO 2�' ������������

�����������	
� 	�� �� ��	�� ������ � ���
 ��� �
�� ���� ��������
����� �����	����	� ��� ������� ��� !"#$� %�� �� ����& ���	' ���� ��������� 	�����

��� �(���'�� 	��� �� ������) 	��(��	� ��*�� �*�(��
�+��� �� �������' ���� �� �� ����* �����	' �����(��'� � ��	�� ,���� �� ���*� �������	

� ������ �����	���'�

=



������ �'��*�� � ������� ���*�+ �������������+ ������O &�� �� ��������
����� �������
� �+�����������  � �A��	������ ������I �(� �	�����	 ���
 � ���� ��O .� )��� '� ������ �� ��� �� )���	� ����� � �� ����� ������
������T�

1��� ��� ��������+�� �(���������	�� �� �� �� ������������ �������
	��� ��+���*	� ���� ���	� ��)���� ���!��	�	 J!��@�	K� � ��	� )��' J���
�+��' !��@�K ���������� ��������*	 ���� ���	 �  ��'  � 
���' J����������
 � ������������ +���'K �(�	*	 ���������	� .������ N���!��	'P 	��� ���
��������������� �*+��� � �� �� ���� ������ ���+������� � ��� ������ 3��
����� (��� 	����, �� ���� ����� N!��D��� 	����'P�

<��D��� 	����' ���
�' �� 98� �� 	�����+� ����� )��(���*	 �*����	
� ���� 	��� �������� � (��� ����
�*�+ �)����� ���� ���� �� ����� �����
�A����� �'��	' J��� R%&��CCS� ���!��	 E�!�� ���K � �'��	' ��� ����
���� ���+������� J�����	 �������� �� ����� R%<EC>SK � �� ����� ���+�
�*�� ��� U�'������� ������� J	���� ������ ���!��	� V��U4<�� )����
 �� �%�%���� ��� � ���K � � ��������� �� �� ������������ (� �� �)�����
����*�� �A�� �������� � )����@��	���� J��� �(�+��� ��� RH��8=SK � ��)*����
������� � �� J��� R%��87SK�

����� � �������

3� �	� ���
� ��@��	����	 $���� ���������  '(� ������'� 0 ����� � ���+
������	� �������� ���	' ���� ���� ���	����� ����������� ���� ������� � ���
������� �� ���������	 �����)� ��	 ��	��� ������������ 	���� J����� �(��
������ �����	 �������������+ ���+,K� ���������������� �������������+
	����, � J��K�A������ ���� ���� �� �+������������ 0'�	� �����*�+ ��+�
����*�+ ��������� ���� �� ��)������ ������� ���	����� ����������� �� �)���
��� �� ���� ��!������ <������� ��������� J&�		� BK � ������ �� ����	����
���� )������+� ��������� � � �� �������� ������� ��� ���	������ ����������
��  �� ���)��+��� ���!������ �*�����'�

0 ���+� ������� �� ����(���	� �� <���������� ���������������� ���
�����������+ 	����, ���  '(	� ���� ���	� ��)��� ���
�(�	� �*������ �� &���
�� �' ��� ��!������ <���������� ���������������� R&��8BS �� �)���* �(��
��� J��)�������� � R:�	8>)SK� �� ����� �� ��	��� �����!���� 	'
����'
���� � R��C7S ������	�� �� ��� <���������� ���������������� ����� ���
�� �� �+����������� �� �	'��� �����	� �������*�+ 	����, J��)��������
� R:�	8>�SK�

B



.(�� ������� �� ��	�(��� �� �������� ���������������� �����������
���+ 	����, ���  '(	� ���� ���	�� H��� ��� �+���' ���	� �*�����' #�
��$
� � �� ������+� J��� R��C9S � R�UC=SK � ������� ���
�(��* �	'�
� �� � ��� ��������������*�+ 	����, J��)�������� � R:�	8>�SK� ����
�� ���������� ������ ���� � �*
� �	����*�+ �������� ��������������
�*�+ 	����, ���� � �������� ���������������� 3��  '(� ���� ��' �� �� ���
+���� � ����� 	��� �'������� +'������ �� +���� 	�� �� ���� �*	 �� �	
��+� 	����,� � �� ��� 57 	����,� � �����+� ����������������� �� (�)�
���+������ �)' +'����� )'�� ��������  � �'��������

0�  ��� ������� �� �����	� ������� '� �*�����' � ����� !��D��*�+
	����,� H��� �(���	���' �������� ���	' � ����� !��@,� �������������+ ���
�����������+ 	����, � ����������)������+ ���������� 3�� ���� �(��+���+�
�� �)��� 	,�� )* ���� �� ����� �� ���� ��� ��� ����� �  ��� �,���,� ���
���� ���� ��' ���� ������� �������� �����	� ��+����� �� � �� �������
�� 	���� � �����D���� ��+� ����	��' J �� ��)�������� � R:�	8>�SK�
3���� ����� ��� ��	��� �� ����� �� �(����� <������� ��������� ���  '(	�
���� ���	�W H� �������� �� �(� 	���	 �� � ���������� �� �����D���� ����
� ��+� 	����� ������������)��� ������� �� �� ��+�� ������ �� 	�����
��' �+����� ��+��, �������*�+ ����� �� !��D��*�+ 	������+ �� �+������
�����������*	� ����� ���� �� ��������� !��D���	� 	����� �����������
?�+��' �������� �� �������������+ 	������+ �� �� �
��+ �(������+ ���+��
������ �+����� �����

0�
���� �����	' �������������+ 	����,� ������ � ��������' ��� 	����
������ � ��	� � �Q)��� �� ��� �*
� �	����� ��+��' ��� ����� �� �(�������	
%��

3����� �)����� ��������*�+  ��� �A� �� ��	���� �,������� � ���
�(���������� �� �+���  ���(, �� ���� ���)��	���' �� )��� ���	����'
��
� � ��� 	������* � ���+ )��� 	� ����	 �������� �� �� ��� �� ������
������ ���	 J����� ��������*K �����	 ������ ���� ��� �� �����  ��� ��+��
	����' �� ��� N����� � ������P ��������� �� �)�� 5�

G� �� ����	 �� 	'
��� ���� �(��+��� �� �� �)����� ���* �� ����� �
�'�+���� ���)��� ��(�)�� �����	 ��@��	��� � ���	����� ����������� �
!��D��*�+ 	������+�

3���� ��* ������� �+�� �A� �� ��� � ����� !��D��*�+ 	����, ��)(�
�)����	�� � ����	��� ��� ����� �����)���� ����� �������������+ 	����, �
�����+ ������������������ / ��� ������� N�A���,P� ��� +������ ����� ����
� ���!������ �*�����'� �� �� ��� �������� ���!�����

>



?)����� 5W H��  �� �� ������
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0 �� ������� �����	� �������� ��D����� ������ � ���	'� � ���*	� ��
)���	� �� �)'�� ����� ������ � �� ���� )���	� ��������� 1���( 	��
���� �������� ������� � ����������)���� � ���	����� ����������� �� 	,��
�(���� �� �(������ �� �	��� �� �����' 5�6 � 5�=�

3(��	��	 ��
�+� ����� )��� ��*���0 ������ ��)��� ���)�� ��+���
�*�+ ���� �� ξ X JξaKa∈N ����A����* J���� ���K 	������� N X {5�7�. . . , n}
� ��)*������ +���� � R

n� �������� ��������� �+�� ������ )���	� ��� �
���	���	 P � 3���� 	� �� ��������� ������� �, � ����� ������� ��� ��
���� σ−���� �� 	�(� µ� )���	� �� ��� � fJxK� 3�� ���	������ ����A���
	�����' A ⊆ N ��D����	� �������� ξA ���� ξA X JξaKa∈A �� ��������
ξ∅ X 8 J�������K� /����!���' )���	� �+��� 	��!������ ��������� PA�
��+� +���� fA � �������� +���� xA�

��+���� ���� ��' � �����' )���	� ���� ��� ���	��' (���� �)����'�
	�����' J�'�	� NK ����*	� ���	��' �� �� ��� �)����'� �����+ ����' ���	��
�' 	��*	�� 0����' � 	���� )���	� ������ � �*	 ���	�	� ����	��
���  ������� 	���� 1 )���	� ��� � |1|� ���� +����� ��	J1K� ������� �
��)������� ������� �� (��� 1−� � 1−�

0 �(������ �� ��)��� +���� ��)���� � �	'��� )���	� ��� ��������
���
��� ��� � ��
�  ������ �'���+��� ���	���� ����������� ��' ξAB ≡ ξA∪B�
� ������� ������' ����	 �����������*�+ 	������ ��' ξAb ≡ ξA∪{b}�

� � 
�����!�� ����������

YA����� 	��+� ��,��), ��� ����� ����	 ���	����� ������������ �� �����
�����+� $��� �'	����*�+� ��� R���86S� �� �� 	��	����' ��!��Z��� � ��� ��

;



�)����� ��� R��8BS�
�' �� � �� ����� �	���	� �� �(���� ��������� � +����� f �, � σ−���

�� �� ��� ����� 	�(� µ� ��� ����� �� )�T� µ &�)��!����� � f ������ ��)�
µ ��������� 0�
���� ���� ������� ������ � +���� f �� (�)� �+��� ��
�	'��� µ−����� �
����

�� ��!� �2 �����	�
 �� �� ������� ����� ξ X JξaKa∈N � �� ���� ����
������� ���	������ A, B, C ⊆ N �� �������� ξA ��������� ���	
���

�� ξB ���� ξC ������	� ξA⊥⊥ξB|ξC� ���� �����
 ����

fABCJxABCK · fCJxCK X fACJxACK · fBCJxBCK. J5�5K

3���� C X ∅� �� ����� �(����
�� �������� f∅ ≡ 5 � � �	� �(����� ��
����� � J���������K �����	������ ���������� J��� �	� ξA⊥⊥ξBK�

�	'�� @��	���� ��D���� ξA⊥⊥ξB|ξC �� ����)�* ���� � �����	����� ���
���������W H������ ��� ���	� +����� ξC � ���	 �� +����� ξA ����������
J���������� ������ �� ��� ��������� �������I����� ���	����� ����������
�����K ��� +����� ξB � �������

&�		� 5 ����� ������� ���
��+ ��,��), �������� ���	� ���	����� ���
��������� ������������+ � J5�5K� ��� R&��C>S� ��� 7C� ���	������ ��������
fA|BJxA|xBK ��� )���	� ��� � @����� fABJxABK/fBJxBK� ��D������� ���
��� fBJxBK > 8� ����� ���+���	� ����D������� 3(����
�*	 �������	 ��
(�)� ����	� ��� �� ���� �� 	������� ��� ���� ���	����� +���' ��D���
���'�

3���
 �2 ���� A, B � C ���� �� ���� ���������� ���	������ N ! ����	
���"������� ������ ���� ������"�����#

�� ξA⊥⊥ξB|ξC

��� fAB|CJxAB|xCK X fA|CJxA|xCK · fB|CJxB|xCK

���� fA|BCJxA|xBCK X fA|CJxA|xCK

��� fAC|BJxAC |xBK X fA|CJxA|xCK · fC|BJxC |xBK

�� fABCJxABCK X fA|CJxA|xCK · fBCJxBCK

��� ∃g, h @����� W fABCJxABCK X gJxACK · hJxBCK

C



3���� 	� ��������� ����� ���� �����	����4���
!� J�"K� �� 2���)���Q
&��)������ �����!���� J≡�������� �������K ��������+� ��������� �, � ��� ���
��������	���*�+ 	��!���� J��� R��8BS� ��� 6BK� ��� �+����������� ��������
����� ���+' �� ��	��� �����������+� ��		���

3���
 �2 ���� ξ �� ����� � �������� 	�"����$�	��� � A, B, C ���� ��
���� ���������� ���	������ N ! ����	 �"���

MIJξABCK [ MIJξCK−MIJξACK−MIJξBCK ≥ 8,

� �����(
MIJξABCK [ MIJξCK−MIJξACK−MIJξBCK X 8

)
⇐⇒

(
ξA⊥⊥ξB|ξC

)
.

%&���! �,��� ��� ����� � R��8BS� ��� 79Q7;�

G� ��	��� ���	�I����� J��� ���(� R&��8=SK ��� ���	������ ����������
	��� ξA � ξB ���� ξC ��D���� N� 
��
�	 �	'���P ���� ������ ������� ��
��������� ξAB|ξC �� ��� ���	 �(����
�*�+ ���	����*�+ ���������� ��)���

LJξAB|ξC X xCK X LJξA|ξC X xCK⊗LJξB|ξC X xCK PC−�.�. J5�7K

������ �� ��+������ �� J5�7K �	������� J5�5K� ��D���� ���	����� �����������
� 
��
�	 �	'��� �'�����	� ��� � �(����� ����!������+� <������� ����������

H�� ������� ����������� ��		�� ���	������ ���������� �� 	���� �+�����
������� ��	��� ���)��� �"�	�������� �������"������� �����&� �� ���)���
���	����*�+ ����������� JξAi

⊥⊥ξBi
|ξCi

Ki ����*�+� �� |Ai| X |Bi| X 5�

3���
 �2 �� A, B, C �� ���� ���������� ���	������ N �"���

JξA⊥⊥ξB|ξCK⇔ J∀a ∈ A, b ∈ B, D ⊆ ABC \ {a, b} W C ⊆ D ⇒ ξa⊥⊥ξb|ξDK .

%&���! 0�� R��C7S� ��		� 6�

���
� �������� ���	����� ����������� )���� �������' � ������ 5�6�
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� " #$������% ����&'��� $ (���&�� &���!���

0 �	� ������ ������	� (� �������� '�' ���������� �� ���*	� �� )���	�
� �� ����� ������W <�������� �������� � )�������

����� ��	����� ���
����

�� ��!� �2 ������
� �������� ������'�� ������ ξ X Jξ�, . . . , ξnK ��
���������(������ ����"��� ���' ���� ��������������� $�����

ϕξJ�K ≡ Y �A�Ji�′ξK X �A�

(
i�′µ− �′1�

7

)
,

���' �� ���	��������' ��)���� �������� µ ∈ R
n � �������� ���	�������


��������� ��	���*������ 	����� 1!

H������ �� 	���� 1 �������� ��D���� J≡��!������K� ��� �	� 1 > 8�
)���	� +���(� � ��5�	����� �
������ �����	���� ��!������ <�������
��������� 	� ������� ����� +���' �, � &�)��!����� 	�(� ����

fJxK X
5

J7πK
n
� |1| ��

�A�

(
−5

7
Jx− µK′1−�Jx− µK

)
� ���� ��� 	�����@��	���

MIJξK X −5
7

(
��!J|1|K−

n∑
a��

��!σa·a

)
.

������ ����!������ <������� ��������� ��	� +���� �, � &�)��!�����
	�(� � �)���� ��� ���� ��� 	�����@��	���� .������ ��������� �� ��!������
���� �� �	'���� �� �A����� �������* ����� ������ a ����*� ��

a′Jξ − µK X 8 J�.�.K, J5�6K

��� R/��9;S� ��� 95� .��' �)���	 +���� ξ �� ������ �D��� ��������� R
n�

3�� 	���� 1 X Jσa·bKa,b∈N � A�B ��������� ���	�����' N ��D����	�
	����1A·B ���� 	����� �� ��� )'�' ��1 �')���' ����� (���' �(����
�� ����
�,	 A � ������� �(����
�� ����,	 B �(� ���+����� ��(��� (���, � ������,�
��)���

1A·B X Jσa·bKa∈A, b∈B.
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H�� ������� ����������� ��		�� (��� <������*�+ ��������� �� ����(���
�� ������� 	��!��������� � ���	�I������

3���
 �2 ���� ξ �� ������� ����� � +�������	 ����"���	
 1 �)��"�,��
�������� 	�����
 A, B ���������� ���	������ N #

�� -�.���"�� ����"��� ξA �� +����! ����"��� � �������� 	����� 1A·A!

��� ���	����' ����"��� ξA ���� ξB X 6B �� +������� ����"��� � ����
����� 	����� 1A·A|B X 1A·A −1A·B1

−
B·B1B·A
 ��� 1−

B·B �� "�(���"��
��(������ ������ 1B·B!

���� �����
 ����� �� 1 �.�"���
 ����	 ���� �.�"��� � 1A·A � 1A·A|B!

%&���! 3�� �K � ��K ��� R&��C>S� ��� 7B>� G �(��������� ��!�����' 1 �(�	�
��'�� ��!������ 1A·A � 1B·B�

/�������	���� �� 	���� 1 %+������+� ������� J�(��������� �A������
U−�K(

R S
T U

)
X

(
I SU−�

8 I

)(
R− SU−�T 8

8 U

)(
I 8

U−�T I

)
J5�=K

��������	 R X 1A·A� U X 1B·B � S X T ′ X 1A·B� �����	� �� ���� �����
J5�=K ��!������ 	���� 1 � ���� 	��� )* ��!������ � �
��+�' 	���� ��� ���
�� ����� ����� J5�=K� .��' �� ��!������ � 1A·A|B X R − SU−�T �

3��
�	��	� ��� �� ������ �� 	���� ���	�����+� ��������� 1A·A|B �,��
��� ����� )�� �+���� �� �� ����� +������ 6B � �)��� +���� ξB ����
	���	�� .� �� �,����� ��������� ������� <������� ���������� ���� ������
� �(����� ���
��+ ����������

3���
 "2 ���� ξ �� ������� ����� � +�������	 ����"���	
 1 �)��"�,��
�������� 	�����
 A, B � C �� ���� ���������� ���	������ N #

�� JξA⊥⊥ξCK⇔ J1A·C X 7K!

��� �� 1B·B > 8
 JξA⊥⊥ξC |ξBK⇔ J∀a ∈ A, c ∈ C W |1aB·cB| X 8K!

���� �� D ⊂ B �������
 �� 1D·D > 8 � ��	J1D·DK X ��	J1B·BK
 �"���
JξA⊥⊥ξC |ξBK⇔ JξA⊥⊥ξC |ξDK!
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%&���! 3����  �� �� ��)(� ���	* @��� ��� R&��C>S� ��� 7B9� 3���� a ∈
A, c ∈ C � �'���(�	���� ����	���� \aB·cB �� �������� �� %+������+� ����
����� J5�=K R X 1a·c� U X 1B·B� S X 1a·B � S X 1B·c� �����	�� �� ���
|1B·B| �X 8 ����

|1aB·cB| X 8 ⇔ σa·c−1a·B1−�
B·B1B·c X 8 ⇔ J1ac·ac|BKa·c X 8 ⇔ ξa⊥⊥ξc|ξB,

�(� �	� �������� ����������� �'��*�� � �*
� �	����� ��	������ ������ ��
	���� 1ac·ac|B ��+����	 � ���	����� ��)������� +������ ξB�

���� ��� �� � �����  �� �K �+�� ��		��� �)'�+�	 �� �����	���� ��(
∀a ∈ A, c ∈ C W ξa⊥⊥ξc|ξB

)
⇐⇒ ξA⊥⊥ξC |ξB.

3�����  ��� ���K ������ ��+�����	� �� ��	��� ��		�� =� ����� ��
�����	�	�� �� ����� �� ��,��), ��������� ��)������ ������� 1−

B·B �� ���
������ �*
� �������� 1D·D ���� +������� �������� �� � �� �)'�� 	���
������ ���'� ��� R���96S� ����� 5)�B� ��)��� �(� �+����	 ����(����� ����,
N �

1−
B·B X

(
1−�

D·D 7
7 7

)
.

.����� 1a·B1−
B·B1B·c X 1a·D1−�

D·D1D·c � ���������� ������ ������	�
���� �,������ �+����������� ���	�����+� ��������� � ��		�� = ��K�

����� �������� ���
����

�� ��!� �2 /����"��� ������'�� ������ ξ X Jξ�, . . . , ξnK �����	� ����

������
 ����� �0������ ������� 	������ ������
 �� ����� ��(��� ������
	�	� ���� 	������ � ��"���� ���������(����� ���(�"� ����"��� 	����� ����
���� �&�� �����' ����'��� 	�)��!

/����!���' ��� ����� �������� ��������� ��D������	 ��+� +���' ��)���
@����� p �� ��� ��� ���� �*�+ 	����� X X

∏n
a�� Xa �� �������� R8, 5S

������ �� ∑
x∈X

pJxK X 5.

3���� ��� �
��+�� x ∈X �� pJxK > 8� (����	�� �� ���� �������� ���������
�� �	
����

��D���� ���	����� ����������� ξA⊥⊥ξB|ξC 	,��	� � �(����� ��������
���������+� ������ �(���� ���� ������ ���+�

P JξABC X xABCKP JξC X xCK X P JξAC X xACKP JξBC X xBCK J5�BK
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��� �
��+�� �(����
�� xABC � ?)��)�� ��� ��� ��� �(���� �(�@��	����� �
�
��+�� ����������� ������ � ��		�� 5�

������@��	��� �������� ���������+� ������ ξ X Jξ�, . . . , ξnK �� � ��D�
���� ����� ∑

xN∈X

P JξN X xNK ��!

(
P JξN X xN K∏n
a�� P Jξa X xaK

)
�� �������� 8 · ��! 8 X 8 � �� ���' ���� ���

����� ��� �� ���
����

���������	 '��	 ��������+� ��������� �� ��������� )�������

�� ��!� �2 /����"��� ������'�� ������ ξ X Jξ�, . . . , ξnK �����	� ���

�	���
 ����� �� �,����� a X 5, . . . , n �0������ �� ξa ���������� 	������
������
 �� ������ 	�	� ���� 	������ ��(��� ξa � ��"���� ���������(�����!

U�� $�	' �� �)������ )���	� ���� �(���������� �� ��' ��� +����'�
���+� ����� � )�������+ ���� �� ��)*��� ����−5 � 5� .�� $	���� ��	 �	����
�+���*	 ��,��)�	 )������ ��������� ����	��������

3��	���� J5�BK ��� ������������ ���+ ξa⊥⊥ξb|ξC ��� � �(����� )������+�
��������� ������ �� ���

P Jξa X 5, ξb X 5, ξC X xCKP Jξa X −5, ξb X −5, ξC X xCK X
P Jξa X 5, ξb X −5, ξC X xCKP Jξa X −5, ξb X 5, ξC X xCK,

J5�>K

��� �
��+�� xC ∈ {−5, 5}C�
.(��� )�������+ ��������� )���	� ����	������� ��	��� 	�	��,� 3��

���	������ ����A��� 	�����' A ⊆ N ����T	� ��� ���

eA X Y
∏
a∈A

ξa X
∑

xN∈{−�,�}N

P JξN X xNK
∏
a∈A

xa, J5�9K

�(� �	� ��� A X ∅ ������	�
∏

a∈A xa X 5� ���� ���� e∅ X 5�

3���
 82 ���� JeAKA⊆N �� ���� ���(� ����" � ������"� R−5, 5S ����0��
���� ���	������	� 	������ N ������
 �� e∅ X 5! 1���"���

∀xN ∈ {−5, 5}N W pJxNK WX

(
5
7

)|N | ∑
A⊆N

(∏
a∈A

xa

)
eA ≥ 8, J5�;K

����	 �0������ ���� ����� (����� ����"��� � 	�	���� JeAKA⊆N � �"���

P JξN X xNK X pJxNK.

5=



%&���! 3(����������	�� �� ������ )������ ��������� � ���*	� 	�	��' �A���
���� � ����	� ����� ����� x∗

N � 3��	 �(�� �
��+�� A ⊆ N �� �	� 7|N |

������ ���*�+ ���+�	 J5�9K � �������)��*�+ ����� ��� ���	
∏

a∈A x∗
a� ��

���� ����� ��� � ������ ������	� 7|N |pJx∗
N K� ���	�� �� ����� �����

∑
xN∈{−�,�}N

P JξN X xNK

(∑
A⊆N

∏
a∈A

xax
∗
a

)
X P JξN X x∗

NK7|N |,

�(� �	� ��	� �'������ �� ��� x �X x∗ ��
∑

A⊆N

∏
a∈A xax

∗
a X 8�

G)*�� ������ �� ��������� ���I����� J5�;K )��� 	� ���� �� ����������
	�	��'� 4���	� ��)������� ���	������ ����A��� 	�����' B ⊆ N � ���	

Y
∏
b∈B

ξb X

(
5
7

)|B| ∑
xB∈{−�,�}B

∑
A⊆B

eA

(∏
b∈B

xb

)(∏
a∈A

xa

)
X eB,

��� ��	� �'����� ���+����� ��	 � @��� �� ��� A ������ ���	������ B ����

∑
xB∈{−�,�}B

(∏
b∈B

xb

)(∏
a∈A

xa

)
X 8.

2��(������ ��� ��� ��+���� ���� ��'� ��)��� N X {5, 7}� ������	�

P Jξ� X 5, ξ� X 5K X ��e��e��e��
�

, P Jξ� X −5, ξ� X −5K X �−e�−e��e��
�

,
P Jξ� X 5, ξ� X −5K X ��e�−e�−e��

�
, P Jξ� X −5, ξ� X 5K X �−e��e�−e��

�
,

�(� �	�� ��� ��� ������ ��+������� �� ���	���� �A������ J5�;K �����������
� ���	�����

5− |e� − e�| ≥ e�� ≥ −5 [ |e� [ e�|.
U�+���� ��� |N | > 7 ����*� ���!���� ��,��) ���(��� ���	���' J5�;K ����
���	�

���� �� ���
�	��	�� �� ����� ��� �
��+�' ��������� A ⊆ N ���� eA

)����� ���'� ���	 �� ���	���� J5�;K ���' �������� 3���� ���� �
��+�'
	�	��' eA ����' ����� ����� �� � �����	���� ����������

4���	� ��� ��� �(� ����	������� ��	��� 	�	��, �'���� �+�����������
���	����� ������������
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3���
 #2 ���� ξ X Jξ�, . . . , ξnK �� (����� ������� ����� � JeAKA⊆N

�)��"�,�� ���(� ���� 	�	���&! ����	 �"���
 �� ξa⊥⊥ξb|ξC ���� �����
 ����
�� �,����� xC ∈ {−5, 5}C(∑

D⊆C

eabD

∏
d∈D

xd

)
·
(∑

D⊆C

eD

∏
d∈D

xd

)
X

(∑
D⊆C

eaD

∏
d∈D

xd

)
·
(∑

D⊆C

ebD

∏
d∈D

xd

)
.

%&���! 3�� 	��!������ ��������� ξabC ������	� �� ����������)���� � J5�>K
�� ��	��� ���+� J5�;K(∑

D⊆C

JeD [ eaD [ ebD [ eabDK
∏
d∈D

xd

)
·
(∑

D⊆C

JeD − eaD − ebD [ eabDK
∏
d∈D

xd

)
X(∑

D⊆C

JeD − eaD [ ebD − eabDK
∏
d∈D

xd

)
·
(∑

D⊆C

JeD [ eaD − ebD − eabDK
∏
d∈D

xd

)

G)*�� ��� ��� ���)�� ��+����� $����� � � ������ � (�� ������� ��  '(� (��'
R∅� Ra� Rb� Rab ���������	 ��� � 	�	��, � ��������+ �� ���������  ���'�
��+�	����' ������	� JR∅ [Ra [Rb [RabK · JR∅−Ra−Rb [RabK X JR∅−
Ra [Rb−RabK · JR∅[Ra−Rb−RabK � ���� ��� ���	  ���, �'��'������+
�� �� �)�� ������+ �����	� ����������� ������ R∅ ·Rab X Ra · Rb�

�,��� ��		�� 9 ��	������� �*+��� ����	������� ��	��� 	�	��,�
����� �� �����* �(��+�� � 	��!������	� ���������� U�� �,���� �	�I	�
� 	����� J�(�������K ��������� �������*�+� �����������*�+ ��+��, ����
�����*�+ ����	��, J	�	��,K�

������
	� �� ��
� ���+ ��� ���	������ ���������� ξa⊥⊥ξb|ξC � ��	�
	�� 9 ��� |C| X 8, 5, 7W

• ξa⊥⊥ξb ⇐⇒ eab X eaeb

• ξa⊥⊥ξb|ξc ⇐⇒ eabc [ eabec X eaebc [ ebeac

eab [ eabcec X eacebc [ eaeb

• ξa⊥⊥ξb|ξcd ⇐⇒
eabcd [ eabced [ eabdec [ eabecd X eaebcd [ ebeacd [ eacebd [ eadebc

eabc [ eabdecd [ eabec [ edeabcd X eadebcd [ ebdeacd [ eaebc [ ebeac

eabd [ eabcecd [ eabed [ eceabcd X eacebcd [ ebceacd [ eaebd [ ebead

eab [ eceabc [ edeabd [ ecdeabcd X eaeb [ eacebc [ eadebd [ eacdebcd

5>



3���� 	��� �)' ���*�+ 	�	��, �������	� ����	������� ��������
�*	� 	�	��'

fA X Y
∏
a∈A

Jξa − eaK,

������	� �� ��������

eab X fab [ eaeb

eabc X fabc [ eafbc [ ebfac [ ecfab [ eaebec

� �������� $�����

• ξa⊥⊥ξb ⇐⇒ fab X 8

• ξa⊥⊥ξb|ξc ⇐⇒ J5− e�cKfab X facfbc

fabc X −7ecfab

?)��)�� ��� ������

eabcd X fabcd [
∑

i∈{a,b,c,d}
Jeifabcd\iK [

5
7

∑
i,j∈{a,b,c,d}, i��j

Jeiejfabcd\ijK [ eaebeced

�� �*
� ������*�+ ������ ��� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ��
�� �*������ ������� ������ ��
�������
� ��� � ��� ����������� 	�	��'�

3���� ����� ����� �� ea X eb X ec X ed X 8� ���� ��������� � ��������
���� 	�	��' ����� � �*
� ������� �� ��������
� ���+' ��

• ξa⊥⊥ξb ⇐⇒ eab X 8

• ξa⊥⊥ξb|ξc ⇐⇒ eabc X 8
eab X eacebc

• ξa⊥⊥ξb|ξcd ⇐⇒
eabcd [ eabecd X eacebd [ eadebc

eabc [ eabdecd X eadebcd [ ebdeacd

eabd [ eabcecd X eacebcd [ ebceacd

eab [ ecdeabcd X eacebc [ eadebd [ eacdebcd

�� ����� �� ���
�	��	� ����	���+� @���� �� � �(����� |N | X = �(� ���)�
∀a, b, c ∈ N W ea X 8, eabc X 8 � �(������ eabcd X eacebd [ eadebc − eabecd

������	� ������� ��� eab �+������������� ���	������ ���������� �����
� �������	� ��� ���D����' ������ �� 	���� σa·b � ��!������+� <�������
��������� �������*�+ ��� ��		�� B�

G���	��� )' 	�+�� )* �� ����	������� �� ��	��� �])���' ����@���
	��� ����������*�+ 	�	��,� � ��� gD X

∑
A⊆DJ−5K|D\A|eA ��� D ⊆ N �
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� ) ������������ �����

0 �	� ������ )��� ������� @��	���� N������������ 	����P� H� (�)� �(��
���� �� ��� ��	�� ���� ������* � � ������(� �� �� �����	 ��)� ���
��)��	 �*���	� ����	� �� N�������� ���	����� �����������P� R��C9S�
N�)����	 ���	����� �����������P� RH��86S� �(������ N�����	�	 ���	����
�*�+ �����������P� R%<EC>S� G�� ��� ��� �� ����������� �����	� R��87S �
R��C9S�

�� ��!� "2 -������� ���"��& TN ��� �������� 	������� N (���	� ����
	�� 	������ �,��� ������ 〈ab|C〉 ��������
 �� ab �� �������)������ �������
���� &����� ���& � N � C �� ���	������� N \ ab!

H�������� �����' ���������� ���	������	 ������������	 ���+,	� ��
��� )'�' �������' �� ����� ������ 5�5�

�� ��!� 82 ���	
�������� ������ ��� �������� 	������� N ��
	�,"��� "�(���"�� ���	������ 	������ TN ! �������"����� 	���" IJξK �����
�������� ����"��� ������'�� ������ ξ X Jξ�
 ξ�
 . . . 
 ξnK �� �������"�����
	���" ��� N X {5, . . . , n} ��*������ ���"������

IJξK X {〈ab|C〉^ ξa⊥⊥ξb|ξC} .

G�,�����	�� �� ������������ 	���� IJξK �� ��� ����� ��		�� 6 ������
��� �� � �
��+�' ����� ���	����� ����������� 	��� ��������' ξ�

�� ��!� #2 ����� �� �������"����� 	���" I �0������ ������� ����� ξ

�� � +�������	 ����"���	

��� � ����'���	 ����"���	

���� � (�����	 ����"���	

������
 �� I X IJξK
 (���	� I �������

�� ������
��� ����������
����� �g2������������"���

��� ��������� ����������
����� �d2������������"���

���� ���	��� ����������
����� �b2������������"���

� ξ
 ��������� ���� ����"���
 (���	� ������� ������������ ������ 	���"�!

5;



3���� )���	� ����� �+� ��,������ �� ��� ����	��� ����� ��!�������
����� ������ ������������ )���	� +���(� � �������� �����������������
� ��� �(����
��� ������ �	���	� ���	���� N[P Jg�Q�����������������
d�Q����������������� b�Q����������������K�

3���� �������	� ����	 N���������������P )�� �(�������� )���	� 	�
�� 	'��� �)����� ����������)����� ���������������� J��� $ ��' ��
����� �� 	���� ��� ����	 �+��� �	����� ���� ���������������� �����	
� �*
� ������*�+ ��,��),K�

3���
 �2 ���� a, b, c ���� &��' ���� N � D �� ���	������� N \ abc!
�� ������������"�� 	���" I �"���(

{〈ab|cD〉, 〈ac|D〉} ⊆ I
)
⇔
(
{〈ac|bD〉, 〈ab|D〉} ⊆ I

)
. J5�CK

����� �� 	���" ����� ��������� ������������"��
 ����	(
{〈ab|cD〉, 〈ac|bD〉} ⊆ I

)
⇒
(
{〈ab|D〉, 〈ac|D〉} ⊆ I

)
. J5�58K

%&���! H���� �� � ��� N��	�!��@�������P� ����� N!��@�������P �������� ���
R&��C>S ��)� �����)���� R��8BS�

3������ ������������+� 	����� �* �	 �����, �� 
���� ��+������� �
���(���
 �������� 3�� |N | ≤ = 	,��	� ����� !��D��� ���������� ��������
�����+� 	����� N���!��	'P �������*	� �� &���� ����

2����	� ����� N �(�(���	� ����� )��� H������ I �)��+��� 〈ab|∅〉� ����
��	� )��' ������������ a � b  ����� 3���� �� 	��� ����' I ����� 〈ab|c〉�
�����	� a � b  ���� � ������(�� �(�����	� N��)� ��P �	�(����� � c� H������
I �)��+��� ��� 〈ab|c〉� �� 〈ab|d〉� ��������	� �)�  ��' �(�� ��)� � �(�����	�
N������)� ��P ��������� � c � d� / ���� �� ����� 〈ab|cd〉 ∈ I� �����	� a �
b ��������

21

34 {

?)����� 5�5W 3(����� !��D���+� ���������� ������������+� 	������
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&��� � )��� ���+������� �� �(������W ������������ 	���� ��)�����*
�� �)�� 5�5 �� ��� 5C �� 	����{

〈57|∅〉, 〈76|5〉, 〈76|=〉, 〈6=|57〉, 〈5=|∅〉, 〈5=|7〉
}
.

�� ��!� �2 %�� �������"����� 	���"� I ���� 	������� M� � J ���� 	�����
��� N� �����	� ���������
 ����"��� �0������ (��������� ��(����� π 	������
M �� 	������ N �����'
 ��

〈ab|C〉 ∈ I ⇔ 〈πJaKπJbK|πJCK〉 ∈ J,

��� ��� πJCK ���	�	� {πJcK^ c ∈ C}! 3)��� ���"��� �������"������� 	��
��"& ���"� ������"���� 4(��� ���	�$��5 (���	� ������� ���!

"��	��D�	�� �� � ���!��	, ������ �����������*�� 3�� ��������� �
��+�'
	����' ���������� �� �)�� 5�7 ���� �����+� '��� �� �������	 ���	��@���

?)����� 5�7W .(� ���	��@�� ������������ 	����'�

�� ��� ���)��	 ��+������� �� 	����' ����+� '�� ���� )�T� �
��+�'
��������������� ��)� ������ ���� ��������������* ����* � ���+� .� ��	
�	��I��� +���(� � ����������������� '�,�

������������ 	���� I 	,��	� �$�� �� ���	������ ���	���*�+� �(��
����� �')�� ����� ' �����'� �����+� ���	������  �� ��+����� �������
���	������ ���	���*�+� H���� �� � �����!�� ������� 	��!��������� � ����
	����� ��� ����������)����� ���������� 0*������ 	����' )���	� ���*��
	����'� I�

�!��	� �� �����	
 � ��������� 	����	&�� ������	�
�-��
�� ��.���	
��� �� ����� ��	�� ��� ����'���� ��� �� ��� ������	 � �/��01$�

	���� ���� �� �&�	��� �������	�	� ����������
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�� ��!� 92 ���� I �� �������"����� 	���" ��� N � E, F ���� ����������
���	������ N ! ����	 ��*����	� ����� I RFE ���� �������"����� 	���" ���
N \EF 
 �� ���'�� ���� ��(��� ���� �� ���"��� ���(�������� ����� � ���&
E � �(�������� � ���	���� F � ������� ���	�����' ����� �� ���"���� F ���
��,����
 $�	�"��

I RFE X {〈ab|C〉^ E ∩ JabCK X ∅, 〈ab|CF 〉 ∈ I} .

3���� )���	� �+� ��,������ �� �� ����� � 	���� ��� 	������� � k
������+ J��)���� �� |N | − |EF | X kK� )���	� 	���� � kQ	������+�

3��
�	��	� ��� ��
I R∅∅ X I

� ����� ��� E�F� ∩E�F� X ∅�(
I RF�E�

)
RF�E�

X I RF�F�E�E�
. J5�55K

.(��� �������������+ 	����, �����	� ��
�:���� �
 ������� �������
� ����*	 ��*	 	�����	 �)��+��� � �
��+�' ��+� 	����'� H�� )��� �������
� ���
��+ ���� ��������+� (��' <��������' � �������� ��������������*�+
	����, ���� ����(��� �� 	����'� ���	�� (��� )������ ��������������*�+
	����, �� 	����' ����(��� �����

� * �+$&$��&��$, �-��� ������������,+ ��.
��/ ����,� ���$�� �$���$�0,+ ����&/

%+����������� (��� ��������������*�+ 	����, ��	��� )* ���' ������
���+�� 3,����� +'����� H� 3����� � R3��C;S� �� ������ ���	���' J��������K
����������������� ���� J5�CK � J5�58K ������� � ��		�� ;� �� ������� )*�
	'���� 2��	 (��' ���
��+ �������� ��������������*�+ 	����,� ��)�����
���*�+ ���(� � R���C=S � R��;CS� �A����� �,��� � R��C7S J��� �����)����
���	�������� ������ ��� R�0C;SK� �� (��� dQ��������������*�+ 	����,
��	� ���� ��� �+����������� ��	��� ���� ��+� �� � ��@���� ���+ ������
��� J����+� '��K� 0 �� ����� �� ������	� � ����)��	� ������ ���� � ���
(��' gQ��������������*�+ � bQ��������������*�+ 	����,� ��
�� 	���
���'�� ��@���� ���+ �������� )���	� ������� �+����������� �����	�	 ���
�����*�+ 	����, ��������� � R��C9S�
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�� ��!� �72 6 �������"�����	 	���"� J ��� 	������� M )����	�
 �� ��
���	����� ������� �� �)��� �������"������� 	���"& C
 ����"��� �����
� 	���"& � C ��	� |M |2	��� ���	�$�� � 	���"�	 J !

3)��� �������"������� 	���"& C �� ������������
��	 �������� ���

�	������ ������ D
 ����"��� �� "�(���"�� �������"����� 	���" I �"���
 ��
I �� � C ���� �����
 ���� ����� � 	���& I ���� ���	�$�� � �����	 � ���&
D!

2��(������ ��� ��		�� ; �� 	���� {〈57|6〉� 〈56|∅〉}� ���������* �����
�� �)�� 5�6� J��� � (��� ���
��+� ���(� {〈57|6〉� 〈56|7〉� 〈56|∅〉}K �������*	
	�����	 ��� (��' �������������+ 	����,� ��� ���� dQ� bQ ��)� gQ����������
������� ������ 	���� {〈57|6〉, 〈56|7〉}� ���������* ������ �� �)�� 5�6� ��
�������*	 	�����	 ��� (��� ������ ��������������*�+ �������������+
	����,�

?)����� 5�6W ��� �(�����' �������*�+ 	����,�

�� ��!� ��2 3)��� �������"������� 	���"& �� ������� ������������
��

���	
 ����� �� "�� ������������� �� ��	��� ������'�� �����	� �������
���� 	���&!

3����	����	�� �� �� ��D���� �� 	���� ����
�� �� ��D���� ���� �� �+��
���������� ������� � R��C7S� ���� �� � ��	����+ ����������+ ��@���� ���+
���������

0 ��
�	 �(����� ��� � �+����������� � �	����+ �������*�+ 	����,� �
�� 	� ����	 ����	�* �	'�� ����� ��� (��' �������������+ 	����,� ����
���� �� 	����' ����(����

3���
 92 70�������"� ��������� �����	 ��������	 �����	�$����� �����
������ 	���& E �� �)��� �������"������� 	���"& C ������
 �� �� �����
	���" J ∈ E ��� 	������� M "��� �,����� ���� J|M | − 5K2	���� � C

����	 �)��� C ���� ������� ��������������"��!
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%&���! 3(����������	� �����	� �� �A����� ���� �* �����	 �������*�+ 	��
���, D �+������������� (��� C� 2���* 	���� D ∈ D �� �������� ��� ���
����� ����A���� 	������� MD� ���+_ m �� 	�A�	���� ���������� MD �(��
�
��+�' D ∈ D� H������ E �� ������ �� � ������� � �����	��@���+ 	����,�
	��� � �� �A����� 	���� E ∈ E ��� 	������� � ����������� n > m � ��'
�����	��@�� �����	� ����� D� ���� ��� ��� � �	� �� ��� 	���� ��� ����
��(� � ����(� �� C�

G���� E /∈ C ��'�� � �+�� �� E �� �������* 	���� ��� C� ������ E ∈ C�
��)�_ �(���������	�� �� Jn − 5KQ	����' E ��(� �� C � ��' ��� ��'� �
��� �����' J5�55K ��� ���� ������ 	����' E ���
� ���������' ��	�+�� 	�
���	��@�� ����� � D�

3���� (��� �������������+ 	����, ���� ���� �� �+����������������
�,���� ������� ������ � ������� �����+ ����, �	��� �� �� 	����' ��� 	���
����� N � ����� ���� ��������� H�� � ������������+ ���� ��������+ �����	��
�� $��+� �� ��� (��' 	����, ��������������*�+ � ����	 �����)� ��	
��	�� �������� ��� |N | ≤ 6� �)���� ��� |N | X = � �������' ��(�
����� ���
|N | ≥ B�
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	�
���� �

���������� ��
�������������
������������ �����

0 �� ������� �������	� �
��+�' <��������' ��������������� ��������
����� 	����' ��� |N | ≤ =� .�� ����� �������� �� �*�����' � R��8BS
� R&��8BS� ��� )'�' �+������������' �
��+�' g�Q��������������� 	����'
��� �� (��� |N | X 6 � |N | X =� 0� �������� � R&��8BS ��� )���	� ���������
����������� 	��	����' 	��� ���!���� ��� �
�� ���� �(�	� ��� (�
���
�+����������� g�Q��������������*�+ 	����, � �� ��� ���
�(�	� �� �+��
���������� gQ��������������*�+ 	����, J��� |N | X =K� �� ����� ������	��
�� �)���� (��� gQ��������������*�+ �������������+ 	����, ��	� ���� �
��� �+����������� � �	���	� ������� ����	��*�+ ���(��*�+ ���)��	,�

3�� |N | ≤ 7 ���� �
��+�' 	���� 	����' ������ ���������������� G��
 ��	� ��' � ���)���	 ��� |N | X 6� �����'� ��� �'+����� ���	���� J5�CK �
��		�� ; ���� 9 '�,� ���� ���� ���������' �� �)�� 7�5 �� ��� 7B�

3�����+ " '�, 	����, �� ���� �� g�Q��������������*�+� ���
� � ���
������ ��������������� )*� ��	�+��� ��)�_ �����I��� ������� J5�58K
� ��		�� ;� ��� ���� ������I gQ���������������� 0���� �� 	���� �(����
�
�*�+ ����������� �� �)�� 7�5 ���������� (����� ���+��, � ���!��	��+ ����
�	��� +������*�+ �� � �� � �� ���	 � ����	 �����	 ��+��

���� �)���� ������� �� �������� (� '�' ������ gQ����������������

3���
 �72 ���� a
 b � c ���� &��' ���� �! �������"����� 	���"�

�� I� X {〈ab|∅〉, 〈ac|∅〉}

��� I� X {〈ab|∅〉, 〈ac|∅〉, 〈bc|∅〉}

7=



?)����� 7�5W 3� (��� �� �+��� g�Q���������������� �)'�� gQ������
���������� � gQ����������������� '�' ��� |N | X 6�

���� I� X {〈ab|∅〉, 〈ab|c〉}

������ .2������������"�'!

%&���! 3���� )' ξ X Jξa, ξb, ξcK )'� ��+���* ����� � <������*	 ��������
��	 � ������ �� 	���� 1 ������������� ����� � ��+� '�,� �� ������� ��
����� � ��+� (� ������ )' ��	�+�� 	� �����* ����'� J��)��� )* ����!��
������  ��� ��!���������� �������K� 0 ��� ��	 �(����� )' ��� �� ������
ξa )'�� ���	����' ��������� �� �)'�*	� ���	� ������	� ξb � ξc ��)��� ���
��		�� 6

ξa⊥⊥Jξb, ξcK⇔
(
ξa⊥⊥ξb ` ξa⊥⊥ξc ` ξa⊥⊥ξb|ξc ` ξa⊥⊥ξc|ξb

)
,

��� )' )'� �����

����K ���� ����� � ������ )�� ��!��������*�+ ������ ���� ξa⊥⊥ξb � ξa⊥⊥ξc�
��� �� ����� �����  ��� ��		�� B ����������� � σa·b X σa·c X 8� ���	
���� ���� ��� ���+�  ��� ��		�� B �

σa·bσc·c − σa·cσb·c X σa·cσb·b − σa·bσb·c X 8

7B



��)��� ξa⊥⊥ξb|ξc � ξa⊥⊥ξc|ξb� .� �� �� �
�� ����� � �	� �� I� � I� ����
����������������

���K /����!���' ����� ���� ξa⊥⊥ξb � ξa⊥⊥ξb|ξc� ��� �� ����� ��		�� B
����������� � σa·b X 8 � σa·b− σa·cσb·c X 8� ���	 ���� σa·c X 8 ��)�
σb·c X 8 � ���� ξa⊥⊥ξc ��)� ξb⊥⊥ξc� .� �� �
�� �� ����� � �	� �� I� ��
��������������*�

H�� ������� ����������� ��		�� (��' g�Q��������������*�+ � gQ������
���������*�+ �������������+ 	����, ���� ����(��� �� 	����'�

3���
 ��2 1���"��� �������"����� 	���" I �� g2������������"�� ����! g�2
������������"���
 ����	 � �,����� 	���� I ���� g2������������"�' ����!
g�2������������"�'�!

%&���! ���+_ ξ �� gQ����������� I � ������ �� 	���� 1� 3��	 I RFE �� gQ
������������ <������*	 ���������	 � ������ �� 	���� 1N\EF ·N\EF |F � ���
��		� =� ����� � ���+�  ��� 3���� �� ����� 1 ��!������� ���	 �� �����
��		�� = ���K ����� � �������� ������������

" � �1���&�� #$�������� &�&�����$������

3���� ��		�� 55 	��� )* 	����' g�Q���������������+� 	������ ����
g�Q���������������� 3(���	�I	�� �� ��� |N | X 6 �A����� B g�Q���������
������*�+ '�, �������������+ 	����,� ��� +����  �� �)�� 7�5� �����
���	����� ��� g�Q���������������� ������������+� 	����� ��� N X
{5, 7, 6, =} �� ��'� �� ��+� ��	 6Q	����, �� �����+� � ��� ��	 ��� ���	*�+
'�,� G�����I �� �����		� ���	������� ��� �,����* @��� �� ����* 	����
��� =��������� 	������� �� �������� �� �� �� ��*	� 6�	����'� 3�� ��������
��� �)�� 7�7�

H�� ��� �� ��	��� �� �� � ������ ���(�� �A����� "� '�, 	����,� ���
���+� 6Q	����' ���� g�Q��������������� J��� �5Q�B6 �� �)�� 7�6 � �B=Q
�B; �� �)�� 7�=K� ����I	� ������I �������� 	'
������ ��� )'�� �� �� ���
�	���	����� �����������W 3����� ����� �
��+�' ������������ 	����' ���
|N | X = � ����� �����+ 6Q	����' )' )*���� �(���
  ����� ���� ��� �������
���� ��	� � ��� ��+� ������ ������� ��	� �� ���� ��	 g�Q��������������*�+
	����, ��� (��������� 	������� J�� �')����� ��	� � 55 	����, ��������
�����+ �� �� ; '�,� ��� �)�� 7�7K� �� �)' '� ��(��' �(����
�� 	����'

7>



{

{

?)����� 7�7W ����� I ����� � 6Q	����' I R∅e � I Rf∅ � ��� e, f X 5, . . . , =�

������������+� 	����� ��� N X {5, 7, 6, =}� �� ��� )' ��	 ��' ��������
	� 55� X 75=6B;;;5 	������ �*)��� 	����,� 0� ���� ���� ��	� �'�����
�����*�+ �'	���� � ��  ���� (����� ��������

���
�	 �����	 )'�� ����� ����������� �� ������� � ��+� '�,� �����
�(���� �� ������ �� 	���� ��+� ������������ 3����(��' )'�' �
��+�' �'�
	������� �������� ��D���� 	���� 	����� �� �
��+ ���!�������+ �������+
�����  ���� � �  ���� 	��
� ��)� ����� 7=� �������' )'�' g�Q�����������
��� "� '�,� ��� �5Q�B6 �� �)�� 7�6� ��� 6C�

G)'�*�+ " '�, J��� �B=Q�B; �� �)�� 7�=K ��	,�� )* g�Q������������
���*�+� ��)�_ ������������ �������,	 �������*	 �� ������� N������������
�	�������P� .��� ��	���A�� ������� ��������* ��� ��)������ ��������� � ���
�� ��� 	�����@��	���� �� �������* �� ��� N�����������+ �	����+P� �����
 �����*�+ �������+ ��������������+ ������������ 	����'� .����� ���� ���
��+� ���+����� �(���+��� ��	�� �� ������ ��� R��8BS� ��� 55=� /�
�� )��
���*�+���� @��	�����+ ������� �� 	���� �'��� N������������ �	�������P ���'
���� ������

���� W //�����.����.���.�	/���
��/���������.���� .

������ � �(�
�	 ������ )��� �(�	� ��������� �� ��' �*�+ B '�, ���� ���
gQ��������������*�+� �+�I	� ��' �������� �*�����'W

(��
 �2 ��� 	������� N X {5, 7, 6, =} �0������ 89: g�2������������"����
�������"������� 	���"&
 ���' �� �������� �� ;< ���&!

3�� ��@���� �� �������� �+������������� g�Q��������������� 	����' ���
��		� 5> �� ����� ������ 7�6� ��� 6=�

<��D��� ���������� g�Q��������������*�+ '�, ����� � ������ �� 	��
��� �')���� ����������� �� �� �)�� 7�6� ��� 6C� 0����� �� 	���� ���������
��� ���������� (����� ���+��, � ���!��	��+ �� �	��� +������*�+ �� � ��
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� �� ���	 � ����	 +����	 ��+�� 3� � ���	��@���+ 	����, �(����
�*�+
�����	� � gQ��������������*�+ '�, ��� ����� � �)���� 7�5 �� ����� 68�

" " 2(,�� #$�������� &�&�����$������

0 �	� ������ )���� �������' �
��+�' gQ��������������� 	����' ���
	������� N X {5, 7, 6, =}� 2�� ��� ���� ����������� ��� ��	���� �������

3���
 ��2 1���"��� �� 	���" I g2������������"�� I X IJξK
 ����	 �0���
���� ���� g2���������� ξ∗ X Jξ∗� , . . . , ξ

∗
�K ������
 ��

0�� ξ∗x X 5, x X 5, . . . , =.

%&���! 3���� �� ������ ������ ��!��������� J� �����*	 ����'��	K� ���	
�� � ��D���� ��������� �� �)'��	 ������� /)'�+�	 �� �'+���� ��	�������	�
��	���	� ���� ������� �
��+�' �����' ξa � �����*	 ����'��	 J������'K
�� ����� ��+����� ��+����� ���� ��� � �������*	 ����'��	 ���������� ��
�)'��	 ��+����+� ������� �������� �� � ��D����

ξ∗ X
(
J0�� ξ�K

− �

� · ξ�, J0�� ξ�K
− �

� · ξ�, J0�� ξ�K
− �

� · ξ�, J0�� ξ�K
− �

� · ξ�
)

.

������ �� ���(�� �� IJξK X IJξ∗K�

���' ��		�� 57 �� ��' ��� �(� +������ 	�����*�+ ����������� �	��� ��
	���� 	����� �� ���!����� ����� �' ��)��� ��

1 X

⎛⎜⎜⎝
5 σ�·� σ�·� σ�·�

σ�·� 5 σ�·� σ�·�
σ�·� σ�·� 5 σ�·�
σ�·� σ�·� σ�·� 5

⎞⎟⎟⎠ , J7�5K

��� �� �'	���� ������ �� 	���� σa·b X σb·a � ���' ���� �������� ��	���D���
���� |σa·b| ≤ 5� 3�����*  ���( �� ������ ���
�	���� �� ��	� ������ �(����
�� ������ �� 	���� � 	���� ������ ���

3���� ���� ��� ��+���� ���� ��' ξa � ξb �����	�� 4���+�� �����	�
J��� �	� ξa � ξbK� ��� �� �� �*
� �	�����+� �	����� ����������� ���������
ξa X ±ξb� ����� σa·b X ±5� ���	 ξa⊥⊥ξc|ξb� ξb⊥⊥ξc|ξa� ξa⊥⊥ξc|ξbd � ξb⊥⊥ξc|ξad�
��� a� b� c � d ���� �,��� ����' N �

7;



4�����* ����	 ��� ��)���� � �� ���)�� ���� ���� ��W (����	� �� JξaKa∈A�
A ⊆ N ���� �����	�� 4���+�� �����	� J��� �	� ��ξA�K� ����� |1A·A| X 8
��)��� ��� J5�6K �A����� ����� ������ cA ����*� ��∑

a∈A

caξa X konst.

3���� ����� ��� ������ ���������� ���	������ B ⊆ A ������ ��ξB��
���	 ���� JcaKa∈A ���� �������� � ����

∀a ∈ A, ∃ @����� fa W ξa X faJξA\aK, J7�7K

����� ������� ��!��������� J��������K ��+���� ���� ��� �� ��������� �  �	�
����� ��� �� ���+� J7�7K ������ ������

∀a ∈ A, E ⊆ N \ A, F ⊆ N \ AE W ξa⊥⊥ξE|ξAF\a.

3���
 ��2 ���� I �� g2������������"�� �������"����� 	���"
 a
 b
 c � d
���� &��' ���� N !

�� 1���"��� {〈ab|c〉, 〈ac|b〉} ⊆ I
 ����	 {〈ab|∅〉, 〈ac|∅〉} ⊆ I ��(� ξb � ξc!

��� 1���"��� {〈ab|cd〉, 〈ac|bd〉} ⊆ I
 ����	 (�=�� {〈ab|d〉, 〈ac|d〉} ⊆ I ��(�
〈ad|bc〉 ∈ I ��(� ξb � ξc!

%&���! ������ ��+�����	�� �� 	���� ��+���* ����� ξabcd ������� �� ����
��� ��!���������� J��������K� �� ����� ����� �	������� �K � ��K �������
���	����'� U�� $�	' �� �)������ �� ��' ��� �	���	� �� �,��� ���
��������� � ������ �� 	���� '�� J7�5K�

3��������� ����������� ξa⊥⊥ξb|ξc � ξa⊥⊥ξc|ξb ��)��� σa·b X σa·cσb·c �
σa·c X σa·bσb·c ������ �� �������� σa·b X σa·bσ�

b·c� ��� �	������� σa·b X σa·c X 8
Jξ�⊥⊥ξ� � ξ�⊥⊥ξ�K ��)� |σb·c| X 5 Jξb � ξcK�

�,��� ���+�  ��� �� 	'
������� �����!���*� 3(����������	� �������� ��
��ξbcd� ��)��� �A����� ������' r� s� t � u ������ ��

r X sξb [ tξc [ uξd.

3���� u X 8� ���	 ξb � ξc� ������ ����� u �X 8� ��� �'���(� ξd ���� @�����
�)'�*�+ ���� ������ ξd X fdJξb, ξcK� � ���� ξd⊥⊥ξa|ξbc�

3���� ������ |1bcd·bcd| �X 8 � �(���������	���� ξa⊥⊥ξb|ξcd � ξa⊥⊥ξc|ξbd�
������	� �� ���	����� ξd X xd �  �� �K �� ξa⊥⊥ξb|ξd � ξa⊥⊥ξc|ξd J	�����
�����	�� @��� �� ��������� ξb � ξc �� ���	����� ξd �� �� ����� � ����������
����	����� 1bcd·bcdK�
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;�% > ;�% 57 ;�% > ;�% > ;"% 7= ;8% >
;#% 57 ;�% 57 ;9% 6 ;�7% 57 ;��% 7= ;��% 6
;��% > ;��% 7= ;�"% 7= ;�8% 57 ;�#% 7= ;��% 7=
;�9% 57 ;�7% > ;��% 57 ;��% > ;��% 57 ;��% 7=
;�"% 7= ;�8% 57 ;�#% 7= ;��% 7= ;�9% 57 ;�7% >
;��% 7= ;��% > ;��% 57 ;��% 57 ;�"% 6 ;�8% 6
;�#% 57 ;��% 57 ;�9% 57 ;�7% 57 ;��% 57 ;��% =
;��% = ;��% 7= ;�"% 57 ;�8% 57 ;�#% = ;��% 57
;�9% 57 ;"7% 6 ;"�% > ;"�% 5 ;"�% 5
;"9% = ;87% 57 ;8�% 57 ;8�% 57 ;8�% 57 ;8�% 57
;8"% 57 ;88% 7= ;8#% 5 ;8�% 57 ;89% > ;#7% >
;#�% 6 ;#�% 7= ;#�% > ;#�% > ;#"% 57 ;#8% >
;##% 57 ;#�% > ;#9% 57 ;�7% 6 ;��% = ;��% 57
;��% 5 ;��% = ;�"% 57

.�)���� 7�5W 3� � ���	��@���+ 	����, ��� N X {5, 7, 6, =} ��� ����* � gQ
��������������*�+ '�, �� �)�� 7�6 � 7�=�

YA����� �#� '�, �������������+ 	����,� �����+� 6Q	����' ���� �����+�
�� ���	� '�, gQ��������������*�+ ��� |N | X 6 J��� �)�� 7�5K� &�		� 56
��	 �	��I��� ������ �� 97 � ���+ ��	,�� 	� gQ������������ G)*�� ��'
���+����� � gQ����������������� �� '�, J�5Q�;;� �)�� 7�6 � �)�� 7�=K�

3� �� ��*	 ���+��������	 ������� ���� �����*�+ �'	�����*�+ �����
���� ��	���D�����+ 	���� )'�� �������� #9 gQ����������� � � ���
� )'��
�������� ������� )�� ������ �� �� � J�5Q�B6� �)�� 7�6� � �BCQ�;B� �)��
7�=K� 0����� �� 	���� ����������� �� �)�� 7�6 � 7�= ���������� (����� ���
�+��, � ���!��	��+ �� �	��� +������*�+ �� � �� � �� ���	 � ����	 +����	
��+�� 3� � ���	��@���+ 	����, ��� ����* '� ��� ����� � �)���� 7�5�

G)*�������+ ; '�, J�B=Q�B; � �;>Q�;;� �)�� 7�=K ���� gQ����������
�����*�+� ��� ������	� � �����������	 ��		���

3���
 ��2 ���� a
 b
 c � d ���� &��' ���� N ! �������"����� 	���"�

�� I� X {〈cd|a〉, 〈ad|b〉, 〈bd|c〉}

��� I� X {〈ab|c〉, 〈cd|b〉, 〈bd|a〉, 〈ac|d〉}

���� I� X {〈cd|∅〉, 〈ab|c〉, 〈bd|a〉, 〈ac|bd〉}

��� I� X {〈cd|∅〉, 〈ab|c〉, 〈ab|d〉, 〈cd|ab〉}
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�� I	 X {〈ab|∅〉, 〈cd|∅〉, 〈ac|bd〉, 〈bd|ac〉}

��� I
 X {〈ab|d〉, 〈bc|d〉, 〈ac|d〉, 〈ab|cd〉, 〈bc|ad〉, 〈cd|ab〉, 〈ac|bd〉}

���� I� X {〈ab|d〉, 〈bc|d〉, 〈ac|d〉, 〈ab|cd〉, 〈bc|ad〉, 〈cd|ab〉, 〈ad|bc〉, 〈ac|bd〉

〈bd|ac〉}

����� I� X {〈ab|d〉, 〈bc|d〉, 〈ac|d〉, 〈ab|c〉, 〈bd|c〉, 〈ad|c〉, 〈ab|cd〉, 〈bc|ad〉

〈cd|ab〉, 〈ad|bc〉, 〈ac|bd〉, 〈bd|ac〉}

������ g2������������"�'!

%&���! 3(����������	�� �� ξ �� gQ����������� ������+� � �*
� ������*�+
	����,� 1 �� �(����
�� ������ �� 	����� '�� J7�5K� 3(� �	� ����� �����
	��* 	���� I ���)��+��� ����� 〈xy|∅〉� 	,��	� ���	����' �(���������
σx·y �X 8� � ����� ��� ���� x� y ���)��+��� �
��+�' �����' '�� 〈xu|y〉�
〈yu|x〉� 〈xu|yt〉 � 〈yu|xt〉� ��� �(��������� ξx �� ξy�

0  ����+ �K�����K �������	� �� ����� ��� 	����' �� (��� I��� � � �I� �
� ��,��)�	� �� �� �'��
�	� ���+' ������������ �����,	 � 	����� � �
���+ �'����	� ������������ ���+ � 	����� ���)�����*� �(������ @��� ��
��������� ����� 	���� �����������

�K 3��������� ����������� ��� ��		�� B �	�������W σc·d X σa·cσa·d� σa·d X
σa·bσb·d � σb·d X σb·cσc·d� ������	���� �� ��)� '� �������� ������	�

σc·d X σa·cσa·bσb·cσc·d,

� ���� σc·d X σa·d X σb·d X 8 Jξd⊥⊥ξabcK ��)� ξa � ξb � ξc� ��� �� �����

��K /����!���' ��� � σa·b X σa·cσb·c� σa·c X σa·dσc·d� σc·d X σb·cσb·d � σb·d X
σa·bσa·d ������

σa·b X Jσb·cσa·dK
� σa·b

� ���� σa·b X 8 Jξa⊥⊥ξbK ��)� ξb � ξc � ξa � ξd�

���K 3���� �'��� �	� ξb � ξd � ������	���� σc·d X 8� σa·b X σa·cσb·c �
σb·d X σa·bσa·d ��

σa·c [ σb·dσc·dσa·b [ σb·dσb·cσa·d − σa·dσc·d − σa·bσb·c − σa·cσ�
b·d X 8

������	� �� $�����

σa·cJJ5− σ�
b·cK [ σ�

a·dσ
�
b·cJ5− σ�

a·cKK X 8.

?��� ��'�� σa·c X 8 Jξa⊥⊥ξcK ��)� σ�
b·c X 5 Jξb � ξcK�
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��K /����!���'� ��������	 σc·d X 8� σa·b X σa·cσb·c � σb·d X σa·b/σa·d X
σa·cσb·c/σa·d �� ������� �(����
�� ������ 〈cd|ab〉

σa·bσb·cσa·d [ σa·bσb·dσa·c − σa·cσa·d − σb·cσb·d X 8

������	�
σa·c
σa·d

Jσ�
a·dJ5− σ�

b·cK [ σ�
b·cJ5− σ�

a·cKK X 8

� ���� ��'�� σa·c X 8 Jξa⊥⊥ξcK ��)� σa·d X 8 Jξa⊥⊥ξdK ��)� |σb·c| X 5
Jξb � ξcK�

�K 3���� ��������� @����������� ��������� ξa � ξc ��)� ξb � ξd� ���
����	� ��������	 σa·b X σc·d X 8 �� ������� �(���� �*	 �����,	
〈ac|bd〉 � 〈bd|ac〉

σa·c − σa·cσ�
b·d [ σa·dσb·cσb·d X 8,

σb·d − σb·dσ�
a·c [ σa·dσb·cσa·c X 8.

?�� ���	 ����� ������� �'����)��� σb·d �� ���+� ������� �'�����
)��� σa·c ������	� σa·cσb·dJσa·c − σb·dKJσa·c [ σb·dK X 8� ?��� )��_�
σa·c X 8 ��)� σb·d X 8 ��)� σa·c X ±σb·d� 3�� σa·c X ±σb·d ���
���� � �������� ��	���D������ 	��� 1abc·abc � 1acd·acd ������ ��
5 − σ�

a·c ≥ 	�AJσ�
a·d, σ

�
b·cK ≥ |σa·dσb·c|� �(� �	� � ���+�	 �(����� ���

���� ������ ��� ��� |σa·d| X |σb·c|� .�� ������	� ��� �� ������
�(����
�*�+ 〈ac|bd〉 � 〈bd|ac〉 � ������	� σa·d X ∓σb·c� ��� ���� ��
�(��������� ξc �� ξd �� ξa⊥⊥ξb|ξcd�

��K[���K ������	���� ��� �(��������, σa·b X σb·dσa·d� σb·c X σb·dσc·d � σa·c X
σa·dσc·d �� ������� �(����
�� ������ 〈cd|ab〉 J	,��	� �(���������
ξa �� ξbK� ������	�

σc·dJ5− σ�
b·dKJ5− σ�

a·dK X 8,

���� ξc⊥⊥ξd ��)� ξa � ξd ��)� ξb � ξd� ��� �� �����

����K H������ ξc � ξd� ���	 ��� � ����������� ξc⊥⊥ξd|ξab ������ ��ξabc��
4����	���� ���� ξa⊥⊥ξb|ξc� ������	� ξa � ξc ��)� ξb � ξc� ��� �� �����
0 ��� ��	 �(����� Jξc �� ξdK ������	� ���� ��,��)�	 ������*	
�  ��� N��K[���KP�
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�+�I	� ��' �������� ������' �� ������ �� ��'W

(��
 �2 ��� 	������� N X {5, 7, 6, =} �0������ ;99 g2������������"����
�������"������� 	���"& >? ���&! ��������� ������������"���� �� 89: � ����
�;< ���&� � ���� �� ���� �� ��"@����� ���	���� �A!A?�!

" ) ��3&�4�� �&$����$

����(� ���(� ������ �(����� �+����������� ��������������*�+ 	����,
�� ��	��� ��@���� ���+ ��������� 3(����� �� ������� �� �� ����� �� ���)���
�	� �	���	� ���T	� ��� �������� �����	 ��@���� ���+ �������� �'��'�
���
��+ � �������� �+����������� <��������' ��������������*�+ 	����,
���  '(�������� 	��������

3���
 �"2 ���� N �� ������� 	������ � I �� g2������������"�� ���
�����"����� 	���" ��� N ! ����	 �� a, b, c, d &��' ���� N � 	������
E ⊆ N \ abc � F ⊆ N \ abcd �"���#

�� {〈ab|E〉, 〈ac|bE〉} ⊆ I ⇐⇒ {〈ac|E〉, 〈ab|cE〉} ⊆ I

��� {〈ab|E〉, 〈ac|E〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cE〉 ∈ I

���� {〈ab|E〉, 〈ab|cE〉} ⊆ I X⇒
(
〈ac|E〉 ∈ I

)
∨
(
〈bc|E〉 ∈ I

)
��� {〈ab|cF 〉, 〈ac|bF 〉} ⊆ I X⇒

(
〈ab|F 〉 ∈ I

)
∨
(
{〈bd|cF 〉, 〈cd|bF 〉} ⊆ I

)
�� {〈ab|cdF 〉, 〈ac|bdF 〉} ⊆ I X⇒

(
〈ab|dF 〉 ∈ I

)
∨
(
〈ad|bcF 〉 ∈ I

)
∨(

{〈bd|cF 〉, 〈cd|bF 〉} ⊆ I
)

��� {〈ab|F 〉, 〈cd|F 〉, 〈ac|bdF 〉, 〈bd|acF 〉} ⊆ I X⇒
(
〈ac|F 〉 ∈ I

)
∨(

{〈ab|cdF 〉, 〈ad|bcF 〉} ⊆ I
)

���� {〈ab|F 〉, 〈cd|aF 〉, 〈cd|bF 〉, 〈ab|cdF 〉} ⊆ I X⇒ 〈cd|F 〉 ∈ I

����� {〈ab|F 〉, 〈bd|cF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈ac|bdF 〉} ⊆ I X⇒ 〈bd|F 〉 ∈ I

�0� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|dF 〉 ∈ I

0� {〈ab|cF 〉, 〈bc|dF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|dF 〉 ∈ I

0�� {〈ab|dF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈bc|dF 〉, 〈cd|abF 〉} ⊆ I X⇒
(
〈cd|bF 〉 ∈ I

)
∨(

〈cd|aF 〉 ∈ I
)

66



%&���! 3����  �� �� ��	�!��@������ ���������� � ��		�� ;� ���+� �
(�� ���� �,�����' �,���� ��		�� 58� ���
� ��� �,������	 ��		�� 56�

���
��+ 
�� ������	� ���)���	 gQ��������������*�+ ���	����, 	��
���, � ��		�� 5= J�B=QB; � �;>Q;;K �� ��	��� �)�� 7�6 � �)�� 7�=� 2�
�����	� gQ�����������������	� 	����� I �������	� �
��+�' gQ���������
������� ���	����' Ji ⊃ I � ���� ���� ��@���� �� �������� �(���	� N3����
�� I ���	������� gQ���������������+� 	������ ���	 ���* 	���� �)���
+��� � J��)������ ������*K ����� � ��,���� ∩iJiP�

�����	�� �� ��� ������	� ����� �������� ��� ����* � 	����, �B=Q
B;� ���	�� 	����' �;>Q;; ���� ����� �'��� ��' �����*	 ��������	 A�K�

3�� |N | ≤ = ������ ��@���� �� �������� � ��		�� 5B �+����������� $���
���� ��� ������������ 	���� �� gQ��������������* ����� �+�'� ��'� ����
I��� �������� �K�A�K�

��!������ <��������' ��������������� 	����' ���  '(�������� 	���
����� ��� )'�' �+������������' ��	��� ��@���� ���+ �������� � R&��8BS� 3��
$����� �����	� � ��� �*������ J)�� ���
�+� ��,�������K�

3���
 �82 ���� N �� ������� 	������ � I �� g�2������������"�� ���
�����"����� 	���" ��� N ! ����	 �� a, b, c, d &��' ���� N � 	������
E ⊆ N \ abc � F ⊆ N \ abcd �"���#

�� {〈ab|E〉, 〈ac|bE〉} ⊆ I ⇐⇒ {〈ac|E〉, 〈ab|cE〉} ⊆ I

��� {〈ab|cE〉, 〈ac|bE〉} ⊆ I ⇐⇒ {〈ab|E〉, 〈ac|E〉} ⊆ I

���� {〈ab|E〉, 〈ab|cE〉} ⊆ I X⇒
(
〈ac|E〉 ∈ I

)
∨
(
〈bc|E〉 ∈ I

)
��� {〈ab|F 〉, 〈cd|F 〉, 〈ac|bdF 〉, 〈bd|acF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ac|F 〉 ∈ I

�� {〈ab|F 〉, 〈cd|aF 〉, 〈cd|bF 〉, 〈ab|cdF 〉} ⊆ I X⇒ 〈cd|F 〉 ∈ I

��� {〈ab|F 〉, 〈bd|cF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈ac|bdF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ac|F 〉 ∈ I

���� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

����� {〈ab|cF 〉, 〈bc|dF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

���� )' )'�� �+���� �����	���� �� �������� vK− viiiK � ��		�� 5>
���� ���' ��������	 iK−iiiK � ��		�� 5> ������ ����������� ��������	
viiK−xK � ��		�� 5B � �� ��� |N | ≤ = ���� ��		� 5> $����� �+�����������
g�Q��������������*�+ 	����,�

6=



" * �5����, ���4�' ,+$&$��&��$,

0 �	� ������ ������	�� �� <��������' ��������������� ������������
	����' ����� �+����������� ���� �*	 �����	�	 �������*�+ 	����,� 3��
������ )���	� ����� ������ � ��		�� C � ������ 5�=�

3���
 �#2 �� "�(���"�' n ≥ = �� �������"����� 	���"

Jn X {〈57|6〉, 〈56|=〉, . . . , 〈5Jn− 5K|n〉, 〈5n|7〉} J7�6K

��������	 	����	 �� �)��� +��������� ������������"���� 	���"&!

%&���! 3(����������	�� �� )' �A������ gQ��������������* ������������
	���� I ��� 	������� {5, . . . , n} ∪ EF ����*� �� I RFE X Jn� 3��	 )' ���
��		�� 55 )'� gQ��������������* � 	���� Jn� ?��� 	� ��' 1 ������ ��
	���� '�� ∀a W σa·a X 5 J��� ��		� 57K �(����
�� gQ����������� ξ�

3��������� �����������

ξ�⊥⊥ξ�|ξ�, ξ�⊥⊥ξ�|ξ�, . . . , ξ�⊥⊥ξn−�|ξn, ξ�⊥⊥ξn|ξ�

���������� ��� ��		�� B ���+,	

σ�·� X σ�·�σ�·�, σ�·� X σ�·�σ�·�, . . . , σ�·�n−�� X σ�·nσ�n−��·n, σ�·n X σ�·�σ�·n

� ��������*	 ��������	 ������	�

σ�·� X σ�·� ·
(
σ�·�σ�·� . . . σ�n−��·nσ�·n

)
.

.����� )�T� σ�·� X 8 J�� ξ�⊥⊥ξ�K ��)� |σ�·�| X 5 J�� ξ�⊥⊥ξ�|ξ�K� ��� �� ����
� �	� �� ξ �� gQ����������� 	����� Jn�

3���
 ��2 �� "�(���"�' n ≥ 6 ���� �������"����� 	���"�

In X {〈57|6〉, 〈56|=〉, . . . , 〈5Jn− 5K|n〉},
I∗
n X {〈57|∅〉}, I∗∗

n X ∅

�.�"��� +��������� ������������"�' ��� 	������� N X {5, . . . , n}!

%&���! ���+_ ξ X JξaKa∈{�,...,n} �� <��������' ��������* ��+���* ����� �
������ �� 	���� 1 X Jσa·bKa,b∈{�,...,n} ������� ��

∀a W σa·a X 5,

∀a > 5 W σ�·a X σa·� X εn−a��,

∀a, b > 5, a �X b W σa·b X σb·a X ε,

6B



��� ε > 8 �� ��)������ ������� ����� �� 	���  ����� G������ 1 > 8� ��)�_
∀A ⊆ {5, . . . , n} W |1A·A| X 5 [ εJ· · · K > 8� ��� N. . . P �������� ���'��	
� ���	���� ε�

�'�� �������	� �)��)�*�+ ��!�	��, � ��	)����� � ��		��	 B ���
�,���� �� IJξK X InW

�K 3�� a, b ∈ {5, 7, . . . , n} �� σa·b �X 8� ���� ������ ������ ξa⊥⊥ξb�

��K 3�� a, b ∈ {7, 6, . . . , n} � 	������ C� ∅ �X C ⊆ {5, . . . , n} \ ab� �����
	����

|\aC·bC | X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ε ε ε ε · · ·
ε 5 ε ε · · ·
ε ε 5 ε · · ·
ε ε ε 5 · · ·
���

���
���

���
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X ε [ ε�J. . . K �X 8

� ���� ������ ξa⊥⊥ξb|ξC ��	,�� )*� ����*	 J��� ε ����� �� 	���K�

���K 3�� a ∈ {7, 6, . . . n} � ���������� 	������ C X {c�, c�, . . . , ck} ⊆
{7, 6, . . . , a− 5}� ����	����

|\aC·�C | X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
εn−a�� ε ε ε · · ·
εn−c��� 5 ε ε · · ·
εn−c��� ε 5 ε · · ·
εn−c��� ε ε 5 · · ·

���
���

���
���

� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X εn−a�� [ εn−a��J. . . K �X 8.

3��� ��� ������ ξa⊥⊥ξ�|ξC ��	,�� )*� ����*	�

��K /����!���'� ��� a ∈ {7, 6, . . . n} � C X {c�, . . . , ck} ⊆ {7, 6, . . . , n} \ a
������� �� m WX 	�Ac∈C c > a [ 5� �(����
�* ����	���� 	� ���

|\aC·�C | X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
εn−a�� ε ε ε · · ·
εn−c��� 5 ε ε · · ·
εn−c��� ε 5 ε · · ·
εn−c��� ε ε 5 · · ·

���
���

���
���

� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X ±εn−m��[εn−m��J. . . K �X 8,

3��� ��� � �	� �(����� ������ ξa⊥⊥ξ�|ξC ��	,�� )*� ����*	�

6>



�K G)*�� �'
�(� �(���� a ∈ {7, 6, . . . n− 5} � C X {Ja [ 5K, c�, . . . , ck}�
∅ �X C ⊆ Ja [ 5K ∪ {7, 6, . . . , a − 5}� 3�� C ����  � ������������ 	�
����	���� |\aC·�C | ���∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
εn−a�� ε ε ε · · ·
εn−a 5 ε ε · · ·

εn−c��� ε 5 ε · · ·
εn−c��� ε ε 5 · · ·

���
���

���
���

� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X εn−a��− εn−a��± εn−a��[ εn−a��J. . . K.

.���� |\�C·aC | �X 8 � ������ ξ�⊥⊥ξa|ξC �������

/�
�� ����� �� ������ C X {a [ 5} ������������� ���	

|\a�a���·��a���| X
∣∣∣∣( εn−a�� ε

εn−a 5

)∣∣∣∣ X 5εn−a�� − εεn−a X 8.

���� �� ��' ���� ξ�⊥⊥ξa|ξa���

G���� �����!���*	� ��!�	��' ��� ������ �� 	����' I∗
n � I∗∗

n ���� g�Q
������������' <��������*	� ��+���*	� �����' � ������ ��	� 	����	�

1∗ X

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
5 8 ε ε · · ·
8 5 ε ε · · ·
ε ε 5 ε · · ·
ε ε ε 5 · · ·
���

���
���

���
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 1∗∗ X

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
5 ε ε ε · · ·
ε 5 ε ε · · ·
ε ε 5 ε · · ·
ε ε ε 5 · · ·
���

���
���

���
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

����������� �,���� �� �����+��� �������	�  ���(��

� �'����	 ��		�� C ������	� ���� �,������ ��		� 59 � 5; ������
������ ������ �� ������W

(��
 �2 3)��� ��(����� +��������� � �.�"��� +��������� �����������
��"���� �������"������� 	���"& ������ ������� ��������������"�'!
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" 6 7��!& �$������

0 �� ������� ��	� ��������� �� ���A����� ���� �� �+����������� <�������
��' ��������������*�+ �������������+ 	����, ��	��� �������*�+ 	����,
� ������� �
��+�' <��������' ��������������� 	����' ��� N X {5, 7, 6, =}�
0'����� �(������� ������ ��� )' ��)'�� 	���� ����� ��� ���� � �+�����
������� <��������' ��������������� 	����' ��� |N | X B� &�� ������
�� �A����� 6>>599 '�, �������������+ 	����, � g�Q��������������*	�
=Q	����'� U�+����� � ��
��' ��+� '�, ����	� ���	 ��+���� ���� g�Q
������������ ��� ������� �� ���A������

G	�I	� ��
� ������� ���
��+ ���(��*�+ ���)��	,� 0
��+�' 	���� ����
�'�� �� �)�� 7�6 � �)�� 7�= �'�	� 	���� �(����
�� 	����� �;B ���� ���
�� ������� ?��(��*	 ���)��	�	 �,����� ��� ��� ��� ���� ������� J�����
����������K ����������� ����� ��� ����* g�Q��������������* J����� gQ
��������������*K 	����� .��� ���)��	 $��� ������� � +'������ �'������
��� #� ��$
�	 �� ����� R��CCS� �� ��� ����* dQ��������������* 	����
�A����� ��+� ���������� ������������

3������� )�� �� ��� *�� �)��+� �(�
��+ ���� ������� H� ������ �����
������ 	����� ���� �� dQ��������������* ��)� bQ��������������*� ���
���� gQ��������������*� �� �����* �
�� @��	������ ������ ��� �A�����
gQ��������������* 	����� ���� )' ��)'� dQ��������������*� ?�����T ��
�� ����� ���� 	���� �95 �� �)�� 7�=� ���� ����(� � �������,	 �������
�*	 � N������������ �	�������P � 	,�� )* ��' ������������ ��� ��������
��	� ���� ��	� ���� ��� 	�����@��	���� ������ �
�� �,���� ���(��*	
���)��	�	� ��� �A����� g�Q��������������* 	����� ���* )' ��)'� b�Q
��������������*� ����� d�Q��������������*� .��� ���)��	 )��� �����)�
���� ������� �� ����� ����������� ������'�

6;



?)����� 7�6W g�Q��������������� '�' � ������ �� 	���� ������������
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?)����� 7�=W 3� (��� �� �+��� g�Q����������������� '�' � g�Q���������
������*	� 	����'� �)'�� gQ��������������� '�'� gQ�����������������
'�' � gQ��������������*	� 	����' ���I����� �������� � ��		�� 56�

=8



	�
���� �

�������� � ������ 
��
������������� ������������
�����

0 �� ������� �������	� �
��+�' �������� J����� )������K ������������
���� ������������ 	����' ��� |N | ≤ 6� ���� �����	� ���	* �*������ ���
�������� ���������������� � �(����� |N | X = �������*  ��� �*	� �*�
�����' ��� �������� �������� � )������ �����������������

?)����� 6�5W 3� (��� �� �+��� � �����W b�ad�Q���������������� badQ
��������������� � �)'�* d�Q��������������* '� ��� |N | X 6�

=5



3�� |N | ≤ 7 ���� �
��+�' 	���� ������������ 	����' ������ J��������
)������K ���������������� � ���)���	 ��' �� ��	� ��� |N | X 6� �����'�
��� �'+����� ���	���� J5�CK � ��		�� ; ���� �7 '�,� ���� ���� ���������'
�� �)�� 6�5 �� ��� =5�

3��	���� ��� ������ ��������������� 	����' J5�58K �'+����� � '�,�
� ���+� �
��+�' ���� d�Q���������������� ��
�	 ����� � ���+ ���� b�Q
��������������* J��� ����� ��		� 5CK� G)'�� � '�' ���� J�)����K )������
� ��' � �������� ����������������

3���
 �92 �������"����� 	���" {〈ab|c〉, 〈ab|∅〉} ���� b2������������"��!

%&���! H���� �� � ���	* @��� ��� ���(� R���C=S� 0 ��	� ������� ����	����
���� �� ������� �,��� ����������W ������� �(����
�� ������������	 ���+,	
ξa⊥⊥ξb � ξa⊥⊥ξb|ξc ����

eab X eaeb

eabc X eaebc [ ebeac − eabec

eab [ eabcec X eacebc [ eaeb

3���� ������	� ����� ��� ������� �� (��� ������	� �� $�����

Jeac − eaecK · Jebc − ebecK X 8,

� ���� ���� ξa⊥⊥ξc ��)� ξb⊥⊥ξc�

) � 
�������� (���&�� &�&�����$������

3������ ������ �� �� ��	� � ���)��� ����������������� ���  '(	� ���
+���*	� ���� ���	� � �������� )������ ������������������ ��)�_ '� �*�
�����' J)'_ ��� �� ��$����K ��	 )���� ������� ���� �� �(� �+�����������
�������� �������� ��������������*�+ 	����,�

3(���	�I	�� �� (��' bQ��������������*�+ � b�Q��������������*�+
	����, ������ ����(��� �� 	����'W ���(������ 	���� I X {〈ab|cd〉, 〈ab|d〉}
�� b�Q��������������*�� ���	�� 	���� I Rd ����� ��		�� 5C bQ���������
������* �����

�-������	���� �	��	� �'���� ��� ��
���* ����
��	'� �� �� ����'	� ξd 2 −3 ���4
�'�� �� ����
��	' ξabc 	
���� �������	���� ������ {〈ab|c〉, 〈ab|∅〉, 〈ac|b〉, 〈ac|∅〉} � �� ���4
�'	� ξd 2 3 ����'�� �� ����
��	' ξabc �������	���� ������ {〈ab|c〉, 〈ab|∅〉, 〈bc|a〉, 〈bc|∅〉}�

=7



3������ ��	� ����)�* ����� ���� � �(����� <��������� ������������
������� H��� +���� ��+�� �� � b�Q��������������*�+ 	����, 	,��	�
��� �
��+�' ������������ 	����' I ��� N X {5, 7, 6, =} ������ �� �����+ 6Q
	����' ������(� � ���	���� J5�58K � ��		�� ; J��� ���� �����+� � ��	�
'�, � �)�� 6�5K� � ������I �� ������� ���	���� � ��		�� 5C J��� �����
���� I Rd X {〈ab|c〉, 〈ab|∅〉}K� 3� � '�, 	����, ���I������+ �*
� ������� ��
��7�

�������� ��	� ��+���� !��������� ���)�� �����������+  ���� � ��������
R−5, 5S ����A����* ���	������	� N � �������� ������ ����� ���	�	� ���
���)�� ���� ���)�� 	�	��, JeAKA⊆N ������	� ����	������� ������+�
)������+� ��������� � �(������ ����+� '�� �� 	���� �	�� ��������� �(��
���
�*� 3�� !��������� ��	� �'����� �������� ��!���	,� ��' ��� �	��
���
���+��������+� ������� ��	� ���(����� ������ e� X e� X e� X e� X 8 ��)�
J�� ������� �����	�' �� ����� ��������� 5�7�6K �� ������� ������ )������
����������� �� ������� ����������� <���������� .��� ��	� ������ �����
��� )������ ����������� ��9 '�,�

/ �� ���+������� 	���� ����
� +���� 	�� �� � b�Q��������������
�*�+ '�, ���� �'���
��� J���(� �� ��	��� ���� � �A� �	����*�+ �����
���� �������� � �������� �������� ��������������*�+ 	����, ��� ����
+����� � ����������������� ���
��+ �+��)� =8 '�,K� �� ������� �� �)*��
����� 	������ '�,� � ���+� ����	� ��+���� ���+������ ��� ����  � ������
b�Q��������������� �

4��T	� �
�� ������� ���*�+ ��������� �����D��*�+ ��� b�Q����������
������ 	����'� ��� ��	� �� ������� ��
�+� ����	��� ��������

3���
 �72 ���� I �� b�2������������"�� �������"����� 	���" ��� N �
a, b, c, d ���� &��' ���� N ! ����	 �"���#

�� {〈ab|cd〉, 〈ab|c〉, 〈ad|∅〉, 〈cd|∅〉} ⊆ I X⇒
{〈ad|c〉, 〈cd|a〉} ⊆ I ∨ 〈bd|∅〉 ∈ I

��� {〈ab|cd〉, 〈ab|c〉, 〈ad|∅〉, 〈bd|∅〉} ⊆ I X⇒
{〈ad|b〉, 〈bd|a〉} ⊆ I ∨ 〈cd|∅〉 ∈ I

���� {〈ab|cd〉, 〈ab|∅〉, 〈bc|∅〉, 〈cd|∅〉, 〈ad|∅〉} ⊆ I X⇒
{〈ad|c〉, 〈cd|a〉} ⊆ I ∨ {〈bd|c〉, 〈cd|b〉} ⊆ I

��� {〈ab|cd〉, 〈ad|b〉, 〈cd|b〉} ⊆ I X⇒
{〈bc|∅〉, 〈cd|∅〉, 〈bc|d〉} ⊆ I ∨ 〈ab|c〉 ∈ I

=6



�� {〈ab|cd〉, 〈ab|∅〉, 〈bc|∅〉, 〈bd|∅〉, 〈ab|c〉, 〈bc|a〉} ⊆ I X⇒ 〈ad|∅〉 ∈ I ∨
〈ac|∅〉 ∈ I ∨ 〈cd|∅〉 ∈ I ∨ 〈ad|c〉 ∈ I ∨ {〈ab|d〉, 〈bd|a〉} ⊆ I

��� {〈ab|cd〉, 〈ab|d〉, 〈bc|a〉} ⊆ I X⇒
〈ac|∅〉 ∈ I ∨ 〈ad|∅〉 ∈ I ∨ 〈cd|∅〉 ∈ I ∨ 〈cd|a〉 ∈ I ∨ 〈ac|d〉 ∈ I

%&���! %��* �,��� �������	� � ����	������� � ��������*	� 	�	��'� 3(�
�*�� ��+ �� �+���� ����� ��@L��� �	��I����� ����� � ��!�)�����*	� ������
J������ ��+�	����� � � � K� ��)�_ ����� ���� �(���
 �������

�K 3���� �(���������	�� �� ξa⊥⊥ξd � ξc⊥⊥ξd� ���	 fad X fcd X 8� 3����
����� ξa⊥⊥ξb|ξc� ���	 fab X facfbc

�−e�c
� fabc X −7ecfab� ������	���� ��

�� ����� ������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ��� ��� 59� ������	�

fabcd X −7ecfabd [ facfbd J6�5K

� ������	���� J6�5K �� ���+� ������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ����
��	� �� $�����

8 X fbdfacd.

G� ������*�+ �(��������, ��' )�T� ξb⊥⊥ξd Jfbd X 8K ��)� ξa⊥⊥ξd|ξc

� ������I ξc⊥⊥ξd|ξa Jfacd X 8K�

��K 3���� ������	� �(��������' fad X fbd X 8� fab X facfbc

�−e�c
� fabc X

−7ecfab �� ����� ������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ��� ��� 59� ���
����	�

fabcd X
−facfbcfcd − 7ecfabd [ 7e�cfabd

5− e�k
� ������	���� �� �� ���+� ������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ����
��	�

8 X fcdfabd.

G� ������*�+ �(��������, ��' )�T� ξc⊥⊥ξd ��)� ξa⊥⊥ξd|ξb � ������I
ξb⊥⊥ξd|ξa�

���K 3���� ������	� �(��������' fab X fbc X fcd X fad X 8 �� �����
������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ������	�

fabcd X −7ecfabd − 7edfabc [ facfbd. J6�7K

������	���� J6�7K �� ���+� ������� �(����
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ����
��	�

fbd X
fabcJ5− e�dK

facd
. J6�6K

==



������	���� ���� J6�7K � J6�6K �� (�� ������� �(����
�� ξa⊥⊥ξb|ξcd�
�����	�

fac X
fabdJ5− e�cK

fbcd
. J6�=K

�������� ����� J6�7K� J6�6K � J6�=K ������	� ��  ��� ������� �(��
���
�� ���+� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ������	�

8 X facdfbcd.

���� ��' )�T� ξd⊥⊥ξac Jfacd X 8K ��)� ξc⊥⊥ξbd Jfbcd X 8K�

��K 3�������	� ��� �����!���' ���� � �(���+����+ �(������+� G ������
�(����
�*�+ ������������	 ���+,	 ξa⊥⊥ξd|ξb � ξc⊥⊥ξd|ξb �'���(�	�
fad� fabd� fcd � fbcd � � ������ �(����
�*�+ ξa⊥⊥ξb|ξcd �'���(�	� fabcd�
fabc � facd� ��������	 �� �������� ������� �(����
�� ξa⊥⊥ξb|ξcd �����	��
�� )�T� fbc X 8 Jξb⊥⊥ξc|∅K ��)�

8 X
Jfbd [ 5 [ eb [ ebed [ edK · Jfbd − 5− eb [ ebed [ edK ·
Jfbd − 5 [ eb [ ebed − edK · Jfbd [ 5− eb [ ebed − edK ·
Jfacfbc [ e�cfab − fabK.

J6�BK

?�
�	 �� �(��������� ������+� ��������� ξbd 	,�� )* �����*  ��� ��
����� ����� J6�BK �����* � � facfbc [ e�cfab− fab� ������	���� �� ��
(�� ������� �(����
�� ξa⊥⊥ξb|ξcd� ������	� fabc[7ecfacfbc−fabce

�
c X 8

Jξa⊥⊥ξb|ξcK�

�K /����!���'� �� �(��������� fab X fbc X fabc X fbd X 8 �������	�
����� ������� �(����
��� ξa⊥⊥ξb|ξcd� �)'�+�	 �'���(��� fabcd� ���+���
�)'�+�	 �'���(��� fbcd� � � (�� ������	�� �� )�T� fad X 8 Jξa⊥⊥ξd|∅K
��)� fabd X 8 Jξa⊥⊥ξb|ξd� ξb⊥⊥ξd|ξaK ��)� fad X facfcd

�−e�c
� 3���� �� fad

�� �(���+����+ ������ ������	� facfcd

�−e�c
� �����	�� �� )�T� fcd X 8

Jξc⊥⊥ξd|∅K ��)� fac X 8 Jξa⊥⊥ξc|∅K ��)� facd − facde
�
c [ 7ecfacfcd X 8

Jξa⊥⊥ξd|ξcK�

��K ?)��)��� ��� �� �(��������, ������ �� )�T� �� fac ��)� fad ��)�
fcd ����� ���� ��)�

8 X
Jfcde

�
a − fcd [ fadfacK · Jfad [ 5 [ ed [ eaed [ eaK·

Jfad [ 5− ed [ eaed − eaK · Jfad − 5− ed [ eaed [ eaK ·
Jfad − 5 [ ed [ eaed − eaK · Jfadfcd − fac [ face

�
dK,

=B



����� �� �(��������� ������ ���������+� ξad ��'��� �� )�T� fcde
�
a−

fcd[fadfac X 8 ��)� fadfcd−fac[face
�
d X 8� / ��������	 �� fcd J�����

facK ���(�	�� �� ���� �� ξc⊥⊥ξd|ξa J����� ξa⊥⊥ξd|ξcK�

) " 2(,�� ����&'��� &�&�����$������

3��)��	 dQ����������������� ��� |N | X = )'� �'(�
�� #� ��$
�	 J� �(���
����	�� ������+�K � �����  ����, R��CBS� R��CBS � R��CCS� G����' )'�' �
 ������
� � �  ���(� �������
� @��	� �������� ����������' �  ������+ R�UC=S
� R��C9S��

2�� ��*	 �������	 ��� ����� (��' �������� ��������������*�+ 	��
���, �� ����������� ��		��

3���
 ��2 ���� I X IJξK � I ′ X IJξ′K ���� d2������������"�' ��������
"����� 	���"� ��� 	������� N ! ����	 I ∩ I ′ �� ����'� d2������������"��!
�����
 ����� ���� ξ � ξ′ ��������� ����������
 ����	 �� � I ∩ I ′ ���������
����'��� ������������"��!

%&���! ���+_ X X
∏

Xa � X ′ X
∏

X ′
a ���� �� (��� ������ ������' ξ �

ξ′� ��D���	� ����������� ����������� <ξ 	����� IJ<ξK X I ∩ I ′ �� �������

X̂ X
∏
a∈N

JXa ×X ′
aK

� �����������	 ���������	

P J<ξ X Jxa, x
′
aKa∈N K X P Jξ X JxaKa∈N K · P Jξ′ X Jx′

aKa∈N K.

.���� ������ bξa⊥⊥bξb|<ξC ����� �+�'� ��'� ξa⊥⊥ξb|ξC � ������I ξ′a⊥⊥ξ′b|ξ′
C �

H��� �,������ ��		�� 75 ������	�� �� 	����' �������� ������������
���*�+ 	����, ���� ���� �������� ����������������

3���
 ��2 3)��� d2������������"���� � d�2������������"���� 	���"&
���� ����)��' �� 	����!

�5������ �(���6�� 	��������
	'� ������� ���� �� ������	�� 	� ����	& �(���� � ��4
	� �������	*� ���	� �/��01$ 	� ���� 73� ���� 3#� 8�� ���	' ����� � ���	'�� ����
���9������ �� �&� ∅ 	��'��� ∗�

=>



?)����� 6�7W <�������' (��' dQ��������������*�+ 	����,�

%&���! ���+_ I �� �)���� J����� ��������K �������� ��������������* 	��
��� � ξ �(����
�� ������������ 3��	 ������ ��+�����	�� �� ��� E ⊆ N
���� I R∅E X IJξN\EK�

����� � ��D���� ���	����� ����������� ��� �������� ��������� �� ���
F ⊆ N 	���� I RF∅ ��,����	 �������������+ 	����, �(����
�*�+ ���������
��+����+� ������ ξN\F ���	�����	� ξF X xF �(�� �
��+�' +����'

xF � ��� ξF ��)*�� � ��������� ����������)����� 3��� ��'� �� 	���� I RF∅
�� ��,����	 ���� �� 	��+� �������� ��������������*�+ 	����, � ����
	��� )* �������� ��������������*�

3�� ��)�����* 	���� I RFE ������	� ������ ��	)����� �*
� ������*�+
���� ����, �� ��	��� �����' J5�55K�

G ��		�� 75 ��'��� �� ��,��� ���� ��+� �� � dQ��������������*�+
	����, �� ��� dQ��������������*� .���� �(�������� ������ ��� �����
dQ��������������� 	����'� �� �������� 	�����' JdQ��������������*�+K
	����,Q!�������, ����*�+� �� ����* ����������� dQ��������������* 	��
��� 	,��	� ����� ���� ��,��� ��+� !�������,� 0� �*
� �	����� ������(�
�� �������� �� 	����'Q!�������' ��� |N | X = ���� �� '�, � � ����� ��+
��)�����*�+ �� �)�� 6�7�

3������ ������� �� ����� �������+� �� � dQ��������������*�+ 	��
���, J� '�,K ��� |N | X =� 0 (��� ���	��, 	,��	� ������ �� �� � dQ
��������������*�+ �������������+ 	����, ��� N X {5, 7, 6, =} �� 5;688�

���� 	������	&� 	�:��	&

=9



��� ���(� R��87S� R&�87S� R���V86S� R:�	8>)S� � � .� �
�� ���� ������ � ����
� �* �� � ��+� 	����, �� ���#� � '� �� ��������� �� �79� '�,�
4������  ���� )'�� �(������������ �������� �� �� ��*	� ���!��	' � ���
���!��	� �< 3?24� 3� U� ��� �����	 dQ��������������*�+ 	����, �
'�, ��� ����� �� �(�������	 %��

3�� $����� �� ��
� ���T	� �����	 ��@���� ���+ �������� �'��'���
��+
� �������� �+����������� �������� ��������������*�+ 	����, ���  '(�
�������� 	�������� ���� )'� �(���� � R�UC=S�

3���
 ��2 ���� N �� ������� 	������ � I �� d2������������"�� ���
�����"����� 	���" ��� N ! ����	 �� a, b, c, d &��' ���� N � 	������
E ⊆ N \ abcd � F ⊆ N \ abcd �"���#

�� {〈ab|E〉, 〈ac|bE〉} ⊆ I ⇐⇒ {〈ac|E〉, 〈ab|cE〉} ⊆ I

��� {〈ab|cdF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈cd|bF 〉, 〈ab|F 〉} ⊆ I ⇐⇒
⇐⇒ {〈cd|abF 〉, 〈ab|cF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈cd|F 〉} ⊆ I

���� {〈ab|cdF 〉, 〈ad|bF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈bc|F 〉} ⊆ I ⇐⇒
⇐⇒ {〈ad|bcF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈bc|aF 〉, 〈cd|F 〉} ⊆ I

��� {〈ac|dF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈bc|aF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I ⇐⇒
⇐⇒ {〈ad|cF 〉, 〈bc|dF 〉, 〈bd|aF 〉, 〈ac|bF 〉} ⊆ I

�� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I ⇐⇒ {〈ac|bF 〉, 〈ad|cF 〉, 〈ab|dF 〉} ⊆ I

��� {〈ab|cdF 〉, 〈cd|abF 〉, 〈ac|F 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I ⇐⇒
⇐⇒ {〈ac|bdF 〉, 〈bd|acF 〉, 〈ab|F 〉, 〈cd|F 〉} ⊆ I

���� {〈ab|cF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈bc|aF 〉, 〈cd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

����� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈bc|aF 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

�0� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

0� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈ad|cF 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

0�� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cF 〉 ∈ I

0��� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈bd|aF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cF 〉 ∈ I

0���� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈bc|dF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cF 〉 ∈ I

=;



0��� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈cd|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cF 〉 ∈ I

0�� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|acF 〉, 〈ad|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

0��� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈bd|acF 〉, 〈bd|aF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

0���� {〈ab|cF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈cd|abF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

0����� {〈ac|dF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈bc|aF 〉, 〈ad|bcF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

0�0� {〈ab|dF 〉, 〈ac|bF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈bd|cF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cF 〉 ∈ I

00� {〈ab|cF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈ab|F 〉, 〈cd|abF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

00�� {〈ab|cF 〉, 〈ab|dF 〉, 〈cd|aF 〉, 〈cd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

00��� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈bd|cF 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

00���� {〈ab|cF 〉, 〈ac|dF 〉, 〈bd|aF 〉, 〈bd|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|F 〉 ∈ I

00��� {〈ab|cF 〉, 〈ad|bF 〉, 〈bc|adF 〉, 〈ad|F 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

00�� {〈ab|cF 〉, 〈ad|bF 〉, 〈bc|adF 〉, 〈cd|bF 〉} ⊆ I X⇒ 〈ab|cdF 〉 ∈ I

) ) 
�������� ����&'��� &�&�����$������

H� � ������	� �� � �� � ���A� � �������	 ������+� ��������+� ���������	
������	� ��	����  ���� ��)'�� ����� ���������������� �������������+
	����, �� ��	��� ��������+� ��������+� ��������� �����)��� �,��������

�	� ����	��� � �*�����' ���� ���	 ���
� ����	���

H� ������� �� 	������ d�Q��������������*�+ 	����, �� ���	�������
dQ��������������*�+ 	����,� H��� ���	' ��� ���	���'� ��� 	��� �����
d�Q��������������* 	���� ���I���W ���	���� J5�58K � ���+�  ��� ��	�
	�� ; � ���	���� �� R���C=S� ���� �� � 	���� ���	����� ����)� �������
� �����������	 ��		���

3���
 ��2 ���� a, b, c, d ���� &��' ���� 	������ N ! 1���"��� I �� d�2
������������"�� �������"����� 	���" ��� N ������
 ��

{〈ab|cd〉, 〈cd|ab〉, 〈cd|a〉} ⊆ I, J6�>K

����	
〈cd|b〉 ∈ I ⇐⇒ 〈cd|∅〉 ∈ I.

=C



%&���! ���+_ ξ �� d�Q����������� 	����� I� G� �(��������� J6�>K ���
�*��� P Jξabcd X xabcdK ������� ���� P �ξabc�xabc�P �ξabd�xabd�

P �ξab�xab�
��)� ��� ����

P �ξac�xac�P �ξad�xad�P �ξbcd�xbcd�
P �ξa�xa�P �ξcd�xcd�

� 3��� ��' ������

P Jξabc X xabcKP Jξabd X xabdK
P Jξab X xabK

X
P Jξac X xacKP Jξad X xadKP Jξbcd X xbcdK

P Jξa X xaKP Jξcd X xcdK
.

G����	���� xa ��)������� ������ 	,��	� �(���+��� ������ �(���� ����

P Jξbcd X xbcdK X P Jξcd X xcdKgJxbcKhJxbdK, J6�9K

��� g � h ���� ������ @����� � �)���	 +���� J8,∞K� 3���� ���� �(�����
�����	� ξc⊥⊥ξd ��)��� P Jξcd X xcdK X P Jξc X xcKP Jξd X xdK� ������	� ��
J6�9K ��� ��		�� 5�  ��� viK� �� � ξc⊥⊥ξd|ξb� / ������� ����� �(��������
��	� ξc⊥⊥ξd|ξb � ��DA���	� � J6�9K +����� xb� ������	� ξc⊥⊥ξd�

��� N X {5, 7, 6, =} �A����� ""�# dQ��������������*�+ 	����, J�"8
'�,K� ���� ����� ���I��� ���	���� J5�58K � ��		�� ; � ���	���� � ��	�
	�� 7= � �� ��� ��	 ��' ��+�� �+��� ��� �� � �������� ������������
���*�+ 	����, ��� N � �� ������� ��		�� 75 	,��	� �� ���	������
	�����' d�Q��������������*�+ 	����, ��� ����� 	������� 	����,Q
!�������,� ���� �� �� ��	��� ������� ��,���� !�������� �����	 	����,Q
!�������, J����� �����+ 76 '�,K ��� ����� �� �(�������	 %��

2 �������� ��+��� ����� ��	� �'����� 56C b�Q��������������*�+ '�,
�������*�+ � ������ 6�5� H������ � ��		�� 75 ��	�� �� 	������ d�Q������
���������*�+ 	����, �� ����(��� �� ������� ��,����� ������	� ��������
������� �� ��,��� 	������ �""" 	����, J�99 '�,K� ��� ���� ���� d�Q
���������������� G)*���� ��' ���+����� � d�Q����������������� "#
'�, 35Q3B9� ���� ���� ���������' �� �)�� 6�6�

���
� �������� �+������������ ��� d�Q���������������� �� �
�� ���
����� ����� ������(���� 3���� )' �A������'� 	���� )' �����+ �,��� )*
������� �� ���*�+ N���������+P ��� �� �	� � !��@������  � ���+���' �����
�����

�� ��� �*	 �����	 �� )'�� ���(��� d�Q���������������� 3B= � 3=C J�
���� ���' ��		�� 75 � 3B7� 3B8 � 357K� ��� ����������� ��� �)� 6�5� 3���
����� J���	 ����������� ��� ���'�������K *�����
 ���� �� �
��+�' '�'
�� �)�� 6�6 ���� ���������������� 2 ����	� �,���� )' )'�� (�)� �����
����������� ��� 3B9� 3=>� 3=B � 369� 3=5 � 367� 36C � 368� 37=� 35C� 36�
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.�)���� 6�5W 3���������)����� �����)��� ����������� 	����, 3B= � 3=C

37� �����	 ��' �� ������������ ��)�_ �� �(���������� �� '� ���� ������
���������� ������	� �)'�� ��,����	 � ��� ���	*	� d�Q��������������
�*	� 	����'� ������ ����� �*
� ������� +'����� ������� 	��� �A�����
�������� ���� �'��� � ���������������� ������I �����+� �� �	����*�+
57 '�,�

�+I	� ��' �������� ������' �� ������ �� ��'W

(��
 �2 ��� 	������� N X {5, 7, 6, =} �0������ 5;=9; ����'��� ���������
����"���� �������"������� 	���"& 58C; ���&! B"���� ������������"���� ��
C8?D2;;CD � ���� �<?C2<;8 ���&�!
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?)����� 6�6W .'�'� ����� ����������� 	��� )* �������� ��� ���(��� �*
�
������� *������ �� ��� B8�
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) * �5����, ���4�' ,+$&$��&��$,

0 �	� ������ ������	�� �� ��������� ��� )������ ��������������� ���
���������� 	����' ����� �+����������� ���� �*	 �����	�	 �������*�+
	����,� 3������� )���	� �)��)�� ���� � �(����� <��������' ���������
������*�+ 	����,W �����	�� �� ��� ��)������ n ≥ = ���� 	����

Jn X {〈57|6〉, 〈56|=〉, . . . , 〈5Jn− 5K|n〉, 〈5n|7〉}

dQ��������������*� ���	�� ��+� Jn−5KQ	����' ���� b�Q����������������
� �������� �'�����	� ��		�� C � ������ 5�=�

4����		� ��� �� (��' bQ��������������*�+ � b�Q��������������*�+
	����, ���� ��� �+����������� �����	�	 �������*�+ 	����, 	� ��	�+��
�� ����� �� ������ ����(��� �� 	����'� G ���� ������*�+ ��!�	��, �
��
�'��*��� �� ���� �� �+����������� ���A����� ��� ��)������� (��� �������
���+ ���������� ���� �� ����(��� �� 	����' � ��+����� b�Q���������������
	����'� 3(������	 �� (��� d�Q��������������*�+ 	����,�

3���
 �"2 �� "�(���"�' n ≥ = �� �������"����� 	���"

Jn X {〈57|6〉, 〈56|=〉, . . . , 〈5Jn− 5K|n〉, 〈5n|7〉} J6�;K

��������	 	����	 �� �)��� ����'��� ������������"���� 	���"&!

%&���! 3(����������	�� �� )' �A������ dQ��������������* ������������
	���� I ��� 	������� {5, . . . , n} ∪ EF ����*� �� I RFE X Jn� 3��	 )'
��� ��		�� 77 )'� dQ��������������* � 	���� Jn� ?��� 	� �(����
��� dQ
����������� ξ � ���� ����� ��	� ������+� �,����	 �(����*	 � R��C7S�
��� >�

G ���+�  ��� ��		�� 7 ��� ������������ ���+' ξ�⊥⊥ξ�|ξ�� ξ�⊥⊥ξ�|ξ��
. . . �ξ�⊥⊥ξn−�|ξn� ξ�⊥⊥ξn|ξ� �'��*��� ��

8 X
[
MIJξ���K [ MIJξ�K−MIJξ��K−MIJξ��K

]
[

[
[
MIJξ���K [ MIJξ�K−MIJξ��K−MIJξ��K

]
[

[ · · ·[
[
[
MIJξ��nK [ MIJξ�K−MIJξ�nK−MIJξ��K

]
X

[
MIJξ���K [ MIJξ�K−MIJξ��K−MIJξ��K

]
[

[
[
MIJξ���K [ MIJξ�K−MIJξ��K−MIJξ��K

]
[

[ · · ·[
[
[
MIJξ��nK [ MIJξnK−MIJξ�nK−MIJξ�nK

]
,
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�(� �	�  ���' � ��������+ 	��� )* ��� ��		�� 7 ��������� � ��' �������
.� �
�� ���	���� �� ���� ξ�⊥⊥ξ�|ξ�� ξ�⊥⊥ξ�|ξ�� . . . � ξ�⊥⊥ξ�|ξn� ��� �� ����
� �(���������	 IJξK X Jn�

3���
 �82 �� "�(���"�' n ≥ 6 ���� �������"����� 	���"�

In X {〈57|6〉, 〈56|=〉, . . . , 〈5Jn− 5K|n〉},
I∗
n X {〈57|∅〉}, I∗∗

n X ∅

�"���� (����� ������������"�' ��� 	������� N X {5, . . . , n}!

%&���! �,��� �� �����!���* � �,���� ��		�� 5;� 4���	� )������ ���������
ξ ������ ��

∀a W ea X 8,

∀a > 5 W e�a X εn−a��,

∀a, b > 5, a �X b W eab X ε,

∀A ⊆ N, |A| > 7 W eA X 8.

3�� ε > 8 ����� �� )����� 8 �� ������ ����� � ������ )������ ��������� �
���� �����	�� �� IJξK X In� 3��	���� ��� ������ ξa⊥⊥ξb|ξC � ��		�� 9
��� � ��
�	 �(����� �(�@��	����� ���� ������ �������� �� �� �*���

eab ·

⎛⎝5 [
∑

D⊆C,|D|��
eD

∏
d∈D

xd

⎞⎠−(∑
c∈C

eacxc

)
·
(∑

c∈C

ebcxc

)
J6�CK

����� ���� ��� ����� xC ∈ {−5, 5}C �

�K 3�� a, b ∈ {5, 7, . . . , n} �� eab �X 8� ���� ������ ������ ξa⊥⊥ξb�

��K 3�� a, b ∈ {7, 6, . . . , n} � 	������ C� ∅ �X C ⊆ {5, . . . , n} \ ab� �����
��	� ��������	 �� ���+� J6�CK ��� ξa⊥⊥ξb|ξC

εJ5 [ εJ. . . KK− ε�J. . . K, J6�58K

��� N. . . P �� ������* �'	)�� ��� ���'��	 � ε� 0*��� J6�58K �� (�����
ε� ��)�_ ���	 ������+� ���� �
��+�'  ���' (��� ε�  � �'

�+� � ����
��� ε ����� �� 	��� �� ������ �������*� .���� ��� ������ ξa⊥⊥ξb|ξC

��	,�� )*� ����*	�

����6��	
�� ��� �� �� 	� ����'� �� ;�������*�� �('���� ���	� � �
�6' ����� ���	���

B=



���K 3�� a ∈ {7, 6, . . . n} � ���������� 	������ C X {c�, c�, . . . , ck} ⊆
{7, 6, . . . , a− 5}� ��)*�� �*��� J6�CK ��� ξa⊥⊥ξ�|ξC +����'

εn−a��J5 [ εJ. . . KK− εn−a��J. . . K �X 8.

3��� ��� ������ ξa⊥⊥ξ�|ξC ��	,�� )*� J��� ε ����� �� 	���K ����
�*	�

��K /����!���'� ��� a ∈ {7, 6, . . . n} � C X {c�, . . . , ck} ⊆ {7, 6, . . . , n} \ a
������� �� m WX 	�Ac∈C c > a [ 5� ��)*�� �*��� J6�CK ��� ξa⊥⊥ξ�|ξC

� xC X {5}C �������� +����'

εn−a��J. . . K− |C|εn−m�� − εn−m��J. . . K �X 8.

3��� ��� � �	� �(����� ������ ξa⊥⊥ξ�|ξC ��	,�� )*� ����*	�

�K G)*�� �'
�(� �(���� a ∈ {7, 6, . . . n− 5} � C X {Ja [ 5K, c�, . . . , ck}�
∅ �X C ⊆ Ja [ 5K ∪ {7, 6, . . . , a − 5}� 3�� C ����  � ������������ �
xC X {5}C �� �*��� J6�CK �����

εn−a��J5[εJ. . . KK−|C|εn−a��−εn−a��J. . . K X J5−|C|Kεn−a��[εn−a��J. . . K,

��� J��� ε ����� �� 	���K �� �������� � ���� ��� ������ ξ�⊥⊥ξa|ξC

�������

/�
�� ����� �� ������ C X {a[5} ������������� ���	 ��� ��)������
x�a��� ∈ {−5, 5} ����

5εn−a�� − x��a���εε
n−a X 8.

���� �� ��' J��� ��		�� 9K ���� ξ�⊥⊥ξa|ξa���

?)��)�� ��� ������ �� ����� ��D����	� )������ ��������� ξ∗ ����

∀a W e∗a X 8,

e∗�� X 8,

∀a, b, a �X b, a [ b > 6 W e∗ab X ε,

∀A ⊆ N, |A| > 7 W e∗A X 8,

������	� ������� )������ ����������� I∗
n � ��� ξ∗∗

∀a W e∗a X 8,

∀a, b, a �X b W e∗ab X ε,

∀A ⊆ N, |A| > 7 W e∗A X 8,

������� )������ ����������� I∗∗
n �

BB



� �'����	 ��		�� C ������	� ���� �,������ ��		� 7B � 7> ������
������ ������ �� ������W

(��
 "2 3)��� ��(����� ����'���
 �"���� ����'���
 ��(����� (�����
 ���
�"���� (����� ������������"���� �������"������� 	���"& ������ �������
��������������"�'!

) 6 7��!& �$������

0 �� ������� ��	� ���������� 	���� ���
�(��� ���	�+� �*������ � ����
����� ����������������� ���  '(	� ���� ���	� �� ��������� �(������ )��
����� �������� ����������������� 4����� ��	� �� ������� �+���������� )��
����� �������� ��������������*�+ 	����, � �'������� +'����� � ��������
�������� ��������������*�+ 	������+ ��� N X {5, 7, 6, =}� 3�� ���� ����
(��� ��)� �'������� �� (�)� ���+����� � d�Q����������������� 	����,
37� 36� 35C� 37=� 368� 367� 36C� 369� 3=5� 3=B� 3=> � 3B9 � �)�� 6�6�

3(���	�I	� ���(��* ���)��	 �	����* ��� � ������ 7� ������' � �
���+ (�� g�Q��������������*�+ � b�Q��������������*�+ 	����,� G B6
g�Q��������������*�+ '�, )'�� �������� b�Q����������� ��� B5 � ���+�
�����+����� �,������ �7B � �69 � �)�� 7�6� U������ ����������� 	�����
��� � <��������� ������ �(�	�� ������� ���� ����' ������ �� 	���� 	�	�
���!����� )����� ����� �� ������� �����	�' �� ����� ��������� 5�7�6� .��
����� g�Q����������� �
�� ��	�	� ��� �
��+�' '�' � ����������

B>



	�
���� !

���"#�� ������������ �����

0 �� ������� �� )���	� ������ ��+��,	 � �������������+ 	������+�
2���* ������������ 	���� ��� ��� �+��� �(� ����	 �����)� ��	 ��	��
���� N�������* 	����P� �� �� ��� ������ ����������)������+ ����������
4� ��� �+�� ��������+� 	����� �� ������ ���������� �� �� (�  ���W �����
�D���� ��	���+� ������������+� 	������ ����	������� 	����� ��+����	
� �	�����	 �� ���	������ ���������� � ��+��� ��+� ����	��,�

0 ����� ������ �� )���	� ������ ����� ��� N!��D��*�+ 	����,P � �,�
����	 ����
� �� (��� ��� ����������*�+ 	����, J�� ��+ 	����,� �����+�
������������ ������� ��� ����������� ��� �����������*	� �� ���������
�*	 ��'�����*	 !��@�	K� ���� 	� � ���A� ������� ��������� 0 ���+�  ���
�� )��� ��)*�� �������*	� 	����' ��� ������������� ����
� ��� !��D���
	����'�

/ ���� �� �������� ����� )��� ������� +������ ������������+� 	�����
�� ������� ��� G� ��	��� ��	����� �� ������	� ��������� ������ ���
����� �+')' �� �����
�	�� ����� �� �	�����	� �� �
��+ g�Q������������
���*�+ �������������+ 	����, ����� �� 	����' !��D����

�� �� ��� �� ��������	 �(����� ������� ������*�+ �����	�� � ����
���)��	����� 3�� ���� �(��+���+� �� �� �)���� 	,�� )* �� �������
�)���� ��������� � ���)*�� ��� 	� ������ � �(��� �(�	� �� ����� =�5 J�
�(������ �� � �� ������� ����K�

<��D��� ������������ 	����'� ���� �����D���� ���(���� ������������+
	����,� ��� �����	 �����, �(����
�*�+ 	����� ��� ����� �� ��	��� �����

�< ��������(� �� ������ ����(' � =9��>�&�� ��������? � ��� �'��� ������ �� ��64
��	� �� 	����������	' ��������� �� � �('�� �����
�����	���	' ����
��	' �*�� ������(�
�����'���'�'�  ��� ���& ���������& � 	���� ����� 	����������	' ������
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?)����� =�5W ��� �������� �����' �������� !��D��*�+ 	����,�

��+� J������ ��+�K ������� � ������������+�  � ����������+� ��'������+�
!��@��

=:��	
� �2 %�� ���������� ���������"�' �)��"��� "�� ��"'�� �� �(! C!A! -���
������	 ���� � ���� ������ �0������ ����� ���"���
 ���� �,�� ��	���
 ����"���
��� ���	� ���,�� ������! E��"�.����
 �)������ �� F����� �������� ���������
���"���� � (��� � �)���	����� ����,�� � (��"�.��
 �����	��� �� ��,�� �����

�� �� ���"��� ������ ����� �����������! ����� �������"����� ���'	� ������
���� �� �(! C!A
 �� �� �)�����"��� ���"���� ����� (��& � ���	�� � $����� ���
���"��� ���"���� �)���	���� � (��"�.�� �� ������� F������ �������� ������
�����! %��' ��� ��"����� ���� ����� ���	����� �������"'
 ��(�"� 2 ���	�	��"�
F����� ���� �����"�� ��"����� 2 �� �.����� ���*����� �)��"�,�� (��&	 � (���
"�.�� ��"���! G������� (� ���� 	�"� (�� �)���	��� ����� �� ���"��� �����'��
�&	�� (��& � ���	�� � $�����
 (��"�.���� ���� (� �� ��	�"� �����������
���(� (� �� 	�" ��&��( ��������� �	�����! 1���� �� 	�	������	 � ��"���
������ �� A! HI JB
 ��� KLL?8M!

3����� !��@, 	� ��� �������� �� �*+���� ��� �� ������������ +���'
���������� �������� ���+�������	� ���+� N	�� ���������P� ����������
N)*� �(� ����P� �� �� �*+���* � � ��������+� +�������� ?)���� ��� ����
	���� � �������+� ������������+� 	����� �����D���� ����	��' �������
����)�����+� ��������� J� ����	 �����)� ��	 ��	��K� ��� 	�A�	�������

�������� :��
�� �����	�� ��� �
(�	 ��� �����	��� ���	��� ������� @��	��	' ����4
��	�A� ���	��� �� �� � 	�6�� �('���
 ��'6� � ��9������� ��9�����

B;



��� ���� ��� ����+������� @������ .���� ������� 	��!���������  � ����
	����� ���� � !��D��*�+ 	������+ �)�'��� ����� ������������ ��� R%&��CCS�
R���86S� R%<EC>S� RU��CBS� R%��87S� R��8=S � R2� 85S�

?)����� =�7W .(� �/<' ������������� ��*� ������������ 	�����

G	�I	� ��� ������I (� ��� ����
� ���)��	' ������� � ����*��� ��
�� ��	��� !��D��*�+ 	����,� G� ����� � �(����� ����������+� !��@�  ���
��������	� �����
� �	�� N�������'P� .��� ���)��	 �� ������������ � �����
��� �'(�
�� ����� ��� ���+����� � ������+�  �����+� ���	����W !��@,	 ��
�)�� =�7 �������� ��� ��*� ������������ 	����� G ��������+� +�������
��� ��� N�	�� �������'P ���	���� ����	�� ��)�_ �������� �� ������ �� ��
����� ��'� ������� ���	����� ����+�	 ���� � ����� ������	� �� �����
+������ ��� R&��85S�

���
�	 ���)��	�	 �� �)������ 	������ !��D��*�+ �������������+ 	��
���, � 	���� ���+� � �����D���� �����+� N�������+�P 	����� �(� �������	
	������ J≈ �����'K ��+���*�+ ���� �� � ������	 	������ �� J≈ ����� ���
��������K� 3(����� �� �������' ����������)��� �*)��� �������+� 	�����
��'	�����' )���� ������ � �����*�+ �(������+ �� �)�'��� ����+����� ���
������ ������
��+ �������������+ 	����, ��
� ����� �������� �(����� �����+
�(� ���� ���������� 	,�� )* ����� ����� 3��� �� ������ ���� �� �)���� �
�� ���� � �,���'+������ �������*�+ �*�����, �� ��	��� ��	��� �� ������
��� ���(� R:�	8=S�

0 ���������� (��� �� (�)� 	� �� ��	��� �� !��D��*�+ �� ����� �����
��* ��� �� �
��+ �������������+ 	����,� 3(������ (� ���� ��!���	�� �� �
!��D��*�+ �������������+ 	����, ���� ���'��	����� � ��������� �� �� �
��+���*�+ ���� ��� ���	�� ��!���	�� �� � �
��+ �������������+ 	����,
���� �A����������� J�����' � R��8BSK�

YA����� � ���� ��,��)' ����������� ������������+� 	������ � ���� (���
��� (������� !��@' J��� R&��C>SK� ����������� � !��@� ������I ����������
� ������������ +���'� � �,��� �����+ ���
�(��� � ���
� '�' +���� ��� ���(�
R��87S � R%VC>S� H���� 	����� ���)�� ���� ��� N�	��'P� ������������

BC



	���� ������������� ���� ������ �����'� ��� R��8BS� � (���� ����	��*�+
�������*�+ ���)��	, J��� ���(� R:�8=SK�

* � ��&� 1&$3/

!���� "������������ ���#$

$���������
�0� 5�
4�� J��������� 4<K G X JN, EK )���	� ����	�
���� ��� 	������ ���+��, N � 	������ �����������*�+ +��� E�

E ⊆
(

N

7

)
X {ab^ a, b ∈ N, a �X b}.

c����	�� �� !��@ JN ′, E ′K �� ��5�
4�� JN, EK� ����� N ′ ⊆ N � E ′ ⊆(
N ′
�

)
∩E� H������ E ′ X

(
N ′
�

)
∩E� )���	� 	���� � �������
��� ���!��@�

J��� �	� GN ′K� <��@ �� >	�0� ����� E X
(

N
�

)
� 3��	������ 	�����' ���

�+��, A ⊆ N �����	� $������ ������� �������� $���* ���!��@� �������
A ⊆ N �����	� �	����� ����� �� $���� � 	�A�	���� ��+����	 � ������ N⊆P
J���A����� $���� ������ ���	������ AK�

?���
 	��� ���+��' a � b �� ���������� k ≥ 5 ���+��, a X c�, . . . , ck X b
������ �� cici�� ∈ E� i X 5, 7, . . . , k − 5� 0��+��' a � b �����	� ������
J��� �	� a ∼ bK ����� �A����� ���� �� ���������� ������' ���+��, A � B
���� �������� ����� �A����� ���+��' a ∈ A � b ∈ B� ���� ���� ��������
3��
�	��	� ��� �� ������ �������� 	��� ���+��' !��@� �� ������ ������������
���� (��' )���	� ���*�� ��������
�� !��@��

�������� ������, 	�����' A ⊆ N ����	�	�

neJAK X {b^ a ∈ A, b ∈ N \ A, ab ∈ E}.

���+_ A� B� C ���� �� ���� ��������� ���	�����' N � c����	�� �� C
����	��� A � B J��� �	� A⊥B|CK� ������� ����� ���� 	��� A � B �)��+���
���+�� � C ��)��� � !��@� GN\C ������ A � B �������� 3�� a, b ∈ N �����	�
	������ C ⊆ N 	���	����	 abQ��
�������� ����� a⊥b|C � !��@� G �
�� 	���	���� ����� ��+����	 � ������ N⊆P J���A����� ������ ���	������
C ���������� a � bK�

$������	����� ����	 �������* 5	���	��� ������ ��	 �������	 � ���
����������	� !��@� G �� ������������ 	���� ��� N ��D�����* ����������

Ig
UGJGK X {〈ab|C〉^ a⊥b|C � !��@� G} .

�� �	9���*�� =�	�������� 9����?
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���� ��D����	� ������������ 	����' �������� � 	���	��*� � �����*�
�������

I l
UGJGK X {〈ab|C〉^ neJaK ⊆ C, ab /∈ E} ,

Ip
UGJGK X {〈ab|N \ ab〉^ ab /∈ E} .

3��
�	��	� ��� �� ��� ��)�����* !��@ G ������ ����

Ip
UGJGK ⊆ I l

UGJGK ⊆ Ig
UGJGK. J=�5K

���)��� ��' ���� ������� � =�5 ����� ��� ����� � R��C7S�

?)����� =�6W �����������* !��@ G�

=:��	
� �2 N"�����	� �������' ���	� �� .�$� G � �(! C!<! ���,�	��	�
��
 �� ���� 	��� ���	� ����"� �� ��������� ���� ���� ����"� ���������!
G��� �� F�"�� � {5, 7, 6} �� �"��� G! 6�,�	 {5, 7} �"���� G ����
 �)������ G��

�� F�"��! H�(���"�' ��� ����"� .�$� ���� ������' ������! -������ ������&
����"� = �� neJ=K X {7, 6}! �"��� 5⊥=|76 � {7, 6} �� 	���	�"�� 5=2�������!
3���'� �"��� 5⊥=|76B
 ��,�	 {7, 6, B} ���� 	���	�"��	 ab2��������	 ��
������ ��"(� a, b!

!���� %���������� �&$���&�� ���#$

0 ������������+ ���� �������+ �� 	��+� �,���, �'���+���  � ��+������
������	 � �����	��� N������ ��� ���P� �)'  ���( ��)'� �
���� � �����
������ �� ���� ������ ��	�

@�������
�0� 
!��	�!�0� 5�
4�� J��������� �/<K G X JN, EK
)���	� ����	� ���� ��� 	������ ���+��, N � 	������ ���������*�+
+��� E�

E ⊆ {Ja, bK^ a, b ∈ N, a �X b}
�� �	9���*�� =�������� ������� 9����?

>5



���I����� ���	����� �� � !��@� ���A����� ��������
�0 !��	��� ��� ��������
��� k ≥ 7 ���+��, c�, . . . , ck ������ �� Jci, ci��K ∈ E� i X 5, 7, . . . , k − 5 �
����� Jck, c�K ∈ E� 3��!��@ � ���������* ���!��@ ��D����	� �����!���' ����
� �(����� ������������+� !��@�� 2����� ����������+� !��@� G X JN, EK
����	�	� �����������* !��@

G∼ X JN, {ab^ Ja, bK ∈ E ∨ Jb, aK ∈ E}K.

?)����� =�=W <��@ G� ��+� ����� G∼ � �	����������* !��@ Gm�

@�������
��� !����� 	��� ���+��' a � b J��� �	� a � bK �����	�
���������� k ≥ 7 ���+��, a X c�, . . . , ck X b ������� �� Jci, ci��K ∈ E�
i X 5, 7, . . . , k − 5� �������� ���� ,� ���� �(���, � ���������,	 	�����'
A ⊆ N ����	�	� �� (��� 	�����'

paJAK X {b^ a ∈ A, b ∈ N \ A, Jb, aK ∈ E},
chJAK X {b^ a ∈ A, b ∈ N \ A, Ja, bK ∈ E},
anJAK X {b^ a ∈ A, b ∈ N \ A, b� a},
deJAK X {b^ a ∈ A, b ∈ N \ A, a� b}.

���+_ A� B� C ���� �� ���� ��������� ���	�����' N � c����	�� �� C
����	��� A � B J��� �	� A⊥B|CK � ��'������	 ����������	 !��@� G�
������� 	��� A � B ���� +���� J∀a ∈ A, b ∈ B W Ja, bK /∈ E, Jb, aK /∈ EK � ���
������ J�������������K ���� � G∼ � k > 7 ���+����+ A � a X d�, . . . , dk X
b ∈ B �A����� ���+�� di� ��� ���� �� ����� J5 < i < kK� ��� ���� ������
����� � ������������+ ���� 	������

• Jdi−�, diK ∈ E ∧ Jdi��, diK ∈ E � ������I
(
di ∪ deJdiK

)
∩ C X ∅

•
[
Jdi−�, diK /∈ E ∨ Jdi��, diK /∈ E

]
� ������I di ∈ C�

�<
�6�	� �����. ��'�� �'�	
 ����6	�� ��>	���� �� ������ �� ��� ���
 �(���� �
	�����	'���
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YA����� ����������� ��,��)� ��� ��D���� ����������� � ����������	
!��@� G X JN, EK� � � �� ��	��� ���
	��
+��*� 5�
4�
� �� �����������
��+� !��@�

Gm X
(
N, {ab^ a, b ∈ N, a �X b, Jab �� +���� � G∼K ∨ JchJaK∩ chJbK �X ∅K}

)
.

3(����� ��� ����� �� �)�� =�=�

3���
 �#2 ���� G X JN, EK �� %E+ � A
 B
 C ���� �� ���� ����������
���	������ N ! ����	 A⊥B|C ���"���	 �� G ���� �����
 ���� A⊥B|C
���"���	 �� JGABC∪an�ABC�Km!

%&���! R&��C>S� ��� =;Q=C J���(���
 ���� ��� ���K

$������	����� ����	 �(����
�* ����������	� ��'������	� !��@� G ���
D����	� �����!���' ���� ��� 4<� ��� ���� ������������ 	���� ��� N

IDAGJGK X {〈ab|C〉^ a⊥b|C � !��@� G} .

H�� ������� �)�� =�7� �,��*	 ���������*	 ��'�����*	 !��@,	 	,��
)* �(����
�* ��*� ������������ 	����� ����������� ��		� J�(����� �
R%<EC>S� ��� >�5>K �+����������� ����� �/<'�

3���
 ��2 ���� G� X JN, E�K � G� X JN, E�K ���� %E+�! ����	 �"���

IDAGJG�K X IDAGJG�K

���� �����
 ���� ����� .�$& ���� ������' G�
∼ X G�

∼ � � �(�� .�$��� ��
�� ����� 	������ ��������� ���! �2���*.����
 ��! ���������' ���.�$� ����
i→ j ← k!

?)����� =�BW ?��������* ��'�����* !��@ G�

�=/���������? �	���	�� �� �� =���	�� ������'? �������� ��� ���' ������	* �'�
�
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=:��	
� �2 N"�����	� �������' ���	� �� .�$� G � �(! C!;! O��� Ja, bK
�� �����@���	� ���� ,���� � ����"� a �� ����"� b! +�$ �� ����"����
 � ���
�,��� ������ �)�����"��� (� ��,"� ���)��"�� �)�����	 ���� J=, BK! �"���
paJBK X ∅
 chJ6K X {5, 7}
 anJ{5, 7}K X {6, =, B}
 deJ=K X {5, 7}!

�������"����� 	���" �)��"�,�� .�$� G �� IDAGJGK X
{
〈5=|76〉
 〈5=|76B〉


〈5B|6〉, 〈5B|6=〉, 〈5B|76〉, 〈5B|76=〉, 〈7B|6〉, 〈7B|6=〉, 〈7B|56〉, 〈7B|56=〉, 〈=B|6〉,
〈=B|56〉, 〈=B|76〉, 〈=B|576〉

}
.

���,�	��	� ��
 �� ������ �������"����� 	���" "�� ������� � � ���������
���'�� .�$� �� �(! C!<!

!���� '����(������ ���#$

����������* !��@ �� ��������� '� 4< � 	������	 �(�������*�+ ���������
4����	� ���������� ��D���� ����� �� � ���+��, !��@�W

�����������* !��@ G X JN, EK �����	� ���	�A���	�0� ������� �� )�T�
$���* ��)� �A����� ������� 	�����' ���+��, N X ABC �� (� �� ����
��������� 	�����' A �X ∅� B �X ∅� C � ����� �� A⊥B|C � !��@� G� GC ��
$���* � GAC � GBC ���� ������������

3���
 �92 ���� G X JN, EK �� ������������ .�$! ����	 ���� ���"����
���� ������ ������"�����!

�� +�$ G �� ��"�����"��!

��� +�$ G �� �����	��
 ���! ���(������ ���� ���������� ���.�$ ����
����

Cn X
(
{c�, . . . , cn}, {c�c�, c�c�, . . . , cn−�cn, cnc�}

)
� n ≥ = ����"���!

���� P,����� 	���	�"�� ab2�������� ���� F�"�'!

��� 70������ ����)����� �"�� .�$� C�
 ! ! ! 
 Ck �����'
 �� ���)� ���������
����������
 ��! �"���

∀i, 5 < i ≤ k ∃j < i W Ci ∩
i−�⋃
k��

Ck ⊆ Cj . J=�7K

�� 70������ ����)����� ����"& .�$� N X {c�, . . . , cn} �����'
 ��(
ci ∪ neJciK

)
∩ {c�, . . . , ci}, i X 5, . . . , n J=�6K

���)� ���"������� F�"���� 	�����!

>=



%&���! R&��C>S� JiK⇔ JiiK⇔ JiiiK� ��� C� JiK⇔ JivK⇔ JvK� ��� 5C�

3(����� �����������+� !��@� ��� ����� �� �)�� =�6� /�!���	'� ��� �����
����(����� ���� J=�7K � ���+��, J=�6K� ��� ����� ���(� � ������ � R:�	86S�

������������ 	����' ���������� � ����������*�+ !��@, ���� ����� '� ���
��� ������ ��� � 4<� �� � �/<�

3���
 �72 ���� I �� �������"����� 	���" ��� N ! ����	 ���� ���"�������
��� ������ ������"�����

�� 70������ ��"�����"�� .�$ G ������
 �� I X Ig
UGJGK!

��� 70������ J+ G′ � %E+ G′′ �����'
 �� I X Ig
UGJG

′K X IDAGJG′′K!

%&���! 3�� �(�+��� ����������� ��+� � ���*�+ (�� 	����,� ��� R%��87S�
��� 6>� ��)� R%<EC>S� ��� 7>5�

2 ���+�	� ������ � �(���+���+� ��		�� ��
� �����	����	�� �� �(��
���
�* 4< G′ � �/< G′′ ���� �������	 ��������� �����������	 ��,��)�	W
G′ X JG′′K∼ X JG′′Km � ������ G′′ �����	� � G′� ����� ���������	� ��+�
+���' �� �	��� ����(����� J=�6K � ��		�� 7C�

* " 
&$��!����(������ &���!��� �$� 1&$8,.
�0�� �������������� �����

�� ��!� ��2 ���� I �� �������"����� 	���"! ����	 ����� �������� ���
������� ����"��� ������ ξ
 �� �"��� I ⊆ IJξK
 (���	� ������ PJIK!

?)�'��� ��� )���� ����	� ��������� � ����	 �����)� ��	 ��	��� ���*
)��� ����� �� �(����
�*	 �����	 ����A�	� ���(� PgJ{〈57|∅〉}K �� (���
�
��+ <��������*�+ ��������� ��+����+� ������ ξ ����*�+� �� ξ�⊥⊥ξ� ���
)��� ����� ������ �� 	���� σ�·� �� �����*�

3�� �������� ����������� �����' ��������� �������� � 4< �����*	�
�������	 � !��)����	 �������	 ���*����� G �+�� �,���� )���	� ������� �
�A� ����A' N!�P� N���P � N���P � ���������+ ����� ��������� �'���+����

3���
 ��2 6�����	��"� P�JIK �&��� PJIK � �)���� �,��� ����������� ���
��"���
 ����	 �� "�(���"�� ������������ .�$ G �"���

P�JIpar
UGJGKK X P�JI loc

UGJGKK X P�JIgl
UGJGKK.

>B



%&���! %�� ��� �� ������ �������� J5�58K � ��		�� ;� ��� R&��C>S� ���
6=�

3�� ��'�����* ���������* !��@ G ��� �� ��	��� 	������� ��+� �������
��+������� �� ��� �
��+�� ��������� � PJIDAGJGKK ����� �� �����+ +����
��� �� ��	��� ��		�� 5 @��������� �����������	 ��,��)�	

fJxK X
∏
a∈N

fa|pa�a�Jxa|xpa�a�K X
∏
a∈N

fa∪pa�a�Jxa∪pa�a�K

fpa�a�Jxpa�a�K

�� �������� �
�
X 8�

!���� )��������&� ����
���
�������&* ���
���� ��

�����(�����+�� ���#$

�'�� �� �����)���� ������	�� ��� '� �����' ��������� �'������� ����� ��
!��@ G ����������*�

3���
 ��2 ���� G �� ��"�����"�� .�$ � C�
 C�, . . . Cm ��$����� ����)��
���� ���"������� ���� �"��! 6�����	��"�� ��"�

Si X Ci \
i−�⋃
j��

Cj, i X 7, . . . , m, J=�=K

����	 �� ������� ����"��� � PJIDAGJGKK �"���

fJxK X

∏m
i�� fCi

JxCi
K∏m

i�� fSi
JxSi

K
J=�BK

�� �������� �
�
X 8! B���'��� �� ����'��� ����"��� 	&��	� �C!;� �)�����

��

P Jξ X xK X

∏m
i�� P JξCi

X xCi
K∏m

i�� P JξSi
X xSi

K
J=�>K

� �� �.�"��� +��������' ����"��� � �������� 	����� 1 �"���

1−� X
m∑

i��

RJ1Ci·Ci
K−�SN −

m∑
i��

RJ1Si·Si
K−�SN , J=�9K

�!� ������ B� /��:6� ����*� {Si, i 2 7, . . . , m} �� ������) ����*��� �6��� ��	�4
���	'�� abC���������. 9��,� G� �'�� ��� ��>	��� abC���������� � ���� �	��D� � ����"E$�
 �	�� ,�� �6� 	����� � �*�� ����� ���� �������

>>



��� ������ R·SN 	��"�	� ����,��� 	�.���"�� 	����� �� �&����� ��	�

�)���	� ���� 	�.���"�� 	����� ���� �	������ �� ������������ 	���� � ��
�� �(�"� ���� ���"���� ��"�!

%&���! ������ ��� ��� J��������� ������ ��		�� 5 ������� ������ ��
�����	 ����K� ��� R&��C>S� ��� C8 � ��� 5=B�

H��� �������� ������ ���@����+� ����(����� ���� � ��		�� 67 �����
	� ����������� ���)��	 � R:�	8BSW ���	� ����������* !��@ G X JN, EK �
���� 	� Pp

b JIUGJGKK �
��+�� ����������)����� ��������� � PbJIUGJGKK�
��� ����� ���I���

	�A
a∈N

P Jξa X 5K ≤ p,

��� p ∈ R8, 5S�
��
�	 ����	 )��� ��� ���� p 	���	������� �*���

P J
⋂
a∈N

ξa X −5K J=�;K

�(�� �
��+�� ��������� � Pp
b JI

gl
UGJGKK�

3���
 ��2 ���� G �� ��"�����"�� .�$ � p ∈ R8, 5S! ����	

	��
P∈Pp

b �Igl
UG�G��

P J
⋂
a∈N

ξa X −5K X

{Qm
a�� ��−|Ca|p�

Qm
a�� ��−|Sa|p� , p ≤ �

��a��,...,m |Ca|
8 p > �

��a��,...,m |Ca|

%&���! 4���(����	� ����' G �� ���@���� ����������� C�� � � � � Cm � ��D�
���	� S��� � � �Sm ����� ���+� J=�=K� H������ p ≤ �

��a��,...,m |Ca| � ���	 	,�
��	� ��D���� ����������)����� ��������� P ∗ ��� ������ ����� Ca ����

P ∗J
⋂

c∈Ca
ξc X −5K X 5− |Ca|p

∀b ∈ Ca W P ∗Jξb X 5,
⋂

c∈Ca\b ξc X −5K X p

P ∗J. . . K X 8 jinak

� ��������� P ∗ �� ���� �������� �� �� ��� ��		��	 67�
G����� P ∗ ∈ Pp

b JI
gl
UGJGKK� �� � ��' ������

∀P ∈ Pp
b JI

gl
UGJGKK W P J

⋂
a∈N

ξa X −5K ≥
∏m

a�� J5− |Ca|pK∏m
a�� J5− |Sa|pK

.

>9



.� ��� ������ ������� �� �� � ���� m� 3�� ����� ����� �� �*������ �(��	*�
H���� ���� 	� T X Sm X Cm ∩ J∪a��,...,m−�CaK � � J=�7K ������	�� ��
�A����� a ∈ {5, . . . , m − 5} ������ �� T ⊂ Ca� <��@ G′ X G�N\Cm�∪T 	�
����� !��@� G � ����� ����� 	���� 	,��	� ��' ����� ����� �� �(��������
��� ����������)��� P J

⋂
a∈N ξa X −5K �������� ���� ��� ��

P �
T

a∈T ξa�−�, T

a∈Cm\T ξa�−��
P �

T

a∈T ξa�−�� · P J
⋂

a∈�N\Cm�∪T ξa X −5K ≥

≥ �−�p−�|Cm|−|T |�p
�−�p

·
Qm−�

a�� ��−|Ca|p�
Qm−�

a�� ��−|Sa|p� , J=�CK

��� ��D����	� bp ≡ 5− P J
⋂

a∈T ξa X −5K ≤ |T | · p�
G��	�� � �� ���� ����� J=�CK ��)*�� 	���	� ��� bp X |T |.p � ����

P J
⋂
a∈N

ξa X −5K ≥ 5− |Cm|p
5− |T |p ·

∏m−�
a�� J5− |Ca|pK∏m−�
a�� J5− |Sa|pK

X

∏m
a�� J5− |Ca|pK∏m
a�� J5− |Sa|pK

,

 �	� �� ����� ���+ ���� ����� ���
G)*�� ����)�� �(����' p > �

��a∈N |Ca| � �� � �� �
�� �����	�� �� 	��

��	�	 J=�;K �� ������ ��������� @����� p � ��� ��� p X �
��a∈N |Ca| ��)*��

���'�

4

1

8

7

6

5

3

2

4

1

8

7

6

5

3

2

?)����� =�>W <��@ G� ��+� ����' Ca J�����K � ��������' Sa J������K

=:��	
� �2 ���� G �� ��"�����"�� .�$ ��������� �� �(! C!8! 1��� �"���
���� {5, 6}
{7, 6, =}
{6, =, B, >}
{B, >, 9}
{>, 9, ;}! 3���� �"� "�		��� <<


	��
P∈Pp

b �Igl
UG�G��

P J
⋂
a∈N

ξa X −5K X

{
��−�p���−�p����−�p�

��−p���−�p�� X ��−�p����−�p�
��−p���−�p�� pokud p ≤ �

�
,

8 pokud p ≥ �
�
.

>;



!���� ,�-�� ��� ����*�
�� �
*�
$

0 �	� ������ �'�����	�� �  �	 �� �'��	� �� (��� ����������*�+ 	����,�
4	��I��� ��� ���!���� �'(�
� ����� �����D���� ����	��, 	����� ��
������� ���

����� �
6���	�� ����*������� J�0K �� �������������
�	 ��,���
)�	� ��� ��+����� ����	��' � ���� ������ ���������� G� ��+�� ����
��	� ������ +����� ����	���� ���� 	�A�	������� 	�5B����*��������
4���!�� G� �(���������� �� ��������� ��+���� ���� ��' ��(� �� �A��������
���� �����'�� ����*� ��+�� ����� ���� �A����� � �� �������� �*� 1���(��
���* �� ��(�)��� ������� �0 ��+��, � �����+ �������� ����� � ����� �A�
������������+ ����� ������� �� ��������	� ������ �� R/��9;S � �����'
R&��C>S�

���+_ X ���� �
�
 � k (�����+ ��)��� 	����� ��� ����� � k ��������*�+
���������� ��+����+� ������ ξ� �� ������� �� �����+� (�����

H������ ξ 	� �������� ���������� ���	 �0 ��+�� ��+� ����	��, )��
�������������+ �	����� �� �(� ���� ��� +���' �, �  ���� 	�(� pJxK X
P Jξ X xK �����

bpJxK X
5
k

k∑
a��

IRXa X xS,

��� IRAS X 5 ����� ��� A ����� � ���� ������� � Xa �� aQ� 	�(��� J(����
a 	���� XK�

3���� 	� ξ ������ ��!������ <��������� ���������� ���	 �0 ��+��'
��+� ����	��, )�� �������������+ �	����� �'������ ����������W

• bµa X �
k

∑k
b�� Xba�

• bσa·b X �
k

∑k
c��JXca − bµaKJXcb − bµbK�

���� �	���	�� ��� ������ �'���� � �(����� ��!������+� <���������+�
��������� ��� 4< � ��������+� J����� )������+�K  � <���������+� ���������
��� ����������*	 !��@�	�

���� �)���� ��+������� �� � �)�� �(������+ �� ����� � �A�����������
�����' J��� R&��C>SK� ?�
�	 � �(����� 4< �� ��	 ���	� ����� ���� ��
(�
���� ���	�� � ���+�	 �(����� �� ���	 �A���� �������

�� 	
���� ���6'�� ����	��&�� �(�������. ��� �� �� �����	� ���	��� 	�	�����' 	�
���	��� �������� ��������.� � �

>C



3���
 ��2 �)�����"����	�
 �� ξ �� �.�"��� +��������� ����"��� �����
�� ��)���� �������� µ � � �������� 	����� 1! Q� �)�����"���
 �� ����"���
ξ �� ����	 ����� ����"��� Pg�JIUGJGKK
 ��"����	� 	�0�	�"�� �������'
������ bµ � b1 ���"������#

���� X ���� ���� � k )������! ����	

• bµa X �
k

∑k
b�� Xba


� ������ �������� 	����� �"���

• 〈ab|N \ ab〉 ∈ IUGJGK ⇒ J1̂
−�

Ka·b X 8

� �����@ ��,�	

• bσa·a X �
k

∑k
b��JXba − bµaK�

• 〈ab|N \ ab〉 /∈ IUGJGK ⇒ bσa·b X �
k

∑k
c��JXca − bµaKJXcb − bµbK

%&���! 0�� R&��C>S� ��� 566�

3��
�	��	� �� ���� @��,� 4 ������������+� !��@� G X JN, EK ����

〈ab|N \ ab〉 ∈ IUGJGK ⇐⇒ ab /∈ E J=�58K

� �������� ��� �������� ��� 	��� ����' ������ �� 	���� �0 ��+��� ���I����
���� �� ��������� �� ������� �����*�+  ���, 1−� (�
����� ����� ���� ���

#��������� ��������� ��� ����������*	� !��@' ����� � ���@����	 �����
(�����	 ���� ��� ����� ��� �������� �����������+� ��		��W

3(����������	�� �� G �� ����������* !��@ � ��������� ξ �� �����	 (��'
PJIUGJGKK� 3��	 ������� ������	� ����� �0 ��+��' ��� ��������� ����
J��� �� ��� �+�� ������K� 	,��	� ����� �0 ��+�� ��� ����	��' ξ ��
������� ��		�� 67 J@��	���� �,��� �� � R&��C>S� ��� ;=K�

3���
 �"2 ���� G �� ��"�����"�� .�$ � ����"��� ξ �� ����	 �)���
PdJIUGJGKK! ����	 �)� ��$�����	 ����)�����	 �"�� C�, . . . , Cm
 ��*����
S�
! ! ! 
Sm ���"� ������ �C!C� � �������� ������� �&�� ������ 	�)� pJxK X
P Jξ X xK �"���
 ��

bpJxK X

∏m
a��

�
k

∑k
b�� IRXb·Ca X xCa S∏m

a��
�
k

∑k
b�� IRXb·Sa X xSa S

.

E��"�.����
 ����� ����"��� ξ �� ����	 Pg�JIUGJGKK � 1̂Ca·Ca ���� -P
������ ���������� 	���� ����"��� �"�� ξCa


 ����	 ��	 ����� �C!D� �����
-P ����� �� �������� 	����� ξ!

%&���! 0�� R&��C>S� ��� C5 � 5=B�

98



* ) 9����� �����

0 ������ �A����� ��� ��,��)' ��� �� ������� �� �')�� ������������ 	��
���� 0 �� ������� �� �)� ��� �� �(������	� � �����	� ������ �(� �*)���
!��D���+� 	������ �� ����� �� �� ������	� �������� �� <��������' ������
���������� ������������ 	����' ���  '(	� ���� ���	��

3���� ��,��) �� �������* �� ���������	 ������� ���	����� ��������
����W

�� ��� ����	
� 〈ab|C〉 ∈ TN ������ ������ ξa⊥⊥ξb|ξC �

�� � ��
�	� ������� 
��������
��	 ������ ����� �� ��!�  ���! ��������

�����
!� 
���������� � ���� ��

0� ���� ����  ��� � )��� 5 ���� (�)� ����� �
��+�' ���	������
���	����� ������������ ��� 	,��	� �'��� �������� ������� 	����,� �
����+� �')���	�� ���(����� ���' �������� J=�58K �������������+ 	����,
�(����
�*�+ 4< ��� �(���+��� ��!���	�� ��������
� ��

�� ��� ����	
� a, b ���
� ��� � N ������ ������ ξa⊥⊥ξb|ξN\ab�

�� "���� #��$ G �� ��!� %� ���� ��� ���� a � b 	��
� ����& ��	���  ��% ���

��������� ���� ξa⊥⊥ξb|ξN\ab 
�
� �#
�' ��
��

/����!����� )'_ �������
� ���	������� ����� 5 ��� �/< �� ���*�� 3%
��!���	��� ��� ���(� R���86S� ��� B=7�

������������*	 ���)��	�	 �
�� �,����� �� �� J���(� U��@������+�K
������� �� 	��+�����)�� ������� �����	� �(� ���+����� +������ α ���	�
������������ ��' ��������*�+ ���	�������+ ������������ 3���� ������
������� �� 	��+�����)�� ������� ���������	�� ���� �*)�� 	����� ��'	��
����' ����������� � �� (�)� )* ���	� �����* � ���������� �*�����,�

���+�� 	������ �� ����� 	���� 	�A�	������� /�����+� J/"%K� U�'��
������+� JU"%K  � ����+� ��@��	� ��+� �������

AICJbθ, XK X 7LLJbθ, XK− 7D X 7
k∑

i��

��! f�θJXiK− 7D,

BICJbθ, XK X 7LLJbθ, XK−D ��! k X 7
k∑

i��

��! f�θJXiK−D ��! k,

� �	� 	�����'� �� ���� ��� ����� ��������	'  	��	��	�� ��'�' �� �����
�����	���
�&�
�� �����	*�� ������  ���	*�
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��� X ���� ��� � k (�����+� LL ��!Q����+������� @������ bθ �0 ��+��
����	��, ��������� � D ��	���� ������� ����	��,� 3���� R���86S J���
���)���� � R���C9SK �� �*)�� 	����� �� ��	��� /"%aU"% ��'	�����'
�����������

H�� ��� )'�� �	������ ���)��	�	 �� �)�����* �� � 	���*�+ !��@, J�
���� � 	����,K� H� ��' (�)� ����� ������� �'+�������� ����!��� /_ ���
������� ���)����� J����� �(�������K +��� � $����+� J����� �������+�K !��@�
��)� �(����� �(�������� ���)����� J� � �/< �)������ �	��� +���K �����
�+�� �� 	�A�	������� ������� ���,� +����' �������� .'� ��!���	' ����
	�+�� )* ��'	����' ����������� ���	��� �(� ��
�	 	������ ���� ��
� ������	 	������ �� J��� $���K �� 
���� �� �� ��� �������+� 	�����
��	���� 	����

!���� ��	�����$ ����������������� ��
��$

�� �� �+���� ��	� �(������������ �� ��� ���� �� ���+����� � ����������
��+�� �(����
�* ������������ 	���� �� !��D��*� H�� �
�� )'�� �	����� �
$���� ��� �(�������� �� ���� ���)'�* J�� ����	 ��,�� ������A������
������ �������	� �� � �
��+ �������������+ 	����,K� � ���A�  ��� ���
���	�I����*� ���	��� �� ����� ��+��� �)���� ��������������*�

0 �	� ������ �� ������� �����	�� �� (��� 4< !��D��*�+ 	����, ��
�(�������� ���)�� �� �	'���� �� ���� � ����� ' g�Q��������������� ���
���������� 	����'� ���� ���������� �A�����������	 ������	� �������� ��
������	� �������� ��!���	�� ��� �*)�� 	����� � �����D���� ����	��,
� �(����� <��������' ��������������*�+ �������������+ J�� ���� !���
D��*�+K 	����,� / ���� ��� � ��	��� �� ����� ������	� ��+��' ��������
����� �� !��D��*�+ 	������+ � �� �
��+ g�Q��������������*�+ ��������
������+ 	������+� U�� $�	' �� �)������ �� �	���	� �� ��!������ ���������
������� 	����'� ��)�_ � ������+ �(����, ��� � ������ �� 	���� ������
�� � @��� �� ��������� 	��� ���� ���	� � �(���� $��+� �� �*)�� � +������
����	��, � �(����
��+� ��!������+� ����������

3�� ����* �����������* !��@ G �� IUGJGK g�Q��������������* J�,���
� R&��8BSK � ������ ��� ��� )'�� �	����� � �(���+���	 ������� �� ������
��������� Pg�JIUGJGKK �A������������ .�� ������ ��� �
�� � �)���� ���
������� ����������� ��		�W

3���
 �82 ���� I �� g�2������������"�� �������"����� 	���" � Pg�JIK
�� �0��������"�� �����! ����	 �0������ J+ G ������
 �� I X IUGJGK!
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%&���! �,��� ��� ����� � R:�	8>�S� �'
����� �
�� ���+��� �� #� ��$
��

?	��	� �� �'�� �� �� g�Q��������������� 	����' ��� N X {5, 7, 6, =}�
.��� �(�������� )���	� �� ����� ������' ��� ��������
��� �'���+����
������ � ����*	� ���*	� ��� g�Q��������������*	� 	����' ���  '(	�
���� ���	� ������� ��)���	�� �������
� ��,��)� ��� �')�� �)���* �����
�������� 	���� ��� ���� ��� X � k (�����+� �� ���+������� ������ �
��+
7= ���	�������+ ������������

3���� ��� �+��	� �	��� �+')� �	'��	 �(����� ����������� �� +������
α X 8,8B 	���	� J�(� U��@������+� �������K ��������� ��' ������� ��
+������ α

��

.
X 8,8875� ���� ��� �� 	���� ���	�������� ������� �'�����	�

�+�� ��� ���� ��������� ������������ 	����' �� ��)� N���(��'P� � �����	�
������ �� ����!�� �*)��� 	������

���+�� 	������ �� �*)�� 	����, � �� ��� ��+� ����	��, �� �������
/"%aU"%� ?�+�� �(���� +����' �� ��� �
��+�' 	����' ����* � �

bµa X
5
k

k∑
b��

Xba, a X 5, . . . , =.

0����� �� 	���� 1 ����	������	� ����

1 X

⎛⎜⎜⎝
σ�� 8 8 8
8 σ�� 8 8
8 8 σ�� 8
8 8 8 σ��

⎞⎟⎟⎠1�

⎛⎜⎜⎝
σ�� 8 8 8
8 σ�� 8 8
8 8 σ�� 8
8 8 8 σ��

⎞⎟⎟⎠ ,

���

1� X

⎛⎜⎜⎝
5 ρ�� ρ�� ρ��

ρ�� 5 ρ�� ρ��
ρ�� ρ�� 5 ρ��
ρ�� ρ�� ρ�� 5

⎞⎟⎟⎠ .

?�+��' ����	��, σ��, . . . , σ�� �����	� ���� �������� �0 ��+��' ����'��
��������*�+ ���� ��� ��'

bσ�
aa X

5
k

k∑
b��

JXba − bµaK
�, a X 5, . . . , =.

G)*�� ����� �0 ��+�� ����	��, � 1� �+����	 � ������������	 �	����
��	 �(����
��+� 	������
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0 �����*�+ �(������+ )��� �������
� ����	������� ������ ������ ��
	����� ��� ���� ������� 1−� �(� �����!���� ���� � �(�����	 �� 	���� � ����
�� ��	� �� ���!����� ���� �*
�� ��' ���� 	� 1−�

� X J∂ijKi,j��,...,��
3(���	�I	�� ��

ξa⊥⊥ξb|ξC ⇐⇒ |1aC·bC | X 8 ⇐⇒ |J1−�Ka�N\abC�·b�N\abC�| X 8.

���� ���� �������' ����	������� ��� 	����' '�, �5Q�B6 � �)�� 7�6�
��� 6CW

�5K ρ�� X 8

�7K ρ�� X ρ��ρ��

�6K ρ�� X ρ��ρ���ρ��ρ��−ρ��ρ��ρ��−ρ��ρ��ρ��
�−ρ�

��

�=K ρ�� X 8� ρ�� X −ρ���ρ��ρ��−ρ���
ρ��ρ��−ρ��

�BK ρ�� X 8� ρ�� X ρ����−ρ�����ρ��ρ��ρ��
ρ��

�>K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ�� [ ρ��ρ��

�9K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��

�;K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��

�CK ∂�� X 8� ∂�� X 8

�58K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ���ρ��ρ��ρ���−ρ��ρ��−ρ�
��

ρ�
��

ρ��
ρ����−ρ�

��
�

�55K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��

�57K ρ�� X 8� ρ�� X 8

�56K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��
ρ��

�5=K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ����−ρ�
��
−ρ�

��
�ρ��ρ��ρ���

ρ��−ρ��ρ��

�5BK ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��ρ��

�5>K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X −∂��∂��∂��
�−∂�

��

9=



�59K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ����−ρ����

ρ��

�5;K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X −ρ����−ρ�
��
−ρ�

��
�

ρ��ρ��

�5CK ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X −ρ����−ρ����

ρ��ρ��

�78K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X −∂��∂��
∂��

�75K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X −ρ��ρ����−ρ����

ρ����−ρ�
��
�

�77K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��
ρ��

�76K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��

�7=K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��ρ��

�7BK ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X −�−ρ���−ρ���
ρ��ρ��

�7>K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��
ρ��

� ρ�� X ρ��ρ��

�79K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ����−ρ���ρ
�
���

ρ����−ρ�
��
�

�7;K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ��ρ��� ρ�� X ρ��ρ
�
��ρ��

�7CK ∂�� X 8� ∂�� X ∂��∂��� ∂�� X ∂��∂��

�68K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X −ρ��ρ��
ρ��

�65K ∂�� X 8� ∂�� X ∂��∂��� ∂�� X ∂��∂��∂��

�67K ∂�� X 8� ∂�� X ∂��∂��� ∂�� X ∂��∂��
∂��

�66K ρ�� X 8� ρ�� X 8

�6=K ∂�� X 8� ∂�� X 8

�6BK ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X ±ρ��� ρ�� X ∓ρ��

�6>K ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ±ρ��ρ��� ρ�� X ±ρ��� ρ�� X ±ρ��

�69K ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��� ρ�� X ±
√

5− ρ���� ρ�� X ±ρ��
√

5− ρ���

�6;K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X ρ����−ρ�
��
�

ρ��
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�6CK ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��

�=8K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X ∂����−∂����

∂��

�=5K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X ∂��∂��

�=7K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�=6K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X 8

�==K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X ρ��ρ��

�=BK ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�=>K ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X 8

�=9K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�=;K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�=CK ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X 8� ∂�� X 8

�B8K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�B5K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�B7K ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8� ρ�� X 8

�B6K ��������* 	���� J����� �	�����K

3�� 	�A�	������� ��!Q����+������ @����� � �������� �� ��� +����'
/"%aU"% �� �+���� �'��� ���	����� �� ��!���	�� ������+� ��	������+�
��@L��� J���(� @����� ����� � R��8BSK� ��	���� ������� ����	��, D ��
5= )�� �� � �������������+ �	����� J� ��� ������� ������ ���+,K ��� ���*
	����� ���(����� ��� 	���� �55 �� D X 5=− 7 X 57� ��)�_ 	�	� �	�����
�� σ�� � σ���

?����� �
�� �,����� ��� ���	������� ���� �� �������	� 	�A�	�	
��!Q����+������� @������ .�� �	� ���� )��� � 4< 	����,� ��)�_ '�
J���' ��		�� 6>K ����� �� �A����������� �����'� ��' �� ��!Q����+�������
@����� ��������� 0'+������� ��!���	�� �A����� � ��� ���(����� �A������
������ �����' J��� R&��C>S� ��� 797K� ����	� �
��� ��� ���� �����' �(����
��
	����,	 �5Q�B6 ���� �� ���(����� �A������������

9>



�� ����� �	�I	�� �� �� ��	���  ����� R��8>S ��� ���������� ���� ��
���� ���	���� ��� ���(���� �� ���� ������ �� ���(����� �A������������ .�����
�� ����� � ��!�)������� !��	���� � �*�� � �� �������� � ���!��	� ����
!����� R<3�8BS� /�
�� ��� 	����' '�, �=� �56� �78� �75� �77� �7B�
�7>� �68� �6B� �6> � �69 ��)'�� �� ���	���� ������� � �(����� ���
� @��� ���� 	�A�	����� ���+ ��!���	, ��� '� 	����' �� �������� �����
�� �	������

?�+��' ������ �� 	���� � ��!���	�� �*)��� 	����� �� ������� U"%
������� ���� �	���	������' � �(�������	 )��� �� ��� �������� ����(���
�� 0*)�� �������+� 	����� ��� � ����(��� V����L� �� ���)���� "�����
��� 5B85 J/�� ��	���� 6B88[� 5;88 <E�� 5 <U �/�K ����	 C 	����
4����		� ��� �� ������� �� ���� ��� ������� �*�� � �	�������� ��)�_
���� ����� �������� �� )���* ��+�� ����	��, ��� ��������* 	���� J��
)�� �������������+ �	�����K�

0������ ��!���	� )'�� ���(��� ����������� ��	�����W

�� ���  �%�! � () ���� ������� ����
 ������ ��
�*�� ��� I� � 
�	��
&

�#�
������� �����
*
� ������  ����� �������  �����
������� ��
�*��
�� V �

�� +�#�
������� ���� � 
�����
�	� ����&��
�  �����
*
� ������ V � k ,���
���	�

)� +� �� ���& -./01./  ������� �������� ����
 � 2�3 
��������
��	 �������
��
�*�� ��� J �

4� �������� ������ I � J ��� 	��
�� �� ��%� �
�� 
������ ���
��' ��� ���
���� 5�&�
��� �� ����	 ����
��	 �,������	 
�5�&�
���

G�,�����	�� �� �� �+������� ��� �(� ��	����� �����	� ����	�� �(����
+����'� � �� )�� $�	' �� �)������ 	,��	� )�� ������ �� 	���� � ����� �
��	� �� ���!������ 2Z� ��� � �'���� ����������W

�����
��
��������������������������������
��

�����
����������
�����


��������������
��������

 ����
�������������
�������
��

�� ���� � ������!"�����!� ���� ����� �!#�������!�
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?)����� =�9W -���
��� �����D���� 	����� �� ������� /"% � U"%�

%���� ��	����� ��	� ��������� ��� ����* � B6 '�, � ������ � 5B �,��*�+
�������� �� k �����	  '(����� <��@ ��,	���� ����������)���� $���
��
�����D���� ����� /"%aU"% � ��������� �� ��!JkK 	,��� ���� �� �)�� =�9�

0���	�� �� �����D���� �� ������� U"% �� ������� $���
���
� ��� � /"%�
���� �� ��' )���	� ��)*�� ����� �	� �������	� 3���� ��' �������	�
�(�	��� ��� ������ ��	���� ��������

P J$���
�� �����D����K ≈ 8,76 · ��!��JkK− 8,7=.

%+��	���� ��' 	� ����������)��� $����+� ��� ;8d� ���� � �	� (�)�
��� � ������I =8 ����� (�����

.�� �� �������	� ������* 	����� ��	��� ���� ���	���� �� )'�+�	 ���
���� 
���* ��+�� ������ �� 	����� 3���� �� ���(� �������� 	��� ���	� ���
�� ���	� 8,888885 � 	' 	��� ��	� �(���������	� ����������� �������
�	�
�� ������ ����� �+')'� 0�������� 	��� ���� �*	 � ��+����*	 ���������	
)���	� 	�(� ��� 2���)���Q&��)�����' �����!����

DIV Jµ, V, µ̂, V̂ K X
5
7

(
��!

(
|̂V |
|V |

)
[ �

(
V̂ −�V

)
[ Jµ̂− µK′V̂ −�Jµ̂− µK− n

)
,

��� µ, V, µ̂, V̂ ���� �� (��� ����	��' �(���� +����' � 	���� ����'��
�����+� � ���+�+� ���������� n �� �� � ������ ������ J�� � ��
�	 �(�����
n X =K� tr �� ����� 	�����
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?�+�� )���	� �������� �� �	 N���
�P�  �	 ���
� 	� ��,	����� 2����
)���Q&��)������ �����!���� �(�� B6 	���*�+ '�, 	����,� �'�� ��' ���
�� �� 	,��	� ������ ��+�� )�� �������������+ �	������ ��+�� �������*
�� ������� !��D���+� 	����� 	�A�	���������+� U"%� ��+�� �������* �� ���
����� ������������+� 	����� 	�A�	���������+� U"% � ��+��� ��' �� ��	
���� �* ������������ 	���� ���	W

�� ���  �%�! � () ���� ������� ����
 ������ ��
�*�� ��� I� � 
�	��
&

�#�
������� �����
*
� ������  ����� �������  �����
������� ��
�*��
�� V �

�� +�#�
������� ���� � 
�����
�	� ����&��
�  �����
*
� ������ V � k ,���
���	�

)� 6��*����� ��	�� �����
*
� ������ � �������
�� ������ � ��
�*��� ���
V̂�� +� �� ���& 1./  ������� �������� 
������� #��'� ! ����� � �,����
!
��	�� ��
�*��� V̂�� -
���#�� � �������� 
��������
� ����� � �,����
!
��	�� ��
�*��� V̂�� 7�	�� �����
*
� ������ ��� 
��������
� ����� I
��
�*��� V̂��

4� 6��*���� 8������ 9:��������� �����#�
�� ���� V 
� ���
� � V̂� �% V̂� 
�
���	� ���
&�

2Z� ��� � )' �'����� ����������W
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%���� ��	����� ��	� ��������� ��� ����* � B6 '�, � ������ � 55 �,��*�+
�������� �� k �����	  '(����� 0*�����' �� ���� �� �)���� !��D��' ����
������ 0��	�	� ��+�� ��� ��������* 	���� ���� ��@���� �� � ��� �	�� �
����� ���� ���� ��+��' ���
�  � +��
�� 3�,	������ ������' �����!���� � ������
���� �� ��!JkK 	,��� ���� �� ���� ����� �)�� =�;� ����� �� �	�� �)�����
�������
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?)����� =�;W ��������* 	���� ����  ���� !��D��*  ��������� ������������
� ������� ���� �* ������������  ���+������

3����	� �� �*�����' ��	����� ����������W

5� ?������* ��+�� ������ �� 	���� ������������ ������������	� 	��
���� 	�A�	���������	� U"% ��� ������ � �(� �����+� �� �� 58 ����
(����� ��� ��� 	��� ���� �� ��� �
��+�' ��+��' ����)���

7� ?�+�� �������* ����� �� !��D��*�+ 	������+ ���� ��� ��� � 	���
��� ����� (�����+ ���	� ������������ �*�����'� 0� �
��+ �(������+ ��
+��
� ��� ��+�� �������* �� �
��+ �������������+ 	������+�

6� ?�+�� ������������ ���� ��	� ������������	� 	����� ���� J������
���+�������K ������
� �*�����'�

�	5������ ������	��� �D��*�	' �('����� �������� �(���	& ��.�
� � ���������� �(���
7"F�
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=� 3�� � �)' �� 	��� ���� �����
� � �*)�� � >7C �������������+ 	����,
� +������ �+� ���� ��+� ���� ��(�)� ��� � �����������+� ��� ���
�
��������+ �����������

� ���+�� �������' ��� ������* ����� �*)��� ������������+� 	�����
�� ������� U"% �������� � � ���*�+ �(������+� H�� ��	� ��� �	������ ���
�� ����� �������� ��� �(����
�� ��+��' �� )���* ��+�� ������ �� 	����
��+����	 � ���������	� 	������ �,��	� ��' ��+����� ������� �����
�� �� 	���� �����*	 ���*	 ��,��)�	 J���(� ����� �����* � ��)�����+
��+��,K � �*)�� ������������+� 	����� �������� �� �A����� 0*
� ������*
����� ��� ��' �+��� ���� ����� �����!� �
�(����� 	���� ���	����� ���
����������

3���)�� ������� �� ��+���*�+ ���� �� ���� ���  '(� � ����
�	���� �� ���
��A���� 	������ N ���� ����������  ��(��

N X
⋃
i

{ai
�, a

i
�, a

i
�, a

i
�},

������ �� ����� ������� �,��*�+ ����, N �� �'��'��� � ������I ����� ��
 ��(���� ���	 �� '�  ��(��� 	,��	� �������� ��������� ��+�� �� ���
����� ������������+� 	����� 	�A�	���������+� U"%� 2���* ����� ������ ��
	���� �� ��+���� ���' �(��������� ������I ������� � �(����� ���� ��+��,
��� ����� ����� �������	� ��,	��� ��	�	� �
�� ���� ���� �� ������	�
�������� ��D���� 	�����

0 �����*�+ �(������+ 	,�� )* �*+�����
� ��+����� ������ ������ ��
	����� ��� ���� �������� G����� �� �	� ��� �� ��	����	�� �� �� ��	 )����
� ����+ �'��'��� ���
� ����������� '�� ξi⊥⊥ξj �ξi⊥⊥ξj |ξk� ξi⊥⊥ξj |ξkl ��)�
ξi⊥⊥ξj |ξN\ij �ξi⊥⊥ξj |ξN\ijk� ξi⊥⊥ξj |ξN\ijkl� 0*
� ������� �����' �� (�)� ����

�� � �������� � � ����	��	 �+����� ��+��, �� �,������ ����� �� ��	���
��	��� �� �����  � �' ������ �������� ������'�

=:��	
� "2 J����	� �� ��� �������� �)��"��! P ����� �������)���� ���)��
�� ����� � ��������' �"��,����� �$��������! O������ ���)��� �� ���� ��"�����
��" �� ����� ��	��� ���! ��"������� ����0� I! 3�� �� ���� "������ ��	(��
���� ������ �"�������� �� ����'��� ���)� x X Jx�, . . . , xnK � ���*������
b X Jb�, . . . , bnK �����"�	� �� �����	���' ������� � .���������� ���	���
��� ������ �"��������! �� b �"��� ����� P · b X G · v
 ��� P �� ����������
	����� ����������� �"�������� �$��������� �������� 	������
 G ������
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.�������' �"�������� ������ ����& �.�������� �������� 	������ � v �� �����
�����	������ ������!

J������	 .�������' �������� 	����� � �����	������ ������ �� ��� ���
(���	� ��(����! ��,�	 ��"�	 (��� ��������� $���������� �������� 	�����!
3���� ����� 	��� (�� ��"	� �)����
 ������ �� �� ��� ������ ���"��� ��"'��
,"�������"��'�� ������! Q��"���	 	��� (�� ���"��� ������ �"��������� �"����
����� � �� ������,��� ��������������� ����� ������& � ���"���� �� ���"��,�
����� �������� 	�����!

P ��,�	 �)��"��� �� (���	� ����	�� � �)���� ,"������ (��& ����'�� ����
���'�� �����! Q��"���	 ���� ��$�	��� � (����� � "�� A:8? 2 9??8 � �����'
(���� �)��������' R����	������� ���"������� �������"& � �"�	��� �!!�!
P"�������� ������' �� ��"������� ����0� ���� �&	��' 	������� �������
�'�� 	"'�� �� "������ � ��� �� �.�
 	������� ���� � ��	�� 	"'�� �� �.�

������� ���� � 	"'��
 	������� �� �.� � ������� (�"����� � 	"'�� � ��"� ���
"���' �"�������� (���
 ���� ���� ��,�� � ��������
 ��,�� � �)��� � �'"�� ����
�� �	�! P,����� ���� ������� ���� �����)��� ���� �����"�� �� �&	��'
������� � ����"���! P ����(��� �� �,��� ������ ��	 �"�������� �����	�����
� 9?8< (��&!

%��� �� ����"�	� �� �0���	����"�� ������� � A>?? (����� � �����"��
������� � 98< (�����! N���0���� 	������ N X {5, 7, 6, =, B, >, 9, ;} "�� ������
���� ���������� A? ����)��# {5, 7, 6, =}
 {B, >, 9, ;}
 {5, 7, 9, ;}
 {6, =, B, >}

{5, 6, >, ;}
 {7, =, B, 9}
 {5, =, >, 9}
 {7, 6, B, ;}
 {5, 7, B, >}
 {6, =, 9, ;}! P �0�
���	����"�� � �����"�� ������� �������	� ���	�� �������� 	����� �
�� ��� � ��������'	 	���"�
 ��� �� ��	��� �������"������� 	���"&
 ��� ��
������� ��,�! 6����� �� A>?? ��������� ���� �� ������ ��"��� ("���'
 ����
��)�=	� �� ���� �� ������ �� �����"�� �������! E ��� � ����,���	 ���, ��
��	�
 �� ����� �� ���"��� �������"������� 	���"& 	� ����� ���,� ����.����
� �(��(�'	� ������ � �0���	����"�� �������
 �"� ������� � � ������ ��
��������� 	���" �(� � 	'�� ��� 8,8885�! Q�� �� ����
 �� ����� �� ��	���
�������"������� 	���"& (� 	��" (�� �� ����� �)���� ������!

3�� ��������� ��������� ����)�*�+ ��+��, )' �
�� )'�� ��(�)� �*�
����� �����  ������ ���� ��� +������ 	������ .�+� )' ���� )'�� 	����
����+��� �� ��	��� �(������ ���!��	� �� ���'�� %�  ��� �� ��!�)������
��	���  ��� ��	������ ���	������� J�*�� � !�������K � ���������	
��������*�+ �*�� , � �(����, ��� 4 '�, 	����,� ���� ���������� �A�
�����������	  � ������I ���(����� �A�����������	 ������	� �� ������ ��
�
����� ��������
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%���	 �� ����� )'� �� ���� ��� �* $��� �� ���)��	���' ���	����� �����
������� � !��D��*�+ 	����, � �� ���+� �����)�* ���)�� ���	*�+ �*�����,
����������������� �������������+ 	����, ���  '(	� J� 	���K ��+���*	�
���� ���	� � �����+ ���
� ���
�(���� ������� )'� ��� $��� ������ ���+���	�
�� ���������  ���(��

2��	 �������� ��)��� �� ����� � ����� 	������ ����	��*�+ ������
H����� �� ����� � ���)��	' ���������� ����������������� � ���+� 	���
��!������ !��������' � ������ )������ J����	� ��������K ��������������
�*	� ������������	� 	����' �	����*	� �� ����� ������' 7� ���� � ���(��
��� ����� ������ �������� ����������������� 57 	����,� ����� ��������
���� �� ���� � ��������  � �'������� +'����' � ������' 6� �������� � ���
�
������	���� ��@L������ �	���	����� � ������������ <��������*�+ �����
��������� � ������' =� 0 ���������� (��� �� ��� )* ������ ������ ���	��
���� ����������� J� ���� � �����������������K ���
�(� �� �)���� ��+����
���� ��'� ����� σQ��!�)�' J��� R��;=S � R3�;BSK ��)� ������� �� �)���� J��
���� ���� ��K 	��'� 3��� � � �	� �(������ �� ��������������� 	����'
����� ���� �� �+�����������O

0�(�	� �� �(���+���  �� ������������� � ��������� ��+��, �������*�+
�� �������������+ 	������+ )' 	�+�� )* ����	��� � ��� �*���	���' � �)�
���� ���������� ������'� 3���� �(���������	�� �� ���	����� ����������
���� ��� �������* ����	� ��� � ��� �'��'����� �� � ������	 ����� ���	
��� �� ����� �A����� ��� 	�+� ������ 
����� ���������

3�� �������
� �'���� �������*�+ �*�����, ���� �������� ���)��' ��������
������+ 	����, ��+����	 � �,��*	 �����)� ��	 ��	�,	 ����� � ������	
�(����
��+� @��	�� � ���������	� ��� ������� 	��������� �(������� ��
%�� G�� ��� �������� )��� �� ��� ����(��� �� � ����	 ���� �	���	����
���' ��+��' ����	��, ��!������+� <������� ��������� ������� ��  ���
�������� ����' � �(���	���' � �� ����� �������� �� ������

�������/����������
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R/��9;S H� /����� -���	������ ����������� ��.&a/&#/� 5C9;�

RU��CBS �� �� U�������� S������� S�"��$ ���T���# $�	 U����������
�� N�$������ 3+�� ������ 4�������' �@ 4���+� 5CCB�

R%��87S �� %������ 3�� %������ E���"�� %�.��� -���� -���" �� %���
-����.� 3+�� ������ 4�������' �@ 4���+� 7887�

R%<EC>S Y� %������� H� �� <������� � /� �� E���� 70��� G����	� ���
��(�(�"����� ���T�� -���"�� �����!��� 5CC>�

R%&��CCS �� <� %�L���� �� &� &�������� /� 3� ��L�� � �� H� ����!��+�����
��(�(�"����� ���T��� ��� 70��� G����	�� �����!��� 5CCC�

R%VC>S ���� %�A � �� V��	�+� -�"�������� %�����������# -���"�

E��"���� ��� N������������ %+��	�� ` E���� 5CC>�

R���88S �� ���	��� 1�� �� ���(� �����"�.���� ���"���� 2�������	� 7888�

R��8=S �� ����� -�0�	�	 H���"����� 7���	����� �� +������� E-�
U���� +��� -���"� ��� +������� E������" +��� -���"��
3+�� ������ 4�������' �@ V��+��!��� 788=�
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