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Uvod

V roce 1999 bylo ukonéeno monopolni postaveni Ceské pojistovny na trhu s pojisténim od-
povédnosti z provozu vozidel (,,povinné ruceni“) a do té doby se neaplikoval zadny systém
bonus malus (,BMS“). Proto také neexistuje evidence o $kodni historii pojistnika (,rizik“)
do té doby. Od roku 2000 bylo umoznéno i dalsim pojistitelim se podilet na trhu s povinnym
rucenim vcéetné moznosti zavést BMS. Tato prace se zajimé o chovani BMS v takovych star-
tovacich obdobich. Toto chovani je zfejmé neasymptotické a proto nelze aplikovat obvyklou
teorii shrnutou dobie v Lemaire (1995), ale ani teorii uvedenou v Norberg et al. (1981),
ktera sice pripousti konecné stari rizika, ale uvazuje tzv. uzaviené ¢i asymptotické portfolio
(definice téchto pojmu jsou uvedeny v oddile 1.4).

Hlavnim cilem této prace je tak jednak zkouméni neasymptotickych vlastnosti a jednak
popis modelu tzv. otevieného portfolia pomoci dvojiho méfeni ¢asu (stafi rizika (n) a stari
portfolia (¢)). Bézné se totiz uvazuje, Ze je portfolio uzaviené vuci piichodtim a odchodim
jednotlivych rizik (tzv. uzaviené portfolio). Koncepce otevieného portfolia je zcela jina nez
v de Lourdes Centeno and Manuel Andrade e Silva (2001), volnéjsi z pohledu omezujicich
predpokladt. Uvedend prace se napf. omezuje jen na BMS popisované markovskymi fetézci.
Nami uvazované oteviené portfolio lze modelovat nezévisle na BMS. Velmi jednoduché mo-
dely kmene (portfolia) jsou navrzeny v dodatku C, které v8ak pro ilustraci zkoumanych prin-
cipt jisté postaci. Navic pouziti redlnych dat nékterého pojistitele by znemoznilo moznost
volného vyuziti této prace.

Dalsim vysledkem je odvozeni vztahu mezi koeficientem variace C'V s pramérnou arovni
pojistného AL vuci Norbergovu riziku Q a tim ozfejmeni souvislosti mozného optimalizovani
jednotlivych vlastnosti BMS.

Cel4 prace je zalozena zejména na piedchozi praci Svab (2002b), kterd vychazi z praci Le-
maire (1995), Sundt and Gilde (1989), Norberg et al. (1981), Norberg (1976), Norberg (1975)
a Svab (2000). Dalsi budou citovany az v pifslusnych souvislostech. Tato prace se naopak
nezabyva moznosti, kterou uvadi Holtan (1994), kde navrhuje misto BMS pouzivat spolu-
ucast, k ¢emuz se Lemaire and Hongmin (1994b) vyjadfuje jako k pFili§ teoretické zalezitosti.
Pouziti spoluticasti mizeme vlastné chapat jako ,povinny“ hlad po bonusu.

V kapitole 1 uvedeme velmi obecnou definici BMS a pro takto definovany BMS zavedeme
v kapitole 2 hodnotici a optimalizac¢ni kritéria, kterd budou zobecnénim praci Lemaire (1995),

Norberg et al. (1981) a dalsich. Uvedené definice budou zahrnovat jak asymptoticky tak
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neasymptoticky pristup. Tyto vlastnosti budeme ilustrovat na BMS klasicky modelovaném
pomoci markovskych fetézct. Vzhledem k tomu, zZe tento pristup je velmi dobfe znamy, je
popsan v dodatku A jen proto, abychom ukézali, Ze splituje nasi obecnou definici a také pro
ziejmost pouzivaného znaceni. V dodatku B se budeme ve strucnosti a prehledové vénovat i

dalsimu prikladu.



Kapitola 1

Definice systému bonus malus a

portfolia

Vzhledem k rtzné uzivané terminologii je tfeba pfedznamenat, Ze v této praci neuvazujeme
zddnou navaznost na jakékoliv a priorni ohodnoceni rizika (segmentaci). Z tohoto hlediska
budujeme model jen jako a posteriorni. AvSak, abychom predesli zmateni ¢tenafe, je nutno
upozornit, ze pouZzity pristup je bayesovsky. A priorni informace se nebude tykat ocenéni
rizika pomoci néjaké skupiny tarifnich proménnych, ale rozdéleni strukturalniho parametru,
viz oddil 1.3. V ¢asti 1.5 pak uvedeme zcela obecnou definici systému bonus malus.

Systém BMS si mizeme predstavit jako aproximaci reality. Nejprve vSak aproximujeme
riziko v realném portfoliu néjakym modelem poctu skod a popisem rozdéleni stari rizik v kaz-
dém okamziku stari portfolia. Tuto aproximaci dale aproximujeme systémem BMS pro jeho
predikéni schopnosti (uréeni pojistného pro nésledujici obdobi). Tyto schopnosti jsou déle
predmétem hodnoceni rtznymi kritérii (v této praci pouzivame ekvivalentné pojmy krité-

rium a ukazatel).

1.1 Meéreni ¢asu

Uvazujme portfolio rizik. Jejich chovani sledujeme v diskrétnim case po obdobich, kterymi
jsou nejcastéji roky. Tim se rozumi poradové ¢islo spojitého ¢asového intervalu. Tedy obdobi
n je vlastné intervalem (n — 1,n). Otevienost ¢ uzavienost tohoto intervalu neni dilezité,
mizeme si predstavit, Ze se jednotlivé intervaly (obdobi) dotykaji ptlnoci, ta muze patfit
k libovolnému z nich.

Cas rizika budeme diisledné znacit n a bude vyjadiovat dobu, po kterou sledujeme riziko,
a ktera se obecné lisi od doby, po kterou sledujeme celé portfolio, tu zase budeme dusledné
znacit pismenem t.

Starim rozumime pocet celych jiz uplynulych obdobi. Naproti tomu, kdyz fekneme, Ze
riziko je ve svém n-tém obdobi (nebo portfolio ve svém ¢-tém obdobi), tak je staré n — 1

celych obdobi (resp. celych ¢ — 1 v ptipadé portfolia).
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Pro zjednoduseni uvazujme, ze obdobi, ve kterych sledujeme riziko a ve kterych sledu-
jeme portfolio, se zcela prekryvaji. V praxi to znamend (pfi ro¢nich obdobich), ze by smlouvy
platily od 1.1. do 31.12. Toto zjednoduseni lze pfipadné v praxi eliminovat vhodnym stanovo-
venim pravdépodobnosti popisujicich slozeni portfolia v éase (w,(t) viz dale v 1.3.2). P¥istup
je v souladu s tim, Ze se sazba stanovuje pro riziko staré n — 1 obdobi na nésledujici (n-té)

obdobi, ve kterém je.

1.2 Popis rizika

Uvazujme, Ze konkrétni riziko ndhodné zvolené z portfolia rizik, je charakterizovano paramet-
rem 6. Abychom popsali zkuSenost pojistitele s timto rizikem, ozna¢me M,, pocet nahlaSenych
skod z n-tého obdobi a Y,,; jejich velikosti pro j = 1,..., M,, (navic klademe z technickych
davodi Y;,0 = 0 pro vSechna n € N). Uhrn $kod za n-té obdobi je

My
Xn =) Yuj.
=0

Daéle oznacme

M, = ZM
)

1.3 Popis portfolia

Slozeni portfolia popiseme pomoci t¥i nahodnych veli¢in. Prvni, ©, popisuje rozlozeni skodni
frekvence v portfoliu bez ohledu na stari jednotlivych rizik. Neni problém zobecnit a pouzit
ruzné rozlozeni rizika pro rtzna obdobi stari portfolia, nicméné v souladu s predpoklady 1
uvazujeme v ¢ase shodné rozdéleni. Druhé, Ny, naopak popisuje rozlozeni stafi rizik, ale bez
ohledu na jejich skodni frekvence. To umoznuje jednoduse popsat oteviené portfolio. Je to
vSak zcela jiny pfistup nez tfeba v de Lourdes Centeno and Manuel Andrade e Silva (2001),
kde se pfi pouziti teorie markovskych fetézcti ptidé jeden stav pro popsani ,zbytku svéta“, tj.
kdy je riziko mimo portfolio. Tfeti ndhodna veli¢ina, €2, je technického charakteru a usnadnuje

zapis riznych kritérii ¢i sazbovacich funkeci, definice viz déle.

1.3.1 Strukturalni parametr pro skodni frekvenci

Uvazujme, zZe je kazdé riziko v portfoliu charakterizovano rizikovym parametrem 6 € (0, c0),
ktery je realizaci ndhodné veli¢iny O s distribuéni funkci U(f). Tento parametr se nazyva
strukturalni a v této souvislosti hovofime i o strukturalni hustoté a strukturalni distribuc¢ni
funkci. Volba rozdéleni n. v. © je a priorni informace, kterou do modelu vneseme a vyjadiuje
slozeni (heterogenitu) rizik v portfoliu. Individualni pojistné pro uvazované riziko je potom
Eo X,, (pro n-té obdobi stafi rizika).

V ramci asociace nezivotnich pojistnych matematiktit ASTIN se od jejiho zaloZeni v roce

1957 diskutovalo jako jedno z prvnich téma BMS a rozdéleni poctu $kod. Lemaire (1995)

4



shrnuje tuto diskusi. Je tfeba dodat, Ze vyvoj neskoncil a zajimavé kombinace je uvedena
v Shengwang et al. (1999), kde se diskutuje smés Negativné binomického rozdéleni s parame-
trem, ktery méa Pareto rozdéleni. V této praci budeme provadét vypocty riznych BMS jen na

Negativné binomickém modelu poétu (smés Poissonova rozdéleni s Gama rozdélenim) skod.

1.3.2 Rozlozeni stari rizik

Kromé strukturni hustoty, kterd popisuje slozeni portfolia, uvazujme jesté n. v., ktera po-
pisuje, ve kterém obdobi (n) se nachazi ndhodné vybrané riziko z portfolia, které je staré ¢

obdobi. Tuto ndhodnou veli¢inu ozna¢me N; a jeji pravdépodobnosti
P (Nt =n) = wy(t)

pro n,t € N.

Takto jsme popsali oteviené portfolio. Ale pokud pouZijeme jako rozdéleni n. v. N; roz-
déleni degenerované do jediného bodu tak, ze wy,(t) = 1 pro t = n a 0 jinak, sledujeme v case
portfolio rizik, ktera starnou shodné s portfoliem. To znamend, ze mame uzaviené portfolio
jako specialni pripad otevieného. Nicméné kombinace predchoziho predpokladu se starnutim
spolu se systémem naznacuje, jak daleko od reality miize byt obvykly pfistup, kdy se pocita

s limitnim stavem.

1.3.3 Znahodnéni stari portfolia

Necht © (stafi BMS v poc¢tu obdobi) je diskrétni n.v. s pravdépodobnostmi P (2 =1t) = w;
pro t € N. Predchozi n. v. N; lze pak chapat jako n. v. Nq s podminénym rozdélenim
P(No=n|Q=t)=w,(t) pro0<n<tateN.

Zde je tfeba vidét pfimou souvislost s Norberg et al. (1981), kde se pouzivaji vahy w,,
pro portfolio v n-tém obdobi (znadeni z citované prace), zatimco zde mame mezikrok s w, (t),
ale pak zase vazime zcela analogicky vahami w;. Pro pfipad degenerovaného rozdéleni uve-
deného vyse dostavame totéz (nase w; = w; Norbergovy). V nasi préci jde tedy o zobecnéni
z uzavieného na oteviené portfolio. Norberg navic uvazuje i wqg jako vahu pro asymptotické
rozdéleni, ale to se nam zde nehodi a uvazujeme jen 2 € N.

To, ze vahy w; chapeme jako pravdépodobnosti rozlozeni n. v. €, je zéalezitost skuteéné

jen technickda, usnadnujici zapis.

1.4 Definice portfolia

Definice 1 (Portfolio).
Definujme nyni portfolio pomoci nahodnych veli¢in popsangch vyse.
(i) Necht

O U je distribucni funkce nezdaporné ndhodné veliciny © popisujict rozloZeni rizika

v portfoliu,
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O pro kazdé t € N jsou wy(t) pravdépodobnosti n. v. Ny popisujici rozdéleni stari
rizika v portfoliu starém t obdobi takové, Ze existuje ng, Ze pro vSechna n > ngy je
wp(t) =0

O aw; pravdépodobnosti (vahy) n. v. Q prislusné jednotlivgm obdobim stdri portfolia

takové, Ze existuje ty, Ze pro vsechna t > ty je wy = 0.
Za techto podminek strukturu F = (U, {{wn(t)}or; ,wt}ie,) nazveme portfolio.
(ii) Portfolio nazveme uzavrené portfolio, pokud plati podminka

1 pron=t
wy(t) = (1.4.1)
0 jinak.
Uzavrené portfolio znacime U.

(11i) Pokud portfolio neni uzaviené nezgyvame jej otevrené portfolio a znacime O.

(iv) Strukturu Fy = (U, {w,(t)},2, ,wt) nazgvame porfolio v case t.

(v) Navic definujeme asymptotické rozdélent stari rizik s pravdépodobnostmi
Wy, = tlim wy(t), existuje-li pro ¥Yn € N (1.4.2)
—00

a pokud wy definuji n. v. oznacime ji Noo. Odvozenym pojmem je pak asymptotické
portfolio (U, {wy}, ;).

To, ze pfimo v definici pozadujeme existenci ngy a tg, je prvek zjednodusujici vypocty.
Pozadavek na existenci ty neznamend, ze by se portfolio dale nevyvijelo a Ze by tedy byl
v rozporu s konvergenci w,(t) — w, pro t — oo. Znamena, Ze pojistitel pro stanoveni
pojistného nebere do tivahy nic, co se bude dit po obdobi ¢y. V nasich pfikladech budou
pravdépodobnosti wy, (tg) velmi blizko pravdépodobnostem w,,, tj. blizko své limité.

V dalsim budeme vychézet z nasledujicich pfedpokladi.

PREDPOKLADY 1
Necht

O M, (n=1,2,...) jsou ndhodné veli¢iny podminéné (vzhledem k © = 6) navzdjem

nezavislé, stejné rozdélené (jako M, pro jednodussi znaceni),

O Y, (pro vSechna n > 0 a vsechna j > 0) jsou nahodné veliciny vzdjemné nezdvislé,
stejné rozdélené (jako Y, distribucéni funkci budeme znacit G) a navic nezdvislé na
(©, My, My, ...).

Z ptedpokladi 1 plyne, ze X,, jsou také stejné rozdélené (jako X). Bylo by mozné také
uvazovat obecnéji a upustit od pozadavku na stejnd rozdéleni. Drobnou modifikaci téchto
predpokladi 1ze nalézt v Sundt and Gilde (1989), kde se uvazuje rtzné rozdéleni struktural-
niho parametru pro rtzné stara rizika. V realité tomu mé odpovidat tzv. ,uceni se rizika“,

kdy se s rostouci praxi fidi¢e snizuje Skodni frekvence.



Piiklad 1.1 (Ilustraéni portfolia)

Pro ilustrace v této praci pouzijeme pro strukturdlni parametr © rozloZeni Gama s parametry

7,h > 0 a hustotou

h
u(f) = ﬁ@h_l exp(—67),0 >0
s parametry h = 0,48 a 7 = 9,09. UvaZujeme tedy primeérnou Skodni frekvenci h/T =

5,26%. Rozdéleni poctu $kod individudlniho rizika uvaZujeme Poissonovo s parametrem ©
(tj. M, ~ Po(0©)). Hodnoty parametri byly odvozeny v prdaci Svdb (2002b), kde je lze nalézt
v tabulce 6.1.4 ve sloupci OA. V odkazované prdaci jsou testovdna i jind rozdeélént strukturniho
parametru. AZ na cdsti, kde se bude studovat hlad po bonusu, predpokldiddme, Ze EY,; = 1.

Na rozdil od strukturdlniho parametru pro rozdeéleni stari rizik pouZijeme trochu jiny model

nez ve zminéném clanku. UvazZujme model otevieného portfolia podle C.1 s parametry:
1 Horizont stari rizika ng = 20 let.
O Horizont stari portfolia tog = 30 let.

O Pravdépodobnost storen (podle C.1) dana jako s, = exp(na + b) pro a = 0,15 a

b= —npa tak, aby sp, bylo rovno jedné.

Takto definované pravdépodobnosti w,,(t) ukazuje graf 1.1. Uzaviené portfolio nemd smysl

Graf 1.1: Relativni rozlozeni stari smluv v ¢ase — oteviené portfolio

popisovat, staci se podivat na obrdzek 1.2.

Graf 1.2: Relativni rozloZeni stafi smluv v ¢ase — uzaviené portfolio

Pro uzavrené i oteviené portfolio uvazZujeme vahy pro jednotliva stari portfolia rovnomeérné
ve vysi 1/tg. Zdlezi pak na konkrétnim pouZiti, zda se vétsi vaha dd prunim nebo poslednim

letum.



1.5

Definice systému bonus malus a portfolia

Definice BMS

Definice 2 (Systém bonus malus).

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

Meéjme riziko staré n — 1 obdobi, pro n € N. Historie rizika do c¢asu n je ndhodny

vektor
B, = Mo, My,...,Mp_1,Y0, Y10 Yirrys s Yoo10s-- s Yoo1m, ) (1.5.1)
z prostoru vsech historii do casu n
H5, = NJ x (0, 00)Me 1 (1.5.2)
dimenze 1 + (n — 1) + 1 + M,. Z technickych divodi klademe My, Yoo = 0.

Kazdé riziko pro obdobi t portfolia zaradime do néjakého stavu z mnozZiny stavi H; C
R®, kde a € N.

Sazbovaci zdkladna v obdobi t portfolia pro n-té obdobi rizika (starého n —1

obdobi) je transformace n.v. B, na urcity stav z mnoziny stavi

Zin Iy — K.

Riziko bez historie se tak pro své proni obdobi zatadi do stavu Z41((0,0)") = kt € 4,

ktery nazgvame zakladni stav.

Sazbovaci zakladnou v obdobi t portfolia je mnoZina transformaci pro viechna
stari rizik

Zt. = {Zm|n € N} (153)

Sazbovaci funkce v obdobi t stari systému pro riziko staré n — 1 obdobi je

transformace stavu Zy, na pojistné pro n-té obdobi stdri rizika a obdobi t stdri portfolia

Qtn - % [d R+. (154)

Sazbovaci funkct v obdobi t stari portfolia je mnoZina transformaci pro viechna
stari rizik

ate = {am|n € N} (1.5.5)
Zobecnény systém bonus malus je dvojice posloupnosti S = ({Zie}ioq , {ate}ioq),

kde Z; jsou sazbovaci zdkladny a a; sazbovaci funkce pouZivané v t-tém obdobi stari

portfolia.



(viii) Systém bonus malus (BMS) je dvojice S = ({Zn}oo . {ai}ioq), kde {Z,},2 je

sazbovact zdkladna shodnd pro vsechna t, tj.
Zin = Zn,Vt € N (1.5.6)
a a; jsou sazbovaci funkce takové, Ze

Qtp = at,Vn eN (157)

v

pouzivané v t-tém obdobi stdri portfolia.

(iz) Jeli S BMS, pak
)

O za podminky J6; = & pro vsechna t € N, nazveme n.v. Z&OO s rozdélenim pravdeé-

podobnosti (podminénym vzhledem k © = 0)
Po (257 = j) = lim Py (Zo = j),Vj € X, (1.5.8)

asymptotickou sazbovaci zakladnou uzavreného portfolia, pokud limity
existuji a definuji ndhodnou velicinu
O a asymptotickou sazbovact zakladnou otevreného portfolia O n.v. Zéoo)

s rozdélenim pravdépodobnosti (podminénym vzhledem k © = 0)
Py (267 =) = lim P (Zn, = j). (1.5.9)

(o0)

O Je-li F portfolio, pak jeho asymptotickou sazbovaci zdkladnu obecné znacime Z 5.

(x) BMS (Z(;o),a) se nazyvd asymptoticky BMS, je-li ngo) asymptotickd sazbovact

zdkladna a a sazbovaci funkce.
Poznamky k definici:

1. Systém bonus malus (BMS) je tedy zaloZen na sledovani historie zvoleného rizika. Podle
této historie se riziko zaradi do néjakého stavu. Pravidla pro zafazeni do stavu mohou
zéviset jak na stari rizika tak na stari systému. Nakonec se podle stavu urci pojistné
pomoci sazbovaci funkce. Pro zjednoduseni zapisujeme sazbovaci zakladnu Z,,(Z,,) bez

argumentu =, jako ndhodnou veli¢inu Z,.

2. Definice sice uvadi zobecnény BMS, ale pfi hledani optimélniho systému obvykle zkou-
mame pravidla, kterd zavisi jen na staii rizika a naopak nezavisle na stari rizika pouzi-
vame v ¢ase portfolia rtizné sazbovaci funkce. Dalsi divod pro zjednoduseni je souvislost
s asymptotickymi sazbovacimi funkcemi a asymptotickymi BMS, nebot tak je to v tomto
ptipadé mnohem primocarejsi a jednodussi. Nebude-li feceno jinak, budeme uvazovat
BMS definovany v bodé (viii) definice 2.

3. Pokud pouzijeme pojem asymptotickd sazbovaci zakladna bez dalsitho zpfesnéni, bu-

)

deme myslet tu pro oteviené portfolio, tj. Z g)o .
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Definice systému bonus malus a portfolia

4. Pro asymptotické sazbovaci zakladny potiebujeme J%; = %, ale pro asymptotické BMS
ia; =aak; =k pro vSechna t € N. Bylo by mozné to zobecnit, ale tato prace je véno-
vana predevsim neasymptotickym vlastnostem neasymptotickych BMS a asymptotika

je zde pouze pro uvedeni do souvislosti s obvyklou teorii.

5. Je-li F portfolio, potom Zy, — Zéroo) pro t — oo (tj. pro uzaviené i oteviené portfolio).

Dtikaz je uveden v dodatku D u tvrzeni 5.

6. Jednotlivé stavy z mnoziny % se také nazyvaji stupné nebo t¥idy. Zakladni stav byva
také oznacovan jako pocatecni. V praxi se pouziva o = 1 a obor hodnot se redukuje na
koneény nebo spocetny pocet stavii. Pro teoretické icely se pouziva i o > 1 v obecnéjsich
vétach, viz Norberg (1976).

Priklad 1.2 (Kensky BMS)

Tento priklad je prebrdn z Lemaire (1995). Kerisky systém md 7 stupridi, startovacim stupriem
je stupen proni s urovni pojistného 100%. Po roce bez nehody se pojistnik posune o stupen
vyse s pojistnym o 10% niZsim. Po roce s jednou mebo vice nehodami se pojistnik vrdti do

pocdtecniho stupné. Lze to vyjdadrit pomoci matice prechodu a tabulky 1.1.

1—e? e? 0 0 0
1—e % 0 e? o0 0 0
1—e? 0 0 e 0 0 o0
1—-e? 0 0 0 % 0 0
1—e? 0 0 0 e 0
1—e? 0 0 o0 0 ef
1—e?% 0 0 0 e !

Tabulka 1.1: Kernsky systém bonus malus

stuperi drovern novy stupen (Z,)
(Zn—-1) | pojistného | Mp_1 =0 | My > 1

1 100% 2 1

2 90% 3 1

3 80% y 1

4 0% 5 1

) 60% 6 1

6 50% 7 1

7 40% 7 1
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Kapitola 2

Vlastnosti BMS

Neéktera meétitka kvality BMS zavadi jiz Lemaire (1988) a vysledky prezentuje v materidlu
Lemaire and Hongmin (1994a) a vSe pozdéji shrnuje ve své knize, pro teorii BMS stézejnim
dile Lemaire (1995), kde zavadi nékolik asymptotickych charakteristik, které zde zobecnime,
aby byly jednak v souladu s nasi obecnou definici BMS a jednak abychom méli jejich nea-
symptotické verze.

Prvni dvé zékladni charakteristiky jsou odvozeny od momentovych charakteristik sazbo-
vaci funkce BMS. To znamend, Ze relativni staciondrni primérna troven pojistného (Lemaire
zna¢li RSAL) je vlastné modifikovanou charakteristikou stfedni hodnoty a koeficient variace
(v Lemaire (1995) CV), je charakteristikou odvozenou z druhého centrélniho momentu.

Lemaire (1995) definuje RSAL jako ukazatel charakterizujici portfolio z hlediska staci-
onarniho rozdéleni sazbovaci zakladny. Zachovejme vyznam a definujme primérnou droven
pojistného, nebo-li primérné pojistné vztazené k pojistnému, které piislusi zdkladnimu stavu.
Vlastnosti budeme ilustrovat na velmi jednoduchém BMS, ktery byl popsan v prikladu 1.2,

a na portfoliu uvedeném v ptikladu 1.1.

2.1 Prumérna aroven pojistného

Tento ukazatel je vlastné pramérné pojistné daného BMS relativné vztazené k pojistnému

pro zékladni stav.
Definice 3 (Pramérna troven).

Necht S je BMS a F portfolio, potom prumeérnd droven pojistného v obdobi t je podil

prumérnéeho pojistneho a pojistného pro zdakladni stupen

- Eat(ZNt)

(t)
ALY, = arle) (2.1.1)

Dalst varianty jsou uvedeny v tabulce 2.1.
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Vlastnosti BMS

Tabulka 2.1: Priimérné Grovné pojistného

zndhodnéni a vysc¢itani n
/" zndhodnéni a vyscitani ¢
N\, limita pro t — oo

aq(Zng)
AL =EFEy ———%

S,0,F 9 a0 (ko)

n Epa (Zn) t) Eg at(ZN )
AL(t)( ) — 0 &t AL( _ t
S,0 ay (kt) S,0,F ay (kt)
o Boa(25)
AL =
S,0,F a(k)
| vyintegrovani 6 |
aq(Zng)
ALgg =E ——%
S, F aq (k‘Q)
n Ea (Zn) t) Eat(ZN )
AL(t)( ) _ t AL( _ t
S, T ay (k?t) S, at(kt)
Ba (25)
AL = — 7
ST a(k

Priklad 2.1 (Ilustrace vlastnosti BMS)

Zacnéme v ilustraci na zvoleném keniském BMS. Z grafu 2.1 je vidét, Ze ALg,

(t)(n)

konverguje

velmi rychle bez ohledu na hodnotu 0.

AL

Graf 2.1: V§voj ALD™
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Sy v zavislosti na 6 a Case rizika (i portfolia) n =t

Pokracujme v ilustraci porovnanim zdvislosti na case pro cas rizika a jako vdzZeny prumeér

pro cas celého portfolia. To se dd také chapat jako porovndni na uzavieném a otevieneém
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portfoliu. Ddle miZeme srovnat vypocet prumeérné urovné na stredni hodnoté skodni frekvence
a stredni hodnotu priumérné urovné. Je tak vidét, jakd chyba v dvahdch o volbé BMS se mizZe
udélat, pokud pracujeme jen se stredni hodnotou. MuzZe byt uzitecné overit si na nékolika BMS,
ze nedélame chybu prilis velkou a Ze vyvoj v case je v obou pripadech obdobny a pak pracovat
s ukazatelem vypoctenym pro stredni hodnotu rizikového parametru. Pak po zredukovani poctu
kandiddti na vhodny BMS se vrdtit ke stredni hodnoté ukazatele pres vsechna rizika. Totéz

lze porovnat na celém otevieném portfoliu. Vse viz obrdzek 2.2.

ALg)g(n) — uzavrené portfolio
uzaviené portfolio — ALg)(}(.?)
(c0) P PR
ALS,G,U uzaviené portfolio
uzaviené portfolio — ALgOC{B
AL(t) — oteviené portfolio
S5,0,5 )
oteviené portfolio — ALS
AL(OO) — otevfené portfolio
S,6,0
oteviené portfolio — ALgo%)
VST T T o 0 e e e e e e
PO
——

Graf 2.2: Porovnéni oteviené vs. uzaviené portfolio a AL na stfedni hodnoté © (na grafu je

tedy 6 = E© = h/7) vs. stfedni hodnota AL v ¢ase rizika n resp. portfolia ¢.

Vzorce pro BMS modelovany pomoci markovskych fetézcti a souvislosti mezi jednotli-
vymi ukazateli primérné trovné pojistného jsou uvedeny v dodatku D.1. Tam vidime, Ze
lze postupovat velmi intuitivné, tedy integrovat a vyscitavat piimo ukazatel nizsi arovné na
ukazatel komplexnéjsi, nebot lze snadno zameénovat poradi lim a ) diky koneénym ¢asovym
horizonttim a koneénému poctu stupnt. Také plati, ze AL(SZ;(n) = ALg,)G,Sﬂ’ je-li F uzaviené
portfolio.

V praxi nas navic zajimé spiSe vyvoj primérné irovné v jednotlivych obdobich portfolia
(t), nez jejich vézeny prumeér. Ten lze pouzit spiSe pro rozhodovani mezi vice BMS.

Uvazujeme-li o asymptotickych vlastnostech, je tfeba si uvédomit, ze v kombinaci s uza-
vienym portfoliem je limitnim stavem limitni rozdéleni sazbovacich zakladen Z,, ale pro
oteviené portfolio jde o limitni rozlozeni stari rizik v portfoliu.

Pro uvedeni do souvislosti poznamenejme, Ze ALESZ?? je presné to, co je definovano v Le-

maire (1995) jako prmérnd Groven pojistného.
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Vlastnosti BMS

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

V nasi ilustraci charakteristik zvoleného prikladného BMS zbyvd vykreslit hodnoty prumeérné
urovné pojistného portfolia F prevdiZené vahami jednotlivych obdobi stdri portfolia v zdvislosti
na rizikovém parametru 6 (ALg ) v porovndni s jeho stiedni hodnotou (ALg), navic zvyraz-

nime hodnotu prvniho z ukazateli odpovidajici stredni hodnoté ©. Vse je zachyceno na grafu

2.8, detail s 0 mezi 0 a 1.

17
0.8
=
3 0.6*:
< ]
0.4
0.2
0 0.2 0.4 : 0.6 0.8 1
limg .o ALg g,
ALsg 5
© oo o o o ALJY
”””””””””””””” ALg pjr5

Graf 2.3: Porovnani zévislosti ALgg # na 6 s uvedenim konstant (modré vodorovné piimky)
pro lepsi moznost srovnéani se svou limitou pro § — oo, s hodnotou argumentu § = EO = h/7

a svym integralem pies dU (6).

2.1.1 Prirazka pro novacka

Je obvyklé, ze BMS mé implicitné zabudovanou pfirazku pro nové fidice (takzvany ,first year
surcharge“, ktery budeme volné prekladat jako prirdZka pro novdcka viz Lemaire (1995)).
Prirdazku Lemaire definuje jako

vstupni pojistné — stacionarni pojistné

stacionarni pojistné

My opét jeho definici zobecnime a vyjadiime pomoci prumérné arovné pojistného.

Definice 4 (Pf¥irazka pro novacka).
Pocdatecni prirazku pro novdcka vici ostatnim shodnym rzikim (resp. shodnému portfoliu
rizik) s ruzngm starim v case portfolia t definujeme jako

()(1) (®) (1) (t)
ALgy  — ALgy g, ALg g — ALgy,

FYSg)G g, = resp. Fys®, = (2.1.2)
0, (t) S,F¢ ®)
ALS,G,.’Tt ALS,%
a vuci asymptotickému ukazateli jako
AL(t)(l) _ AL(OO) AL(t)(l) _ AL(OO)
0o 5,0 5.,0,F 00 S, 7, S, F
FYS$3)i(t) = = resp.  FYSG(t) = s (2.1.3)
ALS,G,? ALS,?
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Dalsi varianty jsou snadno odvoditelné po vzoru variant v tabulce 2.1, nebudeme je zde
explicitné uvadét. Asymptoticky ukazatel je sice zavisly na ¢, ale pro klasicky BMS modelo-
vany pomoci markovskych fetézct, kde pojistné na t nezavisi, dostavame konstantni ukazatel

na ¢ nezavisly. Proto argument (¢) nebudeme psét.
Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

Pokud porovndvdme pruni pojistné viuci pojistnému v portfoliv v case t, tak prot =1 mdme
tento ukazatel logicky roven nule, protoZe vsichni plati stejné pojistné. Viz graf 2.4.

1 - © © @ @ @ © 0 © © o o 0
17 T
/
4 //
1
I
/ FYS(t) — oteviené portfolio
! S,0,5¢ )
| /l * * % oteviené portfolio — FYSS T,
08 ] c/ 7777777 FYS<t) + — uzaviené portfolio
] ] 5,0,F¢ )
’/, © 9 9 yzaviené portfolio — FYSS T,
/ >
N FYS(OO) — oteviené portfolio
/ 5,6,0
/
! oteviené portfolio — FYSgO%)
/ s
/ * FYS(OO) — uzavtené portfolio
. S,0,U (c0)
uzaviené portfolio — FYSS U

FYS

(c0) TN
na pocatecnim stavu.

Graf 2.4: Porovnani pfirdzek pro novacka (6 = h/7).

. a FYS$Y)

Na ndsledujicim grafu (2.5) zkoumdme zdvislost ALg
Jednotlivé barvy ¢ar odpovidaji jednotlivym pocdatecnim stavim. Je vidét, Ze zmeény prumérné
Urovn€ pojistného jsou ruzné dramatické. Od sedmého roku vyvoje jsou si rovny a pokud by
bylo zaruceno uplatnéni malusu, lze volbou pdtého ¢i Sestého stupné zajistit priznivejsi vyvoj

a opticky dokonce vétsi slevu pro pojistniky. Tyto vysledky poturdi i dalst text v 4.1.1.
Pokud pojistitel aplikuje také segmentaci rizik, mize byt takova pfirazka (v pripadé mla-

dého fidice) aplikovdna dvakrat. Reseni nabizeji prace z posledni doby, jako je napiiklad
Pitrebois et al. (2003a) a dalsi. Pochopitelné pfirdzka pro mladé fidi¢e je vypoctem osprave-

dlnitelné. Navic takova rizika spise zvysuji primérnou troveil pojistného, ktera je na druhé

strané snizovana riziky, kterd si nenechaji zvysit pojistné po zpusobené skodé a z portfolia

radéji odejdou.
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Vlastnosti BMS

1,
] FYs$?)
0.9
| —— k=1 0.450
085 —— k=21 0.429
e ——— k=3 0.387
< —— k=4 0.316
=5 0.7 ——— k =5 0.208
3 ——— k=6 0.060
0.6 ——— k=7 -0.128
0.51
0.4

Graf 2.5: Vyvoj ALS)S;T) v zévislosti na poc¢ateénim stupni k a ¢ase rizika (i portfolia) ¢t = n.

Zaroven je uvedena prirazka pro novacka pri tom kterém pocateénim stupni.

2.1.2 Finan¢ni rovnovaha systému

Financ¢ni rovnovahu definujeme pomoci ekvivalence mezi pojistnym a skodami. Jinou moz-
nosti by byl vypocet hladiny pravdépodobnosti postacitelnosti pojistného pro dané riziko.
Tedy s jakou pravdépodobnosti BMS stanovi riziku pojistné vyssi nez je jeho redlné pojistné
Eg X,.

Definice 5.
Systém BMS S je pro portfolio F v obdobi stari portfolia t financéné vyvaZeny, je-li

Ea(Zy,) = Eo Xy, . (2.1.4)

Opét je mozno konstruovat varianty ve stylu tabulky 2.1, tj. finan¢ni rovnovéhu detailnéji
pro rizna subportfolia a naopak souhrnné pro fadu obdobi najednou. Redlné pouzitelny
ukazatel je jen ten vySe definovany, nebot pojistitel potiebuje finan¢ni rovnovdhu pro kazdé
t a neni téz obvyklé zajisfovat finanéni rovnovahu pro kazdé subportfolio.

Pokud se sazbovaci funkce ,,vymysli“ namisto jejitho vypoc¢tu (moznosti jsou uvedeny déle
v kapitole 4), je velmi pravdépodobné, ze BMS bude finanéné nevyvazeny.

Pozadavek na finan¢ni rovnovahu, jakkoliv opodstatnény, vede ke snizeni transparentnosti
BMS pro pojistniky. Problém transparentnosti se rozebird ve Verico (2002). Pojistitelé, aby
garantovali velkému poc¢tu dobrych rizik redukci pojistného, kterou jim slibili, jsou nuceni ke
zvySovani zékladniho pojistného. Jak fika Baione et al. (2002), ,vétSina bonusu se vypafi“.
Je to zptisobeno neustalym poklesem priameérné Grovné pojistného a pojistitel, v zajmu za-
chovani finanéni stability, o pfisluSnou zménu zvysSuje pojistné. To je velmi problematicky

akceptovatelné pojisténymi a cely systém postrada na transparentnosti. Navic se muze stat,
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zZe riziko po bezeskodnim obdobi miize platit vyssi pojistné nez platilo v obdobi predchézeji-
cim. Porovname-li shodna rizika, kterd by v portfoliu stravila shodnou delsi dobu (naptiklad
10 let), avsak zahdjila své setrvani v portfoliu v riznych obdobich jeho stéfi, dostaneme pro
né rizné pojistné.

Poznamenejme jesté, Ze adjustovani skaly pojistného pro dosazeni finan¢ni rovnovahy
nemé vliv na AL, FYS ani na dale definované ukazatele CV, ELAS, TV a RoC, nebot to

jsou bud relativni ukazatele nebo viibec se sazbovaci funkci nepracuji.

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

Pro ilustraci ukdZeme na grafu 2.6, jok je nutno meénit sazbovaci funkci v case. Ponechdme
relativni skalu danou origindlnimi pravidly Kenského systému, jen budeme meénit pojistné
prislusné pocdtecnimu stupni. Zobrazeny jsou casyt =1,...,8. Relativni zmény pak ilustruje
graf 2.7. Toto zmény jsou velké zejména v pronich sedmi letech. Ackoliv klient po prunim
roce dostane slevu 10% pokud nemél skodu, pojistovna musi o 9,85% zdrazit, aby zachovala
finanéni rovnovahu. Vysledkem je jen mepatrnd sleva, kterd v praxi bude pohlcena dalsim

duvodem ndrustu — inflact skod.
0.08 |
0.07 |

0.06 |

pojistné

0.05 |

0.04 |

stupen

Graf 2.6: Cislice u jednotlivych $kal oznacuji ¢as portfolia t, $kily pojistného jsou nastaveny

tak, aby v kazdém tomto cCase platila finan¢ni rovnovaha v celém otevieném potfoliu.

0.1
0.08 1
0.06

zmeéna,

0.04
0.02 1

0 5 10 1%5 20 25
—0.02 1

Graf 2.7: Zde jsou patrné pomérné vysoké zmény pojistného (meziro¢ni relativni narist z ¢asu

t do ¢asu t + 1).
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Vlastnosti BMS
2.2 Koeficient variace

Definice 6 (Koeficient variace).
Koeficient variace je smerodatnd odchylka pojistného BMS délend jeho stredni hodnotou.

Zakladni varianty jsou uvedeny v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2: Koeficienty variace

vyscéitani n

/" vyscitani ¢

N\, limita pro t — oo

varg [aq(Zn,)]
CV p—
5.0, By an(Zne)
() _ Vvare[a(Zy)] | 0 Vvare[a(Zn,)]
Vs = Hyazy | VT By
\/V&l"g |:aOO(Z§: ))]
v =
S,0,F (
Eqax(Zy )
| vyintegrovéani 6 |
var [aq(Zn,,)]
CVgg=
ST Eaa(Zng)
() _ Vvar [ae(Z,)] o _ v/var[a(Zn,)]
CVS’S% B Eat(Zn) CVSJ}_ EaL(ZN't)
\/var [aoo(Zéfo))}
CV(OO):
53 (o)
Eax(Z5 )

Vzorce vhodné pro implementaci pro ptipad BMS modelovaného pomoci markovskych
fetézcl jsou uvedeny v dodatku D.2.

Diky BMS je nejen strana Skod popisovana jako nahodné velicina, ale i pojistné je néa-
hodnou veli¢inou. Jde o to, aby koeficient variace nebyl pfilis veliky. V praxi nelze ¢ekat na
to, az se riziko stabilizuje v okoli né€jakého stavu. Je tieba zajistit, aby odchylky od sprav-
ného pojistného byly od zacatku co nejmensi, jinak takové riziko odlaka jiny pojistitel na
trhu, ktery dovede presnéji vyjadrit pojistné. To plati v pfipadé nadhodnoceni pojistného.
Pokud by bylo pojistné podhodnoceno, nedojde sice k odchodu rizika, ale chyba je v tom, Ze
pojistitel prebira riziko za neprofitabilni pojistné.

Koeficient variace méii solidaritu mezi pojisténymi riziky. Koeficient variace v portfo-
liu bez a posteriorniho sazbovani (a také pro rizika bez historie, protoze ta fadime vSechna
do zékladniho stupné - deterministicky) je samozfejmé 0. Lemaire (1995) na zékladé dat
o Taiwanském trhu uvadi, Ze bez pojisténi, kdy kazdy pojistnik nese skodu sam, je koeficient
variace hypoteticky 6,4. Proto by se hodnoty testovanych BMS mély pohybovat mezi témito

dvémi ¢isly. Mtizeme tedy posuzovat, jak moc BMS redukuje variabilitu, kdyz je riziko pojis-
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téno. Dalsi komentar tohoto ukazatele viz Lemaire (1995). My se timto ukazatelem, pro jeho
vazbu na Norbergovo riziko, nebudeme podrobnéji zabyvat.

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

Stejné porovndni jako pro pramérnou uroven pojistného (grafy 2.2 a 2.8), je provedeno i pro

koeficient variace a je uvedeno na grafech 2.8 a 2.9.

| °
1 - 7 3 - B a—
0.35 e
1 TR e s s 22220 2 @ o o o o
0.3 /
0.25
> E CVggn) — uzaviené portfolio
O 0.2 ] * uzaviené portfolio — Cvg){g‘)
E CVgoz)u — uzaviené portfolio
. ] uzaviené portfolio — CV
0.15 (o)
L N Cvg)g 5, oteviené portfolio
017, e e e oteviené portfolio — cvg)
L A CVSS‘OZ)O — otevrené portfolio
. ] oteviené portfolio — CV .
0.05 ) o
0 ] T T T T T
10 15 20 25 30

n=t

Graf 2.8: Porovnani C'V pro oteviené vs. uzaviené portfolio a zaroven srovnani C'V na stiedni
hodnoté n. v. © se stredni hodnotou CV v ¢ase rizika n resp. portfolia ¢. Limitni ukazatele

jsou uvedeny modre.

1
0.8
N 0.6*:
) ]
0.4
0.2
0 0.2 0.4 ; 0.6 0.8 1
limg_o, CVsp 5

S,0,F

s e e e e . .

””””””””””””””” CVsn/ra

Graf 2.9: Porovnani zévislosti C'V g g na 6 s uvedenim stfedni hodnoty pfes © hodnoty ve

stfedni hodnoté © a limitni hodnoty pro 8 — cc.
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Vlastnosti BMS
2.3 Mira konvergence

Nejprve mirné zobecnime v Lemaire (1995) definovanou celkovou variaci pro uzaviené port-

folio.

Definice 7 (Celkova variace).

Celkova variace sazbovaci zdkladny Z,, vici zdkladné Zéoo) na portfoliv F je

TV ) = Y ‘Pe (Zn = j) — Po (Zéfo) - j) ( (2.3.1)
JEH

Miru konvergence potom spolu s Bonsdorf (1992) definujme néasledovné.

Definice 8 (Mira konvergence).

Mirou konvergence BMS S a rizika s parametrem © = 0 rozumime takové ROC g4, Ze
1. kdyZ p > ROCgy, tak existuje q < oo, Ze TVgoz)u(n) < pq" pro vSechna n a
2. kdyz p < ROCgp, tak takove q neexistuje.

Cim mensi je ukazatel mira konvergence, tim rychleji BMS konverguje. Kenisky BMS mé
miru konvergence 0, kterd odpovida tomu, zZe od urcéitého okamziku rozdéleni posloupnosti
sazbovacich zakladen dosdhne své limity presné. Modelujeme-li BMS pomoci markovskych
fetézcu (a za urcitych pfedpokladi na pravidla BMS, kterd jsou uvedena v dodatku A), exis-
tuje stacionarni rozdéleni Zl(fo). Hledanou mirou konvergence je potom v absolutni hodnoté

druhé nejvétsi vlastni ¢islo matice prechodu (nejvétsi je 1)
ROCgp =max{la1(0)],. .. |ax-1(0)},

kde a;(8) jsou vlastni ¢isla, kdyz a i (6) = 1. Odkaz na dikaz lze nalézt v Bonsdorf (1992).
Oproti zobecniovani, které provadime s jinymi ukazateli, zde stojime pfed nékolika pro-
blémy. V otevieném portfoliu mame omezeno stari rizik néjakym ng, takze tézko mizeme
hovorit o konvergenci pro n — oo v otevieném portfoliu, to je mozné jen pro portfolio uza-
viené. Proveditelné zobecnéni spociva v méfeni rychlosti konvergence k asymptotické sazbo-
vaci zakladné otevieného portfolia, coz neznamené rychlost konvergence sazbovaci zakladny,
ale rychlost konvergence portfolia k asymptotickému portfoliu. To se jednak tézko méti (kviuli
problematickému modelovani portfolia pomoci exaktnich formuli) a jednak je to néco, co si

pojistovna jen malo vybira, na rozdil od BMS. Lze tedy shrnout, Ze:

1. Pro individudlni rizika (a uzaviené portfolio) je dilezita rychlost konvergence posloup-
nosti {Pg (Z, = j)}oo . Z tohoto faktu vychézi prvni navrzend strategie optimalizace
BMS, uvedena v 4.1.1.

2. Pro pojistovnu jako celek je dilezita rychlost konvergence w, (t), kterd mimo jiné nazna-
¢uje, kdy pojistovna pfestane byt nucena vyrazné ménit sazbovaci funkci, aby udrzela

finanéni rovnovahu.
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3. Pokud vsak sazbovaci funkci stanovime za pouziti sazbovaci zdkladny Zpy,,, nemtzeme
o konvergenci mluvit viitbec. S tim se vyporadava strategie druhd, uvedenad v 4.1.2.

V tomto pfipadé budeme pocitat celkovou variaci jako

TVsos(n) =Y [Po(Zn=j)—Po(Zny =J)l-
jex

Uvedené celkové variace mizeme vyintegrovat pres U(6), ale to jisté neni totéz jako u uka-
zatele AL, kde lze snadno zaménovat poradi sumy a integralu nebo u ukazatele C'V, ktery

mame alespon definovany pro portfolio rizik danych strukturni distribu¢ni funkci.

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

Porovnejme nyni celkové variace pro ruzné pocdatecni stupné. Na grafu 2.10 je cervené uveden
vyvoj pro redlné aplikovany stupen k =1 a modre pro k = 6, ktery vypadd velms slibneé jiZ na
grafu 2.5. Graf 2.10 navic dobte dokladuje, pro¢ md vétsi vyznam zkoumat celkovou variaci
v prunich obdobich, neZ miru konvergence. Vzhledem k tomu, Ze mira konvergence Kenského
BMS je 0, udéldme jiz nyni exkurz do optimalizace pravidel BMS a na grafu 2.11 zobrazime
miry konvergence pro BMS s K =7 stejné jako md Kensky, ale s M =1,...,6. Vyznam M
vyz dodatek A.

(c0)
TVSO_;,O(t)

(o0)
TVSOYOO (t)

(
TVSTZ),U (n)

TVE;ou)(n)

k=1

k=6

10 1?51275

Graf 2.10: Porovnani oteviené vs. uzaviené portfolio a T'V na stfedni hodnoté © vs. stfedni

hodnota T'V v Case rizika n resp. portfolia t.

0.8
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Graf 2.11: Porovnani rtiznych BMS. Cislo na konci kfivky znaéi pocdet stupiifi, které jsou

sankci za kazdou skodu v poslednim obdobi. V zdkrytu s vodorovnou osou je Kensky BMS.



Vlastnosti BMS

2.4 Elasticita

Koncept elasticity /eficience BMS byl zaveden postupné, ale zcela riznym zpusobem v Loi-
maranta (1972) a v Lemaire (1975, 1976). Oba pfistupy jako specidlni pfipad shrnuje ¢lanek
De Pril (1978). De Pril definuje elasticitu (v ¢lanku pouziva pojem eficience) na ¢asovém
intervalu konec¢né délky jako miru citlivosti BMS pojistného na zménu rizikového pojistného.
Coz dale zobecnuje na limitni ptfipad a pfi vhodné volbé parametri se tak dostane eficience
podle Loimaranty. Lemaire elasticitu definuje v Lemaire (1988) sice také jako citlivost diskon-
tovaného BMS pojistného na ¢asovém intervalu, ale jen vici skodni frekvenci 8, coz znamené
implicitni zahrnuti urcitych predpokladt o rozdéleni vyse skod Y.

V této préci pouzijeme pojem elasticita tak, jak jej pouziva Lemaire (1995), nebot pojem
pouzivany diive (eficience), by se kiizil s eficienci BMS definovanou napf¥. v Norberg (1976).

Hleddme kritérium, které by métilo, jak BMS reaguje na zménu rizikovosti pojisténého
rizika. Uvazujme, Ze se rizikovost zméni z obdobi n do obdobi n + 1 stafi rizika. BMS v case
t riziku starému n pfiradil néjaké pojistné. Klademe si otdzku: jak zévisi zména pojistného

béhem daného po¢tu obdobi V' na zméné rizikovosti (Skodni frekvenci) individualniho rizika.

Definice 9 (Elasticita).
Necht B znaci diskonint faktor pFislusny urcité urokové mife, kterou pouZijeme pro vyjddrend
casové hodnoty penéz. Diskontovany thrn skod za obdobi rizika n,n+1,...,n+V pro

V eNg resp. t,t+1,..., t+V obdobi portfolia je
\%
xg)g(”) (V) _ Z Xn+vﬁ(t+v—1)+1/2 (2.4.1)

)

a pro asymptotické ucely definujme ,uhrn® skod jako T)C(OO 05 = X. Dale oznac¢me diskonto-

vany uhrn pojistného, které riziku uréi BMS, za stejné obdobi

v
Ag,)(}n)(v) = Z o (Zno) B0 (24.2)
v=0

a opét pro asymptotické ucely definujme ,dhrn® pojistného jako Ag 6)5 = a(Zéoo)). Elasticita
za dobu V' rizika 0 v obdobi n v portfoliu v obdobi t je
dEg A" (V)

By ALy (V) dlgEg AL (V)

t)(n
ELASOM (V) = 5, xf;)g(”)(V) BT (2.4.3)
FElasticita po dobu V rizik 0 vsech stdri portfoliu starém t obdobt je
dEy Ag,)e(Nt)(V)
ELASY, . (V) = B Asy (V) _ AR Asy (V) (2.4.4)

B X0 (V) alg By xOM (v)
Ey x( )(Nt)(v)
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V definici predpokladame, Ze Skody nastévaji v poloviné obdobi a Ze pojistné je placeno

predlhiitné. Dalsi varianty jsou uvedeny v tabulce 2.3.

Tabulka 2.3: Elasticity

limita pro V — oo
vyintegrovani 6
(t)(n)
dlgEg Ay V
dlgEg Xgp™ (V . L a(b)(n) 0o A
| Jim ELASg, (V) {ELAS(S}} Jau (0)
| vyscitani n |
(t)(Ne)
dlgEg A V
ELASY, , (V) =—— e )E ; BLASS) g, = | BLASS), =
o dlgEg Xy " (V ) (D) o0 ’
Jim ELASgy ,(V) I ELASY), 5.dU(9)
| vyscitani ¢ |
dlgEg AS) ™M (V)
ELASSﬂ’SF(V):dl - x(Q)(NQ)(V) ELA55797§ = ELAS&g =
gEo Xy Jim ELASs4.5(V) {ELASSde(e)
C limita prot — oo p
d1g By ALY
ELAS goz):{:g@i(sc;z;&f ukazatel neméa smysl ELAS (SO(:;) =
ST gy XY o
{ELASSVGECZU(G)

Poznamenejme jen, zZe miZzeme sice elasticitu zévislou na konkrétnim 6 vyintegrovat pres
U(), ale dostaneme jen ,vazeny prumér“ puvodniho ukazatele, nikoliv cokoliv ve smyslu
elasticity, protoze ta pravé meéri reakci na zménu vlastnosti jednoho konkrétniho rizika. Defi-
nice je v souladu s literaturou, kdy Bonsdorf (1992) také nejdiive provadi limitu pro V' — oo
a pak takto ziskany limitni ukazatel integruje.

Obdobné zélezi na potadi operatort derivace a stfedni hodnoty a tedy
ELASY, 5, (V) # B [BLASGM (V)]

kde leva strana znamend elasticitu portfolia shodnych rizik (shodné 6, ale rozdilné stafi

n), ale prava strana znamené vaZzeny prumér elasticit rizné starych rizik.

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS
Pokracovdni ilustraci na Kenském BMS. V pripadé elasticity lze sledovat zdvislost na vice
promeénngch: 0, t, n, V a (. Nejprve se podivdime na grafu 2.12 na zdvislost na diskontnim
faktoru B a skodni frekvenci 0.

Odtud ddle budeme uvazovat 8 = 1. Graf 2.13 je obdobny jako grafy pro predchozi ukaza-
tele, ale je uvedeno hned nékolik hodnot V najednou. Ukazatele pro limitni portfolia se s li-

mitou ukazatele (t nebo n jdouci do 0c0) sejdou pro uzaviené portfolio bez ohledu na hodnotu
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Vlastnosti BMS

ELASS" (V)

Graf 2.12: Diskontovani snizuje elasticitu az ji zcela zplosti, ale profil se spiSe zachovava, neni

tfeba se tedy zabyvat diskontnim faktorem. Zde méme n =t =1a V = 10.
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Graf 2.13: Porovnani ruznych ukazatelu elasticity (V = 0, 5 = 1 a pro zkoumani zéavislosti

na n klademe ¢ = 1).
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V', ale pro oteviené portfolio jen pro V- = 0. Dadle lze vidét, Ze rozdil mezi sttedni hodnotou
elasticity a elasticitou stredni hodnoty je znacny. Oteviend portfolia jsou na tom vZdy hire
nez uzaviend. To a vyznam volby poctu obdobi V ilustruje graf 2.15 a pri zafixrovdni ostatnich

parametru graf 2.16.

0.3*:
0.25
021
Zé 1
3 0.15 -
<3}
0
0.05
0 0.2 0.4 ; 0.6 0.8 1
limg_, ELAS&Q(;(V)
o o o o o o ELASS#{V)
”””””””””””””” ELAS g p/75(V)

Graf 2.14: Porovnani zavislosti ELAS s 5 na 6 s uvedenim konstant: své limity pro 6 — oo,

s hodnotou argumentu § = E© = h/7 a svym integralem pies dU(6). ProV =10a g = 1.

<<
I
I =
[} Jan)

Graf 2.15: Porovnani zavislosti elasticity na V pfin=1,t=1a = 1.

Pokud by BMS degenroval a ve stavové mnoziné byl jen jeden stuperi, tedy vSechna rizika
by meéla stejné pojistné, je ELAS g)e(n)(V) = ( pro vSechna 6. Nemusime vSak hned uvazovat
o degenerovaném BMS. Toto je typicka situace pro rizika bez historie, kterda BMS zatradi do

zékladniho stupné, tedy elasticita béhem jednoho obdobi je nulova: ELAS ) (0) = 0.
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0.14
0.12
0.1

—~

0.08

v

~—

(n)
5,0

i
-
~

0.06

ELAS

0.04

0.02

0 5 10 15 20 25 30

v
Graf 2.16: Cim déle nechame na pfizptisobeni, tim vétsi elasticita — nic piekvapivého, V'
je tedy otazkou volby konstruktéra BMS. Voli jak dlouho je pro néj akceptovatelné, aby se

adjustovala zména pojistného pti zméné rizika a podle toho pocita kritérium elasticity (5 = 1,
n=t=1a0=EO="hn/7).

Smysluplny BMS ma tu vlastnost, ze dobré rizika plati v priméru mensi pojistné nez ta
Spatna. To znamena ze relativni zmény pojistného i rizika maji stejné znaménko a tedy, ze
ELASY Y™ (V) > 0.

Idealni BMS by mél elasticitu pro vsechna rizika 6 a vSechny ¢asové horizonty V rovnu 1.
V praxi vSak relativni zvyseni rizikovosti bude v obecnosti znamenat mensi rist pojistného
daného BMS, coz znamena, Ze dobra rizika musi platit na ta Spatna. V redlu se bude elasticita
pohybovat mezi 0 a 1. Lemaire (1995) uvadi i ve svété pouzity BMS s elasticitou vétsi nez 1,

ale tento pripad povazujme spisSe za vyjimecny.

Plati
®)(n) () (n)
EG‘AS,O (V) >0 a E@ xS,G (V) — 0 pro 0—0
Eq Agio(n)(V) je omezené a Ey f)Cg)e(n)(V) — 00 pro  — oo
a tedy

lim BLASGy" (V) =0 a  lim BLASGy"™ (V) =0.

2.5 Norbergovo riziko

V poslednich pracech, jako napiiklad v Pitrebois et al. (2003a), se pouzivd oznaceni Nor-

bergovo kritérium, podle autora praci Norberg (1976) a Norberg et al. (1981), ve kterych je
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takové kritérium optimality BMS poprvé predvedeno. Zde se budeme drzet oznaceni Norber-
govo riziko, ¢astecné podle autora a castecné podle toho, Ze uvazované kritérium opravdu
méii riziko BMS v urcitém, ve statistice obvyklém, smyslu.

Definice Norbergova rizika vychazi z toho, ze nejlepsi individualni pojistné pro ndhodné
vybrané riziko 6 staré n obdobi je Eg X,,. Kritérium porovnava tuto optimalni sazbu se sazbou

uréenou BMS, ktera je a;(Z,).

Definice 10 (Norbergovo riziko).

Norbergovo riziko systému bonus malus S a portfolia starého t obdobi je

QS 5 = E[Ee Xy, — ar(Zn,))? . (2.5.1)

Tabulka 2.4: Norbergovo riziko

vyintegrovani 6

ey —E[Eo X, - a(Z,)© =07 | QUL —B[Bo X, - au(Z,))

2on QS"'J? = E[Eeo Xy, — ai(2n,)|© = 0)° Q(S)J‘t = E[Eo Xy, — a:(Zn,)]?

2 Q50,5 = E[Ee Xng — ar(Zng)|© = 0] | Qs,5 = E [Ee Xng, — ar(Zn,)]’
f— 00 Q(sz?g:E[E@X—at(zg@)y@:e i Sy =E [E@X_at (25 ]2

Definice 11 (Eficience).
Eficienci BMS S v obdobt t a rizika v obdobi n definujme jako

e = Ba¥(Z,). (2.5.2)

Norberg pouziva kvadratickou ztratovou funkci. Nicméné lze nalézt i zminky o jinych
ztratovych funkcich, konkrétné v Lemaire (1979) o exponencialni (dale tuto myslenku roz-
viji napfiklad Bermudez et al. (2001)). Jeji pouZiti mize byt interpretovano napiiklad jako
aplikace tlaku regulatora na to, aby nadhodnoceni pojistného bylo penalizovano vice nez
podhodnoceni, coz je samoziejmé ve prospéch pojisténych.

V tuto chvili zistaneme u definic, vSe ostatni bude predmétem kapitoly 4. Pro souvislosti

nejen mezi ukazateli @), ale i mezi @, AL a CV, odkazujeme do dodatku D.

Pokracovani prikladu 2.1 — Kensky BMS

Kernisky BMS a jeho Norbergovo riziko viz graf 2.17. Kvivky pro vyintegrované ukazatele a pro
0 = EO = h/7T jsou od sebe znacné vzddalené a navic magji pro mald n resp. t zcela odlisny
vyvoj. Pokud wvazujeme jen rizika s rizikovym parametrem rovngm h/T, kterd v pronim obdobi
dostanou véechna stejné pojistné a to opét h/t, tak maji logicky kvadratickou odchylku od
individudlniho pojistného nulovou. Redlné vsak mdame riznd rizika (s distribucni funkci U (0)),
ale tém ddame v pronim obdobi také pojistné h/T, coZ je naopak nejhorsi situace, pozdéji uz
zacind fungovat BMS a @Q se snizuje. Ukazatel po eliminaci casu portfolia (t) je na grafu
2.18.
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Vlastnosti BMS
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Graf 2.17: Porovnani oteviené vs. uzaviené portfolio a () na stfedni hodnoté © (na grafu je

tedy 8 = E© = h/7) vs. stfedni hodnota @) v ¢ase rizika n resp. portfolia ¢
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Graf 2.18: Porovnani zéavislosti Qg 4 na 6 s uvedenim konstant (modré vodorovné piimky)
pro lepsi moznost srovnani s hodnotou argumentu § = E© = h/7 a svym integralem pfes

U(0). Limita pro § — oo je +00 a proto neni zobrazena.
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Kapitola 3
Hlad po bonusu a spoluticast

Zatimco Sundt (1989) a Norberg (1975) se zabyvaji konstrukci BMS tak, aby jiz zohlediio-
val hlad po bonusu, vétsina ostatnich praci (naptiklad. De Pril (1979), samoziejmé Lemaire
(1995), Holtan (1999) a Dellaert et al. (1991)) fesi jen hledani optimalni strategie pro pojist-
nika, tj. reakci na existujici BMS. Zajimava je jesté prace Holtan (1994), kterd navrhuje pouzit
spoluti¢ast misto BMS. Vyhrady k tomuto feSeni 1ze nalézt v Lemaire and Hongmin (1994b).
Jmenujme alesponi nékteré z nich. BMS penalizuje zcela nového, mladého fidice, ale spolu-
ucast je pro vSechny stejna. Penalizace mladého Fidice se tedy musi fesit jinak. A naopak,
pokud je fesena jinak napf. segmentaci, a pokud je riziko i presnéji apriorné osazbovano,
prestava byt potieba pouzivat BMS (dalsi aspekty koexistence BMS a segmentace napf.
v Pitrebois et al. (2003b)) a spoluti¢ast by byla na misté. Vzhledem k tomu, Ze o spolutcast
nelze snizit pojistné plnéni poskozenému, je tfeba pocitat se zpétnym vymahani spoluticasti
od pojistnika, coz prinese dodatecné spravni ndklady. Navic systém se spoluticasti je podle
zminénych autortd funkéni az pii spolutcasti blizké primeérné skodé, coz je pravdépodobné
prilis vysoké castka pro retailového klienta. Holtan sice navrhuje provazanost na automa-
tickou pujcku, ale to mé stejny efekt jako navysSeni pojistného pomoci BMS a navic pfinasi
komplikace s administraci v pojistovné. Dale se touto myslenkou nebudeme zabyvat.

Vratme se k myslence hledani optimalni strategie pojistnika, ktery reaguje na BMS urcéeny
pojistitelem. K tomu se vraci i Holtan (1999) ve své pozdéjsi praci. Spolu s Lemaire (1995)
(Average optimal retention (primér pres vSechny stupné) a Maximum optimal retention)
je piistup k definici optimdini retence (lépe Cesky asi velikost hladu po bonusu) v principu
shodny a spociva ve zméreni rozdilu v budoucnu ocekdvaného pojistného pri nahlaseni a
nenahlaseni skody. Zde tento princip zachovame.

V ¢lanku Svab (2002a), ktery vychazi z obou zminénych praci (Sundt (1989) a Norberg
(1975)) je aplikace hladu po bonusu pii modelovani BMS pomoci markovskych fetézci. To
je mozné zkombinovat s myslenkou iteraci pouzitou v Lemaire (1995) do nésledujiciho vypo-

¢etniho postupu:
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Hlad po bonusu a spolutcast

mame navrh BMS

(1) spo¢teme optimalni retenci
(ii) retence nam da zmeénénou skodni frekvenci
(iii) znovu napocteme skalu BMS

a pokracujeme prvnim bodem

3.1 Optimalni retence

Lze predpokladat, Ze pojistnik voli svou strategii na zakladé néjakych tvah. Ekonomicky pfi-
rozenou variantou je soucasnd hodnota budoucich navyseni pojistného, pokud skodu nahlasi.
De Pril (1979) pouziva soucasnou hodnotu rozdilu budoucich oéekévanych nékladi pojist-
nika podle variant zda Skodu nahlasi nebo nenahlasi. Prvni pfistup zohlednuje jen pojistné,
ale ten druhy i pripadné dalsi nenahlédsené skody na vlastni vrub pojistnika. V této praci
to v8ak byt az tak daleko od reality, nebot méaloktery pojistnik ocekévé, Ze bude mit skodu
a nase zjednodusSeni jen znamend, Ze bude vSechny budouci skody bez ohledu na vysi hlasit
pojistiteli, ackoliv je jasné, ze se bude znovu u kazdé z nich rozhodovat.

Vezméme zékladni z myslenek a uvazujme, ze v obdobi n — 1 svého stafi a v obdobi ¢t — 1
stari portfolia je urcité riziko v urcitém stavu. V tomto obdobi vznikne jedna Skoda. Ptred
bonus.

Pojistné pro nasledujici obdobi (n resp. t) je ddno rozhodnutim pojistnika. Pokud by jeho
rozhodovacim horizontem bylo jedno obdobi, tak rozdil mezi pojistnym po nahlaseni skody
a bez nahlasSeni skody je pravé tou spravnou hranici pro vysi skody pifi rozhodovani o jejim
nahlaseni.

Vsechna dalsi obdobi (omezme se néjakym maximalnim obdobim V', které predstavuje
horizont uvazovani pojistnika) jsou dany dalsimi eventuélnimi skodami, proto budeme pocitat
stfedni hodnotu pojistného. Hranici pro nahléseni skody budeme pocitat jako rozdil mezi

stfedni hodnotou soucasné hodnoty budoucich tokt pojistného.

Definice 12 (optimalni retence).
Ndhodnou veli¢inu pojistné rizika, které je ve stupni j € & v obdobin — 1, za dobu n, ...,

n+V oznacéme
v

Afst,)(a(n)(V)‘J - Zat+v(Zn+v|Z" = j)ﬁv’
v=0

kde (B je diskontni faktor, placeni pojistného uvazujeme predlhutni a diskontujeme ke konci ob-
dobin—1. Znacenim (Zp1y|Zy = j) rozumime sazbovact zdkladnu {Z,}2° ,, ale podminénou
Zn=17].

Uvazujeme, Ze pokud pojistnik (v obdobi n — 1 ve stavu j) skodu nahldsi, bude ve stupni

j— v obdobi n a pokud ne, tak bude ve stupni ji.
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Optimalni retence rizika 0 v case n resp. t ve stavu j s vghledem na V€ N 0bdobi je

RETG ()| = 4870 0)| = Agm )

Optimalni retence portfolia rizik v ¢ase n resp. t ve stavu j s vijhledem na V' obdobi je
RETOE ()| = [ RETOP W) dv ),
’ J ’ J

Pochopitelné se mize stat, Zze v tom samém obdobi bude mit dalsi Skodu a bude se znovu

rozhodovat, nicméné to zanedbdme a moznost dalsich skod uvazujeme az od dalsiho obdobi.

Pokracovani prikladu 2.1 — Kensky BMS
Pro nase icely udéldme jednoduchou ilustraci vyse optimdlni retence, jakd by byla pro nekteré

stupné, ve kterych se riziko nachdzi v okamziku rozhodovdni. Viz graf 3.1.

0.16 1 3h/T
i 6—7
0.14 - 5
N 4
= 0.12-
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=%
£ ] 3
5 o1
8¢
0.08 -
2
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0.04 - 1
5 10 15 20 25 30
¢

Graf 3.1: Optimélni retence v ¢ase t pfi finanéni rovnovaze. Cisla u jednotlivych kiivek pred-
stavuji stupen, ve kterém je riziko v okamziku jeho rozhodovani zda nahlasit, nebo nenahlésit
skodu. Horizont V' = 10 obdobi, pro riziko s § = h/7.

Pro ilustracni ucely wvddime hladinu rovnou trojndsobku primérného pojistného 3h/T. Je
zrejmé, jak problematickd by byla volba jediného cisla, jakozto optimdlni retence. Ale presné
to bychom byli nuceni udélat, pokud by nas tarif mel obsahovat jednotnou spolutcast. Pokud
bychom méli volbu ¢ tak ucinit, volime v podstaté asymptoticky s urcitou bezpecnostni prirdz-
kou pro pojistitele a volba bude odpovidat pravdépodobné stuprium pét az sedm, kde bude za
delsi cas alokovana vétsina rizika. To také odpovidd ustdalenému vyvoji v case t. V praxi je
treba postupovat velmi opatrné, nebot znalost je nesymetrickd, pojistitel ji md vétsi a pokud

by nadsazoval tak jako my zde, mohlo by to byt povaZovdno za neeticke. Nikdy se jedinou cdst-
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Hlad po bonusu a spolutcast

kou netrefi do konfigurace kazdého rizika, protoZe retence velmi zdvisi na $kodni frekvenci,

ale muze uspét s turzenim, Ze pro vétsinu klientu nemd smysl hldsit skodu do urcité vyse.
Vysokd penalizace za skodu, méreno optimdlni retenci, muze nutit k chovani ,hit and

run®, tj. mit skodu a hned odejit k jinému pojistiteli. Ukolem BMS je rozlisit $patnd a dobrd

rizika, nemd tedy dochdzet k tlaku na pojistnika ve snaze vyraznéji na néj zpét prendset skody.

3.2 Vliv hladu po bonusu na skodni frekvenci

Na rozdil od minulého oddilu, kde jsme zjistovali optimélni retenci, zde uvazujeme, Ze mame
retence dany. V predchozim jsme mohli vidét, Ze retence zavisi na stavu, ve kterém se riziko
nachazi. Zde vsak takova zavislost neni explicitné uvedena, ale je zfejmé, Ze riziko v urcitém
stavu je. V pripadé modelovani BMS markovskymi fetézci je ekvivalentni vyvoj rizika od
prvniho obdobi s vyvojem rizika od libovolného obdobi, pokud se nachazi v obou pripadech

ve stejném stavu. Toto zjednodusSeni znamend jen pouzit jiny startovaci stupen.

Definice 13 (Hlad po bonusu).
Hladem po bonusu nazgvame posloupnost nezapornych ¢isel (si1,sa,...), které predstavugi
strategii rizika v jednotlivych obdobich jeho stdri. Pojistené riziko nahldsi skodu, pravée kdyZ

v obdobi n jeji velikost prekroci s,,.

Ozna¢me pocet nahldsenych skod v n-tém obdobi K,, (0 < K,, < M,) aY/,... ,YT;Kn

velikosti K, nejvétsich skod z pivodnich Y1, ..., Y, (navic klademe Y,/) = 0).

DUSLEDKY 1: Plati, Ze
(i) Y,; (n,j > 1) jsou nezdvislé a maji distribucni funkei (méjme déno n)

Gly) — G(sn)

G'y) = =7 Glon)

pro y > s, a0 jinak. Navic jsou nezavislé na (©, K1, Ks,...).

(ii) Pravdépodobnost, ze skoda piesdhne y je G(y) = 1 — G(y). Oznacme

[e.o]

U(s) = /de(y),

S

potom

)\
EY,; = Llsn)
G(sn)
pron,j > 1.

(iii) Pro dané M,, = m ma K,, ~ Bi (m,a(sn)) bez ohledu na hodnotu ©. Tedy

E[K,|M,=m] = G(sp)m,
EK, = G(spn)EM, a
Eoe K, = G(sn)Ee M,
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(iv) Je-li M,|© = 6 ~ Po (), je rozdéleni K,|® = 6 ~ Po (0G(s,)). A pokud navic
O ~ T (h,7), je OG(sn) ~ T (h,7/GC(sn))

Piedpokladejme, ze (s1,S2,...) jsou pevné dand znamd ¢isla. Definujme sazbovaci zé-
kladnu
Zn=(K1,...,Kp-1).

Redukce historie pouze na poéty skod je za danych predpokladti opréavnéna, nebot

E[Xpn|Zn] = E[Kp|Ki, ..., Kni] égz”;

Vliv na gkodni frekvenci je tedy takovy, Ze se SF snizi vyndsobenim pravdépodobnosti, ze
skoda bude prekracovat s,,, coz je v souladu s prirozenym ocekavanim. Navic to znamena, Zze
je mozné rozvijet teorii bez hladu po bonusu a pak ji jen zmodifikovat pouzitim jiné skodni
frekvence, pocitame-li BMS pro jednu konkrétni hodnotu rizikového parametru nebo dokonce

jen zmodifikovat rozdéleni rizikového parametru, viz dusledky 1.

Priklad 3.1

Zvolme s1 = sg = -+ = 0. Potom G(s,) =1, ¥(s,) =EY, ®(s,) =1 a
n—1 — K
Ky, ....Kp,_1)=EY | ——K,_ —EM
Mn( 1 ) nl) <7’L—1+K) n1+n—1—|—/<a >7

kde K,,—1 =Y K;/(n—1). Dostdvame klasickou kredibilitni formuli (viz Norberg (1975)) pro
pojistné bez uvazovdni hladu po bonusu, kde
_ Evarg [M]
varEg M

Vzhledem k ptfedpokladu znalosti strategie (si,s2,...) pojistitelem a jeji shodnosti pro
kazdé individudlni riziko ma model ponékud teoreticky vyznam. Jako mozné feSeni se jevi
zvefejnéni hodnot s; pojistitelem. S témito hodnotami miiZe pocitat jak pojistitel tak klient.
Jde o deklaraci jakési ,navodné* spoluti¢asti. Lemaire (1995) piSe pfimo o praxi v Némecku,
kde se zdkonem pozaduje, aby pojistitel do urcité vyse skody informoval pojistnika o moznosti
proplatit Skodu a tim si zachovat bonus.

Pozorované data jsou ovlivnéna hladem po bonusu. Pro optimalni retenci by mélo stacit
brat v tvahu skody na véci, skoda na zdravi bude tézko nékdy tak mala, aby ji pojistnik
finanéné unesl. Vypocet optimalni retence je vidy kompromisem mezi slozitosti modelu a
vypocetnimi moznostmi.

Priklad 3.2 (Hlad po bonus a klasicky BMS)

Uvedme velmi jednoduchyj ilustrativni priklad stejné jako ve Svdb (2002b). Uvazujeme klasicks
BMS' definovany v dodatku A pro K = 3, B =1, M = 2, tj. za kazdou Skodu dva stupné
do malusu a za kaZdé bezeskodni obdobi jeden stupernt mahoru do bonusu. Matice prechodu

v pripade bez hladu po bonusu je potom
1—e % % 0
1—e? 0 e
1—e? 0 e



Hlad po bonusu a spolutcast

Pro tcely demonstrace ddle predpokldidejme, Ze Yy; ~ Exp (1). Potom je matice prechodu pro

n-t€ obdobi pri strategii (s1,S2,...)

1— 679675" 679675" 0
1—e e 0 e
1— 679675" 0 679675"

Pro prakticke viypocty je dilezité, Ze prdveé pri zndmgch s, neni treba mnoho modifikovat

vypocet pouZivany pro BMS bez uvaZovdni hladu po bonusu.
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Kapitola 4

Optimalni BMS

V této kapitole se budeme nejprve zabyvat kritérii pro vybér pravidel BMS (tedy sazbovaci

zédkladny) a nésledné k vybranym pravidliim budeme optimalizovat sazbovaci funkce.

4.1 Optimalizace pravidel

Ze zkoumanych ukazatelti charakterizujicich BMS jsou na sazbovaci funkci nezavislé jen cel-
kové variace (TV') a mira konvergence (ROCgy), a proto se je pokusime vyuzit pro nezavislé
hodnoceni pravidel BMS.

Pokud si zafixujeme urcita pravidla BMS, mame stale jesté na vybér z nékolika sazbo-
vacich zékladen. Pro jednotlivé obdobi t zdkladnu Zy,, kterou bychom v praxi pouzili jen
tézko, nebot je tieba garantovat neménnost relativni sazbovaci funkce a¢(j)/a:(k:) alespon
nékolik obdobi. To mizeme dosdhnout bud zakladnou Zy,,, ktera je viZenym prumérem pres
jednotlivd obdobi staii systému, nebo pomoci jedné z asymptotickych zakladen Z éroo) pro
uzaviené nebo oteviené portfolio.

Prvni strategii, kterou prozkouméame, je najit rychle konvergujici BMS, kdy pojistitel
néjak ,,prezije nékolik pocatecnich obdobi a rychle se dostane do tésné blizkosti limity port-
folia resp. sazbovaci zdkladny. A tedy bude opravnéné takovou sazbovaci zdkladnu pouzit pro

napocteni BMS.

4.1.1 Optimalizace pravidel pFi asymptotické sazbovaci zakladné

Pokusme se tedy najit co nejrychleji konvergujici BMS. Rychlost konvergence mtizeme méfit
pomoci ROCgg. Jenze v praxi nas bude spiSe zajimat pocet let nez se BMS dostane do
néjakého ,hezkého“ stavu. Navic ROC g g nebere v ivahu pocatecni stupen £, coz ale ma pro
prvnich nékolik obdobi obrovsky vyznam. ROC'g ¢ je z tohoto hlediska méfitkem konvergence
az po uplynuti mnoha obdobi. ,Hezkym“ stavem miizeme rozumét pokles TV(SCjZ??(n) pod
urcitou trovern.

Zakladem rychlé konvergence sazbovaci zakladny Zy, prot — oo je rychld konvergence Z,

pro n — oo, nebot rychlost konvergence pravdépodobnosti w,,(t) pro t — oo lze ovlivnit jen
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Optimalni BMS

ztézka, neprimo a s nejistym vysledkem. Proto se zamérime na uzaviené portfolio a ukazatele
TV gh(n) a ROCsy.

V tuto chvili mame ambici napocitat mnoho BMS a z tohoto hlediska je porovnat. Kri-
térium si proto zjednodusime a budeme hledat prvni rok, kdy TVg)’Z?u(n) poklesne pod
pozadovanou uroven bez ohledu na to, zda pozdéji jesté vzroste. Za téchto okolnosti by pak
byl BMS napoc¢ten pomoci asymptotického Norbergova rizika a méfime dobu pfiblizeni se
k tomuto asymptotickému stavu.

Uvazujme BMS modelovany pomoci markovskych fetézcii popsany v dodatku A. Takovy
BMS je plné uréen étvetici (K, B, M, k), kde K je pocet stavii, pocet stupiiti za kazdou skodu
oznacujeme M, pocet stupnil za bezeskodni obdobi B a k je pocatecni stupen. MnozZinu

zkoumanych systémi si vymezime hranicemi uvedenymi v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Vymezeni zkoumanych BMS

parametr | rozpéti
K|2...,20

B |1
M|1,...,K-1
k|1

Dodejme, Ze vypocty jsou provedeny pro prumeérnou skodni frekvenci, tj. § = E© a jako

hranici bereme € = 0.1. Vysledné miry konvergence ROC s ¢ jsou na grafu 4.1.

ROC

Graf 4.1: Na grafu vidime v absolutni hodnoté druhé nejvyssi vlastni ¢islo matice prechodu,
ktera je vytvorena pro BMS urceny trojici (K, 1, M). Intuitivné je vidét, ze pro M = K — 1
méame konvergenci s ROC gy = 0, coz znamend od urcitého obdobi rovnost asymptotickému

stavu. To jsme jiz mohli vidét pro Kensky BMS, viz graf 2.11.
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Nejlepsi feseni bez dalSich omezeni

Na grafech 4.2 pro uzaviené a 4.3 pro oteviené portfolio si nyni ukazme pocet obdobi pro

kombinace K a M a s nejvhodnéj$im k. Pfi shodnosti poc¢tu let volime k co nejnizsi.

M 5

Graf 4.2: Cas uvedeny na grafu vyjadiuje takové 7, pro které je T V(Sog)u(ﬁ) <eapron<n

je TVg)’z?u(n) > e = 10%.

M 5

Graf 4.3: Graf analogicky ke grafu 4.2, s poctem let 72 do poklesu TV‘(S,OZ)O(H) pod ¢ = 10% pro

nejvhodnéjsi startovaci stupen k& pro kazdou kombinaci K a M pfi otevieném portfoliu.

Problémem pro pouzitelnost v praxi je, ze az na M = K —1 méame nejrychlejsi konvergenci,

kdyz je startovaci stupeni roven K. Pro M = K — 1 je pak nejlepsi volbou k = 2 viz graf 4.4.
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P1i dalsim snizeni M o jedna je volba k = 2 az druhou nejlepsi volbou. Pti dalsim snizovani
M az tfeti, ¢tvrtou atd. Usudek, ktery vede ke stejnému zavéru, je nasleduji. Vétsina rizik
je dobrych a skodu mit nebude, a proto udélame mensi chybu, kdyz budeme u vsSech rizik
predpokladat, ze jsou dobra a ta, co nejsou, dostanou v nasledujicich obdobich piirdzku,
nez naopak. Mame tedy rozpor mezi teorii a praxi. V zemich, kde neni vynutitelny malus
a existuje tzv. bonusové turistika, nelze pfijmout tento teoreticky vysledek a aplikovat jej
v praxi, zde jej vSak pouzijme (navic je dobra vyhlidka, ze by v CR mohla vynutitelnost

malust fungovat).

Graf 4.4: Graf ukazuje nejlepsi volbu k pro vSechny kombinace K a M. Pro uzaviené portfolio.

Dale se podivejme na volbu M pro vSechny kombinace K a k. Nejprve uvadime ¢as poklesu
(graf 4.5) a nasledné na grafu 4.6 i nejlepsi volbu M odpovidajici uvedenému ¢asu.

¥ v ,

Nejlepsi feseni pri omezeni na startovaci stupen

Vysledkem pfedchoziho zkouméni bylo, Zze vybereme-li jakykoliv pocet stupnt K, tak k to-
muto vybéru je nejlepsi vzit £k = K a skok do malusu o jeden stupen za kazdou skodu.
Vzhledem ke spornému vyuziti v praxi, zafixujme jeden z parametrti. Startovaci stupen k bu-
deme volit v horni ¢asti stupnice, jak je v praxi obvyklé. Mozny vysledek najdeme na grafu
4.7 a to pro k = [%W

Analogicky intuitivni zévér je, ze pokud umistime startovaci stupen nékam vyse, tak
s rostoucim pocétem stupntt K roste i ¢ast potfebny pro pokles Tvgﬁ?u(n) pod €. Dtivod je
zase zaloZeny na tom, Ze spravné umisténi vétsiny rizik je v nejlepsim bonusu a ¢im driv tam
doputuje tim 1épe. Vysvétluje to také, pro¢ graf 4.2 pro mald M na K nezavisi a graf 4.7 ano.

Vhodné volby poctu stupni skoku do malusu jsou potom naopak zase co nejvyssi.

Resumé: Mame tedy jednoduché pravidlo — p¥i velkém k volime M = 1 a pfi malém
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Graf 4.5: Graf zobrazuje ¢as poklesu TV(SOZ)u(n) pod € pro kombinace K a k. Pfi shodnosti

¢asu se voli nejnizsi hodnota M.

20

k 5

Graf 4.6: Zobrazeni nejlepsich voleb M. Lze ocekavat, ze ,skok“ v grafu nalezneme i pro jiné

hodnoty €.

k volime velké M.
Uvedené zavéry plynou z pouzité hrubé vypocetni sily a jsou to tedy hypotézy, nikoliv

dokazand tvrzeni.

4.1.2 Optimalizace pravidel pr¥i sazbovaci zakladné Zy,,

Zde mame dvé moznosti méreni celkové variace. Prvni je porovnani individudlniho rizika

s prumérnym stavem pres vSechna obdobi stari portfolia

TVsos(n) =Y [Po(Zn=j)—Po(Zng =J)|-
jeHX
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'//‘ ~-
y
’.,.' ﬂ.".

¢as (n)

Graf 4.7: Srovnej s grafem 4.2, kde je k = K. Zde mame k = {%]

Dalsi moznost je zkoumat rozpéti mezi Zy, a Zy, a tim se dostavame k celkové variaci typu
TVsos(t) = > _ Py (Zn, = §) — Po (Zng = J)|.
jeX

Na grafu 4.8 je jednak porovnani obou zminénych a jednak srovnani rtizné volby vah wy.

V tuto chvili bychom opét mohli pouzit metodu hrubé vypocetni sily a hledat vzhledem
k uvedenym celkovym variacim optimélni pravidla pro BMS, ale domnivam se, Ze bychom
dospéli k podobnym vysledkim jako v oddile 4.1.1. Vysledky by pravdépodobné byly hodné
zévislé na volbé vah.

Uzite¢nost tohoto oddilu tedy vidim v zobrazeni vlivu volby vah a moznosti jejich intu-
itivni optimalizace v souladu s preferencemi pojistitele, pokud by jako sazbovaci zakladnu

volil Zys,.

4.1.3 Volba konkrétni sazbovaci zakladny (pravidel BMS)

Nyni se pokusime zvolit pravidla BMS, ktera budou kompromisem mezi teorii a praxi. Na
grafu 4.6 vidime, Ze v hodnotach k je ostra hranice mezi tim, kdy je optimalni M pomérné
vysoké a tim, kdy je rovno 1. Jiz jsme zjistili, Ze ¢im nizsi k (bliZze nejvétsim bonustim), tim
lépe.

Nechceme mit rovnost k = K, pocateéni stupen bude nékde vyse. Z grafu 4.7 vidime, zZe
¢im vétsi K, tim delsi dobu na pokles celkové variace potiebujeme. Neni myslitelné mit skok
do malusu vétsi nez 4 (napfiklad z divodt trzniho prostfedi). Podivejme se proto na BMS
pro K =10,...,15 a malusy 1,...,4. Na grafu 4.9 je uvedeno 30 nejlepsich BMS za téchto
omezeni.

V grafu 4.10 se navic omezime na takové pocatec¢ni stupné, které jsou v horni poloviné

skaly.
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wy = 1/tg, tj. rovnomérné vahy
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0 5 10 15 20 25 30

Graf 4.8: Na grafu je plnou carou uvedena celkovd variace TV g4 o(t) a pferusovanou
TVsgo(n). Je ziejmé, ze pokud se zvoli vétsi vaha pro pocatecni obdobi, snizime celko-
vou variaci na pocatku, ale dostaneme daleko vyss$i na konci a naopak. Alternativni vahy

byly volené timérné exponencidlnimu rustu nebo poklesu (© = h/7, Kenisky BMS).

6]

(i)

cas

110 11 12 13 14 15 10 11 12 13 14 15 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 10 10 10 11 11 11
2 -2 PL B2 Fal BN R 28 128 F21 F20 120 121 B2 13N B2 130 NN N3N R (3N R 3 RN 3N Rl R2N 48 ol 2 1
19 10 1112 13 14 9 10 1112 1314 8 9 9 10 10 11 11 12 12 131314 7 8 9 8 9 10

0 5 10 15 20 25 30
BMS

Graf 4.9: Zobrazeni nejlepsich voleb pravidel pfi omezeni se na K = 10,...,15, M =1,...,4,
ale bez omezeni na startovaci stupen k. Parametry jsou vyneseny v kazdém sloupci pod sebou
v potadi K, M, k.
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14+
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Graf 4.10: Déale se omezme na v praxi pouzivanou podminku, ze startovaci stupen je pomérné

daleko od nejlepsiho bonusu, matematicky podminku zapiseme jako k < [%1

Zejména na zakladé aktuarského usudku pro dalsi optimalizaci vybirame jako nejzajima-

v€jsi nasledujici troje pravidla.

Tabulka 4.2: Vybrané BMS

K M k
10 2 5
10 3 5
11 2 6

4.2 Optimalizace sazbovaci funkce

V této ¢asti vyjdeme z vysledkt Norberg (1976) a sazbovaci zdkladnu povazujme za danou,

konkrétné napiiklad BMS popsané v oddile 4.1.3 v tabulce 4.2.
TvVvRZENI 2: Pro kazdy BMS S mame

QYNY > Evarz, [Ee X,
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz P (ay(Z,) = Ez, Ee X,,) = 1.

Drikaz. Podle pravidla iterované stfedni hodnoty méame Qg)g) =EEz, (Eo Z, — at(Zn))2 .
Ve vnitini podminéné stfedni hodnoté pouzijeme pravidlo E [W — ¢]? = var W +(EW —¢)?

platici pro kazdou n. v. W a konstantu c.
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Potom méame
QYN = Evarz, [Ee X,] + E[Ez, Be X, — a:(Z,))?,
coz dokazuje vse. [J
Muzeme tedy definovat optimalni sazbovaci funkci.

Definice 14 (Bayesovska sazbovaci funkce).
Méjme sazbovact zdkladnu Z,, a portfolio F, potom za Bayesovskou sazbovaci funkci pro

c¢as portfolia t oznacime
t), . .
bay$s)(j) = E[Bo Xn|Zn, = j]

pro j € ;. Systém bonus malus

((zayzs {o} )
(1)

tvoreny sazbovact zdkladnou Z, a odvozenou bayesovskou sazbovact funkci bay 5, (j) nazveme
bayesovsky BMS.

Dalsi varianty shrnuje tabulka 4.3. Norbergtiv ptistup najdeme ve tfetim fadku, pii uza-
vieném portfoliu, nebo jako limitni oteviené portfolio v fadku ¢tvrtém. Asymptoticky Nor-
bergtv pristup pak je ekvivalentni zapisu ve ¢tvrtém fadku pfi uzavieném portfoliu.

V pripadé poslednich dvou fadki je vysledkem v ¢ase neménnd sazbovaci funkce, jinak
je zavisld bud na case portfolia ¢ nebo na case rizika n. Presazbovani v ¢ase t automaticky
zajistuje finanéni rovnovahu kazdy rok (pfi druhém Fadku tabulky a otevieném portfoliu nebo

pii prvnim fadku tabulky a uzavieném portfoliu), nebot napfiklad pro oteviené portfolio je

E [EZNt Eo XNt] — Eo Xn,.

Tabulka 4.3: Bayesovské sazbovaci funkce

bay™(j) = E[Be Xu|Zy =]

S|l tar () = ElBe Xy,|Zy, =)
>t bay5(j) = E[Ee XnglZng = j]
t— oo by (j) = E[Bex|Z{Y =

Nasledujici tivaha je pfimym dtsledkem tvrzeni 2. Méjme bayesovsky BMS zavedeny
o0
v tabulce 4.3 v prvnim fadku SZ = ({Zn};’ozl , {bay(")}

>. Lze snadno ukézat (viz také
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vy

var [Eg X,,] = var [Ez, Eg X,,| + E[varz, [Ee X,,]| =
= var [bay™ (2,)] + QA" =

:E@wmnzﬂQ—(Epwmnzﬂ)-+Q“m
:egz@ (BX0)? + Q"™

Vidime tedy, Ze soucet e Q(t ) ; je nezavisly na sazbovaci zédkladné Z,,. A odtud plyne,
Ze pro dvé sazbovaci zakladny Z,, a Zy resp. piislusné BMS SZ a S8 s bayesovskou sazbovaci
funkci odvozenou z téchto zakladen plati, Ze

QUM < QUM = (M 5 (O,

Norberg (1976) v Lemma 2.5 jesté dokazuje, Ze kdyZ je sazbovaci zdkladna funkci jiné
sazbovaci zakladny, pak musi byt BMS méné eficientni. Je to tfeba chapat jako transformaci
n. v. Shodné jsou, jen kdyz jsou si bayesovské pojistné obou BMS rovny skoro jisté. Coz je
ekvivalentné splnéno pii uréité nezévislosti sazbovacich zakladen viz Lemma 2.8. Na zakladé
toho lze ukéazat ekvivalenci sazbovacich zakladen = a (M, ..., M,) a nevyhodnost sazbovaci
zakladny sestavajici jen z historie vysi skod.

Dalsi z vysledkt uvedenych ve zminéném ¢lanku ukazuje, Ze je-li jeden BMS vice eficientni
pri porovnani svych asymptotickych kritérii, pak to plati i pro vSechna jednotliva obdobi n.

Poznamenejme, Ze pfi podmince na nestrannost odhadu, tj. finanéni rovnovahu, tj. pod-

minka na AL, je optimalizace () ekvivalentni s optimalizaci C'V, viz oddil D.6.

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS
Pro porovndni nyni uvedme, jaké sazbovaci funkce vychdzeji v nékterych casech t s origindind

danou sazbovaci funkci Kenského systému.

0.087 —

0.06 1

pojistné

0.04

0.02 1

4 v
stupen

Graf 4.11: Porovnani Bayesovskych $kél s originalni (tu¢né ¢ernd) pro oteviené portfolio. Zde
se nejevi jako Spatny napad udélat vaZzenou sazbovaci funkci, nebof pomérné mnoho obdobi

je blizko v tom obdobi optimalni sazbovaci funkci, na rozdil od grafu 4.12
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Graf 4.12: Porovnéani bayesovskych $kal s origindlni (tuénéd ¢ernd) pro uzaviené portfolio.

Povsimnéme si, Ze od sedmého obdobi se jiz nic neméni a ze vaZzenad bayesovska funkce za

vSechna obdobi (modré krouzky) bude po vétsinu ¢asu (od sedmého déle) zcela nevyhovujici.

4.2.1 Predepsana sazbovaci funkce

V praxi je bézné, ze sazbovaci funkce ma néjakou ,hezkou“ podobu, napiiklad je linearni. Nyni
ve strucnosti uvedeme obecné zndmou teorii, kterou aplikujeme na optimalizaci sazbovaci
funkce. Pro prehlednost se nyni zdrzme konkrétniho znaceni.

Bayesovské pojistné neni nijak omezeno sazbovaci funkci. Obecné nemusi byt takova skala
dokonce nerostouci a také rozdily diferenci pojistného mezi jednotlivymi stupni bonusu jsou
velmi znacné. Pro vétsi prehlednost a srozumitelnost potrebujeme linearni nebo linearné lome-
nou $kalu. Nabizeji se i jiné funkce, napfiklad exponencialni s vyraznymi rozdily v pojistném
v nejhorsich malusovych stupnich.

Méjme dénu (sazbovaci) funkei f(j;b1,---,bp) aZ na jeji parametry by, ...,b,. Hleddme
tedy hodnotu téchto parametru tak, aby Q = E[y — f(sc)]2 bylo za podminky Ey = E f(x)
minimalni. Pokud si neklademe 7adna omezeni na tvar, tak mame FeSeni fuin(z) = E [y|z].

To uz jsme vytesili v oddile 4.2. Pocitejme tedy

Q=E[y— f(2)]* = vary — 2cov (y, f(x)) + var f(z) + (Ey — E f(x))?,

kde posledni s¢itanec je nulovy, protoze pozadujeme nestrannost odhadu.

Linearni sazbovaci funkce

Definice 15.

Linearni skala je definovina sazbovaci funkci ai(j) = a + bj.

Pocitejme

Q = vary — 2acov (y,x) + a® var z.
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Abychom nasli minimum, tak zderivujeme podle parametrii a a b a vyfesime vzhledem k 0

0 ;
0= oq = —2cov (y,x) +2avarx = a = cov (y, )

da var x

a z podminky na nestrannost mame
b=y WD) g,
var

a tedy

flz)=ax+b=Ey+ M(w—E.@)

varx

Postupné dosazujeme za x sazbovaci zékladny Z,,, Zn,, Zn, a Zéroo) a za y mame Eg X,

Eoe Xn,, Ee XN, a Eg X. Tyto varianty shrnuje tabulka 4.4.

Tabulka 4.4: Linearni sazbovaci funkce

lin™(j) = EEeX, + XWXl — (; gz,
(), . cov(Eg XN, ,Z .
S, | mn§G) = BEexy, + CeXwinl (;_pzy)
. . Eo XN ,Z .
) ling(j) = EBoXy, + eluful gz
Eo X, 7™
t— 00 in§®(j) = EEeX  + % (j — EZ5)
F

Pokracdovani prikladu 2.1 — Kensky BMS
Nyni nebudeme jen porovndvat linearni a pivodni skdlu, ale spise porovndme skdly v case

nemeénné, tedy asymptotické a vdzen€ vahami pro jednotlivé obdobi stdri portfolia.

0.07 -

0.06 -

pojistné

0.05 -

0.04 -

0.03

stupen

C-h/7/ALg 9 (originalni)
lin g

°0)

o~

lin

Graf 4.13: Linearni skaly na otevieném portfoliu.
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Graf 4.14: Linearni skaly na uzavieném portfoliu

Dalsi sazbovaci funkce

Definice linearné lomené skély je vhodna takova, aby byl zlom ve startovacim stupni k. Prave
takova Skéla se nejcastéji blizi praxi. Z 24 popsanych systémut v Lemaire (1995) jsou 4 linearni
(ty maji vétsinou maly pocet stupiii a vyskytuji se v exoti¢téjsich zemich), 8 pfiblizné linedrné
lomenych a ze zbyljch by se nejméné polovina dala dobfe prolozit exponencialni funkci, ktera
ma z praktického pohledu k linedrné lomené blizko. Pripadnych zlomt mtzeme uvazovat i

vice.

Definice 16.

Sazbovact funkce:

(i) Linedarné lomend skala je definovana sazbovaci funkci

an\J) =
(k—j)c+b, j>k.

(ii) Exponencialni Skala je definovdina sazbovaci funkci a,(j) = exp(a + bj).
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Piiklad 4.1 (Dalsi sazbovaci funkce)
Na prikladu si ukdZeme dalsi mozné sazbovaci funkce. K tém predeslym priddme linedrni

lomenou a exponencidlni sazbovaci funkci.

0.07 1
0.06
Nob} 4
g
R
a 0.05
0.04 -
003 ; T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7
stupen

C-h/7/ALg ¢ (originalni)

exr

Graf 4.15: Linedrné lomené a exponencialni skaly na otevieném portfoliu
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Graf 4.16: Linearné lomené a exponencialni skaly na uzavieném portfoliu
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Pi#iklad 4.2 (Skaly vybranych BMS)

V dalsim prikladu se vratme k vybranym Skdlam z konce oddilu 4.1.3.

5
£ 5 K=10M=2k=5
= K=10M=3k=5
A 4 K=11,M=2k=6
>q§ ]
S 3 .
= ~
2-
1 e
0 2 4 6. 8 10
stupen
Graf 4.17: Bayesovské skaly vybranych BMS
o 2 K=10M=2k=5
g 18 K=10,M=3k=5
0w
= 161 K=11,M=2k=6
o —
- 1.4 =
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Graf 4.18: Linearni skaly vybranych BMS
@]
g 51 K=10M=2,k=5
Z K=10,M=3k=5
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Graf 4.19: LInearné lomenné skaly vybranych BMS
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4.3 Optimalizace pravidel a sazbovaci funkce zaroven

Napocteme-li pro kazdy BMS z tabulky 4.1 bayesovskou, linearni a linearné lomenou saz-
bovaci funkci, mizeme vybrat ta pravidla, kterd davaji nejmesi @), aproximuji tak realitu
nejlépe. Stejny piistup byl pouzit i v ¢lanku Svab (2002b). Pro napoéitani pouzivame po-
pis portfolia podle ptfikladu 1.1, kde mame napiiklad zvoleny rovnomérné vihy pro vSechna
obdobi ¢ a kritérium Qg 7, tj. mimo jiné ,primérovou” sazbovaci zakladnu.

Nejprve se podivejme na graf 4.20 se vSemi napoc¢tenymi BMS. Lze konstatovat nékolik

0.0058

bayesovské sefazené
1 | — linearni sefazené

0.0056 4 | — linedrné lomené sefazené
1| — linedrni s pravidly dle bayes.

] lin. lomené s pravidly dle bayes.
1] - 5 procentni skal

0.0054 7 | -~ 10 procentni §kaly

0.0052 -

Qs,5

0.005 -

0.0048

0.0046 -

0.0044

0 500 1000 1500 2000 2500
BMS

Graf 4.20: Graf vSech uvazovanych BMS a jejich @ s 7, sefazeno podle velikosti.

vice ¢i méné ocekavanych poznatki:
1. VSechny bayesovské skaly jsou lepsi nez linearni ¢i linearné lomené.

2. Linedrné lomené se zdaji byt (pro vhodné zvoleny zlom) docela dobrou aproximaci,

rozhodné lepsi nez linearni.

3. Mame-li urcita pravidla pro BMS a k nim spoc¢tenu bayesovskou skédlu, o které vime
jak dobra ¢i Spatna z hlediska @) je, tak nelze nic tvrdit z hlediska kvality o linearni a

linearné lomené skéle se stejnymi pravidli (viz rozkmitané ¢ary na zminéném grafu).

4. Pojistitelé ¢asto pouzivaji zaokrouhlené relativni rozestupy mezi stupni (naptiklad 5 ¢i
10 procent). Na grafu jsou vyneseny BMS, které by s toleranci na 0,1 p.b. mohly z tohoto

hlediska pojistitelim vyhovovat. Zejména ty pétiprocentni maji hodné velka Q).

50



0.00443
0.00442 *
0.00441 * I I
S} 0.0044 *
o mw Jinearni

“ linearné lomené
- bayesovské

0.00439
0.00438

0.00437

0.00436 10

BMS

12 14 16 18 20

Graf 4.21: Pravidla jsou uvedena v kazdém sloupci v poradi od shora K, M a k.

Nyni vyberme 20 nejlepsich BMS pro kazdy tvar sazbovaci funkce, viz graf 4.21.
Vzhledem k tomu, ze se BMS pro K = 20 opakuje velmi ¢asto (a diivod je opét oc¢eka-
vatelny — ¢im vice stupnu tim lepsi aproximace modelu poétu $kod), podivame se na néj a

bayesovské skaly kompletné na grafu 4.22.

Qsg

Graf 4.22: Pro K = 20 zkoumame vSechny kombinace k£ a M. Je to obtizné zietelné, ale

Luprostied“ grafu je prohlubern.

Dalsi grafy budou jen ukézkou vysledkii, nebot vybér BMS v praxi je zalezitosti, kterou

ovliviiuje mnoho praktickych faktort, které zde nemizeme postihnout a zaroven nesmime
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Optimalni BMS

zapomenout, ze pouzity popis portfolia je jen ,,Skolnim* prikladem.

5,
2
o 4+
=
+

droven pojis
w
|

N
L

7
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
stupen

Graf 4.23: Bayesovské skaly pro K =7,...,200 M =3 ak = [%W Cisla u koncti §kal oznacuji
pocet stupnd K. Na svislé ose je vyneseno relativni pojistné viici poc¢ateénimu stupni. Proto je
na grafu uvedena vodorovna ¢ara s pocateénim pojistnym 1, ktera tak identifikuje pocatecni

stupen. Grafy se prekryvaji pro shodna k, vice nasledujici graf.
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Graf 4.24: Tento graf ukazuje analogicky k predchozimu, jak moc zalezi na volbé pocate¢niho
stupné. Dokonce tak, Ze v jeho nejblizsim okoli nezalezi na tom, kolik stupnd ma skala celkem.

Coz je logicky poznatek. M =3 a k = 4.
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Graf 4.25: Graf analogicky ke grafu 4.23, ale pro linearni skaly. To Ze vyjde dokonce zaporné
pojistné, je sice teoreticky spravny vysledek, nicméné zcela proti praxi. Vysledek souvisi

s nastavenim vah obdobi stari portfolia i s pouzitim Zy,, jako sazbovaci zakladny.

tného
S

uroven pojis
w
1

stupen

Graf 4.26: Dalsi analogie ke 4.23. Tentokrat pro linearné lomené skaly. Vidime, ze se skaly
shlukly podle pocate¢niho stupné stejné jako bayesovské a linearni. Zde je vSak zajimavé
porovnat, jak na sebe ,sednou® bayesovské se zde uvedenymi linedrné lomenymi skalami. To

nam ukéze nasledujici graf 4.27.
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tného

droven pojis

19 o

20

Graf 4.27: Graf ukazuje, Ze linearné lomena skala (plna ¢ara na grafu) je docela smysluplna
aproximace bayesovské (prerusované ¢ary). Jsou zde vyneseny shodné skaly jako na predcho-
zich grafech 4.23 a 4.26.

4.4 Optimalizace elasticity

Elasticitu je mozné optimalizovat, jen zname-li jak sazbovaci zakladnu tak sazbovaci funkci.
Sazbovaci funkce prevezmeme ty, které jsme napocitali v predchozim oddilu 4.3 a podivame
se na jejich elasticitu.

Pro optimalizaci elasticity volime V. =5 n =t =1 a 6 = h/7, jinymi slovy hleddame
pravidla, kterd nejuc¢inéji opravi pojistné nové vstoupivsiho (primérného) rizika do portfolia.
Uvazujeme uzaviené portfolio, ackoliv jsou skaly napocteny pro portfolio oteviené, nebot nas

zajima hlavné chovani se BMS vidi individualnimu riziku. Vysledky jsou naznaceny na grafu
4.28.
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Graf 4.28: Porovnani elasticity pfi omezeni se na K = 10,...,15, M =1,...,4a k < [%]

Zobrazeno vzdy 20 nejlepsich skal. Parametry jsou uvedeny pfimo v grafu, v pofadi od shora
K, M, k. Mimo jiné je videét, ze i z hlediska elasticity je linedrné lomené skéla lepsi aproximaci

nez linedrni.
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Z.aver

Tato prace predklddd mnoho néastroji k hodnoceni systémti bonus malus. Zkoumani jednot-
livych vlastnosti vsak kromé vyroku o tom, ktery BMS je lepsi a ktery horsi, také poskytuje
nahled na nevyhody pouziti BMS vtbec.

Vyhrada, ze se porusuje zakladni princip pojisténi, kdy se ndhodné veli¢ina ($kody) nena-
hrazuje konstantou (pojistné), ale opét ndhodnou veli¢inou, je v souc¢asné dobé jiz irelevantni.
Byla diskutovana v pocatcich zavadéni BMS, kdy se i potiebna teorie teprve zacala rozvijet.
Dnes jsou jiz BMS realitou, nelze je tedy zatracovat, je tfeba je optimalizovat.

Zv1ast pri zéavadéni nového BMS, kdy neméme bezeskodni historii, je velky problém
transparentnosti kvili finanéni rovnovahou vynucenému riustu zakladniho pojistného. Zlepsit
to miZze docdasné snizeny pocatecni stav. At jiz formalné nebo uznavanim prohlaseni pojist-
nika, ze nemél skody, ackoliv pojistitel o tom nemé evidenci.

Nefeseni tohoto problému vyvolava dalsi ,nespravedlnost®. Porovname-li totiz shodné
rizika, ktera by v portfoliu stravila shodnou delsi dobu (napiiklad 10 let), avSak zahajila své
setrvani v portfoliu v riznych obdobich jeho stari, dostaneme pro né rtizné pojistné.

Z tohoto hlediska je pro za¢atek idedlni jednoduchy BMS (viz dodatek B), ktery stanovuje
pojistné podle poctu let historie a poctu skod v této historii. Jsou to tedy pravidla, kteréd
nejsou v case rizika stabilizovana.

Koeficient variace je dilezité minimalizovat, nebot jinak hrozi riziko, Ze konkurencéni po-
jistitel oceni riziko pfesnéji a z toho vytézi lepsi rizika za dobré pojistné. Jak bylo vsak
ukazano, je ekvivalentni minimalizovat Norbergovo kritérium. A pro tuto optimalizaci mame
standardni matematické nastroje.

Jiz v Lemaire (1995) je mozné nalézt rtzna specidlni pravidla urychlujici konvergenci
(naptiklad, ze riziko po ur¢itém poctu bezeskodnich obdobi nesmi byt v horsim stupni nez
...), ale je otdzkou, s jakym zadmérem byla takova pravidla zavedena.

Tato prace se jen letmo zminila o kombinaci BMS a segmentace. V praxi vSak nelze tyto
dvé od sebe oddélit a je tedy tfeba tuto teorii propojit napf. se zobecnénymi linedrnimi
modely.

Velikost hladu po bonusu si pojistnik asi tézko spocita, ale intuitivné se jim fidit bude.
Proto je tento ukazatel dilezitym konkurenénim néstrojem. Je mozné, ze klient piijde k tomu
pojistiteli, u kterého bude citit mensi trest za skody.

V kapitole o optimalizaci pravidel jsme dosli k zavéreénému pravidlu: pti velkém k volime
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M =1 a pfi malém k volime velké M, které je také v rozporu s praxi.

Pri hledani optimalnich pravidel jsme zdaleka nevycerpali vSechny moznosti. Daly by se
napiiklad uvazovat dvakrat lomené sazbovaci funkce, pripadné s tim, Ze za druhym zlomem
by jiz byla stagnace pojistného, coz by automaticky zajistilo ve svété obcas pouzivany ,od-
pustek®, tj. pojisténi zachovani bonusu, které by vsak bylo zaslouZeno poc¢tem bezeskodnich
let, nikoliv volné v prodeji.

Shrnuti poznatkt ukonéeme vycétem neprovedenych nebo zde neuvedenych analyz, které

by aplikaci této teorie v praxi jesté obohatily.

0 Mizeme zkoumat jaké ma byt V', abychom se dostate¢né pfiblizili limitnimu ukazateli

elasticity (pfi V — 00).
0 Optimalizace vlastnosti BMS pomoci riznych dodateénych pravidel.
00 Podminky konvergence elasticity pro t — oo pri neexistenci ng.
0 Konvergence ukazatelt pfi nekonstatnich a;, k: a .
O Souvislost Norbergova rizika s kritérii adekvatnosti uvedenymi v Baione et al. (2002).
0 Dvakrat lomené sazbovaci funkce.
0 Dalsi analyza vhodné politiky pojistitele vzhledem k vyhlasovani optimalni retence.
O Souvislost optimalizace elasticity a Norbergova rizika.

Zavéretna poznamka se bude tykat pouzitého software. Implementace vSech vypoctu byla
provedena v SW MAPLE 9, pficemz vypocty bézely na notebooku v konfiguraci s dvoujad-
rovym procesorem Intel (2x 2GHz) a s 1GB RAM. Pravé zde vidim jedinou vyhodu toho, Ze
se mé doktorské studium protéhlo na 8 let. Pied péti lety nebylo myslitelné na tahdy bézném
PC provést vypocet vice nez 7500 riiznych BMS. I na zminéném notebooku vypocet trval cca

5—7 dni strojového casu.
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Dodatek A
BMS jako markovsky retézec

Nejobvyklejsim prikladem BMS je systém pouzivany v mnoha zemich v praxi a popsany
v riznych pracech, napiiklad v Sundt and Gilde (1989) nebo Lemaire (1995). Pro jeho ob-
vyklost nasazeni v praxi se o ném v této praci zminujeme také jako o ,klasickém BMS“.

Pomoci zavedenjch pojmi definice 2 jej nyni definujme formalné.

Definice 17 (Klasicky BMS).
Necht mnozina stavi je koneéna # = {1,..., K}. Pocdtecni stav oznacme k € # a sazbovaci

zakladnu Z,, definujeme jako

k n=1
Ly =
T(Zn—laMn—l) n>1
kde T : # x Ng — & jsou pravidla prechodu a R = (T,k) se oznacuji pravidla BMS.

Sazbovaci funkci misto funkcéniho zdpisu zapisujeme jako vektor, ktery pritazuje primo

konkrétni pojistné kazdému stupni
_ / K
at—(at(l),...,at(K)) eR

a nazyvame jej pojistnd skala (resp. skdla pojistného). Zakladnim pojistnym pak rozu-
mime pojistné pocdtecniho stupné ai(k). Bonusovou Skdlou je pak vektor relativnich vysi
pogistného vici pojistnému zdkladnimu Cy = a;/ai(k). Klasickym BMS rozumime trojici
(T,a,k).

PREDPOKLADY 2

Predpokladejme ddle, Ze

O v nasi praci budeme pouZivat jesté uzsi definici BMS, nebot se omezujeme na pravidla

tvaru

T(i.r) = { min(i +B,K) r=0

max(i —rM,1) r>0

kde B a M oznacuji pocty stupnii (nejéastéji B =1).
O Necht konkrétné M,, ~ Po(0).
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DUSLEDKY 3 (VLASTNOSTI KLASICKEHO BMS): Sazbovaci zdkladna {Z,},- | klasického
BMS je markovsky fetézec, nebot Z,, ,nema pamét“ tj. zavisi jen na predchozim stavu Z, 1

a poctu skod v poslednim obdobi M,,_1, a ma tyto vlastnosti:

O je ireducibilni, nebot libovolny stav je dosazitelny z libovolného jiného stavu,
O je homogenni, nebot pravdépodobnosti pfechodu nezavisi na case,

O je ergodicky, nebot pro kazdy stav je pravdépodobnost, ze se vrati do svého stavu,

nenulova.

A tedy existuje stacionarni rozdéleni.

Ergodicitu zajistuje bud vlastnost tzv. superbonus stavu jak jej nazyva Bonsdorf (1992)
a definuje jej jako stav, ve kterém skonc¢i kazdé riziko po dostate¢ném mnozstvi bezeskodnich
obdobi. Nebo pozadavek, Ze existuje takovy stav, ve kterém riziko zlstane zarazeno i po
jednom bezeskodnim obdobi. Zde zavedeny kalsicky BMS spliiuje oboji stavem K.

Pocateéni stav k = Z1(E1) € # zavedeny v definici 17 v tomto piipadé téZz nazyvame
zékladni stupen, protoze je zvykem v praxi oznacovat jednotlivé stavy stupnémi.

Sazbovaci zékladna {Z,},~ , je sice definovand rekurzivng, ale je zfejmé, ze po prevodu
na nerekurzivni podobu spliuje definici 2.

Uvazujme, Ze mame dédno ndhodné vybrané riziko z portfolia s © = 6. Zavedme oznaceni

pravdépodobnosti pfechodu (pro i,5 =1,..., K an € N):
pr.0(,3) = Po (Zrn = jlZR 01 = 1),

pg%(j) =Py (Zrn =1J) = (pO,M%G)j = (M:Tf,e)kj'
Matice ptechodu je Mg = (pro(i,J))ij=1,.. Kk a pocateéni rozdéleni po = (0,...,1,...0)
s jedni¢kou na k-tém misté. Staciondrni rozdéleni s pravdépodobnostmi (j = 1,..., K) ozna-
¢ujeme
Pg () = Him piy0).
T,0 S Dpg
Timto je podle dusledkt 3 definovana n. v., kterou znacime Z¢ (podle definice 2 bodu (ix)).

Toto rozdéleni je jednoznac¢né urceno soustavou K + 1 rovnic o K neznamych

K
pT,G(.j) = ZPT,e(i)pR,e(iuj)? .7 = 17"'7K7
i=1

K .
leT,e(J) = L
1=
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Dodatek B

Dalsi priklad BMS

Abychom se neomezovali jen na BMS modelované jako markovské fetézce, uvedme jednoduchy
priklad BMS, ktery také vyhovuje zakladni definici 2 a ukazme jeho vlastnosti.

Teoreticky nejjednodussi BMS, zminény v Lemaire (1995), zavisi pfimo na po¢tu skod za
vSechna predesla obdobi, proto ho budeme nazyvat jednoduchiy BMS.

Sazbovaci zédkladna je nezavislad na staii portfolia, tj. udrzujeme pravidla stabilni v case

a zavisli pouze na stari rizika. Definujeme ji jako

n—1
Zn(Bn) =Y M.
1=0

VETA 4: Za platnosti predpokladii 1 a popisu portfolia podle piikladu 1.1 mame pro riziko
staré n — 1 obdobi bayesovské pojistné pro nasledujici obdobi (t resp. n)

h+ 7,

anln) = T

Dikaz. Vzhledem k tomu, ze soucet pevného poétu n — 1 iid n.v. s rozdélenim Po (f) ma
rozdéleni Po ((n — 1)0), je pro r € Ny

(n— 1)8) e~
r!

a bayesovské pojistné pro obdobi n pii r skodach za n — 1 obdobi vypocteme jako

[ 0Po(Z, =1)dU(0)
0 h+T
an(r) =E[0|Z, =r] = = T
T+n—

{PG (Zn = T) dU(Q)

g

Vlastnosti
I: Primérna uroven pojistného:
Vzhledem k tomu, ze a1(0) = h/7 aEg Z,, = (n—1)0 je prumérna Groveii pron = 1,2, ...

(t)(n) N h + (n — 1)91
ALS’G 74 n—-1 h
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1I:

a pii uzavieném portfoliu jen vyménime n za t a mizeme vypocitat limitni ukazatel

1 t 07
AL&Q:{ = tliglo ALS,G,B} = W
Nyni vyintegrujeme 6 a mame
T h +(n—-1)0T1
ALO) :/ Tau () =
5,9 T4+n—-1 hU()
0
T h n—1 %
= — odU(0) | =
h T+n—1+7+n—1/ ()
0
_ T n n—1 _
Cr4n—-1 7174n-1

=1

A tedyi ALg)gt = 1. Af uz limitou posledniho ukazatele ALg)% pro t jdouci do nekone¢na

nebo vyintegrovanim parametru 6 v ukazateli ALgp g, dostdvame
ALg = 1.

Lze tedy Tict, Zze z hlediska primérné drovné pojistného a pro uzaviené portfolio jde

opravdu o zcela idedlni BMS.

SN
-0.05

40
n 60 80 100

Graf B.1: AL pro jednoduchy BMS

Koeficient variace

Pocitejme:
n—1)0
vato on(Zo)] = .
Om) _ _V(—-1)¢
Vo = h+(n—1)0’
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Dalsi priklad BMS

——————————————————————————————

1,
0.95
- ]
< 0.97
1 - ALg»G(n) — uzavrené portfolio
uzaviené portfolio — ALg);n)
- AL (oo) — uzaviené ortfoflo
1 5,0,u P (00)
folio — AL\ Y
085 _ uzaviené port S,U
4T AL,(;)G F, oteviené portfolio
° ° oteviené portfolio — ALg)
77777777 AL%OZ)O — otevrené portfolio
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o8- — — — :
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Graf B.2: Porovnani AL analogické ke klasickému BMS, zde vsak konkrétni 6 volime mimo

stfedni hodnotu ©, nebot to bychom na grafu méli vse rovno jedné. Zde je § = 0.9E ©.

y 1
var CLn /varg CLn dU(G) (nlﬁ;
0
a vzhledem k tomu, ze Ea,(Z,) = ;, tak
mm _ vn—1 |7
Vg = n—1 —1—7\/;'

IIT: Elasticita

Opét pfi uzavieném portfoliu (wy,(

(1 + L)—(t-f—v—l) )

1 prot = n a 0 jinak) nahradime pro dalsi

t) =

vypoclty oznaceni stari rizik n starim portfolia t.

v _
oL =y )
(t) v=1 T+t+v—1 9
ELAS gy 5,(V) = — h+(t+v—1)0 a0
(14 )~ (t+o-1)
=1 TH+t+v—-1
Vo t+v-—1)0 (b
27'(+t+v—)1(1+b) e
TV +(t+v—-1)0 ’
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ELASg,)e,:ﬂ = VlgnOO ELASE;)&%(V) = 1 a integraci se vysledek uz nezméni a mame

ELASY; =1.

IV: Celkova variace je nulova, protoze se sazbuje pfesné podle rozdéleni, které mam v kaz-

dém obdobi k dispozici.

V: Norbergovo riziko v obdobi n

h
Qnt1 = m,
resp. riziko systému bonus malus
o0 o h
Qn, = Zwt Z wn(t)m.
t=1 n=1

Budovanim teorie k BMS, budujeme vlastné aproximacni model reality s prediktivni
schopnosti. V prvnim kroku aproximujeme realitu modelem po¢tu skod (v této praci se zamé-
fujeme na jedinou variantu, smés rozdéleni Poissonova s Gamma rozdélenim jeho parametru).
V dalsim kroku aproximujeme tento model skod pomoci BMS, ktery dokaze predikovat, ur-
¢ovat pojistné pro nésledujici obdobi.

Druhou aproximaci rozdéluje jesté mezikrokem Coene and Doray (1996). V tomto ¢lanku
se vypocitavaji stupné na zakladé aproximace jednoduchého BMS klasickym s pravidly. Jed-
noduchy ma mnoho moznosti jak dosdhnout urcitého pocétu skod za urcity pocet let, proto se
musi vybrat ta nejpravdépodobnéjsi moznost. Potom se pocita pojistné pro jednotlivé stupné

jako problém kvadratického programovani.
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Dodatek C

Model kmene

Cilem této kapitoly je mit jednoduchy, avSak s realitou alespon néco spoleéného majici, model
kmene. Modelem kmene zde rozumime popis vztahil a parametr, ktery nam urci rozlozeni
stari rizik v case stari portfolia.

Cas méfime stejné jako je popsano v oddile 1.1. Uvazujme, Ze zndme pravdépodobnost
storna smlouvy, ktera prozila v portfoliu n obdobi a ozna¢me ji s,. Je zfejmé, Ze se lze omezit
na kone¢nou historii smluv (pfinejmensim napiiklat omezenim na délku lidského Zivota).
Proto ozna¢ime ng takové stari rizika, kdy bude riziko s jistotou vystornovano (s, = 1).

Mame tedy vektor pravdépodobnosti storen

(81, 59,y Sng—1, 1) S <0, 1>n0 .

Modely v nasledujicich oddilech jsou zapsany jako algoritmy vhodné pro pfimou imple-

mentaci.

C.1 Model s obnovami bez historie

Zacindme s portfoliem starym jedno obdobi a tedy i s riziky starymi jedno obdobi
wl(l) =1.

Dalsi obdobi definujeme rekurzivné. Zname rozlozeni stari v ¢ase portfolia t — 1. Rozlozeni
v Case t vypocteme tak, Ze vezmeme rizika stard n — 1, tj. w,—1(t — 1) a z nich ubudou

stornované smlouvy s pravdépodobnosti storna s,,_;. Ztistane ndm tedy
wp(t) = wp—1(t — 1)(1 — sp—1)

rizik starych n obdobi v protfoliu starém ¢ obdobi. To jsme pochopitelné mohli udélat pro
n=2,...,min(¢,ng). Stanovime-li si podminku, Ze mame stagnujici portfolio (coz je v praxi
minimalni pozadavek pojistovny, castéji se pozaduje rist), tak vSechna vystornovana rizika
musime nahradit riziky zcela novymi. Mame tedy

min(t,no)

wit) =1- Y w(t).

=2
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Tento oddil jsme nazvali ,s obnovami bez historie, nebot vSechny nové smlouvy uvazu-
jeme bez individuélni historie. V dalsim se na tento model budeme odkazovat jako na model
A. Jesté poznamenejme, Ze pro neuvedené kombinace n a t definujeme w,(t) = 0.

Pfiklad C.1 (Model A)

Pro ilustraci zde, ale i vsude jinde v této prdci, zvolme parametry zobrazené na grafu C.1,

s ng = 20.

0.8 s,, = e0-15(n—no)

Graf C.1: Pravdépodobnosti storen.

Pravdépodobnosti wy,(t) lze ilustrovat na grafu C.2.

Graf C.2: Model A: rozloZeni stafi rizika v ¢ase portfolia

Model A by bylo mozné interpretovat jako jednoduchy model celého trhu s tim, Ze storno
znamend vyiazeni vozidla z provozu. Pro skuteéné vyuziti by se jesté muselo uvazovat rozlo-
Zeni stafi vozidel, protoze pravdépodobnost vyfazeni bude spiSe zavisld na stafi auta nez na
stari rizika. Pokud by se hledal optimalni systém BMS jednotny pro cely trh, je toto dobry
a transparentni model pro pocéatek tvah. Pfechody mezi pojisfovnami netieba fesit. Pokud

modelujeme jednu pojistovnu, je tfeba model zpresnit.
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Model kmene
C.2 Model s obnovami s historii

Nyni uvazujme, ze misto stornovaného rizika prijde do portfolia jiné, ale Ze jen s urcitou
pravdépodobnosti bude zcela bez historie (vstupuje do svého prvniho obdobi). I v praxi je
obvyklé predpokladat, ze v portfoliu nova rizika, avSak s delsi historii u jiné pojistovny,
prichazeji s historii ve stejném rozlozeni, jaké je jiz rozloZeni délek historii rizik ve stavajicim
portfoliu.

Definujeme model B tak, Ze modifikujeme tedy model A. Ozna¢me ¢ pravdépodobnost,
7e prichozi smlouva bude bez historie. UvaZujme, Ze mame vypocteny model A a uloZzeny v
proménnych w;;‘(t). Nasleduje postup, kterym se tyto pravdépodobnosti zméni podle pravidel
modelu B. Hodnota w1 (1) se neméni a opét postupujeme rekurzivné. Z rozlozeni podle modelu
B v case portfolia ¢ — 1 spocteme rozlozeni v ¢ase t. Oznacme thrn prezivsich smluv podle

modelu A z ¢asu t — 1 do ¢asu ¢t proménnou

Potom zcela novych rizik mame jen

Zbytek rozdélime k prezivsim
wy(t) = wi(t)(1 + (1 —q)(1 — F)/F) pron =2,...,min(t, ng).
Piiklad C.2 (Model B)

Pravdépodobnosti wy,(t) lze ilustrovat na grafu C.3 (pri pomérné malém podilu rizik bez his-

torie ¢ = 0.08).

0.8
0.6

0.4

0.2

Graf C.3: Model B: rozlozeni stari rizika v ¢ase portfolia

C.3 Modifikace s riustem portfolia

Doposud jsme explicitné neuvazovali rist portfolia, ackoliv nebyl vylouc¢en, protoze modelu-

jeme relativni strukturu. Nyni budeme uvazovat urcity priliv vozidel bez historie navic. To
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lze interpretovat pfi pohledu na vozidla jako tovarné nova vozidla pripadné dovozy ze zahra-
nic¢i nebo pfi pohledu na pojistniky jako nové fidi¢e. Oznacme tedy relativni narist portfolia
pismenem r. Opét modifikujeme pravdépodobnosti modelu A. Pro rizika bez historie mame
(F jako v modelu B)

wi(t) = (1= Flg+7)/(1+7).

a opét zbytek rozdélime k pfezivsim
wy(t) = wi(t)(1 + (1 —q)(1 = F)/F)/(1+7) pron =2,...,min(t,ng).

Piiklad C.3 (Model C)
Pravdépodobnosti wy,(t) lze ilustrovat na grafu C.4 (s ristem r = 0.03).

Graf C.4: Model C: rozlozeni staii rizika v ¢ase portfolia

C.4 Porovnani AL pro ruzna rozdéleni stari rizik

Udélejme zde jedno porovnani a tim alesponn nazna¢me dtlezitost spravné predikce stafi rizik
v budoucnu. Tato prace vSak neni zamérena na modelovani portfolii.

Priklad C.4 (Porovnani AL pro ruzna rozdéleni stari rizik)

Tento priklad ilustrujeme na stejném BMS jako definice riznych vlastnosti v kapitole 2. Je

jim Kensky systém podrobnéji popsany v prikladu 1.2. Srovndnt je na grafu C.5.

C.5 Limitni portfolio

Ze vSech grafu je patrné, Ze se rozdéleni ustali a ze by tedy mohlo byt mozné popsat limitni
rozdéleni. Vyjdeme vsak z opac¢ného konce. Vyjdéme z predstavy, ze po uréitém, hodné dlou-
hém case, se rozloZeni historie v portfoliu nebude ménit a bude blizko limitnimu rozdéleni.

Tento pozadavek lze zapsat jako
wp(t) =wp(t+1), pron=1,...,ng.
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Model kmene

Model C Model B Model A (t)(n) __ uzaviené portfolio

e+ o (t)(n)
uzaviené portfolio ALS Fy

AL g)e F, — otevfené portfolio
»0,
°© % ° ©° ©° © 9 © 9 iteviené portfolio — ALS>
777777777777777777777 AL(OO) — oteviené portfolio

S,0,0 (00)
. oo
oteviené portfolio — ALS,(‘J

—_— (c0) o .
ALS ou uzaviené portfolio
uzaviené portfolio — ALng?

Graf C.5: Porovnani primérné tiirovné pojistného pf#i riznych modelech portfolia.

Piechod smluv z ¢asu ¢ do ¢asu t+1 lze zapsat pomoci pravdépodobnosti storna rizika starého

n — 1 obdobi (pro n =2,...,n)

n(t + 1) = wn_l(t)(l — Sn—l) = ’U)n_l(t + 1)(1 - Sn—l) =

n—1
=wi(t+1) J[J1 - s).
i=1
n—1
A tedy po odstranéni ¢asu ¢ mame w, = wp_1(1 — sp—1) = w1 [[ (1 — ;). A z toho plyne
=1
nutnost '
1
w1 = o n—1

1+ 5 T

n
Toto rozdéleni je limitou rozdéleni w,,(t) modelu A pro ¢t — co. Mame totiz

wp(t) = wi(t — (n—1)) Hl—s (©)

pron =2,...,min(ng,t) at =2,.... RozepiSeme soucet pravdépodobnosti
min(no,t) min(no,t) n—1
1= Y wa)=wit)+ > wit—(n—1) [ -s)
n=1 n=2 j=1

Na obou stranach provedeme limitni prechod a mame
1=1i 1 t—(n-=1) |1 -
Jim (1) nym (n H )
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7 ¢ehoz plyne

—_

lim wi(t) = = wj.
t—o0

ng n—1
1 + Z (1 — 5@')
n=2

—]

1

%

Limity wy,(t) — wy, t — 0o, pro ostatni n plynou z rovnosti <.

Vzhledem k tomu, ze modely jsou na sebe prevoditelné pomoci nalezeni vhodné piepara-
metrizace, neni nutné odvozovat limity zbylych dvou modelt.
Priklad C.5 (Porovnani ,limitnich“ rozdéleni)

Pro tcely srovndni na grafu zobrazujeme limitni pripad modelu A a ddle pro vSechny modely

rozdélent stari smluv po velkém poctu let (t = 200).

0.12-
0.1
— 0.081
=
I 1
£ 006
0.04-
0.02-
0 2 4 6 8 10 n 12 14 16 18 20
limita pro Model A

Model A

Model B

Model C

Graf C.6: Porovnani rozlozeni stari rizik v éase t = 200 a limitniho rozloZeni modelu A
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Dodatek D

Vzorce

Tato kapitola jednak ukazuje souvislosti mezi ukazateli a jednak uvadi vzorce, podle kterych

byla provedena implementace v SW Maple.
Mame dany dvé konvergence z definice 1 (portfolia) a definice 2 (BMS)

tlim P(Ny=n)= tlim wp(t) = wy =P (Neo =n)

a pro uzaviené portfolio

t—o0 n—o00

Nasledujici tvrzeni ukazuje limitu v pripadé otevieného portfolia, a to bez pripadného omezeni

na existenci ng.

TVRZENI 5 (O KONVERGENCI SAZBOVACI ZAKLADNY): Méjme oteviené portfolio portfolio
O podle definice 1 a BMS S podle definice 2 (viii), potom (pfi k; a #; na t nezavislé) pro
vSechna j € J plati

Po (26 = j) = Jim Py (Zn, = ).
t—o0
Dikaz. Pocitejme.
o0
lim Py (Zy, = j) = lim Y Py (Zn, = jIN; =n) P (N} = n)
t—o0 t—o0 —

=Py (Zn.. = 4) = Po (257 = ).

Prohozeni poradi limity a sumy je mozné diky existenci konvergentni majoranty, kterou je
Po (Zn =J ) O

Konvergence plati i nepodminéné (vzhledem k 6) a plyne z toho, Ze integrujeme pies u(6),

coZ je integrovatelnd majoranta a lze zaménit poradi lim a |
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D.1 Prumérna aroven pojistného

Plati nasledujici vzadjemné vztahy mezi riznymi ukazateli primérné irovné pojistného.

®)(n) at(4) t)(n t)(n
ALY = 3" Py (2 i) A%&):/A%ﬁ%WW)
jet at\ Rt
£) - t)(n (t £)
ALY, 5 = > w, (ALY ALYy, = (/ALgegdUW)
n=1
fuwg—ijE)% )ALS™ Amgz/Q%@ﬁU@
a podle tvrzeni 5 navic
(0) _ s ) (00) _ 1 ®)
ALgy 5= tlggo ALgy 5, ALg g = }H{}o ALg g,
Dikaz. Pocitejme
Q) T GG(ZTL)
tliglo ALS 0.9 tliglo a(k)
L a(j .
= lim Y w(t) % Py (Zn = j)
n=1 jeHX
= Z tli%lo Z wn PG n = ])
jex @

Moznost prohozeni -7 ; a lim;_.o byla ukdzana jiz v dikazu tvrzeni 5. Nepodminéna verze

O

plyne z nepodminéné verze tvrzeni 5.

D.2 Koeficient variace

Uvedme sadu vzorct pro koeficient variace a jak zévisi na analogii k primérné trovni po-

jistného. Zavislosti, jaké mame pro primérnou droven

neplati. Tj. zédkladni ukazatel C’V(t)(") nelze ani vyintegrovat ptres U(f), abychom dostali

ukazatel CV(Sv)ért), ani vyséitat pres n a wy(t) na cv?

pojistného, mezi koeficienty variace

S,0,F:"
. 2 2
. a (t ’I’L)
GZ]/ Py (Zn = j) (ﬁ%) - (ALS,)G( >
() _ VI
Vo = O
S,0
2 n
> () [ po(zu =y avie) - (ard5?)’
(M) _ VI
Vs, = O
S, Ft
00 . 2 2
> wn(t) & Po(Zo=14) (28) - (4%,
cv® = e "
5.0, D)
t ALA(S‘G Tt
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Vzorce

® "= e
vy, = -
ALS 7,
\/ S0 S wn®) Y Po(Zn = ) a2() — [z wtatwt)ALgig,%}
t=1  n=1 jet t=1
CVspg= =

Z wtat(kt)A g)O F,

zwt walt) T Po(Zu= 1) (80)" ~ (ALsps)”

t= n=1 jeX

ALg g 5
Pritom druhé rovnost plati, pokud %, k; a a; na t nezavisi a takto je to i implementovano

ve vSech vypoctech pro tuto praci.

2

S e 35 walt) 3 ad) [ Po(Z= ) a0(0) - [i (k) ALs s

CV&? _ t=1 n=1 JEL - = _
Z Wtat(kt)ALS,S"
t=1
ST a(i) \? 2
S 3 walt) 5 (4)" [ Po(Za =) aU(6) - (ALso)
t=1 n=1 jex
B ALg 5

Opét druhé rovnost plati, pokud J;, k; a a; na t nezéavisi a takto je to i implementovano ve
vSech vypoctech pro tuto praci.

Jediné souvislost, kterd zde plati stejné jako pro primeérné trovné, je limitni pfechod
(00) _ (*) (00) _ (t )
C’Vsﬁﬁr = tliglo CVSﬁ’% a C’VS,Jr = hm CVyg

Ditikaz by byl zcela analogicky k diikazu tvrzeni v oddilu D.1.

D.3 Elasticita

Na rozdil od obou ptfedchozich ukazateltl, je elasticita postavena na tom, ze mame tii zdkladni

verze

ELASOY™(V),  ELASY), (V) a ELASses(V)

a ostatni jsou z nich odvozeny jako limita pro V' — oo a déale vyintegrovanim 6 pies U(0).
Proto uvedeme odvozeni vzorcd jen pro uvedené tii zékladni a pro asymptoticky ukazatel

(pro t — c0).

I/ ELAS (t)(n) (V): Soucasnou hodnotu pojistného individualniho rizika 6 starého n obdobi

vypocteme jako

Eeﬂg)g(n ZEG o (Zngn) B0 ZAL t4v)(n+v) ag (k)BT
v=0
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V celé praci uzivame predpoklad, ze Eg X,, = 0. Potom je o¢ekdvana soucasnd hodnota
skod

|4 \%
By XN (V) = 37 By Xy fUH D412 = 37 ggltto-1/2,

v=1
Z toho plyne
1%
" (t+v—1)+1/2
dE, x()()(v)_;ﬁ da_@
Eg Xg)e(”)(v) i Blt+v=1)+1/2¢9
v=1
a tedy dohromady
dEg AN (V)
®)(n) By AYN (V) dEg AL (V) 9
ELAS (V) = 70 = ’ o0 )
7 — d0 EgAgp (V)

0

Vzhledem k tomu, ze v klasickém BMS je sazbovaci funkce nezéavisld na ¢, je i tato

elasticita pro klasicky BMS na t nezavisla.

I/ ELAS E@t)e ,(V): Soucasna hodnota pojistného rizika ¢ v portfoliu starém ¢ obdobf je

14
Eg A Z wn Z wn Z ALE;;FU)(”+U) at(kt)ﬁtJrvfl
v=0

_ Z Z wn(t)ALngv)("Jr”)at(kt)ﬁt“*l

v=0n=1

a pokud méame rozdéleni X, nezavislé na n (a to v nasi praci u konkrétnich vypoctu

mame), tak se Skody opét zredukuji na 6 resp. df a celkové mame

4Es AS%“”(V) Z

ELASS o ?t E wp(t = .
t)(n
> w(t) By AL (V)

n=1

A to ukazuje pro¢ plati nerovnost 2.4.

III/ ELASsg 5(V): Vazenou soucasnou hodnotu pojistného za vsechna obdobi ¢ rizik 6

mame

B AL (1) = 3wy 3w (1) B 4D (v) =

ZAL(HU)("H)) L) B =

t=1 n=1 v=1
V oo o
=3 00D wrwa(ALgy" " a(h) 5
v=1 t=1 n=1

Konecny vzorec pro ELAS g9 5(V') je zfejmy a nebudeme jej uvadét.
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Vzorce

IV/ ELAS$Y).: Mame pojistné

oy = aa (47) = 3 ati)e (27 =)
jex

a skody Eg X9 = By X, = 0, take

dEga (Z{f")) p
0 EBya(z07)

ELASS)s =

TVRZENI 6 (O LIMITE ELASTICITY): Necht ay, k¢ a Ky nezdvisi nat a =1, potom

o FLASE 0 - LA

Diikaz. PFi V = 0 mame velmi jednoduchy tvar pro pojistné Ag%(") (0) = a(Z,). Déle rozdé-

lime postup pro uzaviené a oteviené portfolio.
(i) Pro uzaviené portfolio je

BN oy _ ) _ dEga(Z,) 0
BLASS s, (0) = BLAS g™ = =" EralZ) (%)

Vzhledem k tvrzeni 5 méme Z,, — Zq(fo) a také a(Z,) — a(ZT(fo)) pro n — oo a tedy
konvergenci obou zlomku v () a tak i celé elasticity, pokud lze v prvnim zlomku zaménit

poradi derivace a limity.

(ii) Pro oteviené portfolio je pojistné
OO ) — 3
(I
Eg Ay s (0) = wa(t)Ega(Z,)
n=1

a elasticita

dBy S wn(t)a(Zy)

BLASSy5)(0) = —"=—

0

E, nfl wa(t)a(Zn)

Jmenovatel druhého zlomku je vlastné prumérné pojistné, které konverguje k Eg a(Z ((900))

stejné jako odpovidajici primérna tiroven pojistného.

V obou typech portfolii tedy zalezi na moznosti zaménovat poradi derivace a limity.
Pokud méame w,(t) pfesné podle definice portfolia, s¢itAme koneény pocet s¢itanct (do ng)
a prohozeni je zfejmé. V pripadé modelovani portfolia obecnéjsim modelem potfebujeme
lokalné stejnomérnou konvergenci derivaci podminénych pravdépodobnosti, coz zde nebudeme
dale zkoumat. Pro BMS modelované markovskymi fetézci a uzaviené portfolio viz De Pril
(1978). O

74



D.4 Norbergovo riziko

Pro Norbergovo riziko mame opét sadu zavislosti jako pro primérnou droven pojistného.

Pripoménme, ze podle predpokladi 1 mame Ey X,, = 6.

Z,)|© = 0)?

(6 — ar()*

= E[Eo X, — ay(

=ZP9(Z =

jex

Qg,)O,?t = E [E® XNt - at(ZNt)|@ = 9]2
= an Q t)(n
Qs0.5 = E[Ee XN, — a1(Zn,)|© = 0]

= Zthse F,

(t)
5,0,

t)(n
ng)@()

lim @
t—o00

(00) _
Qso5 =

D.5 Baesovské sazbovaci funkce

QS E[Eo X, — a¢(Zn)]?
- / QYY" du (0)
QY = E[Ee Xy, — al(Zn,))?
- [ Q0 sav00)
Qs,5 =E[Ee Xy, — at(Zny,)]
~ [ @spaavte)

Bayesovské pojistné odpovidajici riznym Norbergovym rizikim je uvedeno v nasledujicim

vyctu:
QWS — bay™(j)=  E[EeXu|Z,=
Qs —  bayl() = E[Ee Xn|Zn, =
Qs —  bays(j) = E[Ee Xny|Zn, =
Q5y — by (j) = E[Be Xu|Z5) =

jl=

jl =

jl =
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[E¢ X, Po (2, _j) dU(0)
[Py (Zn=73) dU(0)
iw (t) [ Eg X Py (Zo = §) dU(6)
> w(t) ] Po (2 =) U (0)
é wi ni'fum(t) [ By X P (Zn = j) dU(0)
tfl fl t) [Py (Z, = 7) dU(0)
[Eg X, Py (Z;OO) - j) U (6)

[ Po (Zg“) - j) U (6)



Vzorce

D.6 Souvislost mezi AL, CV a (@

QU™ — g2 —2a; (k)0 ALL" +
Q4 = [Fave) -2 [atparf i) +
Qg,)o,g:t = 02 _2at(kt)0ALg7)97?t +

Qg,)s—”t = /‘92dU(9) —2/at(kt)9ALg)9?dU(9) +

Qsp.5 = 0? —2a4 (k)0 ALs,p,5 + (ALg g gar(ks))? ((CVS,G,IT)Q +1
Qs = /92dU(9) —Z/at(kt)HALSﬂ,gdU(H) + (ALsga(k)* ((CVsg)® +1
QSy)y = 62 ~2a(k)IALS); + (ALgfg?ga(k))Q ((Cvgfgf?f + 1)
QLY = / 024U (6) —2 / a(k)IALSS,dU(0)  + (ALfgo‘;F)a(k))Z ((Cvg@)) +1>

Rovnosti se pfi finan¢ni rovnovaze vzdy zredukuji na vztah jen mezi Q a CV s 0 resp.
monenty ©, ale bez tcasti AL. Jednu z rovnosti jsme vyuzili pfi ilustraci vyvoje vSech t¥i
ukazateld na grafu D.1. Interpretace vztahu je: ¢im mensi C'V a ¢im mensi AL, tim mensi je
Q, jenze AL chceme maximalizovat. Takze pfi daném AL muzeme optimalizovat jen C'V a

zoptimalizujeme tak i ) a naopak.

0.6 = linearni bayesovska asymptoticka na O
bayesovska = h/T
linearné lomena

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

ALGy 5,

Graf D.1: Cerven4 linka odpovida ¢ervené ¢arkované ¢are z grafu 2.17 pro Kensky BMS bez
kalibrace na finanéni rovnovahu v kazdém obdobi ¢. Cim je vybarveni plochy tmavsi, tim vyssi

je Q. Svisla ¢ara oznacuje finanéni rovnovahu. Ukazatele jsou vypocteny pro § = E© = h/7.
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