Univerzita Karlova v Praze, Filozofickd fakulta
Katedra logiky

KAREL CHVALOVSKY

Explicitni pevné body v logice dokazatelnosti
Explicit fixed-points in provability logic
Diplomova prace

Vedouci prace: Doc. RNDr. Vitézslav Svejdar, CSc.

2007



Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci vypracoval samostatné a ze jsem uvedl
vSechny pouzité prameny a literaturu.

V Praze 31. srpna 2007

Karel Chvalovsky



Abstrakt

Smyslem této diplomové prace je prozkoumat explicitni vypocty pev-
nych bodu v logice dokazatelnosti GL. Véta o pevnych bodech zni:
»Pro kazdou modalni formuli A(p) v niz kazdy vyskyt atomu p je
vazan modalnim operatorem [, existuje formule D obsahujici pouze
vyrokové atomy obsazené v A(p), neobsahujici vyrokovy atom p, a
takova, ze v GL je dokazatelné D = A(D).“ Formule D je navic ur-
¢ena az na dokazatelnou ekvivalenci jednoznacné. Nejprve vyslovime
nékolik specidlnich pripadi véty o pevnych bodech a poté podrobnéji
prozkouméme vétu v plném znéni. Dale ukdzeme jednu sémantickou
a dvé syntaktické konstrukce pevnych bodt a dokazeme jejich korekt-
nost. V praci se zabyvame také nékterymi slozitostnimi aspekty kon-
strukce, predevsim uvadime jednoduché horni odhady délky a modalni
slozitosti ziskanych pevnych bodd.

Abstract

The aim of this diploma thesis is to discuss the explicit calculations
of fixed-points in provability logic GL. The fixed-point theorem reads:
For every modal formula A(p) such that each occurrence of p is under
the scope of [J, there is a formula D containing only sentence letters
contained in A(p), not containing the sentence letter p, such that
GL proves D = A(D). Moreover, D is unique up to the provable
equivalence. Firstly, we establish some special cases of the theorem
and then we will look more closely at the full theorem. We show one
semantic and two syntactic full fixed-point constructions and prove
their correctness. We also discuss some complexity aspects connected
with the constructions and present basic upper bounds on length and
modal depth of the constructed fixed-points.
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Uvod

Zkoumani dokazatelnosti pomoci modalni logiky pochézi jiz od Godela, ktery
si povsiml, zZe jisté podminky pro dokazatelnost mohou formovat modalni lo-
giku. Dtvodem jeho zkoumaéani byla snaha interpretovat dokazatelnost v in-
tuicionistické logice pomoci modalni logiky odpovidajici systému S4. Jedno-
duché interpretace dokazatelnosti jako nutnosti vsak v tomto pripadé selha-
vala'. Cesta k modalni logice dokazatelnosti, ve které je dokazatelnost inter-
ukazalo, velky vyznam z tohoto pohledu mélo Lébovo kladné feSeni [Lob55]
Henkinovy otéazky, zda sentence tvrdici svoji vlastni dokazatelnost je sama
dokazatelna. Navic v ¢lanku [Léb55] byly formulovany podminky platici pro
dokazatelnost v kazdé dostatecné silné rekurzivné axiomatizovatelné teorii.
Napiiklad v Peanové aritmetice PA, jejiz 3-definice v N je 7(z), pro libovol-
nou aritmetickou sentenci ¢ plati

(D1) PAF ¢ = PAFE Pr.(p),
(D2) PAE Pro(p — ) = (Pre(p) = Pr=(1)),
(D3) PA+ Pr (@) — Pr.(Pr.(9)).

Uvézime-li jiz navrzenou interpretaci formalni dokazatelnosti jako nutnosti,
ziskavame okamzité z podminek D2 a D3 axiomy logiky K4 a z podminky D1
pravidlo necesitace, dostavame tedy modalni logiku K4. Ziskany modalni sys-
tém je proto vic¢i PA, uvazime-li rozumnou aritmetickou interpretaci, kterou
jiz lze z vysSe uvedeného odhadnout a o které se pozdéji podrobnéji zminime,
korektni. Lze vSak ukézat, ze neni uplny. Piekvapivé se vsak uplnym stane,
pridame-li modalni znéni Lobovy véty

(LR) PAF Pr.(¢) — ¢ = PAF ¢,

at jiz v podobé pravidla ¢i axiomu.

V poloviné sedmdesatych let minulého stoleti se zkoumanim logiky doka-
zatelnosti zaobiraly tTi vyznamné skupiny badatelii a to v Holandsku, v Italii
a ve Spojenych statech americkych. Jednim ze zajimavych vysledkt téchto
zkoumani byla nepochybné véta o pevnych bodech, ktera tika, ze pro libo-
volnou formuli A(p, '), ve které se vyrokovy atom p vyskytuje vyhradné
vazany operatorem nutnosti, existuje formule D(?) obsahujici pouze vyro-
kové atomy z A(p, ¢’) kromé p, pro kterou plati

GLFD(q) = A(D(7). 7).

'Resenim tohoto problému, které vyuziva slozité&jsi pieklad, se stala aZ logika dikazti.
Struény tvod lze nalézt napi. v [AB04].



Navic plati, Ze formule D(7) je az na dokazatelnou ekvivalenci jednoznacné
urcena. Nyni se mtizeme vratit zpét k formalni dokazatelnosti v jisté teorii,
napiiklad v PA. V ni plati znamé véta o autoreferenci, kterd v jedné ze
svych podob tiké, Zze pro libovolnou aritmetickou formuli ¢(z, 7) existuje
aritmetick4 formule ('), pro kterou

PAF () = o(¥(7), 7).

Na prvni pohled je jasné, ze spolu obé véty bezprostiedné souvisi, a ze véty
o pevnych bodech v logice dokazatelnosti maji disledky pro vétu o autore-
ferenci.

V dalsim textu se budeme vétami o pevnych bodech v logice dokazatel-
nosti GL zabyvat podrobnéji. Ptestoze se soustfedime predevsim na to, jak
pevné body v logice GL pfimo sestrojit a na nékteré jejich vlastnosti, vratime
se kratce i k jejich metamatematickému vyznamu.

Podrobnosti o pocatcich logiky dokazatelnosti, kterym jsme toto povidani
zacali, pfiblizné do poloviny sedmdesatych let, lze ziskat z ¢lanku [BS91], ze
kterého jsme také cerpali.

Prace je organizovana nasledujicim zptisobem: V prvni ¢asti zavedeme
potfebnou terminologii a ukazeme nékolik zakladnich vlastnosti, které vy-
uzijeme pozdéji v textu. Ve druhé casti se zabyvame studiem pevnych
bodu v logice dokazatelnosti GL obecné. Podrobnéji se vénujeme vlastnosti
k-rozlozitelnosti, ktera je pro pozdé€jsi konstrukce pevnych bodu dilezita.
V treti ¢asti ukazeme nékolik specialnich pripadi véty o pevnych bodech, se-
strojime jednoduché pevné body formuli jistych specialnich vlastnosti. V po-
sledni hlavni ¢asti prace pak studujeme tii metody vypoctu pevného bodu
v obecném piipadé. Snazime se predevsim ukazat kompletni ditkazy téchto
tvrzeni, které zatim v Cechéch nebyly podrobnéji zkoumany. To je také
hlavnim smyslem predkadané prace.



1. Logika dokazatelnosti GL

1 Logika dokazatelnosti GL

Jazyk vyrokové logiky definujeme standardné, pro naSe tucely je navic vy-
hodné, aby obsahoval nularni vyrokové konstanty nepravda | a pravda T.
Jazyk modalni logiky ziskdme rozsifenim jazyka klasické vyrokové logiky
o unarni modalni operator nutnosti [1. To provedeme induktivné: vsechny
formule klasické vyrokové logiky jsou formulemi modalni vyrokové logiky a
déle pro kazdou formuli A modalni vyrokové logiky plati, ze formule [JA je
také formuli modalni vyrokové logiky. Mnozina formuli modalni vyrokové
logiky je nejmensi mnozina uzaviena na predchozi dvé pravidla. Modalni
operator moznosti ¢ definujeme jako zkratku za —[J-. V dal$im textu pfij-
meme nasledujici tmluvy: Formule modalni vyrokové logiky budeme znacit
velkymi pismeny latinské abecedy, tedy A, B, ..., naopak malymi pismeny la-
tinské abecedy p, ¢, . .. budeme znagcit vyrokové proménné (vyrokové atomy).
Zaroven, budeme-li mluvit o formulich ¢i modalnich formulich, budeme mys-
let formule standardni modélni vyrokové logiky. Mnozinu podformuli for-
mule A, znac¢ime Subfl(A), stejné jako mnozinu modalizovanych podformuli
formule A, tedy podformuli tvaru OB, znacime Subfly(A), definuje standard-
nim zptsobem.

Definice 1.0.1. Necht A a B jsou libovolné modéalni formule. Minimalni
modalni logika K je tvofena axiomy:

(VL) vSechny tautologie vyrokové logiky,
(AxK) O0(A— B)— (ODA—0B).

Jeji odvozovaci pravidla jsou modus ponens a necesitace:

(MP) A A—B = B,
(Nec) A = TA.

Definice méa dobry smysl, nebot vyrokova logika je rozhodnutelnd a méame
tedy rekurzivni mnozinu axiomii. Logiku K jsme oznacili jako miniméalni, pro-
toze jde o nejslabsi z takzvanych normdlnich modalnich logik, tedy takovych
modalnich logik, které obsahuji vSechny instance axiomi VL i AxK a zaroven
jsou uzavrieny na pravidla modus ponens i necesitaci. V dalsim textu budou
hrat hlavni roli normélni modélni systémy K4 a predevsim GL.

Definice 1.0.2. Necht A je libovolnd modéalni formule. Modalni logika K4
vznikne z modalni logiky K pfidanim jediného axiomu

(Ax4) 0A — O0A.
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Definice 1.0.3. Necht A je libovolnd modalni formule. Modalni logika GL
vznikne z modalni logiky K4 pridanim Ldébova aziomu

(AxL) O(0A— A) — OA.

Modalni logiku dokazatelnosti GL jsme mohli definovat misto nad logikou
K4 piimo nad logikou K, nebot axiom Ax4 je v logice K z Lbova axiomu AxL
dokazatelny. Logiku GL jsme mohli také ziskat pridanim Ldbova pravidla

(LR) OA— A = A

Explicitné jsme se zatim nezminili o substituci, plati vsak pochopitelné
nize uvedené lemma. Staci postupovat podle slozitosti ditkazu a vSude v dui-
kazu nahradit prisluSnou proménnou, za kterou substituujeme, jinou pro-
meénnou ¢i celou formuli. VSechny axiomy i pravidla jsme definovali tak, ze
se v nich miize vyskytovat libovolna formule.

Lemma 1.0.1. Libovolna substitucni instance véty K, K4 i GL je vétou K, K4
respektive GL.

Pro dalsi praci bude vyhodné definovat iteraci modalniho operatoru nut-
nosti.

Definice 1.0.4. Definujme zkratku (), kter4 znadi ¢ iteraci modalniho ope-
ratoru nutnosti, neboli induktivné (I°A = A, Ot A = OO A.

Vyuzijeme také jisty omezeny jazyk modélni logiky bez vyrokovych pro-
ménnych.

Definice 1.0.5. Modalni formule A je bezatomdrni, neobsahuje-li zadné vy-
rokové atomy.

Bezatomarni modalni formule tedy vznikaji pouze z vyrokovych konstant
1 a T libovolnou kombinaci logickych spojek a modalniho operatoru nut-
nosti.

1.1 Slozitost formule v modalni logice

V dalsim textu budeme také zkoumat slozitost pevnych bodti, proto zave-
deme nékolik zpusobt méreni slozitosti formule v modalni logice. Pro zjed-
nodu$eni definice, a pfedevsim pro snadnéjsi motivaci i ndzornost, zavedme
nejprve stromovou reprezentaci formuli modalni logiky.

Definice 1.1.1. Pro libovolnou formuli A definujme stromovou reprezentaci
formule A induktivné podle slozitosti formule jako
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A=T: A=-B:
il
A=1
A=p
P e
A=Bo(:

©

proo € {A,V,—, =}.

Prestoze jiz z definice je patrné jasné, jak stromova reprezentace funguje,
uvedme jednoduchy priklad: na obrazku 1 je stromova reprezentace Lobova
axiomu (Op — p) — Op. Zéroven je na obrazku uvedeno také ¢islovani
jednotlivych hladin stromu, definujme toto ¢islovani pfesné:

Definice 1.1.2. Mé&jme libovolnou stromovou reprezentaci formule A, hloub-
kou stromové reprezentace formule A ¢i prosté hloubkou formule A, znacime
depth(A), rozumime vysku stromu zvétSenou o jedna, neboli nejmensi ¢islo
(n+1) takové, ze pro libovolny list stromu existuje cesta délky nejvyse n z ko-
fene do tohoto listu. Hladinou (h + 1) stromové reprezentace pro 0 < h <n
je mnozina vrcholi, do kterych vede z kofene stromu cesta délky pravé h,
ktera neprochazi zadnym uzlem vice nez jednou.

Ve vyrokové logice se standardné slozitost zapisu formule méri poctem
vyskyti vyrokovijch proménngch. To méa dobry smysl, nebot na kazdy vyskyt
pripadd pouze konstantnékrat dalsich symbolt (tj. logickych spojek a zé-
vorek), nebot jakykoliv vétsi pocet negaci nez jedna lze zkratit. V modalni
logice ale takovy zpisob méfeni dobry smysl nemé, nebot modélni operatory
nelze v logice GL na rozdil od negace kratit. Obecné totiz neplati, jak se
pozdéji ukaze, ze (Ip — p. Takto definovana mira slozitosti d’ by tedy davala
pro libovolné piirozené &slo i nezddouci vysledek d’(0'p) = 1, piestoze, jak
ukazuje obréazek 1, ma napiiklad jeji stromovéa reprezentace (i 4+ 1) vrcholt.



1.1 Slozitost formule v modalni logice 1. Logika dokazatelnosti GL

5 D (i+1) [P]

| g\ e ®
&

Q @) 2 O

N~ 4

Obrazek 1: Stromova reprezentace

Predchozimu problému muzeme predejit, budeme-li méfit slozitost for-
mule poctem vyskytu vsech symboli. S ohledem na to, Ze v klasické modalni
logice mame nejvyse binarni logické spojky a unarni operator nutnosti a
kazda logicka spojka ¢i modalni operator zanesou do formule nejvyse kon-
statni pocet zavorek, lisi se mira, ktera vyjadiuje pouze pocet vyskyti vy-
rokovych spojek a modalniho operdtoru nutnosti od miry vyjadiujici pocet
vyskyti vSech symboli pouze konstantnékrat. S uzitim stromové reprezen-
tace bychom pocet vyskytt logickych spojek a modalniho operatoru nutnosti
ve formuli mohli lehce vyjadfit jako pocet vrcholi jeji stromové reprezentace
minus pocet listii, nebot ty reprezentuji bud vyrokové atomy nebo konstanty.
Uprednostnovat tuto miru pfed mirou zapocitavajici i vSechny vyskyty vy-
rokovych atomil a konstant vSak nemé dobry smysl, nebot druhé jmenovana
ma nejvyse dvakrat tolik vrcholti s jedinou vyjimkou, a to formuli obsahu-
jici bud pouze vyrokovy atom nebo konstantu, nebotf tam prvni mira dava
hodnutu 0. V dalsim textu budeme pouzivat druhou jmenovanou.

Abychom si zjednodusili znac¢eni, mizeme vyuzit néasledujici vlastnosti
pravé definované miry. Pochopitelné predpokladame, ze jak v definici for-
mule, tak v definici stromové reprezentace mame stejné zakladni vyrokové
spojky, modalni operatory a konstanty.

Lemma 1.1.1. Pro libovolnou formuli A odpovidd pocet vrcholi jeji stro-
move reprezentace presné poctu podformuli A.

Nyni tedy mtzeme zcela korektné definovat délku formule a pouzivat pro
ni znaceni, které intuitivné vyjadiuje pocet podformuli.
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Definice 1.1.3. Délkou zapisu formule A, znacime subfl(A), rozumime pocet
vrcholu jeji stromové reprezentace, neboli pocet podformuli formule A.

Zavedme dvé dulezité miry slozitosti modalnich formuli. Prvni podita,
jaky je nejvyssi pocet do sebe vnofenych modalnich operatori nutnosti a je
tedy prirozené nazyvat ji modalni hloubkou formule.

Definice 1.1.4. Pro libovolnou modalni formuli A definujeme jeji moddini
hloubku, znac¢ime depthy (A), induktivné jako

depthM (T) = 0,

depthy (L) =0,

depthy (—B) = depthy (B),

depthy (B o C') = max {depthy (B),depthy (C)} o€ {A,V,—, =},
depthy (OB) =1+ depthy (B).

Modalni hloubku bychom také mohli ekvivalentné definovat jako nejvyssi
pocet uzli odpovidajicich operatoru nutnosti vyskytujici se na libovolné vétvi
stromové reprezentace formule.

Druhé mira slozitosti naopak fika, kolik mé formule A podformuli tvaru
1B, neboli jaky ma pocet modalizovanych podformuli.

Definice 1.1.5. Pro libovolnou modéalni formuli A definujeme pocet moda-
lizovangch podformuli formule A, znacime subfly (A), induktivné jako

subfly (T) =0,

subfly (L) =0,

subfly (-B) = subfly (B),

subfly (B o C') = subfly (B) + subfly (C) o€ {A,V,—, =},
subfly (OB) =1+ subfly (B).

Znovu bychom mohli pocet modalizovanych podformuli definovat pomoci
stromové reprezentace jako pocet vrcholi stromu reprezentujicich operator
nutnosti.

7 induktivni definice, pfipadné z definice pomoci stromové reprezentace,
je jasné, ze pro obé miry plati nasledujici jednoduchy vztah, do kterého jsme
zahrnuli i nasi miru pro reprezentaci délky formule.

Lemma 1.1.2. Pro libovolnou formuli A plati

depthy (A) < subfly (A ) < subfl(A).
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V dalsim textu budeme také studovat slozitost jistych algoritmi ¢i spise
pseudoalgoritmt. K tomu bychom méli néjakym zptisobem zavést vypocetni
model a reprezentaci formuli v ném. My tak explicitné neucinime, abychom
nase odhady nemuseli zbytec¢né komplikovat. Ptesto nebudeme moznosti,
které nam tato volnost dava, zneuzivat a tam, kde se budeme vyjadiovat ke
slozitosti algoritmil, budeme pracovat s takovymi algoritmy, abychom je pti-
padné mohli snadno pfevést na néktery ze standardnich vypocetnich modelt
a aby takovy prevod zasadnim zpiisobem neovlivnil jejich slozitost.

1.2 Kripkovska sémantika

Jiz jsme definovali kalkuly nékolika modalnich logik, nyni definujeme klasic-
kou kripkovskou sémantiku téchto modalnich logik.

Definice 1.2.1. Kripkovsky rdmec F je dvojice (W, R), kde W je neprazdna
mnozina svéti a R bindrni relace dosazitelnosti definovand na W.

Pro relaci dosazitelnosti R pouZivame notaci wRw’, kterou ¢teme ,svét
w’ je R-dosazitelny ze svéta w* ¢ nejcastéji prosté ,svét w’ je dosazitelny ze
svéta w". Zaroven poznamenejme, ze prvky mnoziny W nazyvame v dalsim
textu nejen svéty, ale nejcastéji vrcholy.

Nad kripkovskym ramcem lze definovat funkci V', které prifazuje vyroko-
vym atomiim mnozinu svétl, ve kterych plati. Tuto funkci lze standardnim

vvvvv

Definice 1.2.2. Nechf mame funkci V' definovanou, jak je uvedeno vyse.
Kripkovskym modelem K nazveme trojici (W, R, ||-), kde F = (W, R) je
kripkovsky rdmec a |- pravdivostni relace spliiujici pro libovolnou vyrokovou
proménnou p, libovolné formule A a B a libovolny svét w € W néasledujici
podminky:

w ||_ T7
w |l L,
w |- p , pravé kdyz w € V (p),

wl-AANB | pravéekdyzw |- A aw |- B,

wl|—-AVB | pravé kdyz w |- A nebo w |- B,

wl|-A—B | pravé kdyz w || A nebo w |- B,

wl|-A=B ,pravé kdyz w |- A tehdy a jen tehdy kdyz w |- B,
w |- A , prave kdyz w ||£ A,

w |- O0A , pravé kdyz pro vSechna w’ € W, wRw' plati v’ |- A.

Zapis w |- A ¢teme ,vrchol w spliiuje formuli A“ ¢i prosté , A je splnéna
v w", pripadné pouzivame také oznaceni ,,vynucuje“. Budeme-li chtit mluvit

11



1.2 Kripkovska sémantika 1. Logika dokazatelnosti GL

o spliiovani v konkrétnim modelu, mizeme pouzit znaceni w |- A, piipadné
K,w |- A, jejichZ vyznam je ziejmy.
Nyna zavedeme pojem platnosti formule v kripkovském modelu a ramci.

Definice 1.2.3. Necht K = (W, R, |l-) je kripkovsky model. Rikame, Ze
formule A plati v modelu K, zapisujeme K = A, pokud pro kazdy vrchol
w € W plati w |~ A. Necht F = (W, R) je kripkovsky ramec. Rikdme, Ze
formule A plati v ramci F neboli F | A, pokud formule A plati v kazdém
modelu £ = (W, R, ||-), a tedy plati pro libovolnou definici pravdivostni
relace |-, nad rdmcem F.

Je vSeobecné znamo, ze kripkovské rdmce a modely pro jednotlivé nami
uvazované logiky nad systémem K ziskdme omezenim relace dosazitelnosti R.
Toto omezeni pfenasime do nézvu ramce, tedy rdamec ma jistou vlastnost,
jestlize ji ma jeho relace dosazitelnosti. Logika K je tak tplna vzhledem
ke vsem kripkovskym ramcim a logika K4 vzhledem ke vSem tranzitivnim
ramciim, tedy v logice K neni relace dosazitelnosti R nijak omezena, v logice
K4 je relace dosazitelnosti R omezena pouze na tranzitivni relace.

Definice 1.2.4. Binarni relace R C X x X je obrdacené fundovand, pravé
tehdy kdyz kazda neprazdna mnozina ¥ C X ma R-maximalni prvek.

Definice 1.2.5. Kripkovsky ramec F = (W, R) je kripkovskym rdmcem pro
logiku dokazatelnosti GL, pravé tehdy kdyz relace R je tranzitivni a obracené
fundovana. Kripkovsky model pro logiku GL ziskame z kripkovského ramce
pro logiku GL a néjaké pravdivostni funkce V' uréujici pravdivost vyrokovych
atomt ve vrcholech W podle definice 1.2.2.

Protoze v dalsim textu budeme mluvit téméi vyhradné o kripkovskych
modelech logiky GL, odpustime si explicitni zminovani logiky GL a budeme
tedy mluvit pouze o kripkovskych modelech, pripadné pouze o modelech.
7 kontextu by vSak mélo byt naprosto jasné, ze myslime pravé kripkovské
modely pro logiku dokazatelnosti GL. Poznamenejme, ze plati nésledujici
lemma.

Lemma 1.2.1. Na konecné mnoZin€ je tranzitivni relace obrdacené fundo-
vand, pravé tehdy kdyz je antireflexivni.

Nasledujici dvé véty o korektnosti a tplnosti kripkovské sémantiky jsou
pro nas stézejni. Miuzeme diky nim provadét nase tvahy o logice doka-
zatelnosti GL syntakticky ¢i sémanticky podle toho, jak budeme v daném
okamziku potiebovat.
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1.2 Kripkovska sémantika 1. Logika dokazatelnosti GL

Véta 1.2.2 (korektnost vici kripkovské sémantice). Necht A je libovolnd
formule dokazatelnd v logice GL, pak formule A plati v kaZdém kripkovskem
modelu pro logiku dokazatelnosti GL.

Dikaz. Ukazeme pouze platnost Lobova axiomu, ostatni axiomy a vsechna
odvozovaci pravidla se ovétuji zptisobem standardnim v modalnich logikéach.
Méjme libovolny kripkovsky model pro logiku dokazatelnosti K = (W, R, |I-).
Necht tedy O (0B — B)—[B je libovolna instance Lobova axiomu a w € W
libovolny vrchol. Stac¢i dokazat, Ze kdykoliv plati w ||£ OB, pak plati také
w |+ O(0B — B). Necht w ||+ OB, musi tedy existovat vrchol u dosazitelny
z w, pro ktery plati u |# B. Z vlastnosti obracené fundovanosti mizeme
takové u volit maximalni tak, aby pro vSechny piipadné vrcholy v dosazitelné
z u, jiz platilo v |- B, tedy u |~ OB a v u neplati implikace (0B — B. Nyni
jiz dostavame pozadované w |+ O(OB — B). Q.E.D.

Véta 1.2.3 (Gplnost vici kripkovské sémantice). Necht formule A plati ve
vsech kripkovskych modelech pro logiku dokazatelnosti GL, pak je A dokaza-
telnd v logice GL.

Dtikaz tplnosti si odpustime, lze ho nalézt naptiklad v [Sv02, Boo93]
¢i [Smo85]. Zakladni postup se nelisi od standardnich dikazi Gplnosti ostat-
nich normalnich logik, je pouze potfeba osetiit ne€kolik drobnosti.

Chceme-li ukazat nedokazatelnost formule A v GL, mtzeme to provést
tak, Ze se pokusime zkonstruovat kripkovsky protiptiklad na A. Pokud se
nam to nepodafi, je formule A splnitelna v kazdém modelu, a tedy z véty 1.2.3
o tuplnosti dokazatelna. Kripkovskym protiptikladem na formuli A rozumime
takovy kripkovsky model, ve kterém neni A v néjakém jeho vrcholu splnéna.
Réadi bychom védeéli, jaké je omezeni velikosti takovych modelti, pfipadné by
nam pomohlo, pokud bychom se mohli omezit pouze na modely jistého tvaru,
napiiklad stromy.

Definice 1.2.6. Kripkovsky ramec F = (W, R) nazveme stromouvy, pravé
tehdy kdyz plati
(i) relace dosazitelnosti R je ¢aste¢né usporadéani, je tedy tranzitivni a
antisymetricka,
(ii) pro libovolny prvek w € W je mnozina jeho R-pfedchudct koneénd a
linedrné usporadana vzhledem k relaci R.

Definice se evidentnim zptisobem pfenasi na kripkovské modely, navic
podotknéme, Ze z bodu (ii) definice trividlné plati, Ze existuje kofen stromu,
tedy vrchol w, ze kterého jsou vSechny ostatni vrcholy dosazitelné.

Nésledujici véta, jejiz dikaz vedeme podle [Smo85], nam poskytuje hle-
dané omezeni na velikost i tvar kripkovskych modelt.
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1.2 Kripkovska sémantika 1. Logika dokazatelnosti GL

Véta 1.2.4 (stromova uplnost vici kripkovské sémantice). Libovolnd mo-
dalnt formule A je dokazatelnd v logice GL, prdavé tehdy kdyZ plati ve vsech
konecnych stromovych kripkovskych modelech pro GL.

Diikaz. Jednu stranu ekvivalence dostavame okamzité z véty 1.2.2 o korekt-
nosti. Druhou stranu ekvivalence dokazujeme kontrapozici. Mé&jme GL I/ A,
pak z véty 1.2.3 o tplnosti mame kripkovskych protiptiklad K = (W, R, ||-)
s vrcholem wo, wy ||# A. Z tohoto modelu K vytvofime stromovy konecny
kripkovsky model K7 = (Wp, Ry, ||=7) s vrcholem (wy).

Popisme nejprve induktivni konstrukci mnoziny Wpr: V kroku 0 pfi-
dame do Wy posloupnost (wg). V kroku n + 1 uvazime kazdou posloup-
nost (wy,...,w,) € Wr. Pro kazdou formuli (0B € Subfly (A), pro kterou
wy, |+ OB, pfidame prvek do Wy, ktery bude ,dosvédcovat v nasem kon-
struovaném stromovém modelu Cr jeji neplatnost. Ke kazdé takové formuli
0B existuje v K z obracené fundovanosti vrchol v € W, w, Ru, pro ktery
plati

(1) u |~ OB a zéroven u ||+ B.

Do Wr pfiddme (wy, . . ., Wy, u).

Relaci Rr definujeme jako uspofadani prodluzujicich se koneénjch po-
sloupnosti, tedy napiiklad posloupnost (wp, ..., w,) je v takovém usporadani
pted posloupnosti (wy, ..., w,,u). Vrchol (wy) jsme definovali v kroku 0 a
relaci ||—r definujeme pro libovolny vyrokovy atom p vyskytujici se ve formuli
A jako

(wo, ..., wy) |7 p, pravé tehdy kdyz w,, |- p.

Tvrzeni. Kripkovsky ramec (Wr, Rr) je koneény stromovy kripkovsky ramec
s vrcholem {(wp).

Ze jde o strom s vrcholem (wyp) je patrné z kontrukce W a relace dosazi-
telnosti Ry. Z konstrukce je také jasné, Ze mame strom s konec¢nym vétvenim,
nebot to je omezeno subfly(A). Zarover nemiize existovat nekonecné vétev,
nebot z konstrukce na libovolné vétvi v kazdém kroku ubyde alespoii jedna
formule O0B € Subfly (A), kterd by mohla vynutit pfidani dalstho vrcholu
w;, a tedy délka libovolné posloupnosti respektive délka libovolné vétve ve
stromu je mensi nebo rovna subfly(A).

Tvrzeni. Pro libovolnou podformuli B formule A a libovolnou posloupnost
(wo, ..., wy,) € Wr plati

(wo, ..., wy) |1 B, pravé tehdy kdyz w, |- B.
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1.2 Kripkovska sémantika 1. Logika dokazatelnosti GL

Diikaz provedeme standardné indukci podle slozitosti formule B. Vsechny
pripady kromé B = [JC jsou trividlni, dokazujme tedy pouze tento.
Nejprve ukazme implikaci w,, |- OC = (wo, ..., w,) |-r OC:
(2) wy,|-0C = Yu(w,Ru = u |- C)
(3) = Yu ((wo, ..., wy,uy € Wr = u |- C)
(4) = Yu ((wo, ..., w,,uy € Wr = (wy,...,wy,u) |7 C).
Formule (3) plyne z (2), protoze kdykoliv (wy, ..., w,,u) € Wy, pak z kon-
strukce urcité plati w, Ru. Formule (4) pak plyne z (3) diky indukéni hypo-
téze. Z (4) snadno dostavame (wy, ..., w,) |-r OC.

Ukazme jesté obracenou implikaci, kterou dokézeme kontrapozici, doka-
zujeme tedy implikaci w,, |+ OC = (wo, ..., w,) |+, OC:

(5)  w, |+ 0C = Fu(w,Ru&u | C)

(6) = Ju ((wo, ..., wy,uy € Wr&u |+ C)

(7) = Ju ((wo, ..., wy,u) € Wr & (wy, ..., w,,u) |+ C).
Hned v prvnim kroku, kdy z (5) ziskdvame (6), pouzijeme zasadnim zpu-

sobem podminku (1), nebof pouze skutecnost, Ze w, | OC nam zajistuje

existenci u pro které (wy, ..., w,,u) € Wy. Naopak (7) ziskdme ze (6) znovu
z indukéni hypotézy. A ze (7) jiz snadno dostavame (wy, ..., w,) |+, OC.

Nyni jiz evidentné plati
wo [ A = (wo) |[#7 A
Q.E.D.

Z dikazu véty muzeme snadno ziskat slibované odhady, nejprve ale defi-
nujeme pojem ranku vrcholu, ktery budeme pouzivat i dale.

Definice 1.2.7. Necht K = (W, R, ||-) je kripkovsky model, pro libovolny
vrchol w € W definujeme rank vrcholu w v modelu K, zna¢ime K-rank (w),
jako

0 neexistuje u, pro které wRu,

KC-rank(w) =
rank(w) {1 + max {-rank(u); wRu} jinak.

Dusledek 1.2.5. Uvazujme libovolnou formuli A a stromovy kripkovsky mo-
del K7 = (Wr, Ry, |~7) s kotenem (wq) z predchozi konstrukce, pak plati
Kr-rank({(wy)) < subfly(A),

navic plati |Wrp| < (1 + subfly(A))!.
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1.3 Zakladni vlastnosti logiky GL 1. Logika dokazatelnosti GL

Diikaz. Platnost ICr-rank({wg)) < subfly(A) byla diskutovana jiz v dikazu
véty 1.2.4, soustfedme se tedy na druhy odhad. Vyjdeme-li z kofene (wy),
pak z konstrukce vyplyva, ze z néj mize vychazet nejvyse subfly(A) pfimych
naslednikd. Pro libovolny z téchto ptimych naslednikt pak plati, Ze miize mit
tentokrate nejvyse (subfly(A) — 1) pfimych nasledniki a stejnym zptsobem
lze pokracovat. Pocet vrcholia Wp tedy miizeme shora odhadnout souctem

1 + subfly(A) + subfly (A)(subfly(A) — 1) 4 ... + (subfly(A))!

a ten muZzeme lehce omezit vyrazem (1 + subfly(A))!. Q.E.D.

Diky tomu, ze k libovolné formuli umime explicitné urc¢it maximalni veli-
kost jejiho protipiikladu, mame rozhodovaci algoritmus pro logiku GL. Ten
postupné generuje vSsechny modely a zkousi, zda v nich formule plati. Skon¢i,
najde-li protipiiklad, nebo pokud vycerpa vsSechny modely velikosti mensi
nebo rovné velikosti maximéalniho mozného protipiikladu. V kazdém uva-
zovaném modelu pochopitelné musime vyzkouset také vSechna mozna ohod-
noceni vyrokovych atomt vyskytujicich se ve formuli. Téch je ale pouze
konec¢ny pocet, a tedy pro konecny model je pouze konecné mnoho moznosti
ohodnoceni.

Disledek 1.2.6. Logika GL je rozhodnutelnd.

Prestoze velikost modelu neni omezena polynomem, délka kazdé vétve
polynomem od velikosti formule omezena je. Testovaci algoritmus lze imple-
mentovat tak, ze mu staci vzdy zkouSet pouze jednu vétev a tedy vystaci
s polynomialnim prostorem, proto je logika GL v PSPACE. Navic plati:

Tvrzeni 1.2.7. Uloha GLTAUT je PSPACE-iplnd.

V ¢&lanku [Sv03] je ukézéno, Ze dokonce rozhodovaci procedura pro frag-
ment logiky GL s jedinym vyrokovym atomem je PSPACE-uplna.

1.3 Zakladni vlastnosti logiky GL

V dalsim textu budeme potfebovat nékolik zédkladnich vlastnosti logiky GL.
Vsechny tivahy budeme provadét v logice K4, prestoze bychom mohli samo-
ziejmé uvazovat piimo v logice GL. Jak se vSak ukéaze, bude to pro nas
v jistém smyslu vyhodné. VsSechna nami vyslovend tvrzeni pro logiku K4,
vsak pochopitelné plati i v silnéjsi logice GL.

Nejprve uvedme zakladni vlastnosti distribuce operatoru nutnosti vici
logickym spojkam.
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1.3 Zakladni vlastnosti logiky GL 1. Logika dokazatelnosti GL

A,—|B u v —|A,B

w A,B

Obréazek 2: Kripkovsky protipiiklad

Lemma 1.3.1. Necht A, B jsou libovolné moddlni formule, plati
(i) Ki-O(AAB) = (DAANOB)

(ii) K4+ OAVOB—O(AV B)

(i) K4+O(A— B)— (DA —0OB)

(iv) KeHO(A = B) — (OA = OB)

Predchozi lemma uvadime bez dtkazu, prokazovalo by se snadno na-
ptiklad sémanticky. Upozornéme, ze v bodech (ii)—(iv) neplati obracena
implikace, jak ukazuje pro vSechny tii implikace spolecny kripkovsky pro-
tiptiklad na obrazku 2. Staci uvazit kofen w. Navic uvazime-li formule
O(=A) a —(0JA), pak neni obecné dokazatelna ani J(—A) — —(OA), ani
—(0A) — O(—A), jak znovu ukazuje obréazek 2, tentokrate uvazime-li vrchol
u Ci v respektive znovu kofen w.

Snadno se, naptiklad sémanticky, ukaze i nasledujici lemma.

Lemma 1.3.2. Necht A, B jsou libovolné moddini formule. JestliZe plati
K4+ A — B, pak plati také K4+ 1A — OB.

V dalsim textu bude hrat vyznamnou roli substitu¢ni lemma. Ve stan-
dardni vyrokové logice vystacime s klasickou ekvivalenci formuli. To nam
vsak v modalnim kontextu pii uvazovani v modelech stacit nebude. Uvazme
napiiklad kripkovsky model na obrazku 3, kde je v kofenu w evidentné spl-
néno A = B, uvazme vsak substituci A a B do formule [p. Ve vrcholu w
je splnéno [JA, neni vSak splnéno 1B, a tedy neni splnéno ani (JA = 0B,
a proto ani (A = B) — (A = OB). Divame-li se na celou véc sémanticky,
je jasné, ze nestaci, aby substituované formule byly ekvivalentni pouze v jed-
nom vrcholu modelu, ale i ve vSech dosazitelnych vrcholech, tedy formule
musi byt nejen ekvivalentni ale i nutné ekvivalentni. To vede k nasledujici
definici, takzvané silné nutnosti:

Definice 1.3.1. Modalni operator silné nutné, znacime [JA, je zkratkou za
A NTA, neboli
LA =4 ANUOA.
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1.3 Zakladni vlastnosti logiky GL 1. Logika dokazatelnosti GL

u A,—|B

|

w A, B

Obréazek 3: Kripkovsky protipiiklad

Vratme se na chvili k logice GL. Zavedeni operatoru silné nutnosti méa
dobry smysl, nebot obecné

GL B— 0B

ani

GL OB — B.

Obrazek 3 je kripkovskym protipiikladem na obé formule. Ve vrcholu w
neplati prvni z nich a ve vrcholu u druha.

K definici silné nutnosti jesté poznamenejme, ze stejné jako napriklad
v logice K4 neplati v logice GL standardni podoba véty o dedukci. Z pravidla
necesitace trivialné plati A - [JA, ale jak jsme ukazali, obecné neplati -
A — OA. Lze vSak ukéazat, stejné jako v logice K4, platnost slabsi verze:
jestlize GL, A - B, pak GLF (A AUOA) — B, neboli GL + A — B.

Uvedme znovu bez ditkazu nésledujici jednoduché lemma, které ik, ze
operator silné nutné [ splnuje vSechny axiomy a pravidla logiky K4.

Lemma 1.3.3. Necht A, B jsou libovolné moddini formule, pak plati
(i) K&+ (A — B) — (DA — EB),

(i) K4+ A —-HHA,

(iii) jestlize KA+ DA a K4+ [D(A — B), pak K4+ B,

(iv) jestlize K&+ A, pak K4 - [HA.

Proto miizeme okamzité vyslovit nasledujici lemma, které je parafrazi
lemmatu 1.3.1.

Lemma 1.3.4. Necht A, B jsou libovolné moddlni formule, pak plati
(i) KiFH(AANB) = DAANGEB

(ii) K4+ EAVEB —HO(AAB)

(iii) K4+ (A— B)— (DA —[EB)

(iv) K (A = B) — (LA = [OB)

Diikaz. Podle lemmatu 1.3.3 splnuje operator silné nutnosti [l vSechny axi-
omy logiky K4, a tedy body (i)-(iv) plati podle lemmatu 1.3.1. Q.E.D.
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1.3 Zakladni vlastnosti logiky GL 1. Logika dokazatelnosti GL

To, Ze v bodech (ii)—(iv) neplati obracené implikace, znovu ukazuje obra-
zek 2. Opét také neni dokazatelné ani [J(—A) — —((HA), ani =(HJA) —[(=A)
(znovu obrazek 2), uvazime-li vrchol u ¢i v respektive kofen w.

Navic vSak pro silnou nutnost plati také nasledujici jednoduché vlastnosti:

Lemma 1.3.5. Necht A, B jsou libovolné moddlni formule, pak plati
(i) Ké-TA — A,

(i) K4 +HA —OA,

(1ii) K& A = A,

(iv) K4FOHA = OA,
(v) KdFOHA = HOOA.

Pti dokazovani budeme v dalsim textu bude ¢asto potfebovat nasledujici
lemma, které si proto dokazeme.

Lemma 1.3.6. Necht A, B jsou moddlni formule, jestlize K4 - 1A — B, pak
K+ OA— OB a také K4+ LA — EB.

Diikaz.

(8) K4 +[EA — B,
FOMOA—OB, Nec,lemma 1.3.1,
FOA— OB, lemma 1.3.5,

9) FHA— OB, lemma 1.3.5,
FHA — B, (8),(9).

Q.ED.

Jiz jsme poznamenali, Ze sméfujeme k substituénimu lemmatu, které lze
vyslovit ve dvou zakladnich podobach. Uvedeme obé, ackoliv druhé je vzhle-
dem k pfedchozimu lemmatu jednoduchym diisledkem prvni. V textu vsak
az na drobné vyjimky budeme pracovat pouze s prvnim znénim.

Lemma 1.3.7 (Prvni substitu¢ni lemma). Méjme modalni formuli A (p),
pak
Ké-E(B = C)— A(B) = A(C).

Diikaz. Ukazeme indukei podle slozitosti formule A(p).

Ptipad, kdy je A(p) rovno p nebo ¢, ¢ # p, ¢i T nebo L jsou trividlni.
Jednoduse se vytesi také pripady pro vyrokové spojky, ukazme platnost na-
ptiklad pro A(p) = D(p) — E(p). Z indukéni hypotézy vime

Ka-B(B =C)—D(B) = D(C),
Ké-(B = C)— E(B) = E(C),
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navic nasledujici formule je tautologie vyrokové logiky
(D(B) = D(C)) A (E(B) = E(C))— (D(B) — E(B)) = (D(C) — E(C))
a nyni jiz snadno dostavdme pozadované

K&+ (B = C)— (D(B)— E(B)) = (D(C)— E(C)).

Kli¢ovou ¢asti dikazu je samoziejmé ptipad, kdy A(p) = OD(p). Vy-
jdeme znovu z indukéni hypotézy a postupujme stejné jako v dikazu lem-
matu 1.3.6

Ka-O(B =C)—D(B) = D(C),
)

FOO(B =C)—U0(D(B) = D(C)), Nec, lemma 1.3.1,
FOMB =C)—-0(D(B) = D(0)), lemma 1.3.5,
FE(B =C)—0O(D(B) = D((C)), lemma 1.3.5,
FE(B = O)—0OD(B) = OD(C), lemma 1.3.1.

Q.ED.
Sémanticky diikaz pfechoziho lemmatu Ize nalézt naptiklad v [Sv02].

Lemma 1.3.8 (druhé substitu¢ni lemma). Méjme modalni formuli A (p),
pak
KaFO(B =C)—0O(A(B) = A(C)).

Diikaz. 7 prvniho substitu¢niho lemmatu pouzitim lemmatu 1.3.6. Q.E.D.

Substitu¢ni lemma budeme v dalsim textu casto pouzivat, a to jak v syn-
taktickych, tak i sémantickych dikazech. Ukazme si obé pouziti a podrobné
je okomentujme. S ohledem na dalsi pouziti vse demonstrujme v GL, prestoze
bychom pochopitelné mohli uvazovat i v K4.

Mgéjme libovolnou formuli A(p) a nejprve predpokladejme, Ze jsme dospéli
k tvzeni

GLFB = C,

mizeme pouzit lemma 1.3.3 a ziskame
GLFE(B = 0),

z prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7 mame

GLFE(B=C)—A(B) = A(C0),
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a tedy snadno pouzitim pravidla modus ponens (MP) dostavame
GLFA(B) = A(C).

Sémantické pouziti je podobné. Mame kripkovsky model I a jeho vrchol
w. Dospéli jsme k tvzeni

wl|-8(B =C0).
Uvédomme si, Ze v tomto pfipadé je dilezité mit [J(B = C). Neboli je

dilezité védét, ze ve w i ve vSech z néj dosazitelnych vrcholech je splnéno
B = C. Prvni substitu¢ni lemma 1.3.7 a uplnost GL nam dava

w|-G80(B =C)—A(B) = AC),
a tedy z definice spliiovani implikace v modelu dostavame také
wl-A(B) = A(C).
To vsak neni vSe. Rozmysleme si, ze umime, jak v pfedchozim syntaktickém
ptipadé, tak nyni, ziskat dokonce [ (A (B) = A(C)). V syntaktickém du-
kazu mtzeme jednak znovu uzit lemma 1.3.3, v sémantickém tvahy o tom,
ze uvedeny postup plati také ve vSech vrcholech dosazitelnych z w, jednak
prosté z lemmatu 1.3.6, které nam rika, ze kdykoliv mame
GLFE(B=C)—A(B) = A(C),
mame i
GLFBO(B=C)—UH(A(B) = A(0)).
Pokud bychom méli pouze

wl=0(B = C),

tedy ve w ekvivalence B a C neni splnéna, respektive o tom nic nevime, pak
stejnym zptisobem, ale uzitim druhého substituc¢niho lemmatu, dostavame

w|-0(A(B) = A(Q)).
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1.4 Aritmeticka interpretace

Modalni logika dokazatelnosti GL mé, jak jsme se jiz zminili, zna¢ny meta-
matematicky vyznam. Uvazime-li dostatecné silnou formalni teorii, napii-
klad PA a jeji -definici m v N, pak aritmeticky preklad x je funkce z for-
muli modalni vyrokové logiky do aritmetickych sentenci definovana tak, ze
*x (L) = (0 = 5(0)), funkce x komutuje se vSemi vyrokovymi spojkami, a libo-
volnou modalni formuli [JA pfelozime na aritmetickou sentenci Pr, (@)

Uvédomme si, Ze na vyrokovych atomech neni aritmeticky pieklad explicitné
definovan a je tedy libovolny. O modalni formuli A fekneme, Ze je PA-platna,
jestlize pro libovolny aritmeticky pieklad x plati, ze PA F % (A).

Vyznam logiky dokazatelnosti pro PA objastiuje véta o aritmetické ko-
rektnosti a tplnosti logiky GL:

Véta 1.4.1 (aritmetickd korektnost a tplnost GL). KaZdd moddlni formule
A je PA-platnd, pravé tehdy kdyz je dokazatelnad v logice GL.

Dtikaz aritmetické korektnosti dostavame témér okamzité z podminek
pro dokazatelnost v PA a Lobovy véty, o ¢emz jsme se jiz zminili v tivodu
bud v ptivodnim ¢lanku [Sol76], ¢i naptiklad v monografiich [Sv02, Boo93,
Smo85]. Diikaz probihd kontrapozici — ke kazdé nedokazatelné formuli A
sestrojime takovy aritmeticky pieklad x, Ze *(A) neni dokazatelnd v PA.
Tento preklad ziskdme z kripkovského protiptikladu na formuli A pouzitim
véty o autoreferenci v mnozném dcisle.

Doposud jsme mluvili v souvislosti s logikou dokazatelnosti pouze o arit-
metické teorii PA. Ma vSak pochopitelné dobry smysl ptat se, jak vypada lo-
gika dokazatelnosti jinych formalnich teorii, ve kterych lze definovat prislusné
pojmy, tedy jak v nékterych slabsich aritmetikach tak naptiklad v silnéjsich
teoriich mnozin. Ukazuje se, Ze logika GL je spole¢nou logikou dokazatel-
nosti fady rozumnych teorii. Lze ji tedy chapat jako prototypickou logiku
dokazatelnosti. Proto se v nasich iivahach soustfedime pravé na ni. Stejnym
zpusobem je nutno chapat nas pristup k PA. Ta je pro nas také predevsim
prototypickym zastupcem, kterého jsme si vybrali pro jeji vyznam a pro
nazornost.
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2 Pevné body v logice GL

V tvodu jsme jiz zminili véty o pevnych bodech — vétu o jednoznacnosti a
vétu o existenci pevnych bodu pro formule jistého tvaru. Pevnym bodem
formule A(p) budeme prozatim rozumét formuli D, ktera obsahuje pouze
vyrokové proménné z A(p) kromé p a plati pro ni

GLF D = A(D).

Nemitizeme ocekavat, ze kazda modalni formule bude mit pevny bod, uvazme
napiiklad formuli A (p) = —p. K takové formuli o¢ividné nemtize existovat
zaddné bezatomarni formule D, pro kterou by platilo

GLl—D = —-D.

Pfijméme tmluvu, kterou budeme dodrzovat déle v textu. Formuli A(p)
bychom pochopitelné méli spravné zapisovat, napiiklad A(p, '), abychom
zdiraznili, ze mize mit i dalsi parametry. Nas vSak vétsinou zajimé pouze
proménnd p, pro kterou hleddme pevny bod a vystacime si tedy se zapisem
A(p). Budeme vsak mit stale na védomi, ze mize obsahovat i dal$i proménné.
V jisté casti prace také budeme predpokladat, Ze se v A(p) jind proménna
nez p nevyskytuje, na to vsak vcas upozornime. N&S zapis dokonce ani ne-
predpokladé, ze se p musi v A(p) vyskytovat, oznaceni A(p) pak sice nema
uplné dobry smysl, pro jednotnost znaceni ho vSak ponechavame. Navic nize
uvedené véty, pokud neni feceno jinak, plati i v tomto ptripadé.

Definice 2.0.1. Rekneme, 7e ve formuli A (p) se vyrokovy atom p vyskytuje
pouze v moddlnim kontextu, jestlize kazdy vyskyt p v A (p) je vdzan modéalnim
operatorem nutnosti.

Z pohledu stromové reprezentace formule A(p) predchozi definice vlastné
k4, ze pokud se p vyskytuje v A(p) pouze v modéalnim kontextu, pak pfi
libovolné cesté z korene narazime driive na vrchol reprezentujici operator
nutnosti nez na vrchol reprezentujici vyrokovy atom p, respektive libovolna
cesta z kofene do libovolného vrcholu reprezentujicitho p vede pfes vrchol
reprezentujici operator nutnosti. Abychom mohli Fici, Ze je to pravé tehdy,
musime kvili formuli p uvazit i cesty nulové délky.

Jak se ukaze déle, je podminka vyskytu p v A(p) pouze v modalnim
kontextu postacujici podminkou pro to, aby A (p) méla pevny bod. Nejde
v8ak o podminku nutnou, uvazme napfiklad formuli A (p) = p vV Op, ta ma
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2.1 k-rozlozitelnost modalni formule 2. Pevné body v logice GL

evidentné pevny bod T2, nebot Ize snadno ukazat, ze JT je v GL ekvivalentni
T.

Podminka vyskytu p v A(p) pouze v modalnim kontextu méa dobry smysl,
pripomeneme-li souvislost véty o pevnych bodech s vétou o autoreferenci.
Ve své nejjednodussi podobé véta o autoreferenci tika, ze pro libovolnou
aritmetickou formuli ¢ () existuje aritmeticka sentence ¢ a plati

PAF ¢ = ¥(p).

Formule ¢ se v 9 vlastné viibec nevyskytuje, parametrem v je totiz pouze jeji
kéd p. Z pohledu aritmetického prekladu * nam tedy podminka zarucujici
vyskyt p v A(p) pouze v modalnim kontextu dava, ze v x(A(p)) jsou vSechny
vyskyty x(p) uvniti predikdtu Pr,, neboli pro kazdy vyskyt p v A(p) existuje
formule OJC, kterd ho obsahuje a je podformuli A(p), a tedy *(A(p)) obsahuje
jako svoji podformuli Pr,(x(C))?.

2.1 k-rozlozZitelnost modalni formule

O formuli A(p), pro kterou hleddme pevné body, predpokladame, ze se v ni
proménna p vyskytuje pouze v modalnim kontextu. Mizeme ji tedy chapat
jako vyrokovou kombinaci vyrokovych proménnych rtznych od p a formuli
tvaru LJE. Tato vlastnost bude hrat v textu vyznamnou roli, proto se nam
vyplati podrobnéji se na ni podivat. Zavedeme rozklad, ve kterém budeme
mit vyrokovou kombinaci jistych proménnych ¢i formuli, ve kterych se p
nevyskytuje, a pak formuli tvaru C1E, ve kterych se p vyskytuje. Smérujeme
tedy k definici pojmu k-rozlozitelnosti respektive k-rozkladu.

Definice 2.1.1. Modélni formuli A (p) nazveme k-rozloZitelnou, jestlize exis-
tuje posloupnost (pfipoustime i prazdnou) ¢erstvych navzajem riznych vyro-
kovych proménnych ¢, ..., gk, formule Bqy, ..., qx], ve které se nevyskytuje

2V dalsim textu ukédZeme, Ze se na pevné body nemusime divat pouze jako na for-
mule D, které jsou FeSenimi rovnic typu p = A(p), ale také jako na formule spliiujici
O(p = A(p)) — (p = D). Ukézeme, ze pokud se p vyskytuje v A(p) pouze v modalnim
kontextu, tak oba zptsoby definice pevného bodu vyjdou nastejno. V tomto pfipadé to
tak neni, nebot A(p) = p ma podle naseho standardniho zpisobu evidentné za pevné body
vSechny formule tvofené pouze z konstatnt T, L. PovSimnéme si, Ze ma tedy i neekvi-
valentni pevné body! Naopak podle druhého zptsobu pevny bod nema, protoze trivialné
je dokazatelné [J(p = p), a tedy by muselo byt dokazatelné i p = D pro néjaké D bez
proménnych, ale to pochopitelné nelze. Naopak pro formuli Clp V p je T pevnym bodem
podle obou definic. Podrobnosti ¢tenar najde na strané 113 v knize [Boo93].

3Proto se podmince na vyskyt p pouze v modalnim kontextu nékdy iika (DR) neboli
Diagonalisation Restriction. P¥ipomenme, Ze v anglosaské literatufe se véta o autoreferenci
oznacuje jako Diagonalisation Theorem. Lze se setkat také se znaCenim ,p mé pouze
modalizovany vyskyt“, jehoz vyznam je jasny.
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p a formule Cy (p), ..., Ck (p), ve kterych se p naopak vyskytuje, a plati
A(p) = B[OC1(p),-..,8Ck ()]

Navic predpoklame, Ze jednotlivé C; (p) jsou rizné, neprekryvaji se a neob-
sahuji neuzitecné vyskyty p.

Casto budeme misto k-rozlozitelnosti hovofit také o k-rozkladu ¢ pouze
o rozkladu. Navic ve vétsiné pripadd pouzivame n misto k, abychom upo-
zornili na to, ze myslime konkrétni rozklad. Z kontextu by to mélo byti
jasné.

Pochopitelné ne kazdda modalni formule A (p) je k-rozlozitelna. Evi-
dentné kazda formule, ve které se p vyskytuje také mimo modalni kontext
neni k-rozlozitelna, nebot p se musi vyskytovat pouze ve vSech C; (p), tim
padem jsou vSechny jeho vyskyty v B[C (p),...,0C, (p)] tvorené z li-
bovolnych formuli B, (p),...,C, (p) modalizované, a tedy nepochybné
A(p) # B[OCY,...,0C,].

Nésledujici lemma naopak ukazuje, Ze k tomu, aby formule A (p) byla
k-rozlozitelna staci, Ze se v ni vyrokovy atom p vyskytuje pouze v modalnim
kontextu.

Lemma 2.1.1. Pro kaZdou formuli A (p), v niZ se p vyskytuje pouze v mo-
ddlnim kontextu, existuje k > 0, pro které je A (p) k-rozloZitelnd.

Diikaz. Neobsahuje-li formule vyrokovou proménnou p, pak je nepochybné
0-rozlozitelna. Jestlize se p v A(p) vyskytuje, uvdZime stromovou reprezen-
taci formule A(p). Formuli B’ konstruujeme tak, Ze vyjdeme z kofene stromu
a postupné prochazime jeho vétveni, napiiklad zleva, a to tak dlouho, do-
kud nenarazime na vrchol reprezentujici operator nutnosti. V tom okamziku
prohledavani ptislusné vétve zastavime a vrchol reprezentujici operator nut-
nosti i cely podstrom na ném navazany nahradime vrcholem reprezentujicim
c¢erstvou proménnou ¢, ;, kde i je ¢islo fikajici na kolika vétvich jsme jiz pred-
chozi prohledavani ukoncili z diivodu nalezeni operatoru nutnosti. Zac¢iname
tedy s = = 0. Naopak podstrom napojeny na odstranény vrchol reprezentujici
nutnost je stromem reprezentujicim formuli C7, ;. Postupnym prochazenim
vSech vétveni az do pripadného nalezeni vrcholu reprezentujicitho nutnost
ziskdme pro jisté [ formule B’,C1{, ..., C], pro které plati

A(p) = BOC, ..., OC],

navic v B’ se nemize p vyskytovat, nebot jsme vZdy dfive narazili na opera-
tor nutnosti a pfipadny podstrom obsahujici p jsme pfesunuli do né&jakého C..
Jednotlivé C! se nam tedy ani nepfekryvaji, mohou byt vsak stejné a navic
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Obréazek 4: Strom formule p — —0O0p a strom formule O(Cp A p)

se v nékterych pochopitelné viibec nemusi vyskytovat p. Upravme tedy po-
stupné nase B’ tak, aby ani jedna z téchto variant nastat nemohla. Nejprve
projdéme jednotliva [JC!, pokud neobsahuji p, zasubstituujeme je zpatky do
B’ za q;. Poté pro vSechna i < j a formule Cj(p) a Cj(p) splhiujici C] = C
vybereme napiiklad pouze C! a v doposud upraveném B’ nahradme vSechny
vyskyty proménné ¢ proménnou g;. Nakonec zbyde pro néjaké k < [ mnozina
¢ a Ci(p) takova, Ze z nich lze pouze zménou oznaceni, kterou provedeme i
v B’ a ziskdme tedy B, ziskat posloupnosti ¢i,...,q a Ci(p),...,Ck(p) pro
které plati
A(p) = B[OCY, ...,0C]

a navic spriuji vSechny podminky pro k-rozklad formule A(p). Q.E.D.

Znovu pripomenme, ze k-rozlozitelnost bude hrat dale v textu vyznamnou
roli, zastavme se tedy jesté u jeji konstrukce podrobnéji. Ukazme nejprve, ze
rozklad formule nemusi byt jednoznacny.

Piiklad 2.1.1. Uvazujme formuli A (p) = Op — —0O0p, jeji stromova repre-
zentace je na obrazku 4. Umoznuje dva rtizné rozklady:

1. By =q— —0Oq a C(p) = p, pak evidentné A (p) = By [OC (p)],

2. By = ¢4 — —qe, C1 = p a Cy = Up, pak znovu snadno dostavame
A(p) = B2 [OC (p) ,0C, (p)]-

Poznamenejme, ze postup pouzity v dikazu lemmatu 2.1.1 nam pro for-
muli [p — —UUp d& druhou variantu rozkladu. Pii hledani pevnych bodt
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vsak bude vyhodné pouzit rozklad s co mozna nejmensim poctem Cj, to
nas postup tedy nezabezpecuje. Popisme proto novou konstrukei, které pro
danou formuli najde z tohoto pohledu optimalni rozklad.

Staci pozménit postup pouzity v dikazu véty. Ten tedy postupné pro-
chazi strom reprezentujici formuli od kofene a zastavi se u prvniho operatoru
nutnosti, nazvéme tento algoritmus* KROZLMAX. Navrhnéme jesté jeden
algoritmus, ktery se od ptedeslého lisi tim, Ze se nezastavi u prvniho opera-
toru nutnosti, na ktery narazi, ale naopak postupuje do maximalni hloubky,
tedy rozklada formuli i pies operatory nutnosti a az kdyz narazi na vyro-
kovy atom p, pak se vrati zpét k poslednimu operatoru nutnosti na prislusné
vétvi, kterym vedla cesta do p. Zatimco predchozi algoritmus mohl formuli
rozklddat do hloubky, tedy méla-li formule tvar B A C', mohl rozklddat jed-
notlivé vétve podstromu patficimu B tak dlouho, dokud nenarazil na prvni
operator nutnosti a to samé pak mohl délat s podstromem patiicim formuli
C' a vysledek prohledavani prvniho podstromu nijak neovlivnil prohledavani
druhého podstromu®, tak novy algoritmus musi poté, co piejde pies prvni
vrchol reprezentujici operator nutnosti pracovat do Sitky — tedy po hladi-
nach. Tim zabranime zbytecnému prochazeni. Uvazme napiiklad formuli
O(Op A p), reprezentovanou stromem na obrazku 4. Po pfekroceni prvniho
operatoru nutnosti ziskdime podstrom formule [p Ap. Nyni jiz prohleddvame
do sitky, tedy prechod na dalsi hladinu vede k tomu, Zze musime zkontrolo-
vat, zda se na ni nevyskytuje p. V nasem pripadé algoritmus musi rozlozit
konjunkci a prekontrolovat, zda se oba konjunkty lisi od p, coz neni pravda
a tedy se vrati zpatky v rozklddani k poslednimu operatoru nutnosti a zis-
kdme tedy zpét L(Cp A p). V naSem piikladu jsme narazili na p okamzité,
u komplikovanéjsich formuli to vSak takto jednoduché byt nemusi, proto pti
rozkladani do hloubky musime na kazdé hladiné prekontrolovat, zda jsme jiz
nékde nedospéli k p.

Postup je jasny, jedinou komplikaci, kterou si musime vyjasnit, je, jak
presné se budeme chovat pri nalezeni p, kdyz prohledavame do sitky. Uva-
zujme prvni strom z obrazku 5. Kdyz na hladiné (h + 2) narazime na p,
vratime se k nejblizsimu vrcholu reprezentujicimu nutnost, ten je na hladiné
h, a nahradime ho proménnou ¢;. V nasem pfipadé tedy z celého podstromu
zbyde v B’ jediny vrchol ¢} a cely podstrom na obrazku 5 zac¢inajici kon-
junkci na hladiné (h + 1) se stane formuli C!. Uvazujme ted druhy strom na

4Meli bychom mluvit spise o konstrukei ¢ pseudoalgoritmu, mélo by vsak byti jasné,
jak uvedeny postup implementovat napriklad na pocitaci, a proto si dovolime pouzivat
oznaceni algoritmus.

®Samoziejmé nechdvime stranou, ze ¢islovani ¢) respektive C! a pifpadné néasledné
upravy formule tak, abychom splnili podminky k-rozlozitelnosti, toto nespliuji. Z pohledu
toho, co chceme demostrovat, to vSak neni podstatné.
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Obrazek 5: Algoritmus KROZLMIN

obrazku 5. Nenajdeme-li v pravém podstromu na hladiné (h + 2) promén-
nou p, dostaneme se na hladinu (h + 3), kde narazime na levé vétvi na p a
vratime se k nejbliz§imu operatoru nutnosti. Ten je tentokrate na hladiné
(h + 2) a nahradime ho proménnou ¢, a za formuli C dosadime p. Ve vypo-
¢tu pak pokracujeme tretim stromem na obrazku 5. Uvédomme si vSak, ze
prohledavani pravého podstromu za¢inajicitho na hladiné (h + 2) a nalezeni
p v ném muze v tomto pripadé vynutit az navrat k operatoru nutnosti na
hladiné h, tedy ¢; se mtze dostat do néjaké C7, i < j. Nebot se do C} miize
dostat pouze tak, zZe je tam pfesunuto, nevyskytuje se tedy viibec v konecné
podobé B’. Pri sestavovani konecéného feSeni k-rozkladu z naseho doposud
nalezeného pseudoreseni musime toto vzit v ivahu. Naopak si uvédomme, ze
algoritmus sdm o sobé jiz zarucuje, ze zadny ¢len nemuize byt bez vyskytu p.
Tuto moznost jiz nemusime kontrolovat. Staci tedy kontrolovat pro vSechna
i, zda se ¢; nevyskytuje v n€jakém C7, i < j, a pokud ano, tak C; dosadime
za g; do C}. Nyni jeste musime, stejné jako v predchozim piipadé, oSetiit
duplicitni C! a vytvorit posloupnost k ¢lentt gy, ..., g a Ci(p),. .., Ck(p) pro
které plati
A(p) = B[OCY, ...,0C]

a které splituji vSechny podminky pro k-rozklad formule A(p). Tento druhy
algoritmus nazvéme KROZLMIN. Néazvy algoritmii ospravedliiuje nasledujici
lemma, které jinymi slovy fiké, ze algoritmus KROZLMAX vytvari takovy
rozklad, ze velikost formuli OC;(p) je maximalni a u algoritmu KROZLMIN
naopak minimalni mozna.
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Lemma 2.1.2. Necht A(p) je formule, v niZ se p vyskytuje pouze v moddlnim
kontextu a

A(p) = B[OC(p), - . .,0OC,(p)]

je libovolny jeji rozklad. UvaZujme rozklad nalezeny algoritmem KROZLMAX
A(p) = B'[OC(p), ..., OC,, (p)]

a rozklad nalezeny algoritmem KROZLMIN
A(p) = B"[AC{(p),....OC (p)],

pak plati, Ze pro libovolné 1 < i < n je UC; podformuli IC} pro néjaké
1 < j < m a naopak pro libovolné 1 < k < I je OC} podformuli OC; pro
néjake 1 < i < n.

Diikaz. Nejprve uvazujme libovolny ¢élen rozkladu OC;(p) a jeho pozici ve
formuli A(p). Uvézime-li strom reprezentujici formuli A(p), pak neni-li jiz
sama [JC;(p) soucésti rozkladu nalezeného algoritmem KROZLMAX, pak
budeme-li se pohybovat smérem ke kofeni, musime narazit na uzel, ktery
je kofenem néjaké formule (JC’j. Stejnym postupem, budeme-li se naopak
pohybovat smérem k listiim, dokdzeme i druhé tvrzeni. Q.E.D.

Predchozi lemma nam omezuje prostor, ktery musime projit, abychom
nalezli co mozna nejmensi rozklad. Uvazujme libovolnou formuli CJC} nale-
zenou pomoci KROZLMIN, pak k ni patii jednoznacné urcéend formule DC’]’-
nalezend pomoci KROZLMAX. Je to ta formule, ke které se dostaneme,
vyjdeme-li od COC} a budeme se vracet zpét pres jednotlivé operatory nut-
nosti. Samozfejmé nevylucujeme, ze JC) = LC}. Uvédomme si, Ze pokud
narazime pii zpétném priichodu na operator nutnosti, ziskali jsme vlastné
nového kandidata® pro rozklad. Hleddme-li nejmensi rozklad, stadi tedy uva-
zit vSechny takové formule. Uvédomme si také, Ze mezi [JC} a OC] jich

5Tim, 7e jsme ziskali jeden jiny ¢len rozkladu C;, mohli jsme vlastné ziskat tplné jiné
¢leny i pro ostatni 7, nebot tento novy ¢len mohl umoznit nebo naopak zabréanit nékterym
duplicitdm mezi C’j’-, a tedy zcela zménit pocet ¢lent rozkladu. Pravé tato vlastnost néas
nuti zkouset mnoho moznosti, protoze dopredu nevime, jaké duplicity nam ktera varianta
umozni. Je vSak snadnym pozorovanim, ze mame-li deterministicky algoritmus dévajici
pro dva shodné stromy shodny vysledek a postupujeme-li od listt1, méa smysl zkouset pouze
takové mezikroky, ve kterych se nam ,spoji* dva podstromy z vyssi hladiny, pficemz oba
obsahuji p. Lepsi algoritmus autorovi zatim neni znam. Konkrétné napriklad na obrazku 4
je ve stromé pro formuli CIp——[Cp vyznacen prostor pro prohledavani dvojitym koleckem.
Podle nasi poznamky je jasné, ze na pravé vétvi o varianté, kdy je Co = [p, nema smysl
uvazovat, nebot je moznd varianta Cy = p a pokud m4 algoritmus vyse uvedené vlastnosti,
pak i v pfedchozich pripadech preferoval druhou variantu, a tedy ji také vybral a pripadné
duplicity mohou vzniknout pouze vzhledem k ni. Timto omezenim jsme k-rozlozitelnost
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2.1 k-rozlozitelnost modalni formule 2. Pevné body v logice GL

muze byt nejvyse tolik, jakd je modalni hloubka formule A(p). Navic v al-
goritmu KROZLMIN, ktery dava rozklad A(p) = B’ [QC|(p),...,0C! (p)],
je m omezeno poc¢tem vyskytd p v A(p) ¢i m miZeme omezit po¢tem mo-
dalizovanych podformuli formule A(p), coz je zaroven také horni odhad na
k-rozlozitelnost. Pro nalezeni minimalniho rozkladu je tedy potieba vyzkou-
Set nejvyse depthy(A(p))*MmAP) variant rozkladd.

Jesté jednou zminme, Ze je mozno pro libovolnou formuli A(p), ve které
se p vyskytuje pouze v modalnim kontextu, provést horni odhad na k pro
jeji k-rozlozitelnost vzhledem k p. Nepochybné musi byt & mensi nebo rovno
poc¢tu modalizovanych podformuli formule, protoze nemize byt vice formuli
tvaru 0C;(p) a také musi byt mensi nez pocet vyskytt proménné p ve formuli,
protoZe znovu nemize byt vice formuli CJC;(p), nebot p se musi v kazdé z nich
vyskytovat.

Lemma 2.1.3. Méjme formuli A(p) a libovolny jeji k-rozklad, pak plati

k < subfly(A(p)),
k < pocet vyskyti p v A(p).

Nyni bychom mohli pocitat ¢asovou i prostorovou slozitost algoritmu.
Museli bychom se tedy zaobirat reprezentaci stromt a operacemi s nimi.
To vSak délat nebudeme, nebot nésledujici ptiklad ukéze, Zze obecné stejné
nemuzeme pocitat s tim, ze by nam byt idedlni rozklad zlepsil odhad u slo-
Zitosti algoritmt pro hledani pevného bodu. MiZeme tedy vzit bud algorit-
mus KROZLMIN nebo predevsim algoritmus KROZLMAX, které v zavislosti
na slozitosti prace se stromy maji nizkou slozitost a pouzit jejich vysledek.
Ukazme tedy, ze existuji netriviadlni formule, jejichz rozlozitelnost dokonce
primo odpovida velikosti formule a je pfesné poctem jejich modalnich pod-
formuli.

Priklad 2.1.2. Uvazujme formule tvaru

OpVa) ANOpmVae)A...AOpV q),

nemohli zvysit. Jediné, co jsme mohli pokazit, je zvysSena slozitost formule B na tkor
zjednoduseni C;, to nam ale prilis nevadi. Rozhodujici je pro nas totiz pro jaké k je
formule k-rozlozitelna, slozitost vysledné formule B a formuli C; mé pochopitelné také
svlj vyznam, ale jak uvidime pozdéji s ohledem na nase odhady nijak zasadni.

Upozornéme také, ze i zdanlivé jednoducha 1-rozlozitelnost vyzaduje potencialné zkou-
Seni fady variant. Mohlo by se totiz zdat, ze algoritmus KROZLMIN jiz pro kazdou
1-rozlozitelnou formuli nalezne jeji 1-rozklad. To vSak neni pravda, staci uvazit naptiklad
formuli

O@p Vv O(=pAq) —-000p VO(-pAg)),

pro kterou nenalezne 1-rozklad ani KROZLMAX.
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2.2 Jednoznacnost pevnych bodi 2. Pevné body v logice GL

OpAq)vVOpPAg)V...VOpA q).

Takova formule je evidentné pouze n-rozlozitelna, dokonce az na eventualni
permutace C; jednoznacné. Délka téchto formuli je evidentné O(n), pocet je-
jich modalnich podformuli pravé n a jsou navic pravé n-rozlozitelné. Protoze
vsak lze diky lemmatu 1.3.1 distribuovat operator nutnosti pres konjunkci
obéma sméry, mizeme k prvni formuli ziskat (jesté po drobné tpravé) ekvi-
valentni formuli

OpV(aA@A. . Ag)),

kterd je 1-rozlozitelna. U druhé formule existuje také ekvivalentni formule,
ktera je 1-rozlozitelna a to

Op A (O¢vOge Vv...VvOg,).

Jak se ukéze, sestrojovat pevné body 1l-rozlozitelnych formuli je mno-
hem jednodussi nez n-rozlozitelnych s velkym n. Tedy ani optimélni rozklad
nam nemusi prinést optimalni vypocet. Mohli bychom totiz vypocet provést
pro jednodussi ekvivalentni formuli a sestrojeny pevny bod je nepochybné i
pevinym bodem kazdé s ni dokazatelné ekvivalentni formule.

2.2 Jednoznacnost pevnych bodu

Nejprve ukazme jednoduché tvrzeni: libovolna formule E splnujici parametry
pro pevny bod formule A(p), kterd je dokazatelné ekvivalentni s né&jakym
pevnym bodem D formule A(p), je také pevnym bodem formule A(p).

Lemma 2.2.1. Necht A(p) a B jsou libovolné moddlni formule, pro které
plati

GLF B = A(B),
pak pro libovolnou formuli C' dokazatelné ekvivalentni s B plati
GLFC = A(C).

Diikaz. 7 predpokladu véty vime, ze

(10) GLFB =,

(11) FE(B = (0), lemma 1.3.3,

(12) FEO(B =C)—A(B) = AC), lemma 1.3.7,

(13)  FA®B) = A(C), (11), (12),

(14) FB = A(B),

(15) FB = A(C), (13), (14),
HC = A(C), (10), (15).

Q.E.D.
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Z predchoziho lemmatu nyni jiz snadno plyne pozadovany disledek:

Dusledek 2.2.2. Necht B je pevnym bodem formule A(p), pak pro libo-
volnou formuli C' dokazatelné ekvivalentni s B, ve které se vyskytuji pouze
vyrokové proménné z A(p) kromé p, plati, Ze C' je pevnym bodem A (p).

v/

Mnohem zajimavéjsi je vsak platnost opac¢ného tvrzeni, tedy ze libovolné
dva pevné body jsou spolu ekvivalentni. Tentokrat vsak na rozdil od pted-
choziho pfipadu pozadujeme, aby se p vyskytovalo v A(p) pouze v modéalnim
kontextu. Dikaz provadime podle [Smo85] syntakticky, ale mohli bychom ho
pochopitelné vésti i sémanticky.

Véta 2.2.3 (o jednoznacnosti pevnych bodt). Necht se p vyskytuje v A (p)
pouze v moddlnim kontextu a q je novd proménnd, pak plati

GLEO(p = A@p) AL = Aq)—p=q

Diikaz. Diky predpokladim o p existuje n, pro které je A(p) n-rozlozitelna,
a tedy A(p) = B[OCy(p),...,0C,(p)], kde v Blqi,- .., qn] se p viibec nevy-
skytuje.

Uvazujme nyni libovolnou formuli C;(p), druhé substitu¢ni lemma 1.3.8
nam dava

(16) GLFDO(p = ¢q) — O(Ci(p) = Ci(q))

a body (iv) a (v) lemmatu 1.3.5 ndm navic umoziiuji odvodit OF — HOE,
v nasem piipadé tedy

= 0O(Ci(p) = Ci(q)) — BO(Ci(p)

Ci(q))
(17) = O(Ci(p) = Ci(g)) — B(OCi(p) = OC;

(¢)), lemma 1.3.1.

Z (16) a (17) jiz snadno dostaneme

(18) FO(p = ¢) = B(0Ci(p) = OCi(q))

a nyni stac¢i uvazit prvni substitu¢éni lemma 1.3.7 na formuli B [¢q1,...,q,] a
dostavame

(19) 0P = q) — Alp) = Alg)-
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Ted jiz pFistoupime k diikazu tvrzeni véty. Z (19) snadno pfepsanim nékolika
ekvivalenci dostavame

(20)
Fp=Alp) A= Ag)—0p =9 — (=9,
FO( = A(p)) AO(q = Alq)) = B0/ = ¢) — (p = q)), Nec, 1.3.1,
O = Alp)) ADO(g = A(g)) —D(p = q), AxL,
FO(p = A(p)) ANB(g = A(g)) —p = g, (20)

Q.E.D.

Dusledek 2.2.4. Necht se p vyskytuje ve formuli A(p) pouze v moddlnim
kontextu, pak libovolné dva jeji pevné body jsou ekvivalentni.

Diky lemmatu 1.3.6, nebof operator nutnosti lze distribuovat pres kon-
junkci obéma sméry, ¢i prostudovanim dikazu véty snadno dostavame nasle-
dujici podobu predchozi véty.

Dusledek 2.2.5. Necht se p vyskytuje ve formuli A (p) pouze v moddlnim
kontextu a q je novd proménnd, pak plati

GLEDO(p = A(p)) AO(g = A(q)) = Blp = q).

Poznamenejme znovu, Ze podminka na p je dilezita, v poznamce pod ca-
rou 2 jsme diskutovali pevné body formule A(p) = p. Témi jsou jak konstanta
T, tak i L a jsou tedy evidentné neekvivalentni.

Predpokladejme nyni na chvilku platnost véty o existenci pevnych bodi.
Tu dokazeme o néco pozdéji, v jejim dikazu vSak nebudeme nijak vyuzivat
nasledujici lemma, které je pfimym zobecnénim véty 2.2.3 o jednoznacnosti
pevnych bodt az na dokazatelnou ekvivalenci. Toto zobecnéni by §lo také do-
kazovat podobné jako véta 2.2.3, my vSak uvadime jiny dikaz podle [Lin06].

Lemma 2.2.6. Pro libovolné n a vsechna 1 < i <n al < j <n méme
formule A; (p1,-..,pn), ve kterych se vSechna p; vyskytugi pouze v modalnim
kontextu. Pak pro libovolné D, ..., D, a E1,..., E,, jestliZe

GLl_DlEAZ(Dl,,Dn), 1§Z§n,

GL}_EZEAZ(El,,En), 1§Z§7’L,
pak platt

GLF D, = E;, 1<i<n
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Diikaz. Méjme tedy libovolné Dy, ..., D, a Fy, ..., E, spliujici predpoklady
véty. Pro dikaz staci ukazat posloupnost formuli £}, ..., F,, splnujici

GLFF, = A;(Fy,...,F,), 1<i<n,
a predevsim

GLF F;, = D;, 1<i<n.
Nebot Dy, ..., D, jsou libovolné plati tedy také

GL+F F;, = E;, 1<i<n
a tedy také pozadované

GL+ D; = E;, 1<i<n.

Diikaz povedeme indukci podle n, necht nejprve n = 1, pak stac¢i uzit stan-
dardni vétu 2.2.3 o jednoznacnosti pevnych bodi.

Necht tedy n > 1 a predpokladejme, Ze pro n — 1 jiz tvrzeni plati. Nyni,
nebot vsechna p; se vyskytuji ve vSech A; pouze v modalnim kontextu, mi-
Zeme pouzit vétu o existenci pevnych bodi a jeji n — 1 nasobnou aplikaci pro
kazdé 1 < i < n ziskdme formule G; (p,,), pro které plati

(21) Gl— = Gz (pn> = Az (Gl (pn) PRI anl (pn) 7pn) ) 1 S 1< n,

a jesté jednou aplikaci véty o existenci pevnych bodi, tentokrate na formuli
Ai (Gl (pn) PIIEI) Gn—l (pn) 7pn) ziskavame

(22)  GLF G = A, (Gr(Gr) s . Gt (G),G) .

Hledané formule Fi, ..., F, definujme
{Gi(Gn), 1<i<n,
E —def .
G, 1 =n.

Ukazme, ze opravdu maji pozadované vlastnosti. Z pfredpokladu véty
mame

a tedy D, pro které

(24) GLFD, = A,(D1,....D,).
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Nyni dosadme toto D,, za p, do (21) a dostdvame
(25) GLFG;(D,) = A;(G1(Dy),...,Gn1(Dy),Dy),  1<i<n.

Uvazujme nyni formule A; (p1,...,pn_1, Dy), na né lze pouzit induktivni hy-
potézu a z (23) a (25) tedy dostavame

a z toho a z (24) pak diky prvnimu substituénimu lemmatu 1.3.7 plati
(27) GL+FD, = A,(G1(D,),...,Gn_1(Dy), D).

Nyni v8ak z (22) a (27) snadno vidime, ze D,, a G,, jsou pevné body for-
mule A, (G1(pn),---,Gn-1(pn),pn), a jsou tedy dokazatelné ekvivalentni
diky standardni vété 2.2.3 o jednoznacnosti pevnych bodt. Uvédomme si
navic, ze F), jsme definovali jako G,,. Mame tedy

GL+FD, =G, = F,.

Navic z ekvivalence D, a G, 1ze znovu diky prvnimu substitu¢nimu lem-
matu 1.3.7 v libovolné formuli ,nahradit* D, formuli GG,, pii zachovani do-
kazatelnosti, to pouzijeme na (26). Navic, nebot F; pro 1 < i < n jsme
definovali jako G; (G},), dostaneme

GLF D, = G;(G,) = F, 1<i<n.

Q.E.D.

Jak se pozdéji ukéaze, lze navic opakovanym uzitim véty o pevnych bodech
vzdy Dy, ..., D, pozadované v predchozim lemmatu sestrojit, a tedy az na
dokazatelnou ekvivalenci je pravé jedna posloupnost takovych formuli.

2.2.1 Metamatematické dusledky

Véta o jednoznacnosti pevnych bodi ma svoje metamatematické dusledky.
Pro tyto ucely byva zvykem pouzivat ji spiSe v podobé disledku 2.2.5, kde
operator nutnosti snadno interpretujeme jako dokazatelnost. My vSak me-
tamatematické disledky ukéZeme primo na vété 2.2.3. Uvazujme néjaky
aritmeticky preklad x pro ktery plati p1 = x(p), p2 = *(q), ¥ (P1) = *(A(p))
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a (pz) = x(A(q)). Nyni jestlize se p respektive ¢ vyskytuje v A(p) respek-
tive A(q) pouze v modéalnim kontextu, pak z aritmetické korektnosti GL a
z dusledku 2.2.5 dostavame

PAE Prr(p1 = ¢(01)) A Pra(e2 = ¢(92)) — Pra (o1 = @2).

7 véty 2.2.3 naopak dostavame

(28)

PAFE (o1 = ¢(1)) APrr(or = ¥(@1)) A (02 = ¥(2)) A Pra(pe = ¥(22))
— Y1 = P2.

Méjme tedy autoreferencni rovnici ¢ = ¥ (%) pro néjakou aritmetickou for-
muli ¢ (z), kterd je vyjadiitelnd takovou modalni formuli A(p) logiky GL,
ze se v ni p vyskytuje pouze v modalnim kontextu. Nazvéme takové au-
toreferenéni rovnice v souladu s [Sv02] gédelovské. Jinak bychom je mohli
definovat jako autoreferencni rovnice pro aritmetické formule, ve kterych se
proménna x vyskytuje pouze vazana predikatem Pr,, a fakticky tedy pouze
uvnitt jistého numeralu. Pojem gddelovskych autoreferencnich rovnic pocho-
pitelné snadno rozsifime i na aritmetické formule s vice parametry. Vezméme
si jako ptiklad pravé Godelovu formuli ¢(x), kterou mizeme v GL interpre-
tovat jako —[p. Predpokladejme, ze mame dvé feseni @1, ¢ autoreferencéni
rovnice pro Godelovu formuli ¢ (z), a tedy plati

PAF 1 = ¥(%1),
PAF ¢, = (P2).

Z podminky (D1) pro dokazatelnost okamzité dostavame

PAE Prz(p1 = ¢(%1)),

PA - Pr (ps = ¥(%2)).

Nyni sta¢i pouzit (28) a ziskdvame
PAE o1 = ¢,

neboli libovolna dvé feseni autoreferenéni rovnice pro Godelovu formuli ¢ (z)
jsou spolu dokazatelné ekvivalentni. V tomto konkrétnim pripadé jsme to jiz
védeli z Druhé Godelovy véty, predchozi postup vsak plati pro vSechny gode-
lovské autoreferen¢ni rovnice, a tedy vsSechna feSeni téchto autoreferenc¢nich
rovnic jsou az na dokazatelnou ekvivalenci jednozna¢na. To vSak neznameni,
ze vSechny aritmetické formule maji jednoznacné reseni. Takové tvrzeni totiz
neplati. V ¢lanku [GST79] je o jisté varianté Rosserovy formule dokézano, ze
feseni jeji autoreferen¢ni rovnice nejsou jednoznacna. Omezeni na godelovské
formule je tedy podstatné.

36



2.3 Existence pevnych bodii 2. Pevné body v logice GL

2.3 Existence pevnych bodi

Stézejnim tématem nasi prace je véta o existenci pevnych bodi. V této casti
ukazeme, ze ji lze vyslovit dvojim zptisobem a zaroven ukazeme, ze za danych
okolnosti jsou oba zpiisoby ekvivalentni.

Véta 2.3.1 (VARIANTA 1). Pro libovolnou formuli A (p), ve které se p vy-
skytuje pouze v moddlnim kontextu, existuje formule D, obsahujici pouze
vyrokové atomy z A (p) a neobsahujici p, pro kterou plati

GLFB(p=A(p)—(p=D).

Ukazeme, ze spliiuje-li pevny bod D podminku z pfedchozi véty, spliuje
i silnéjsi podminku. Nejprve konstatujme jednoduché lemma, ke kterému
potiebujeme nasledujici jednoduchou definici:

Definice 2.3.1. Mé&me kripkovsky model K = (W, R, |-) a vrchol w € W,
kripkovskym podmodelem generovanym vrcholem w nazvéme kripkovsky mo-

del £y, = Wy, Ry, |Fw), kde

Wy ={u;u=wV wRu},
Ry = RN (Wy x W),
Ulwqg = ull-qaueW,.

Lemma 2.3.2. Mé&jme libovolné kripkovské modely K = (Wi, R, |-x) a
L = (Wg, Re,|-2) a jejich vrcholy w € Wi respektive uw € Wy, pak je-li
podmodel modelu IC generovany vrcholem w izomorfni podmodelu modelu L
generovanéeho vrcholem u, plati pro libovolnou formuli B

w ||~x B, pravé tehdy kdyz u |-, B.

Dikaz probiha indukci podle slozitosti formule, je vsak vice nez jasny,
proto ho neuvadime. Podrobnosti 1ze piipadné nalézt napiiklad v [Boo93].

Ted jiz muzeme pristoupit k zesileni podminky z véty 2.3.1. V dukazu
budeme casto pouzivat pfedchozi lemma a ne vzdy to budeme explicitné
zminovat, z kontextu by to vSak mélo byti jasné. Postupujeme podle [Boo93].

Lemma 2.3.3. Necht D neobsahuje p, pak pro libovolnou formuli A (p) plati,
jestlize

GLFH(p

I
=
=
|
<
I
S

pak také
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Diikaz. Podle lemmatu 1.3.6 kdykoliv mame GL - OB — C, pak plati také
GL - BB — [C. Pro dikaz GL F H(p = A(p)) = E(p = D) tedy staci
ukézat GL - H(p = A(p)) = (p = D)aGLEFH(p = D)— (p = A(p)).
Pro dokonceni dikazu lemmatu tedy potfebujeme ukézat, ze kdykoliv

GLFO((p = A(p)—@®=D),
pak jiz

GLFDE(p

I
5
|
=
!
=
=

Dikaz provedeme kontrapozici. Predpokladame tedy, ze mame kripkovsky
protipiiklad K = W, R, ||-«), ve kterém neplati LI(p = D) — (p = A(p)).
Mgéjme néjaky jeho svét w € W takovy, ze K-rank(w) je minimélni a

(29) w|l=x B(p = D),
w e p = Alp).

Protoze jsme w volili minimalni, a protoze ve w je splnéno [l(p = D), musi
pro kazdy vrchol v dosazitelny z w platit

v ”_/C E’(p = D)’
v e p = Alp).

Sestrojme nyni model £ = W, R, ||—¢), ktery se od K lisi pouze tim, Ze ve
vrcholu w zménime definici spliovani p, tedy

w |~z p, pravé tehdy kdyz w || £ p.

Ve vSech ostatnich pfipadech je definice spliiovani |-, shodnd s ||—x. Diky
tomu, Ze se ve formuli A(p) vyskytuje p pouze v modalnim kontextu, mizeme
se na A(p) divat jako na vyrokovou kombinaci proménnych riznych od p a
formuli tvaru OC, v nichz se jiz p mtze vyskytovat. Protoze pro vsechny
vyrokové proménné riizné od p je spliiovani v K i L stejné, maji-li se tedy
modely K a £ lisit spliovanim A(p) ve vrcholu w, musi se lisit spliiovanim
néjaké podformule tvaru CIC. O jejim spliovani ve w vSak rozhoduji vSsechny
vrcholy dosazitelné z w. V nich je ale splnovani v K i £ definovana naprosto
stejné a z lemmatu 2.3.2 se tedy nemohou lisit spliiovanim zadné formule.
Tedy vsechny formule tvaru UC' jsou splnény ve w v modelu /C, pravé tehdy
kdyz jsou splnény v L. Tedy pro oba modely plati, Ze se nelisi spliiovanim
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formule A(p) ve vrcholu w’. Vime vSak, Ze ve vrcholu w modelu K neni

splnéno p = A(p), z definice spliiovani p v modelu £ ale dostéavame, ze
ve vrcholu w modelu £ je naopak p = A(p) splnéno. Nebotf se £ s L
nelisi spliovanim ve vSech vrcholech dosazitelnych z w a ve vSech takovych
vrcholech v K je splnéno p = A(p), méme

w =z B(p = A(p)),
a tedy pokud by

wl=c O = Alp)) = (p = D),
pak bychom méli

wl-cp = D.
Protoze se vSak v D nevyskytuje p, nelisi se K a L jeho splinovanim, a tim
spise ve w. Spliiovanim p se vSak ve w lisi, musi se tedy ve w lisit i spliiovanim
p = D, my jsme vSak vychazeli z (29), tedy

w |-x Bp = D),
coz je spor. Musi tedy byt

w [+, B(p

coz jsme chtéli ukazat. Q.E.D.

I
=
S
1
)
I
S

S ohledem na to, zZe jiz mame dokazanu vétu o jednoznacnosti pevnych
bodt, ktera rika

(30) GLFO(p = A(p) ANB(g = A(g)) —»p = ¢,

pak dokazeme-li, ze existuje D splnujici ,standardni podobu® véty o pevnych
bodech

(31) D = A(D),
mame jiz

FO((p = A(p) — @ = D),

"Poznamenejme, Ze nic neiikdme o spliiovani v piipadngch vrcholech, ze kterjch je
dosazitelny vrchol w, tam uvedena vlastnost pochopitelné platit nemusi.
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nebot sta¢i uvazit substituci D do (30) za ¢ a ziskdme

(32) FO(p = A@)ADD = A(D)—p = D,
Z (31) a z lemmatu 1.3.3 méame

(33) FE(D = A(D))

a ted jiz snadno z (32) a (33) ziskavame

FO(p = A(p) — @@= D).

Dokazme, Ze lze postupovat i obracené, a tedy obé€ znéni véty o pevnych
bodech jsou za danych podminek navzajem ekvivalentni.

Véta 2.3.4 (VARIANTA 2). Pro libovolnou formuli A (p), ve které se p vy-
skytuje pouze v moddlnim kontextu, existuje formule D obsahujici pouze vij-
rokové atomy z A (p) a neobsahugici p, pro kterou plati

GLF-D = A(D).

Diikaz. Formule A (p) spliiuje pfedpoklady prvni varianty véty 2.3.1 o pev-
nych bodech, a tedy existuje formule D pozadovanych vlastnosti, pro kterou
plati

GLED(p = A(p)) = (p = D)

a z lemmatu 2.3.3 tedy mame

Nyni mtzeme substituovat D za p a ziskdme
FO(D = A(D)) =08(D = D),

kde prava strana ekvivalence je evidentné vzdy pravdiva a z definice silné
nutnosti jiz okamzité dostavame hledané

D = A(D).

Q.ED.
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Ukézali jsme tedy, Ze obé znéni véty o pevnych bodech jsou navzajem
ekvivalentni.

Ukazme nyni, zZe lze znéni véty o existenci pevnych bodl zobecnit v tom
smyslu, v jakém bylo lemma 2.2.6 zobecnénim véty o jednoznac¢nosti pevnych
bodt.

Lemma 2.3.5. Pro libovolné n a vsechna 1 < i <n al < j <n méme
formule A; (p1, ..., pn), ve kterych se vSechna p; vyskytuji pouze v moddlnim
kontextu. Pak existuji formule D1, ..., D,, pro které plati

Diikaz. Tvrzeni prokdzeme indukci. Pro n = 1 jde o standardni vétu o exis-
tenci pevnych bodti. Nyni predpokladejme platnost tvrzeni pro n a snazme
se dokézat tvrzeni pro n + 1. Mame tedy n + 1 formuli

Ai(p17"'7pn7pn+1)7 1§Z§n—|—1,

a v kazdé z nich se proménné py, ..., p,, prr1 Vyskytuji pouze v modalnim
kontextu. Nyni mtzeme pouzit indukéni predpoklad na prvnich n formuli a
proménné pyq, ..., p, a dostdvame n ¢asteénych pevnych bodt D.(p,i1), pro
které plati

(34)

GL |_D7{(pn+1) = Az(D?L(anrl)a cee 7D;L(pn+1)7pn+1)a 1 < i < n.
Nyni muZeme do formule A, 1(p1,...,Pn, Pny1) dosadit za jednotlivé pro-
ménné py, ..., p, formule D} (pns1), ..., D, (pns1) a dostavame formuli

ATH-l(D/l(pn-i-l)a <o 7-D;L(pn+1>apn+1)7

na kterou lze pouzit standardni vétu o pevnych bodech a dostaneme pevny
bod D, 1, pro ktery plati

(35)
GI_ |_Dn+1 = AnJrl(Dll(DnJrl), Ce 7D7/1(Dn+1), Dn+1>.

Ostatni formule D; definujme jako

D; =4es Di(Dny1), 1<i<n.
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Nyni sta¢i uvazit substituce D,,.;1 za p,4+1 do (34), platnost (35) a pfedchozi
definici. Okamzité dostavame pozadované

GL |_.DZ = Ai(Dl,...,Dn,Dn+1), 1 §z§n+1

Q.E.D.

K predchozimu postupu se jesté vratime. Na podobném principu bude
zaloZena jedna z nasich metod pro pocitani pevnych bodi.

Nejcastéji je v literatuie véta o existenci pevnych bodi dokazovana po-
moci Craigovy véty o interpolaci. To mé tu vyhodu, ze diikaz je jednoduchy
a véta o interpolaci je dulezita i sama o sobé.

Véta 2.3.6 (Craigova interpola¢ni). Pro libovolné formule E a F, pro které
plati
GLFE — F,

existuje formule G, nazyvdme ji interpolant, ve které se vyskytuji pouze pro-
meénneé spolecne E a F', pro kterou plati

GLFE—-GaGLFG—F.

Vétu uvadime bez diikazu, ¢tenafe odkazujeme na knihy [Sv02, Boo93]
¢i disertaci [Bi07]. Ve vySe uvedené literatute lze také nalézt interpolaci
jaké formule lze pevny bod ziskat a pochopitelné také dikaz, Ze tento in-
terpolant je opravdu pevnym bodem. V druhé z citovanych knih je postup
trochu odlisny, pomoci véty o interpolaci je dokdzana Bethova véta o expli-
citni definovatelnosti, ze které dostaneme vétu o existenci pevnych bodu jako
jednoduchy dtsledek.

Véta 2.3.7 (Bethovska definovatelnost). Pro libovolnou formuli E(p) a nové
promeénné 1 a oy nevyskytujici se v E(p) plati, jestlize

GLF (E(r1) A E(rg)) — (11 = r9),

pak existuje formule G obsahujici pouze vyrokové proménné z E(p) kromé p,
pro kterou plati

GLF E(p)— (p = G).

Pro logiku GL plati, Ze pro libovolnou formuli A(p), ve které se p vysky-
tuje pouze v modalnim kontextu, a libovolny koneény model K, ve kterém je
spliiovani omezeno pouze na vyrokové proménné rizné od p, umime splio-
vani rozsifit jednoznaénym zpisobem tak, aby v I platilo p = A(p). K této
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vlastnosti se jesté vratime v lemmatu 3.3.1, kde ji také dokazeme. Nyni z jed-
noznacnosti takového feseni a z Bethovy véty okamzité plyne véta o existenci
pevnych bodt na zakladé standardnich avah.

Oba vyse uvedené postupy maji zasadni nevyhodu, Zze nam neposkytuji
konkrétni formuli D, o které bychom mohli tvrdit, Ze je pevnym bodem, tedy
ze pevny bod nekonstruuji, respektive neni na prvni pohled vidét, jak ho
z vyse uvedeného ziskat. Mame-li ale konstruktivni ditkaz véty o interpolaci,
coz muzeme mit, pak pevny bod umime dokonce spocitat i vyse uvedenym
postupem. My se zde vSak zkoumanim konstruktivnich dikazt véty o in-
terpolaci zabyvat nebudeme a pouze konstatujeme, ze se takova konstrukce
pevnych bodi ukazuje znacné neefektivni [SV82] a budeme se tedy vénovat
algoritmiim, které naopak pfimo pevné body konstruuji.

Na druhou stranu ¢astecné prekvapive, castec¢né proto, ze mél autor jiz
prichystany témér vsechny potfebné podklady, je jediny autorovi této prace
znamy pocitacovy program pocitajici pevné body zalozen na interpolaci.
Jeho autorem je Melvin Fitting a podrobnosti lze nalézt v [Fit96]. Program
je psan v programovacim jazyce Prolog a konstruktivni metoda hledani inter-
polanti je zaloZena na sémantickych tabulkich®. Autor této prace se snazil
pomoci Fittingova programu ovérovat vypocty pevnych bodid v této praci
uvedené, presto na fadu z nich, ackoliv jsou vSechny velmi jednoduché, pro-
gram nenalezl v rozumném c¢ase zadnou odpovéd. Naopak se ukazuje, Ze pro
nékteré zdanlive slozité formule pocita program velmi rychle. Zadné podrob-
néjsi zkoumani vsak autor neprovadél, proto je nutno vyse uvedené brat spise
jako poznamku.

2.3.1 Metamatematické dusledky

Jiz jsme zavedli pojem godelovskych autoreferencnich rovnic a ukazali jsme
pomoci véty 2.2.3 o jednoznacnosti pevnych bodu v logice GL, Ze maji az na
dokazatelnou ekvivalenci jednoznac¢na feSeni. Nyni mtizeme podobné vyuzit
i vétu o existenci pevnych bodi v logice GL. V PA nam fika, ze godelovské
autoreferenc¢ni rovnice maji vzdy feseni. To uz jsme ale védéli z véty o autore-
ferenci. Podstatné je, ze takova feSeni lze vyjadiit bez pouziti autoreference,
maji tedy explicitni feSeni. Pro Godelovu autoreferencéni formuli a Henkinovu
autoreferencni formuli, které mluvi o své nedokazatelnosti respektive doka-
zatelnosti, jsme toto jiz védeli z Druhé Godelovy véty respektive z Lobovy

8Konkrétné je hledan interpolant formule

(p A A(p) ANO(p = A(p))) — (B(g = A(g)) — (¢ V A(q)))-
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véty. Nyni to vime pro vSechny godelovské autoreferencéni rovnice. Navic, az
ukazeme konstrukci pevnych bodt, budeme umeét takova feseni i explicitné
vypocitat. Vsechny priklady uvedené dale v textu lze tedy chapat nejen jako
hledani pevnych bodi jistych formuli v logice dokazatelnosti GL, ale také
jako hledani explicitniho feSeni jistych autoreferenc¢nich rovnic v PA.

2.4 Jiné logiky nez GL

MizZeme se samoziejmé ptat, zda plati véta o pevnych bodech také v jinych
logikach nez je GL. Takovou otazku lze zdtvodnit nékolika zptsoby, jednim
z nich mize byt zkoumani ,nestandardnich“ predikati dokazatelnosti re-
spektive zkoumani dokazatelnosti v ,,nestandardnich“ teoriich. Z trivialnich
divodt pochopitelné véta o pevnych bodech plati ve vSech logikéach silnéjsich
nez GL, tedy napiiklad i v Solovayové [Sol76] systému GL“?. P¥esto bychom i
takové ptripady mohli z rozumnych divodi zkoumat. Zajimavé by napriklad
mohlo byt, zda se pevné body v takovych systémech vyrazné nezjednodussi.
My se vSak budeme pouze velmi strucné zabyvat vlastnosti existence pevnych
bodti i v jinych modalnich logikach nez je GL. Ukéazeme logiky nad modéalnim
systémem K, které maji vlastnost existence pevnych bodi. Zaroven se také
zminime o pevnych bodech v bimodalnich logikéach.

2.4.1 Logiky nad systémem K

V této Casti strucné ukazeme nékolik vysledkti Lorenza Sacchetiho tykajicich
se vlastnosti existence pevnych bodii v modalnich logikdch. Ctenéaie lze od-
kézat na trojici ¢lankt [Sac99, Sac01, Sac02], ze kterych vychazime. Autoriv
zajem o danou problematiku vychéazi ze zkoumani ,nestandardnich“ predi-
katt dokazatelnosti, které splnuji vétu o autoreferenci. K tomuto zkoumani
vyuziva rizné modalni logiky nad systémem K. Ve vsech ptipadech totiz
predpoklada prijeti podminek pro dokazatelnost D1 a D2.

Uvazme logiku K rozsifenou o axiom [JA = A. Vime, Ze pokud pridame
tento axiom k logice GL, ziskdme spornou teorii. Staci si uvédomit, ze formule
implikuje formuli JA — A a uvézit naptiklad instanci L — 1. Pouzitim
pravidla necesitace Nec a Lobova axiomu AxL totiz dostavame, ze je doka-
zatelné [J L a staci znovu pouzit vychozi instanci a ziskdvame 1. Vratme se
zpét k logice K s pfidanym axiomem [JA = A. Tato logika neméa vlastnost

9Ten ziskdme, prohlasime-li vSechny dokazatelné formule logiky GL za axiomy. To
miizeme, nebot GL je rozhodnutelna a dostavame tak rekurzivni mnozinu axiomt. P¥iddme
axiom reflexe, tedy [JA — A, a systém uzavieme pouze na pravidlo modus ponens. Nikoliv
vSak na necesitaci, vysledny systém tedy neni normalni modalni logikou. Pfesto se da
ukézat, ze je uplny vici standardnimu modelu aritmetiky.
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pevnych bodi, sta¢i uvazit formuli —=Clp, ta je ekvivalentni formuli —p a ta
z pochopitelnych divodi nemiize mit v bezesporné logice pevny bod.

Naopak rozsireni K o libovolny axiom tvaru (1" L, n > 1, nam dava logiku
s vlastnosti existence pevnych bod. To samé plati pro logiku K rozsifenou
o libovolny z axiomt O(O"A — A) — 0OA, n > 1. Obé tvrzeni lze dokézat
pomoci véty o interpolaci v prislusnych logikach. To je také obecna metoda,
jak lze tvrzeni o existenci pevnych bodt v pfislusné logice ziskat. Druhé
z tvrzeni lze v jistém smyslu zesilit, pro nase ucely vsak postaci v této podobé.

Je znamo [Boo93], ze pfidanim axiomu O(OA = A) — OA k logice K4
ziskame logiku GL a naopak pridanim k logice K dostaneme logiku, ktera je
nekompletni vici své charakteristické tiidé. Pro logiku K rozsifenou o libo-
volny z axiomt (A" = A) — OA, n > 1, je navic v [Sac02] ukézano, ze
nema vlastnost pevnych bodt. Poznamenejme, Ze tvrzeni lze znovu formu-
lovat silnéji.

2.4.2 Bimodalni logiky

Vedle standardnich modalnich logik s jedinym modalnim operator nutnosti
(moznost bereme pouze jako zkratku) miZeme uvazovat také modalni logiky
s vice modalnimi operatory. V ptipadé logiky dokazatelnosti timto zptso-
bem mtzeme vyjadiit fadu zajimavych metamatematickych vlastnosti. Ne-
budeme se poustét do blizSich podrobnosti, ¢tenare odkazujeme na mono-
grafie [Smo85, Bo093]. Poznamenejme pouze, Ze pro nékteré takové systémy
plati véta o pevnych bodech. Dokonce diky tomu, ze ji v nasi praci dokédzeme
i cisté syntaktickymi prostfedky, lze v nékterych systémech po ukazani né-
kolika zakladnich vlastnosti prakticky prevzit nas syntakticky dikaz z logiky
GL.
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3 Specialni pripady véty o pevnych bodech

V této c¢asti ukazeme konstrukci pevnych bodi pro formule jistych specialnich
tvarti ¢i vlastnosti. Prekvapivé jiz témito metodami ziskdme néstroj pro
feSeni vétsiny zajimavych autoreferenc¢nich rovnic.

Uvéazime-li dokazatelné formule v normélni modalni logice K, jsou vSechny
dokazatelné ekvivalentni a diky pravidlu necesitace dokonce dokazatelné silné
nutné ekvivalentni. Nejde pochopitelné o zadnou specialni vlastnost logiky
K, pro nas je vsak dulezité, ze ji tim padem maji i logiky K4 a predevsim
GL. Vsechny dokazatelné formule jsou tak ekvivalentni formuli T. Nabizi se
okamzité nasledujici jednoducha véta:

Véta 3.0.1. Necht A(p) je dokazatelnd formule v logice K, K4 respektive
GL, pak jejim pevnym bodem v logice K, K4 respektive GL je formule T.

Diikaz. Platnost ukazeme pro logiku K, v ostatnich pripadech postupujeme
zcela stejné. Necht Kt/ T = A(T), pak, nebot K+ T, musi byt Kt/ A(T).
To ale nemiize nastat, nebot A(p) je dokazatelna a kazd4 substitucni instance
dokazatelné formule v K je v K dokazatelna. Q.E.D.

Pro libovolnou ,rozumnou“, a tedy i neklesajici miru slozitosti formule,
plati nasledujici jednoduché lemma, které méa vsak pro nase zkoumani po-
mérné podstatny disledek.

Lemma 3.0.2. V logice K, K4 respektive GL ezxistuji dokazatelné formule
s neomezenou konecnou délkou, modalni hloubkou, poctem podformuli i poc-
tem modalizovanych podformuli.

Diikaz. Chceme-li sestrojit dokazatelnou formuli délky vétsi nez n, staci vzit
libovolnou formuli A délky alespon n, ta pro kazdou rozumnou miru slozitosti
musi existovat, a uvazit formuli O"+) A —OC+) A, Ta ma délku urcité vétsi
nez n, nebot uz A mélo délku vétsi nez n, modalni hloubku alespon (n + 1),
pocet modalizovanych podformuli nejméné 2 - (n + 1), a tedy i nejméné tolik
podformuli. Q.E.D.

Disledek 3.0.3. Existuji formule s neomezenou konecnou délkou, modalni
hloubkou, poctem podformuli i poctem modalizovanych podformuli, ktere maji
trividlng pevny bod T.

Ziskali jsme tedy spodni odhad na slozitost pevnych bodi formuli, v logice
GL ukazeme, Ze existuji i nedokazatelné formule majici pevny bod T, a to
napiiklad formule Cp, a tim padem i formule ¢ V Op. Nebof OT je v GL
ekvivalentni T, miiZeme toto zobecnit i na ('p a ¢; V...V ¢; V Op. Mame
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tedy nedokazatelné formule s libovolnou délkou i modélni hloubkou, po¢tem
podformuli i modalizovanych podformuli majici trivialni pevny bod T.

Poznamenejme, Ze podobné jako jsme uvazovali o dokazatelnych formu-
lich a pevny bodu T, mohli jsme uvazovat také o nesplnitelnych formulich a
jejich pevném bodu L.

3.1 Pevné body 1-rozloZitelnych formuli

Zatim jsme pouze ukazali, ze dokazatelné (a pfipadné i nesplnitelné) formule
maji pevné body. Nyni ukdzeme, jak sestrojit pevné body k 1-rozlozitelnym
formulim. Jiz nyni poznamenejme, 7Ze nasledujici lemma a véta, ktera je
jeho dusledkem, jsou stézejni pro vsechny nase dalsi syntaktické konstrukce
pevnych bodti. Autorem lemmatu je Sambin [Sam74], ktery ho v8ak dokézal
v trochu silnéjsi podobé, ke které se jesté vratime. My uvadime de Jonghtv
dikaz podle [Smo85].

Lemma 3.1.1. Necht C (p) je libovolnd formule, pak OC (T) je pevnym
bodem OIC (p).

Diikaz. Nejprve ukazme implikaci OC (T) — OC (OC (T)). Evidentné plati

(36) GLFOC(T)— (T =0C(T)),
FOOC(T)—-0(T = 0c(T)), Nec,1.3.1,

(37) FOC(T)—-0O(T =0cC(T)), axiom Axd,
(38) FOC(T)—0G(T =0C(T)), (36), (37),

pouzitim (38) a prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7 na formuli OC (p) do-
stavame

-OC(T)— (B¢ (T) = OC(BC (T))),
-OC(T)—D0c (3C (T)).

Pro druhou implikaci uzijeme (38) a z prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7,
tentokrat vSak na formuli C' (p), dostavame

(39) GLFOC(T)— (C(T) = Cc(OC(T))),

(40) FE—(F=G)—(G—(E—=F)), VL,
FC(@OC(T))—(OC(T)—C(T)), (39), (40),
FOC(@OC(T))—-0@0(C(T)—=C(T)), Nec, 1.3.1,
FOC(OC(T))—-0C(T), axiom AxlL.

Celkové tedy mame OOC' (T) = OC (OC (T)), coz bylo dokéazat. Q.E.D.
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Dusledek 3.1.2. Pro libovolnou formuli tvaru OC (p) sestroji predchozi kon-
strukce pevny bod D, pro ktery plati

subfl(D) = subfl(C(p)),
depthm (D) = depthy(CC(p)).

Diikaz. Staci si uvédomit, ze pevny bod vznikne dosazenim konstanty T do
formule za p. Jeji délka ani modalni hloubka se tak nezméni. K sestrojenému
pevnému bodu D vSak pochopitelné muze existovat ekvivalentni formule D',
ktera ma délku ¢i modalni hloubku ostfe nizsi. Q.E.D.

Ukazme aplikaci pfedchoziho lemmatu.

Piiklad 3.1.1 (HENKIN). Mé&me formuli A(p) = Op. Pfedchozi lemma nam
fika, ze jejim pevnym bodem je formule JT, ktera je vsak v GL ekvivalentni
T, a tedy ziskdvame D = T.

Piiklad 3.1.2. Méjme formuli A(p) = O-p. Znovu snadno zjistime, Ze jejim
pevnym bodem je formule [J=T neboli [JL.

V predchozim dikazu jsme pri dokazovani druhé implikace pouzili Lobtv
axiom, diikaz tedy neprojde napfiiklad v logice K4, coz ostatné ukazuje i
nasledujici ptiklad.

Priklad 3.1.3 (KREISEL'Y). Mg&jme formuli A(p) = O(p—g). Jejim pevnym
bodem je (T — g), coz je z vyrokové logiky ekvivalentni (g. Plati tedy

GLFOg = O(g — g).

Ostatné implikace zprava doleva je vlastné Lobtv axiom Axl, ale pro néj
pochopitelné plati
K4t/ 0O(0g — g) — Og.

Nasli jsme tedy formuli, pro kterou v K4 znéni lemmatu neplati.

Ptedchozi lemma vsak 1ze témér okamzité pouzit k hledani pevnych bodt

vvvvvv

sledkem.
Véta 3.1.3. Necht A (p) je 1-rozloZitelnd formule, tedy

A(p)=B[OC (p)],

pak A (B[T]) je jejim pevnym bodem.

10Jde o Kreiselovu variantu Lobovy formule.
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Diikaz. Uvazme formuli OC (B [¢]), ta ma podle lemmatu 3.1.1 pevny bod
OC (B[T]), a tedy plati

GLFOC(B[T) = O0C(B[OC(B[T])])-
Nyni pouzitim lemmatu 1.3.3 ziskdvame
GLFE(OC(B[T]) = OC(B[EOC(B[T)H))

a mizeme tedy pouZzit prvni substituéni lemma 1.3.7 na formuli B [q], coZ
nam dava

(41) GLFB[OC(B[T]))] = BlOC(B[OC(B[T)]]) -

Protoze A (p) je vlastné B [LC (p)] pouze prepsanim (41) dostavame poza-
dované

GLF A(B[T]) = A(A(B[T])).
Q.ED.

Dusledek 3.1.4. Méjme libovolnou 1-rozloZitelnou formuli A(p), pak pred-
chozi konstrukce nalezne pevny bod D, pro ktery plati

subfl(A(p)) < subfl(D) < subfl(A(p)) - subfl(A(p)),
depthy(A(p)) < depthy(D) < 2-depthy(A(p)).

Diikaz. Zabyvejme se nejprve hornim odhadem délky pevného bodu D. Ten
vznikne ve dvou krocich. Nejprve dosazenim T do formule B, ta ma délku
nejvyse subfl(A(p)). Ziskdvame formuli B’, ktera ma tedy také délku nejvyse
subfl(A(p)). Nyni kazdy vyskyt p v A(p) nahradime formuli B’. Nebot
se p vyskytuje v A(p) nejvyse subfl(A(p))-krat, ziskdvame jiz pozadovany
odhad!!. Pro spodni odhad délky pevného bodu D okamzité vidime, Ze ji
nas postup nemtze snizit, pokud tedy pochopitelné v pribéhu neprovadime
zamény jednodussimi ekvivalentnimi formulemi.

Pti urcovani horniho odhadu modalni hloubky pevného bodu budeme
postupovat jako v pfedchozim kroku, akorat si uvédomime, ze oba odhady
nenasobime, nybrz sc¢itame. Pro dolni odhad znovu evidentné plati, Ze bez
zjednoduseni v pribéhu vypoctu se modalni hloubka nemize snizit. Q.E.D.

. , o . ) o , ubfl(A
UPocet vyskytt p v A(p) bychom mohli odhadnout lépe napiiklad vyrazem w.

To vyplyva z toho, Ze se p vyskytuje v A(p) pouze v modalnim kontextu a z ivah o tom,
kolik z délky formule zabiraji logické spojky a operatory. Jde vsak pouze o konstantni
zrychleni, proto vysta¢ime s jednodussim odhadem.
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S vyuzitim pfedchozi véty nyni mtzeme ukazat pevné body dalsich zaji-
mavych formuli.

Priklad 3.1.4 (GODEL). Mé&me A(p) = -0p, pak je B = —q; a C1(p) = p,
pevnym bodem je tedy po dosazeni =T = L do A(p) formule —[JL.

Piiklad 3.1.5 (LOB [Smo79]). Mé&me A(p) = Op — g, pak je B =q — ¢
a Ci(p) = p, tentokrate dosazujeme do A(p) formuli T — g = g, a tedy
dostavame pevny bod g — g.

Pokusme se dale rozsitit tridu formuli, pro které umime jednoduchym
zptsobem hledat pevné body i na formule, které jsou n-rozlozitelné pron > 1,
ale maji jisty specialni tvar.

Necht pro n > 1 existuje n-rozklad

A(p)=B[OC (p),...,Ch(p)]

takovy, ze v Blqi,...,qn] se kromé& vyrokovych atomu gq,...,q,, vyroko-
vych konstant a operatoru nutnosti vyskytuje pouze konjunkce, pak existuje
k A(p) ekvivalentni formule A’ (p), kterd je 1-rozlozitelna, nebot diky lem-
matu 1.3.1 plati

(42) GLFOEAOF -O(EAF),

a tedy lze postupnou aplikaci (42) distribuovat operator nutnosti tolikrét, az
ziskdme formuli A’ (p) v pozadovaném tvaru a pro ni jiz pomoci véty 3.1.3
jednoduse nalezneme jeji pevny bod a snadno dostavame, ze plati

D = A(D) = A(D),

a tedy nalezeny pevny bod formule A’ (p) je i pevnym bodem formule A (p).

Distribuce operatoru nutnosti timto zptisobem vsak neplati pro ostatni
spojky, proto nelze pouzit tuto konstrukci k nalezeni pevného bodu obecné
formule.

3.2 Témér nutné formule

V této casti ukazeme, ze pevné body lze snadno urcovat i pro formule jiného
tvaru neZ jsou pouze 1-rozlozitelné formule. Vyklad vedeme podle [Smo79],
prestoze klicové lemma pochazi od Sambiniho.

Definice 3.2.1. O libovolné formuli A fekneme, zZe je témer nutnd, jestlize
plati
GLF A — OA.
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u A,—|B

|

w —A —-B

Obréazek 6: Kripkovsky protipiiklad

Jiz jsme ukazali, ze uvedeny vztah obecné neplati. Ukazme, Ze pfesto
existuje tiida formuli, pro které plati. Definujeme ji induktivné.

Lemma 3.2.1. Pro libovolnou formuli A jsou vsechny formule 1, T ,[JA i
1A témer nutné.
Diikaz. Tvrzeni véty okamzité vyplyva, napiSeme-li si podminky, které je
potfeba oveérit:

GLF 1L —01,

GLHT —0OT,

GL+OA— O0OA,

GLF (ANDOA) - O(ANTA).

Q.E.D.

Lemma 3.2.2. Jsou-li formule A a B témér nutné, pak jsou témer nutné 1
formule ANB a AV B.

Dikaz. Tvrzeni znovu snadno dostavame, staci si uvédomit, ze podle lem-
matu 1.3.1 plati

GLF (OAAOB)—0O(AANB),

GLF (ODAvVDOB)—0O(AV B).

Q.E.D.
Poznamenejme navic, ze pro libovolnou témér nutnou formuli A plati
GLF A = A

Naopak témér nutné formule nejsou uzavieny na implikaci ani na negaci,
stac¢i uvazit kripkovsky protiptiklad na obrazku 6 a formule A — B a —A
v kofeni w.

Ziskali jsme tedy mnozinu formuli uzavienou na konjunkci a disjunkci.
Navic, nebot libovolna formule (JC' je také téméF nutnd, je nize uvedena véta
zesilenim lemmatu 3.1.1. Nejprve vsak dokazme stézejni lemma.
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Lemma 3.2.3. Necht A(p) je libovolnd témér nutnd formule, ve které se p
vyskytuje pouze v modalnim kontextu, pak pro libovolné formule E a F plati

GL+A(E)—-FE =F = GLF A(F) = A(F).
Dikaz. Predpokladejme tedy, ze plati
(43) GLFA(E)— E = F,
musime dokazat dvé implikace:
1) GL+ A(E) — A(F)
GLFDOAE) —-0O(FE = F), (43), Nec, 1.3.1,
nyni vyuzijeme toho, ze A je témér nutna, tedy

(44)  GLF A(E) »DO(E = F),
(45)  GLF A(E) - E(E = F), (43), (44),

z (45) a prvniho substituéniho lemmatu 1.3.7 na formuli A(p) ziskavame

GLI A(E) — A(E) = A(F),
GL - A(E) — A(F).

2) GLF A(F) — A(E)
Vyuzijeme predpokladu, Ze se p vyskytuje v A(p) pouze v modalnim
kontextu. Pro néjaké n tedy existuje n-rozklad A(p), neboli formule
Bla1, -, q],Ci(p), ..., Cn(p), pro které plati

A(p) = BIOC(p); - - - Cu(p)]-

Pouzitim (45) a prvniho substituéniho lemmatu 1.3.7 na libovolnou
formuli C;(p) dostéavame
GLF A(E) — Cy(E) = Cy(F),
(46) GLFDA(F)—0OC;(F) = OCi(F), Nec,1.3.1,
(47) GLFDA(F) - O(0OC;(F) = OC4(F)), 1.3.2,
GL - DOA(E) - EH(OC(F) = OC(F)), (46), (47),

miizeme tedy na vSechny OJC;(p) pro p rovno E respektive F' pouzit
prvni substituéni lemma 1.3.7 na formuli Blqy, ..., ¢,| a dostavame

GL - DA(E) — (A(E)
GL - OA(E) — (A(F)

A(F)),
A(E)),

!
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nyni pouzijeme vyrokovou tautologii (K — (L—M))— (L— (K — M))
a mame

(48) GLF A(F)— (HA(E) — A(R)),
GL+UOA(F) - OA(F) — A(E)), Nec,1.3.1,

znovu pouzijeme, ze A(p) je téméf nutnd, tedy

GLF A(F) - OOA(F) — A(E)),
(49) GLF A(F)—UOA(E)), Lobuv axiom Az L,
GLF A(F) — A(E), (48), (49).

Q.E.D.

Véta 3.2.4. Necht A(p) je libovolnd témeér nutnd formule, ve které se p vy-
skytuje pouze v moddlnim kontextu, pak formule D = A(T) je jejim pevngm
bodem.

Diikaz. Pouzitim lemmatu 3.2.3 pro £ =T a F' = A(T) dostavame
GLFA(T)—T = A(T) = GLF A(T) = A(A(T)),
nyni si jen stac¢i uvédomit, ze plati
GLFA(T)—T = A(T).

Q.E.D.

Dusledek 3.2.5. Necht A(p) je libovolnd témér nutnd formule ve které se
p vyskytuje pouze v moddlnim kontextu, pak podle predchozi konstrukce md
A(p) pevny bod D, pro ktery plati

subfl(D) = subfl(A(p)),
depthy (D) = depthy (A(p)).

Diikaz. Dosazenim konstanty T do formule A(p) se délka formule ani jeji
modalni hloubka nezméni. Q.E.D.

Vratme se k lemmattim 3.2.1 a 3.2.2 definujicim tfidu téméf nutnych
formuli. Vime, ze vSechny formule tvaru UJC' jsou témeér nutné a navic témer
nutné formule jsou uzaviené na disjunkci a konjunkci. Plati proto nasledujici
snadné disledky.
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Dusledek 3.2.6. M¢éjme libovolnou formuli A(p) jednoho z ndsledujicich

tvard
n

Alp) = \/ OC;i(p),
Alp) = /\ OC;i(p),

n m

A(p) =\/ A\ OCi;(p).

i=1j=1
A(p) =\ \/ OCi;(p),
i=1j=1
pak D = A(T) je jejim pevnym bodem.

Poznamenejme, ze podminka na vyskyt p pouze v modalnim kontextu
je skryta ve tvaru A(p), nebot p se vyskytuje pouze ve formulich CIC;(p)
respektive JC; ;(p).

Pozdéji ukazeme, ze uvedeny vysledek nelze zlepSit v tom smyslu, Ze
by pevny bod obecné formule F A F' nebo E V F' byl konjunkci respektive

disjunkci pevnych bodu formuli £ a F.
Ukazme aplikaci predchozich tvzeni na nékolika formulich.

Priklad 3.2.1. V piikladu 2.1.2 jsme uvazovali o k-rozlozitelnosti nasledu-
jicich formuli
OpVa) AOpVe)A...AOpV q),

OpAq)VB@PAg)V...vOPAg),
nyni snadno dostavame, ze pevnym bodem prvni z nich je formule
OT V@) AO(TVg)A...AO(T V),
ktera je evidentné ekvivalentni T a pevnym bodem druhé je formule
OTA@)VO(TAg)V...vVO(T Ag),
kterou mizeme zjednodusit na

O(q1) VO(g2) V... VO(gn)-

Priklad 3.2.2. Podle lemmatu 3.2.1 je i kazda formule tvaru [JE témér
nutnou, uvazme tedy formuli A(p) = —Op A O-0Op, neboli A(p) = E-Op.
Jejim pevnym bodem D je formule [J=[JT, kterou lze snadno zjednodusit na
1.

Ziskali jsme tedy dalsi tfidu formuli, pro které umime velmi efektivné
urc¢it pevné body.
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3.3 Pevné body bez parametru

Vétsina znadmych a pouzivanych metamatematickych formuli hovoticich o do-
kazelnosti v jisté formalni teorii, které miuzeme prevést do logiky GL, abychom
spocitali jejich pevny bod, je tvorena pouze jedinym vyrokovym atomem. Ne-
bot se tento jediny atom v pevném bodu nevyskytuje, nevyskytuje se v ném
zadny vyrokovy atom, a mluvime tedy o pevnych bodech bez parametri.

Klicové pozorovani pro konstrukci pevnych bodi bez parametri vystihuje
nasledujici lemma. Dokézeme ho v obecnéjsi podobé, nez bychom momen-
talné potiebovali, pozd€ji se nam to vsak bude hodit.

Lemma 3.3.1. Necht A(p) je libovolnd formule, ve které se p vyskytuje pouze
v moddlnim kontextu a KK = (W, R, ||-) je libovolny konecny stromovy krip-
kovsky model, ve kterém je definovano splniovani vsech vyrokouviych atomi
z A(p) kromé p. Pak lze |~ jednoznacné rozsiFit na |-, tak, aby pro libo-
volny vrchol w € W platilo

w |- p, prdvé tehdy kdyz w |- A(p),
a tedy pro libovolny vrchol v € W plati
v = = Ap)).

Diikaz. Nejprve pro vSechny vrcholy w € W a vsechny vyrokové proménné
Q- -, qe 2 A(p) kromé p definujeme

w |l i, pravé tehdy kdyz w ||- g;.

Méjme kofen w stromu /C, K-rank(w) = n. Pro p dodefinujeme spliiovani
postupné od listi, tedy vrcholi v, jejichz K-rank(v) = 0. Vyuzijeme sku-
teCnosti, Ze se p vyskytuje v A(p) pouze v modélni kontextu, tedy pokud se
vyrokova proménna p v A(p) vyskytuje, je vazana operatorem nutnosti, tedy
ve v8ech takovych vrcholech v miizeme uréit splnénost A(p) bez ohledu na to,
ze ve v neni definovano spliiovani p, nebot p se vyskytuje v A(p) pouze v pod-
formulich tvaru CJB. Z libovolného v vSak neni dosazitelny zadny svét, tedy
ve v jsou vSechny takové podformule trivialné splnéné a umime tedy urcit
splnénost A(p) ve v prosté ze splnénosti vyrokovych proménnych ¢, ..., g
ve v a vyrokové logiky. Definujme

v |-, p, pravé tehdy kdyz v ||-, A(p).

Uvazme nyni vSechny vrcholy u, C-rank(u) = 1. Argument miZeme opakovat
s tim rozdilem, ze tentokrate pro vrcholy w plati, Ze jsou z nich dostupné
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néjaké vrcholy v. V nich je ale spliiovani p jiz definovano, tedy mizeme urcit
splilovani vSech podformuli A(p), v nichz se p vyskytuje, nebof jsou tvaru
OB a na spliiovani p v u nezalezi. Umime tedy urcit spliiovani A(p) v w.
Znovu definujme

u ||—p p, pravé tehdy kdyz u ||—, A(p).

Postup miizeme opakovat. Po n+1 krocich mame takto definovano splnovani
p ve vSech vrcholech K a navic vSude je splnéno p = A(p), a tedy opravdu
pro libovolny vrchol v € W dostavame

v =0 = Alp).

Z konstrukce je jasné, ze definice je jednoznacna, nebot v Zadném kroku
jsme spliiovani p nemohli definovat jinak, protoze pak by nebylo splnéno

p = Ap). Q.E.D.

Co nam predchozi véta Fika o formuli A(p), ve které se vyskytuje z vyro-
kovych atomti pouze p, a to vyhradné v modalnim kontextu? Rikd nam, Ze
libovolny model IC, ve kterém neni definovano spliovani pro zadny vyrokovy
atom, je v ném tedy pouze definovano splinovani konstant 1 a T, umime
rozsirit jednozna¢né na model KCp, ve kterém plati p = A(p). Jinymi slovy,
méme-li libovolny model £,, ve kterém je definovdno pouze spliovani p a
plati v ném p = A(p), pak ho umime ziskat z néjakého modelu £, ve kterém
spliiovani vyrokové proménné p definovano neni. Stac¢i prosté zapomenout
splitovani p a ziskdme pozadovany model £, nebotf ten umime jedinym zpt-
L,.

Myslenka nasi konstrukce je néasledujici. Chceme sestrojit formuli D, pro
kterou plati

GLED(p = Alp)) = (» = D).
Tedy pro libovolny model K a jeho vrchol w plati
wl=Bp = Alp)) = (» = D)
Pokud navic plati
(50) w |l=Cp = A(p)).
pak musime zajistit

w|-p=D.
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Pro konstrukci pevného bodu D néas pochopitelné zajimaji pravé varianty,
kdy ve vrcholu plati (50). Samozfejmé se miizeme zabyvat pouze modely,
jejichz je w kofenem, pak se podminka (50) vlastné redukuje na platnost
p = A(p) v modelu. Muzeme se tedy zaobirat pouze modely, ve kterych
plati p = A(p). Nyni budeme sméfovat k tomu, Ze se mizeme omezit jesté
na specifi¢téjsi modely, vlastné na jeden model. V ném urcime, ve kterych
vrcholech je p splnéno, a formuli D definujeme jako popis téchto vrcholi.
Méjme tedy libovolny model K, ve kterém plati (p = A(p)) a libo-
volny jeho vrchol w. Chceme ukézat, Ze splinovani formule obsahujici pouze
vyrokové atomy p zalezi pouze na K-rank(w) a nikoliv na tvaru modelu.

Lemma 3.3.2. Necht B je formule, ve které se vedle T a L wvyskytuje pouze
vyrokovy atom p. Pak pro libovolné dva konecné modely K = (Wi, Ry, ||-x)
a L= (W, Re,|r), ve kterych plati p = A(p), a libovolné jejich vrcholy
w € Wi au e W, pro které plati K-rank(w) = L-rank(u), dostdvame

w |~x B, pravé tehdy kdyz u |-, B.

Dikaz. Nebot modely K a L jsou libovolné, staci dokazovat jednu implikaci,
tedy naptiklad
w ||_IC B=u ||—£ B.

Dokazujme dvojitou indukeci, podle K-rank(w) a podle slozitosti formule B.
Pro vrchol w, pro ktery K-rank(w) = 0 tvrzeni plati okamzité, staci postupo-
vat indukci podle slozitost formule B, to si vSak s ohledem na jednoduchost
tvrzeni odpustime. Pfipomenme pouze, Ze definice spliiovani p je dana splio-
vanim A(p). N4&S vrchol w je listem, v A(p) se p vyskytuje pouze v modalnim
kontextu, tedy pouze uvniti formule tvaru CIC. Ty jsou vSak v listech trivi-
alné splnény. Zbytek je dan pouze vyrokovou logikou.

Méjme tedy néjaky vrchol w, pro ktery plati K-rank(w) = n 4+ 1 a pro
vSechny vrcholy w’ dosazitelné z w jiz tvrzeni plati z indukéniho predpokladu,
nebot KC-rank(w’) < n. Postupujme indukci podle slozitosti B. Jestlize je
B = T nebo B = 1, stejné jako v pfipadé¢ B = EAF, B=FEVF, B=F—F
i B = —F plati tvrzeni trivialneé.

Predpokladejme tedy, ze B = p. Spliiovani p je dano spliiovanim A(p),
to vSak kromé vyrokové logiky zavisi pouze na spliiovani formuli tvaru LJC,
nebot p se vyskytuje v A(p) pouze v modalnim kontextu. Pokud je ve w
formule CJC' splnéna, pak je C' splnéna ve vSech vrcholech w’ dosazitelnych
z w. Protoze vSak K-rank(w’) < n plati z indukéniho pfedpokladu také
pro vSechny vrcholy «' modelu £, pro které L-rank(u') < n, Ze u' spliiuje
C. 7 definice splnovani nutnosti v modelu, tedy pro libovolny vrchol u,
L-rank(u) = n + 1 dostavame pozadované u spliiuje JC. Nyni necht naopak
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formule COC' ve w splnéna neni, pak musi existovat vrchol w’ dosazitelny z w,
ve kterém neni C' splnéna. Stejnym zptsobem jako pred chvili dostavame
z indukéniho pfedpokladu také vrchol u' dosazitelny z u, ve kterém neni
splnéna formule C, a tedy v u také neni splnéna formule CIC'. Vrcholy w a
u se tedy nelisi spliiovanim formule A(p), a tedy ani spliiovanim vyrokového
atomu p.

Posledni pripad, ktery ndm zbyva, je B = [JC, ten jsme vsak jiz vlastné
vyrtesili, kdyz jsme se zabyvali B = p. Q.E.D.

Zavedme nyni pfedpokladanym zpiisobem pojem linearniho kripkovského
modelu.

Definice 3.3.1. Kripkovsky model £ = (W, R, ||-) nazveme linedrnim mo-
delem, pravé tehdy kdyz pro libovolné dva vrcholy v, w € W plati v Rw nebo
wRwv.

Predchozi iivahy a pravé dokazané lemma nam vlastné fikaji, Zze se mi-
zeme omezit pouze na linearni kripkovské modely, ve kterych plati p = A(p).
Meéjme pevné danu né€jakou konecnou hloubku modelu, pak evidentné exis-
tuje, az na izomorfismus, pravé jeden linearni model, ve kterém neni defino-
vano spliovani pro zadny vyrokovy atom. Takovy model umime jednoznacné
rozsifit na model, ve kterém plati p = A(p), tedy az na izomorfismus exis-
tuje také pouze jeden linearni model pevné konecné hloubky, ve kterém je
definovano pouze spliiovani p a plati v ném p = A(p). Navic takovy line-
arni model hloubky n obsahuje jako své podmodely vSsechny modely hloubek
0,...,n.

Pokud bychom tedy védeéli, Ze se mizeme omezit také na modely jisté
maximalni hloubky, stacilo by se vlastné pohybovat v jediném modelu. V tom
bychom postupné pocinaje jeho jedinym listem definovali spliiovani p a mohli
z takového modelu vyc¢ist pevny bod D. Abychom takto mohli postupovat,
je pro nas stézejni nasledujici vlastnost.

Definice 3.3.2. O libovolné formuli B, ve které se vyskytuje pouze vyrokovy
atom p, fekneme, Ze je nakonec konstantni vddu k, jestlize pro libovolny
linearni model £, ve kterém plati p = A(p), a libovolné jeho dva vrcholy w
a w', pro které L-rank(w) = k a L-rank(w’) > k, plati

w |- B, pravé tehdy kdyz v’ |- B.

Jinymi slovy, formule B je nakonec konstantni fadu k, pravé tehdy kdyz
se jeji spliiovani v linedrnim modelu £, ve kterém plati p = A(p), od jistého
vrcholu w, pro ktery plati £L-rank(w) = k, pro vSechny vrcholy w’, pro které
L-rank(w') > k, neméni.
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Lemma 3.3.3. Libovolnd formule A(p), ve které se vyskytuje pouze vgrokouvy
atom p, a to vyhradné v moddlnim kontextu, je nakonec konstantni radu n,

kde n = subflu(A(p)).

Diikaz. 7 predpokladu véty lze A(p) chépat jako vyrokovou sloZeninu formuli
tvaru UJCY, . .., CY. Zvolme libovolné pevné néjakou formuli LIC;, 1 <@ < k.
Pak mohou nastat dvé varianty. Nejprve jednodussi z nich, necht

GLFO(p = A(p)) — 0OC;,

pak je LJC; nakonec konstantni fadu 0.
Nyni tedy necht
GLI/B(p = A(p)) — LG,

pak chceme sestrojit kripkovsky protiptiklad I s néjakym vrcholem w, ve
kterém je splnéno [(p = (Ap)), ale neni splnéno CIC;. Z véty o stromové
Uplnosti 1.2.4 a z disledku 1.2.5 dostdvame omezeni na K-rank(w) dany poc-
tem modalizovanych podformuli formule Cl(p = A(p))— C;. Pfipomeneme-li
si dikaz véty 1.2.4, zvysuji K-rank pouze formule tvaru LJE, které nejsou
v néjakém vrcholu konstruovaného protiptikladu splnény, jenze po formuli
O(p = A(p)) chceme, aby byla splnéna vsude, tedy ta ndm K-rank nezvysi
a mame tak K-rank(w) < subfly(A(p)). To je ddno tim, Zze vSechny modali-
zované podformule formule CJC; jsou zéroven podformulemi A(p). Navic se
pii hledani kripkovského protiptikladu na zakladé ivah, které jsme provedli
po diikazu lemmatu 3.3.2, miizeme omezit pouze na linearni modely.

Pro libovolnou podformuli OC; formule A(p) jsme tedy ziskali, Ze je na-
konec konstantni fadu subfly(A(p)), a tedy i cela A(p) je nakonec konstantni
radu subfly(A(p)), nebot vznikd z formuli OC; pouze na zakladé vyrokové
logiky. Q.E.D.

Nyni jiz vime vSechno, co potiebujeme k vypoctu pevného bodu. Vime,
ze staci zkoumat linedrni modely s nejvyse (subfly(A(p)) + 1) vrcholy. Staci
tedy uvazovat vlastné pouze jediny linedrni model £, jehoz kofen mé L-rank
roven subfly(A(p)). Od listu budeme postupné dodefinovavat spliiovani p a
poté se podivame v jakych vrcholech je p splnéno a podle toho sestrojime
pevny bod. Jesté nez presné popiseme algoritmus, ukazme si obecny vypocet
osvétlujici celou predchozi konstrukei.

Priklad 3.3.1. Mé&jme model jako na obrazku 7 a formuli
Ap) = O(-p— 0OL) — O(p — OL).

Ukazme, jak vypocet probiha. Budeme postupovat od listu k dalsim vrcho-
lim:
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Wo

Ws

Obrazek 7: Kripkovsky model

Chceme pochopitelné zjistit, zda ve wy je splnéna A(p), abychom védéli,
jak méme definovat spliiovani p. Formule A(p) je implikace. Podivame
se nejprve, zda je ve wqy splnén jeji sukcedent, pak by byla splnéna
i cela implikace. Sukcedent je formule O(p — O.L), nebot z wy neni
dosazitelny zadny vrchol, je splnéna trivialné, a tedy je splnéna i A(p).
Definujme

wo |- p-

Znovu zjistujeme, zda ve w; je splnéna A(p), zkusime opét vyjit od
sukcedentu, ten je O(p — OL1), tedy v kazdém dosazitelném vrcholu
musi byt splnéno p — [JL. Dosazitelny vrchol je pouze jeden, a to wy.
V ném je p splnéno, ale nebot z néj neni dosazitelny zadny vrchol, je
v ném splnéno i [JL. Ve w; je tedy splnén sukcedent, a tedy i cela
implikace. Znovu definujme

wy |- p.

Postup opakujeme, z predchoziho kroku jiz patrné vysvita, Ze tento-
krate sukcedent A(p) splnén nebude. Uvazujme jako v minulém kroku.
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Dosazitelny vrchol je tentokrate ale i w;, v ném musi byt splnéno
p — L, p v ném je splnéno, ale (0L nikoliv, nebot z w; je dosazi-
telny vrchol wg a v ném pochopitelné nemitiize byt splnéno L. Musime
se tedy poprvé zabyvat i antecedentem A(p), ten je J(—p— L), tedy
ve vSech dosazitelnych vrcholech musi byt splnéno —p — L, ale nebot
ve vSech dosazitelnych vrcholech, totiz ve w; a wy neni splnéno p, je
implikace =p—[JL trividlné splnéna, a tedy také antecedent A(p) je ve
vrcholu ws splnén, a tedy celkem A(p) neni ve wy splnéna a definujeme
tedy tentokrate

wa [ p.

Sukcedent A(p) znovu nebude splnén. Diky tranzitivité modelu mi-
zeme opakovat stale stejny argument, musime se tedy znovu zabyvat
antecedentem. V minulém p¥ipadé splnén nebyl, nebot nebyl dostupny
zaddny vrchol, ve kterém by nebylo splnéno p, to se vSak v minulém
kroku zménilo. Zkusime tedy ovérit splnénost implikace —p — L ve
wy, jak jsme jiz tekli —p je ve wy splnéna, ale neni v ném splnéno L] L,
nebot z wy je dostupny napiiklad vrchol wq, takze —p— L ve wy neni
splnéna, a tedy antecedent A(p) neni splnén ve w3, a tedy celd formule
A(p) je ve vrcholu ws splnéna a definujeme tedy

ws ||— p.

wy
Stejné jako jsme v predchozim kroku poznamenali, Ze sukcedent A(p)
jiz v zddném dalsim vrcholu splnén nebude, miizeme to samé nyni fici i
o0 jejim antecedentu, nebot z tranzitivity lze znovu opakovat argument
pouzity u ws. Tedy ve wy i v kazdém dalsim vrcholu je urcité splnéna
A(p), a tedy také definujeme

Wy H_ b,

Ws ||_ b,

Celkové jsme tedy ziskali, ze
w |- p, pravé tehdy kdyz L-rank(w) # 2,

neboli je roven 0 ¢i 1 nebo 3 a vice. To vSak umime fici jednoduse formuli.
Prvni variantu vystihuje, jak se snadno nahlédne, formule [JJ 1 a druhou
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variantu formule OO L. Definujeme-li tedy D jako UL v =IO L, pak
nepochybné v kazdém modelu £, ve kterém plati LJ(p = A(p)), a v libovol-
ném jeho vrcholu w mame

p =D,

coz jsme chtéli.

V prikladu jsme vidéli, Ze umime sestrojit bezatomarni formule, které
jsou splnitelné pravé ve vrcholech jistého pevného ranku. Zakladnimi kon-
strukénimi prvky jsou formule, pro které plati

w |- O°L, pravé tehdy kdyz K-rank(w) < 1,
w |- -0 L, pravé tehdy kdyz K-rank(w) > i.

7 vyse uvedeného tedy muzeme snadno konstruovat nasledujici varianty

w |- O L A-O L, pravé tehdy kdyz K-rank(w) = 1,
w |- O LA -0 L, pravé tehdy kdyz [ < K-rank(w) < k.

Nyni jiz mtzeme pfistoupit ke konstrukci konkrétniho pevného bodu.

Véta 3.3.4. Necht A(p) je formule, ve které se vyskytuje pouze vyrokovy
atom p, a to vyhradné v moddlnim kontextu, pak existuje pevny bod D formule

A(p).

Diikaz. Necht n = subfly(A(p)), uvazujme linedrni model £ = (W, R, ||-),
ve kterém plati p = A(p). Navic uvazujme W = {wy,...,w,} a pro kazdé
0 <i < j <n plati w; Rw;. Definujme mnozinu

P={k:k<nauwl|-p}.

Pevny bod D pro k,l > 0 nyni definujme jako disjunkci maximalnich inter-
valli. Nejprve pokud v P existuje posloupnost k, ..., n, pak pro miniméalni &,
tedy nejdelsi takovou posloupnost, pfiddme do disjunkce élen —=[1* L zajistu-
jici splnéni v kazdém vrcholu, jehoz rank je alespon k. Prvky k, ..., n, pokud
takova posloupnost existovala, z P odstraiime. Dale se postarejme o zaca-
tek posloupnosti prvkt v P, tedy o posloupnost typu 0,...,k. V takovém
piipadé priddme do disjunkce ¢len ¥+ L zajigtujici splnéni ve vsech vrcho-
lech, jejichz rank je mensi nebo roven k. Znovu odstranme piipadné prvky
0,...,kz P. V P nam jiz mohly zbyt pouze intervaly k,...,[, kde k # 0 a
[ # n, navic plati £ < [. Pfipoustime i intervaly, kde & = [, tedy jednobo-
dové intervaly. Pro kazdy takovy interval k,...,[ v P pfidejme do disjunkce
konjunkci (¥ 1L A =[0¥ L, kter4 je splnéna, jestlize rank vrcholu je mezi k a,
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[ véetné. Volme vzdy maximalni takové intervaly. Pro jednoduchost znovu
prvky odstraniujme, konéime tedy s P = (). Definici pevného bodu jests
uvedme piehledné s tim, Ze poznamenejme, Ze volime maximéalni intervaly a
prvky z P, které se jiz na tvorbé pevného bodu podilely odstranujeme.

-0k L k,....neP
(51) D=\/{O"L 0,....,keP
V(O L A=OFL), k... (K+1) € P.

Korektnost konstrukce vyplyva z tvah, které jsme jiz provedli. Q.E.D.

V dikazu jsme tedy pevny bod definovali jako disjunkci jistych intervali.
Poznamenejme, Zze pokud p neni nikde splnéno, pak nevybereme ani jeden
disjunkt, nebof mnozina P je prazdna, a tedy vysledny pevny bod je L
z definice prazdné disjunkce. Naopak pokud je p splnéno vsude, pak hned
v prvnim kroku vybereme posloupnost 0, ..., n, a tedy do disjunkce pridame
jediny ¢len, a to —(1°_L neboli T.

Stézejni ke konstrukci pevného bodu je pochopitelné sestaveni mnoziny
P, zbytek konstrukce jiz tvoii pouze jeji projiti a vytvoreni formule podle
navodu daného v dikazu. Popisme tedy, jakym zptisobem miiZzeme mnozinu
P ziskat. Vytvorime vlastné tabulkovou metodu na jeji pocitani. Vychazime
zde Castecné z [Boo93| a ¢astecné z [Smo79).

Méjme bez jmy na obecnosti kripkovsky model jako na obrazku 7, tedy
s W ={wo,...,w,}, kde n = subflu(A(p)) a w; Rw;, pravé tehdy kdyz j < 1.
Nyni potfebujeme pro kazdy vrchol w; rozhodnout spliiovani p, tedy spliio-
vani A(p). Spocitat spliiovani A(p) znamena spocitat spliiovani logického vy-
razu bez proménnych a spliiovani podformuli tvaru CJC'. Zavedme si tabulku,
ktera bude pro kazdou takovou podformuli tvaru CJC obsahovat sloupce C
a JC a to tak, ze sloupce vsech formuli tvaru CJC' jsou pred sloupci jejich
podformuli C'*?. Ptiddme jesté sloupec p, ze kterého ziskdme mnozinu P a do
kterého budeme pocitat spliiovani A(p), ten v tabulce umistime mezi formule
tvaru OJC' a jejich podformule C. Radky tabulky oéislujeme 0,...,n. Toto
¢islo odpovida prislusnému vrcholu modelu. Tabulku nyni naplnime hodno-
tami T a L, a to podle toho, zda je formule v pfislusném vrcholu splnéna ¢i
neni.

Tabulku jsme koncipovali tak, ze chceme-li urc¢it splnovani formule v pri-
slusném radku, stac¢i pouzit vyrokovou logiku a pripadné jiz spocitané vy-
sledky na témze fadku. Jedinou vyjimkou jsou formule tvaru CIC', tam mu-

12Pro algoritmické zpracovani by mohlo byti uziteéné, aby se sloupce vech formuli tvaru
OC nachézely az za pripadnymi sloupci jejich podformuli tvaru OC” respektive pfedevsim,
aby toto platilo také pro sloupce formuli C' a C’.
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0L OF-p—-0L) Op-—0L) -p—0L p—-0OL

=W NN = O
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Tabulka 1: Vypocet pevného bodu formule C(—p — OL1) — O(p — OL).

sime zkontrolovat spliiovani i na predchozich rfadcich. Popisme induktivné,
jak naplnime tabulku.

Nulty radek ziskdme snadno. Vsechny formule tvaru CIC jsou pochopi-
telné splnény, oznacme si je tedy rovnou T. To nam staci k tomu, abychom
z vyrokové logiky spocitali spliiovani A(p), a tedy i p. Ostatni formule tvaru
C nezacinajici operadtorem nutnosti poc¢itame zleva. To snadno mtzeme z vy-
rokové logiky, ze spliovani p v nultém fadku a z hodnot formuli tvaru COC”
na nultém radku.

Méjme tedy jiz tabulku naplnénu do fadku i. Chceme urcit hodnoty na
fadku ¢ + 1. Klicové na celé konstrukci je pocitani formuli tvaru OC. Ty
zalezi pouze na predchozich fadcich. Nejprve se podivame, zda na predchozim
fadku ¢ byla formule UJC splnéna. Pokud nebyla, ma tedy hodnotu L, coz
znamena, ze v néjakém predchozim rfadku j < ¢ nebyla splnéna formule C.
Tedy formule CIC' jiz nemtze byt nikdy splnéna a oznac¢me si ji tedy znovu L.
Jestlize je vSak na predchozim radku ¢ hodnota T, znamena to, Ze na vSech
fadcich j < 7 je u formule C' také hodnota T. Jestlize je hodnota T u C' také
na tadku 7, pak je formule [JC splnéna i na fadku ¢ + 1 a poznamename si
do tabulky T. Je-li naopak hodnota u C' v fadku ¢ rovna L, pak si musime
u 0C v fadku i + 1 pochopitelné poznamenat 1. Hodnotu A(p) respektive
p v fadku ¢ + 1 nyni snadno ziskdme z vyrokové logiky a hodnot formuli
tvaru UJC' na fadku ¢+ 1. Zbyva nam tedy spocitat hodnotu formuli C', které
nezacinaji operatorem nutnosti a jsou rizné od A(p). Zname jiz spliiovani p
v fadku 7+ 1 i vSech formuli tvaru CIC’, k uréeni spliiovani C' nam tedy staci
pouze vyrokova logika.

Vyse uvedenym zpibem umime zaplnit celou tabulku. Mnozinu P snadno
vycteme ze sloupce pro p. Ukazme si jednoduchy priklad.

Priklad 3.3.2. Spocitejme pevny bod stejné formule jako v prikladu 3.3.1,
tedy formule A(p) = O(-p — 0OL1) - O(p — OL). Formule ma evidentné
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Op O-plp|p —»
ol T T [T|T L
1T Lo |LlL T
21 L 1L |T|T 1L

Tabulka 2: Vypocet pevného bodu formule Up — C=p.
pouze t¥i rtizné modalizované podformule, tedy bude nam stacit'®, a to
OL,0(-p—0L1) a O(p — 0OL). Nyni jiz mizeme piistoupit k vypoctu,
ktery nam ukazuje tabulka 1. Spocitali jsme i fadek 4, abychom ukazali, Ze
se vypocet jiz opravdu od fadku 3 nezméni. Mnozina P ma prvky 0,1,3 a
pevny bod D je tedy podle definice =13 L VV [(J? L, coz miizeme napsat

D=0001L —00L.

Piiklad 3.3.3. Mé&jme formuli A(p) = Op — O-p. Jejimi modalizovanymi
podformulemi jsou Clp a [-p, stanovme tedy n = 2. Vypocet P uvadi
tabulka 2. Poznamenejme, Ze jsme ziskali dva sloupce obsahujici p, nebot
p je také zaroven podformuli formule Up. Z P snadno ziskame pevny bod
—[1?1 v 0L, ktery miizeme piepsat 1épe jako OO — L.

Zajimavym disledkem véty o pevnych bodech bez parametri je véta
o normalni formé pro bezatomarni formule.

Definice 3.3.3. Rekneme, Ze bezatomarni formule A je v normadini forme,
jestlize je pouze vyrokovou kombinaci sentenci tvaru [I°L.

Zakladni myslenka vychazi z toho, ze libovolna bezatomarni formule A je
zaroven formuli, ve které se vyskytuje nejvyse jeden vyrokovy atom. Mizeme
pouzit nasi konstrukci a nalézt k ni pevny bod D, ktery je s A ekvivalentni.
Zbyva zdivodnit, ze pevny bod D méa vzdy pozadovany charakter, to lze
ukazat rozborem nasi konstrukce. Lze dokazat silnéjsi podobu véty o nor-
malni formé, staci si naptiklad vS§imnout, ze formule je vlastné v disjunktivni
normalni formé. Navic je mozné ukazat, ze lze formuli reprezentovat jistym
jedine¢nym zptisobem. Ctenéaie odkazujeme na knihu [Smo85] a ¢astecnd
také na [Boo93].

Véta 3.3.5 (o normélni formé bezatomarnich formuli). Pro libovolnou bez-

atomdrni formuli A existuje bezatomdrni formule B v normdlni formé, pro
kterou plati GLF A = B.

13P¥i odhadu n jsme pouzili stromovou variantu véty o tplnosti 1.2.4 a dtisledek 1.2.5
n = 3. Z dukazu véty lze vycist, ze kripkovsky protipriklad ma vysku nejvyse takovou
jako je pocet riznych modalizovanych podformuli formule.
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Poznamenejme, Ze pro jiné nez bezatomarni formule obdoba véty o nor-
malni formeé v logice GL neplati, zdjemce znovu odkazujeme na vyse uvedené
publikace.

3.3.1 Slozitost pevnych bodu

Ukézali jsme tabulkovou metodu k sestrojeni pevného bodu. Méjme for-
muli A(p), nejprve potfebujeme nalézt vSechny jeji podformule tvaru OC,
abychom mohli sestrojit tabulku. To lze naptiklad opakovanym pouzitim al-
goritmu KROZLMAX. Poté sestrojime tabulku o nejvyse 2-subfly(A(p)) + 1
sloupcich. Pro kazdou modalizovanou podformuli A(p) potifebujeme dva a
jeden pro p, duplicitni sloupce mizeme piipadné vynechat. Tabulka ma na-
vic nejvyse subfly(A(p)) + 1 fadkt. Velikost tabulky tedy roste kvadraticky
vzhledem k poc¢tu modalizovanych podformuli formule A(p)).

K vyplnéni jednoho policka tabulky potfebujeme spocitat hodnotu pri-
slusné formule. Jde-li o formuli tvaru OJC, pak se staci podivat do nejvyse
dvou policek na pfedchozim rfadku a podle toho se rozhodnout. Vystacime
tedy s konstatnim poctem operaci. Na vSechny formule takového tvaru tedy
v jednom fadku spotfebujeme ¢as O(subfly(A(p))). Slozitéjsi situace nastane
v ptipadé, kdy mame pro kazdou takovou formuli [JC spocitat také splinovani
formule C. To musime projit celou formuli, abychom mohli pomoci vyrokové
logiky urcit jeji hodnotu. To ndm zabere ¢as O(subfl(C')). Délku vsech ta-
kovych formuli C' mtzeme shora odhadnout délkou A(p), celkové tedy na
spocitani vSech sloupcii pro formule tohoto tvaru potfebujeme ¢as nejvyse
O(subfl(A(p))). Spocitani spliiovani p nas pak vyjde také na O(subfl(A(p))).

Pro vypocet pochopitelné potiebujeme také prostor k reprezentaci for-
muli, jejichz spliovani pocitame a také potiebujeme prostor pro pomocné
operace. Pro vSechno toto vystac¢ime s prostorem O(A(p)). Celkové tedy
dostavame nasledujici vétu.

Véta 3.3.6. Tabulku pro vypocet pevného bodu formule A(p) umime se-
strojit v ¢ase O(subflu(A(p)) - subfl(A(p))) a vystacime pritom s prostorem
O(subfly(A(p))? + subfl(A(p))).

Ze sloupce p nyni snadno ziskdme mnozinu P a z ni okamzité sestrojime
pevny bod D. Jiz jsme konstatovali, ze pokud P obsahuje vSechna k od 0 az
do n, pak ziskdvame jako pevny bod formuli -[(1°1 = —1 = T, tedy formuli
délky jedna ¢i dva (bereme-li jako pevny bod formuli —1). Naopak pokud
je P prazdna, dostavame prazdnou disjunkci, kterou nahradime formuli L.
Mame tedy spodni odhad na délku pevného bodu, zaroven jsem ziskali i
spodni odhad na jeho modéalni hloubku. Horni odhad na modélni hloubku se
snadno ukéaze z konstrukce, mize byt nejvyse n a tedy subfly(A(p)). Délka
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formule je dana poctem prvka P, téch muze byt nejvyse n + 1. Protoze
vsak pevné body mame definovany jako intervaly, nemusi s rostouci velikosti
P rust délka pevného bodu. Z (51) se d4 nahlédnout, Zze nejhorsim pfipa-
dem z pohledu maximaélni velikosti formule je pfipad, kdy jsou bud prvky P
v8echna lichd nebo vSechna sud4 ¢isla do n. Nebof krajni body lze reprezen-
tovat formuli o jediném konjunktu, je nejhorsim moznym pripadem situace,
kdy prvky P jsou vsechna liché ¢isla do n a navic n je sudé. V takovém pri-
padé mé disjunkce ® dent. 7 (51) kazdy z nich urcité obsahuje dva symboly
1, jeden symbol A a jisty pocet operatorti nutnosti [J. Ten je dan hodnotou
¢isla z mnoziny P. Pro ¢islo ¢ jich je 2i 4+ 1, spocitejme tedy soucet 27 + 1
pro vSechna lich4 ¢ od 1 do n — 1, kdy n je sudé. To mtzeme provést fadou
zpusob1i, asi nejjednodussim je uvédomit si, ze pro kazdé liché ¢ dostavame
z (51) jednu formuli s ¢ operatory nutnosti a jednu s i+ 1 operatory nutnosti,
tedy mtizeme pocitat soucet vsSech cisel od 1 do n, coz je

n?+n

2

sn:g(l—i—n):

Protoze pocet vSech ostatnich symboli je linearni vzhledem k n, a protoze n
je vlastné subfly(A(p)), dostavame nésledujici vétu.

Véta 3.3.7. Pro pevny bod D formule A(p) vypocteny predchozi metodou
plati

0 < subfl(D) < ¢ -subfl(A(p))? + co,
0 < depthu(D) < subfly(A(p)),

pro néjaké konstanty cy,co > 0.

Pozdéji ve vété 4.1.5 dokazeme, ze odhad na modalni hloubku pevného
bodu ani lepsi byti nemutze. Tato metoda nam tedy v tomto sméru poskytuje
pevné body s optimalni modalni hloubkou. Navic prihlédneme-li k vété 3.3.5
o normalni formé, mizeme si uvédomit, ze ziskavame jako pevné body v jis-
tém smyslu optimalni formule.

Predvedli jsme metodu sestrojovani pevnych bodd bez parametri s ro-
zumnou slozitosti. V dalsi ¢asti se jiz zaméfime na postupy davajici vysledek
pro libovolnou formuli, ve které se p vyskytuje pouze v modalnim kontextu.
Slozitost téchto metod bude vyrazné vyssi, tedy alespon co se tyka hor-
nich odhadt na slozitost vysledného pevného bodu. Presto se ukaze, ze pro
nékteré formule nabizi obecna metoda rychlejsi zpiisob sestrojeni pevného
bodu. Piikladem takové formule je A(p) = O*p — ' L. Pro velkd k a [
ziskame velkou tabulku. Syntaktické metody, které predstavime, naopak pro
formuli tohoto tvaru naleznou pevny bod pfi vhodném ptedzpracovani for-
mule témétr okamzité, nebot vypodet bude v tomto piipadé probihat stejné,
jako bychom pouzili vétu 3.1.3 pro 1-rozlozitelné formule.
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4. Vypocty pevnych bodii

4 Vypocty pevnych bodu

Nékteré matematické konstrukce vznikajici metodou pokusii a omyld maji
bohuzel tu vlastnost, Ze jsou jako takové dosti neproniknutelné. Bud je to
déno tim, Ze sam autor si neni zcela jist divody, které vedou k vysledku ¢i
tim, Ze jsou tyto divody natolik komplikované, Ze neni mozno je rozumnym
zpusobem predat ostatnim. Takové vysledky pak casto u ¢tenaiti vzbuzuji
dojem, Ze sice véri diikazu, nejsou vSak schopni pochopit, jak se na takovy dui-
kaz dalo ptijit. Jak napovida ¢lanek [BS91] osvétlujici pocatky logiky doka-
zatelnosti, mizeme se setkat s takovymi vysledky i v pripadé véty o pevnych
bodech. Obé zakladni syntaktické'® konstrukce pevnych bodt jsou vysled-
kem rozsahlych pokusti svych autori a o jejich neprostupnosti nejlépe svédci
fakt, ze de Jongh se bal publikovat sviij ptivodni diikkaz a Sambin nebyl po
jistou dobu schopen prenést svoji schopnost pocitat libovolné pevné body na
nikoho jiného.

Prestoze se oba syntaktické dikazy podarilo postupné zjednodusovat,
nelze Tici, ze by se tim néjakym zptsobem projasnily davody, které k nim
vedou a zustavaji tak do znaéné miry nejasné, a to zvlasté treti (Sambi-
nova) metoda vypoétu pevnych bodi. Projasnily se pouze diukazy korekt-
nosti konstrukei nikoliv zptisob, jak k nim dospét. Zminka v predchozim
odstavci o de Jonghovi a Sambinim neni nahodné, jsou autory prvnich di-
kazi véty o existenci pevnych bodi v GL, proto se také tato véta nékdy
nazyva de Jonghova, Sambinova véta.

4.1 Prvni metoda vypoctu

Tato metoda vypoctu pevnych bodi pochézi pivodné od Boolose [Boo79], a
prestoze jde o Cisté sémantickou metodu a v jistém smyslu je dosti podobna
hledani pevnych bodi s jedingm vyrokovym atomem, nelze ji povazovat za
jeji zobecnéni. U formuli s nejvyse jednou vyrokovou proménnou lze pevny
bod, ktery je bez parametri, snadno vycist z jistého modelu, jehoz velikost
je dobfe omezena vétou o uplnosti. Mame-li parametry, je situace o poznani

Méjme formuli A(p), ve které se p vyskytuje jako vzdy pouze v mo-
dalnim kontextu. Jiz vime z lemmatu 3.3.1, Ze kazdy kripkovsky model
K = (W,R,|-), ve kterém je definovano spliiovani vSech vyrokovych pro-

MMame zde na mysli syntaktické charakterem nikoliv tim, zda diikaz samotny je syn-
takticky ¢i sémanticky. V jiz citovaném ¢ldnku [BS91] de Jongh ve svém dopise pfiznéava,
ze jeho prvni dikaz véty o pevnych bodech, ackoliv vedeny sémanticky, byl ve své pod-
staté syntakticky. Tim myslime, Ze byl zalozen na syntaktickych konstrukcich, pouze jejich
korektnost byla dokazovana sémanticky.
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4.1 Prvni metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodii

ménnych z A(p) kromé p, umime rozsifit o definici spliiovani pro p na model
K, = (W,R,|,) tak, aby v modelu I, platilo p = A(p). Zda je A(p)
potazmo p splnéno v jistém vrcholu w € W modelu K, je pak dano spl-
novanim vyrokovych proménnych z A(p) kromé p v w a spliiovanim vSech
formuli tvaru OB ve vrcholech dosazitelnych z w. Tedy lisi-li se dva vrcholy
splilovanim A(p), a tedy i p, musi se lisit bud spliiovanim néjaké vyrokové
proménné z A(p) kromé p nebo spliiovanim néjaké modalizované podformule
formule A(p). Na tomto pozorovéni je zaloZena celd néasledujici konstrukce.
Jiz jsme zminili, ze pochazi od Boolose [Boo79], my vsak vyklad vedeme
podle ¢lanku [GGI0], ktery pfiSel s jistymi zjednodusenimi, kterd pfejal i
Boolos do své druhé monografie o logice dokazatelnosti [Boo93].

Definujme pro mnozinu vyrokovych atomi S a libovolné n formule spe-
ciadlniho tvaru. Jsou-li splnitelné, pak jde v jistém smyslu o formule s ma-
ximalni vyjadfovaci silou skladajici se z atom S a majici modalni hloubku
maximalné n. Pro pfehlednost definice a ve shodé s [GGI0] jesté nejprve
zavedme znaceni

+A,

kde 4+ znamena A pozitivné ¢i negativné, neboli bez negace, tedy A, ¢i s ne-
gaci, tedy —A.

Definice 4.1.1. Pro libovolnou kone¢nou mnozinu vyrokovych proménnych
S={q,-..,q.} definujme n-S-charaktery induktivné:

0-S-charaktery:
Vsechny formule tvaru

T AN Eg N ... A *q,.

Jediny 0-(-charakter je tedy konstanta T, coz vyplyvé z definice spl-
novani prazdné konjunkce.

(n 4 1)-S-charaktery:

Necht formule Ki,..., K,, reprezentuji vSechny n-S-charaktery, pak
(n + 1)-S-charaktery jsou vSechny formule tvaru

Piiklad 4.1.1. Necht S = {q1, ¢2}, pak vSemi 1-S-charaktery jsou vSechny
formule tvaru:

g1 A Etg A E£O (1 A q2) AN EO (1 A —=q2) A £ (g1 A q2) A E£O (g1 A —ga)

jde tedy celkem o 2% = 64 formuli.
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4.1 Prvni metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodii

Z predchoziho prikladu je jasné, Ze pocet formuli se vzristajicim n a
poctem vyrokovych atomt v S prudce roste, lze ho totiz rekurzivné definovat
jako

count (0,]5|) = 29,
count (n + 1,|S]) = 9lS| . gcount(n,|S])

Z definice navic vyplyva, ze disjunkce vSech n-S-charakteri je tautologie
a naopak konjunkce libovolnych dvou je nesplnitelna. Tim jsme ospravedlnili
tvrzeni, o kterém jsme se zminili, Ze tedy sestrojime formule s v jistém smyslu
maximalni vyjadiovaci silou. Z vyse uvedeného plyne, ze pro libovolny krip-
kovsky model I a jeho vrchol w existuje prave jeden n-S-charakter C'; pro
ktery plati
w |- C.

Definice 4.1.2. Necht £ = (W, R,||-) je kripkovsky model a w € W
jeho vrchol. Pak n-S-charakterem vrcholu w nazveme jednoznacné urceny
n-S-charakter C', pro ktery

w |- C.

Pfedpokladejme na chvili n > 1. Uvazme libovolny stromovy'® model K,
ve kterém je definovano spliovani pro vyrokové atomy z S. V libovolném jeho
vrcholu w je splnén pravé jeden n-S-charakter C. Uvazujme navic libovolny
stromovy model £, ve kterém je také definovano spliovani pro vyrokové
atomy z S, a jeho kofen u, ve kterém je splnén stejny n-S-charakter jako ve
w, tedy C. Existuje-li v K vrchol w’ dosazitelny z w, pak je v ném urcité
z obecnych vlastnosti splnén pravé jeden (n—1)-S-charakter C’. V konjunkeci
n-S-charakteru C' se z jeho konstrukce musi vyskytovat bud ¢C’, nebo =(C".
Protoze ale existuje w’, ve kterém je splnéno C’, musi nastat prvni moznost,
tedy C obsahuje v konjunkci QC". Nebot je ale C splnéno i v u, musi v u byt
splnéno i OC’, a tedy z u musi byt dosazitelny néjaky vrchol v, ve kterém je
také splnéno C’. Pfipomenme, Ze jsme KC, £ a w volili obecné. Vyse uvedenou
uvahu pouzijeme v diikazu nasledujiciho lemmatu.

Predpokladejme n a S jako vyse, tedy n je pocet modalizovanych pod-
formuli formule A(p) a S je mnozina vsech vyrokovych atomt vyskytujicich
se v A(p) kromé p. Plati nasledujici klicové lemma.

Lemma 4.1.1. Nechf K = <WK,RK, H_’C> a L = <W£,R£, H—g) jSOU li-
bovolné kripkovské modely, ve kterych plati p = A(p) a necht w € Wi
respektive u € W, jsou jejich vrcholy, které maji stejny n-S-charakter, pak

w ||~k p, prdvé tehdy kdyz u |-, p.

157 véty 1.2.4 vime, Ze se v nasich Givahich miiZeme omezit na modely tohoto tvaru.
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Diikaz. Ozna¢me si nejprve w jako wy a u jako ug, to se nam bude v kon-
strukci hodit. Dokazujme sporem. Tedy pokud se wy a ug lisi splinovanim p,
pak, nebot vsude je splnéno p = A(p), se musi lisit také spliovanim A(p),
a tedy spliovanim néjaké podformule A(p). Formuli A(p) znovu mizeme
chapat jako vyrokovou kombinaci atomt z S a formuli tvaru [JB, které jsou
podformulemi A(p). Protoze wy a ug maji stejny n-S-charakter, nemohou se
lisit splnovanim vyrokovych atomt z S, musi se tedy lisit spliovanim néjaké
formule tvaru OB, napiiklad [0By. Bez Gjmy na obecnosti necht je 0By
splnéna ve w a neni splnéna v u, pak tedy existuje vrchol u, jehoz L-rank je
minimalni, dosazitelny z ug, ve kterém neni splnéno By. To ale znamena, diky
uvaham, které jsme provedli pfed vyslovenim lemmatu, ze musi existovat vr-
chol wy dosazitelny z w, ktery méa stejny (n—1)-S-charakter jako u; a je v ném
splnéno B;. Protoze oba vrcholy uy i w; maji stejny (n — 1)-S-charakter, ne-
mohou se znovu lisit spliiovanim atomu z .S, lisi se vSak spliiovanim By, tedy
musi se bud lisit spliiovainim néjaké jeji podformule tvaru OBj] (ta je zé-
rovenl podformuli A(p)) ¢é spliiovanim p, tedy také spliiovanim A(p). Diky
stejnému (n — 1)-S-charakteru u; a w; se pak musi lisit spliiovanim néjaké
podformule formule A(p) tvaru OB7. Bez Gjmy na obecnosti mame jeden
z predchozich dvou piipadi, tedy bud formuli OB] nebo B} oznacme za
B; a mizeme pokracovat v konstrukci stejné jako v prvnim kroku a to az
do doby nez dosdhneme vrcholt w, a u,. Ty maji sice stejny 0-S-charakter,
zde jiz nase ivaha ale pokracovat nemize. Ukazme vSak, Ze to neni potfeba.
Nase konstrukce nam obstarala posloupnosti vrcholt wy, ..., w, a ug,...,u,
a také posloupnost formuli 1By, . ..,[B,. Zatim jsme nevyuzili skutecnosti,
ze jsme vzdy vybirali vrchol w; ;1 ¢i u; 41, bez Gjmy na obecnosti naptiklad
Uuit1, ktery dosvédcuje nesplnénost [JB;, jako vrchol s minimalnim rankem.
To znamena, Ze v kazdém vrcholu dosazitelném z u; 1 jiz je B; splnéno. Nebot
ve w; bylo splnéno [1B;, je B; splnéno i v kazdém vrcholu z néj dosazitelném,
tedy i v kazdém dosazitelném z w;,1, tedy UUB; je splnéno jak v w;y; tak i
ve wir1. Z toho je jasné, ze vybirame-li formuli B, 1, jejimz spliiovanim
se lis1 w;41 a u;q1, musi byt rtizna od OBy, ...,[0B;, nebot ty vSechny jsou
ve w;11 1 u;pq splnény. Konstrukce ndm dava posloupnost LBy, ..., 5,
tedy posloupnost n + 1 rtiznych formuli tvaru LB, které jsou podformulemi
formule A(p), ale ta ma podle toho, jak jsme volili n, pouze n podformuli
tohoto tvaru. Q.E.D.

Nyni jiz mame vSechno pripraveno, abychom dokézali vétu o existenci
pevnych bodi a zaroven ukazali prvni konstrukci pevnych bodt v obecném
pripadé.
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Véta 4.1.2. Pro libovolnou formuli A(p), ve které se p vyskytuje pouze v mo-
ddlnim kontextu existuje pevny bod D standardnich vlastnosti, pro ktery

GLFE(( = A(p)—(p = D).

Diikaz. Definujme n a S k formuli A(p) jako vySe. S ohledem na predchozi
lemma lze pevny bod D definovat jako disjunkci vsech n-S-charakterti C, pro
které existuje model I, ve kterém plati p = A(p) a jeho vrchol w spliujici

w ”_IC C s
w |~k p.
Uvazujme libovolny model £ = (W,, Rz, |-.) a jeho vrchol uw € W, v némz
i ve vSech z néj dosazitelnych vrcholech je splnéno p = A(p). Chceme ukazat,
ze v u je pak splnéno také p = D. Pro u existuje néjaky n-S-charakter E.
Dokazme postupné obé implikace v p = D:
p— D:
Predpokladejme, Ze p je splnéné v u, z konstrukce D je vsak nepochybneé
E prvkem pevného bodu D, a D je tedy splnéno v u.
D —p:

Naopak ptredpokladejme, ze v u je splnéno D. Pak musi byt E ¢lenem
disjunkce pevného bodu D, nebot vSechny n-S-charaktery jsou vza-
jemné neslucitelné a n-S-charakter E' je v u splnén. Z definice pevného
bodu D existuje néjaky model M, ve kterém plati p = A(p) a jeho
vrchol v, ve kterém je p splnéno a zaroven n-S-charakterem v je E.
Nyni stac¢i uvazit model generovany vrcholem u, v némz nepochybné
plati p = A(p). Z ptfedchoziho lemmatu tedy dostavame, ze spliiovani
p je shodné v v i v a tedy p je splnéno i v u.

Model L i jeho vrchol u jsme volili libovolné, vime tedy, ze plati

a tedy z uplnosti dostavame pozadované

GLFBE(p = A(p)) — (p = D).

Q.ED.
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Obrazek 8: Kripkovské modely

Poznamenejme, ze nékteré n-S-charaktery jsou nesplnitelné.

Podivejme se podrobnéji na fungovani metody, o které jsme praveé doka-
zali, Ze ndm umoziuje sestrojit pevny bod. Mé&jme formuli A(p), ve které se
p vyskytuje pouze v modalnim kontextu. Stanovime n jako pocet modali-
zovanych podformuli A(p) a S jako mnozinu vSech vyrokovych proménnych
vyskytujich se v A(p) kromé p. Nyni pro v8echny n-S-charakter C' provadime
nasledujici postup. Snazime se sestrojit kripkovsky model X = (W, R, ||-),
ve kterém by byl splnén n-S-charakter C' v néjakém jeho vrcholu w € W.
Bez jjmy na obecnosti to mize byt kofen modelu a navic v modelu staci mit
definovano spliiovani pouze pro vyrokové atomy z S. Pokud se ndm podari
néjaky takovy model najit, umime v ném jedinym moznym zptsobem dode-
finovat spliiovani p tak, aby v modelu platilo p = A(p). Poté se ptame, zda
ve w je splnéno p neboli, zda ve w je splnéno A(p). Pokud ano, pak pfislusny
n-S-charakter pridame do disjunkce, kterda nam tvoii pevny bod. Pokud nam
do disjunkce neptibyde ani jeden n-S-charakter, je pevnym bodem L, pokud
naopak vSechny splnitelné n-S-charaktery, je pevnym bodem T.

Podstatné pro nasi konstrukci je lemma 4.1.1, které nam 1ika, ze pro
kazdy n-S-charakter C' sta¢i uvazit libovolny model a vrchol, ve kterém je
C' splnéno, nebof po dodefinovani spliiovani p tak, aby platilo p = A(p),
jiz vyjde splinovani p ve vSech ostatnich modelech a vrchol, ve kterych je
splnéno C' stejné. Staci tedy najit libovolny model, ve kterém je ptislusny
n-S-charakter splnitelny.

Pro konkrétni vypocty vsak zistava nezodpovézena otazka, jak velké mo-
dely musime prohledéavat, abychom nasli model spliujici C. Poznamenejme,
Ze viechny n-S-charaktery nemusi byt splnitelné, staci uvazit 2-(-charakter

TAO(TAOT)A=O(T A=OT),

73



4.1 Prvni metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodii

ktery lze po zjednoduseni vyjadiit OO T A =00 T, kde prvni ¢len konjunkce
vynucuje posloupnost dvou dosazitelnych vrcholi a druhy za takovych pred-
pokladti vynucuje nekonecnou vétev.

Horni odhad velikosti modelu, ktery dosvédcuje splnitelnost libovolného
n-S-charakteru, nas tedy zajimé nejen z divodt odhadu slozitosti algo-
ritmu, ale také z divodu jeho fungovéani. Prvni odhad na vysku modelu
vychéazi z véty o uplnosti, ta je tedy nejvyse rovna poc¢tu modalizovanych
podformuli pfislusného n-S-charakteru. Uvédomime-li si, jakym zptisobem
je n-S-charakter definovan, ma nepochybné alespon tolik modalizovanych
podformuli kolik je (n — 1)-S-charakterti. O funkei, kterd vyjadiuje pocet
n-S-charaktert, vsak jiz vime, Ze roste velmi rychle. Odhad na vysku modelu
Ize zlepsit. Ptirozenym odhadem by mohlo byt n, ukazme vsak, ze tomu tak
neni. Sta¢i uvazit 2-{q}-charakter obsahujici

O(g A Og A O—q) A =O(=g A =0g A =0—q).

Sestrojme nejmensi model, ve kterém je splnén prvni ¢len konjunkce, jde
o prvni strom na obrazku 8. Chceme nyni splnit druhy konjunkt, ten nam
vlastné 1ika, ze z w nesmi byt dosazitelny zadny takovy vrchol u, ve kterém je
splnéno —q a z u neni dosazitelny zadny vrchol, ve kterém by bylo splnéno ¢
ani zadny vrchol, ve kterém by bylo splnéno —g. V nasem modelu vsak takovy
vrchol u mame, je to vrchol ws. Splnénost —¢ v ném zménit nemiizeme,
musime tedy pfidat jeden vrchol dosazitelny z ws, ve kterém je splnéno bud
¢, nebo —q. Pridejme tfeba takovy, ve kterém je splnéno ¢, jak ukazuje druhy
strom na obrazku 8. Pokud bychom naopak pfidali —q, byl by novy vrchol
z tranzitivity dosazitelny z w a méli bychom stejny problém. Nas model lze
jesté zjednodusit ubranim vrcholu wy, jak ukazuje tieti strom na obrazku 8,
nebot jeho funkci v modelu zastal vrchol wy. Tento novy model jsme mohli
volit jako alternativni pro splnéni prvniho konjunktu jiz v prvnim kroku,
zdalo se to vSak jako zbytecné prodluzovani ranku. Nakonec se ukazalo, Ze
se tomuto podstromu stejné nevyhneme. Ukazali jsme tedy 2-{q}-charakter
splnitelny az v modelech vysky nejméné tii.

Vyska modelu mozna trochu prekvapivé zalezi na velikosti mnoziny S,
definujme s = | S|, pak existuje splnitelny 2-S-charakter C' nesplnitelny v li-
bovolném modelu K a jeho vrcholu w, pro ktery plati K-rank(w) < 2°. Oproti
postupu v [GGI0] neuvadime diikaz tohoto tvrzeni, ale pouze naznak kon-
strukce, ktera k nému vede. Jeji vyhodou je, ze objasni tvrzeni dalsi véty.
Necht S = {qi,...,qs}, miZzeme uvazit viechny 0-S-charaktery

g AEg A .. A *Egs.
Téch je m = 2°, mlzeme si je tedy ocislovat napiiklad K1, ..., K,,. Kazdé K;

vlastné reprezentuje jednu z moznych definic spliiovani ¢, . . ., qs, Definujme
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Obrazek 9: Kripkovsky model

nové vrcholy w;, 1 < i < m, tak, ze v w; je splnéno K;, tedy wy,...,wy,
jsou vrcholy, z nichz kazdy reprezentuje jednu moznou variantu spliovani
qi,--.,qs. Cile bychom dosahli, pokud bychom méli néjaky vrchol w a né-
jaky 2-S-charakter C, ktery by vynucoval, ze z w je dosazitelny vrchol w; a
z néj vrchol wy a takto az k w,,, jak ukazuje obrazek 9. To umime. Splnovani
vsech ¢;, 1 < j < s, ve w volme libovolné. Dale musime specifikovat, jaké
1-S-charaktery maji mit ¢ a jaké =0, tedy jinymi slovy jaké 1-S-charaktery
chceme vynutit a jaké naopak zakazat. Pro kazdé K; chceme vynutit jediny
1-S-charakter, ktery obsahuje jako tivodni konjunkci ¢; prévé K;, ve zbylych
¢lenech pak obsahuje formuli, kterd vyse uvedenym zpiisobem 1ika, ze z néj
nemaji byt dosazitelné vsechny wy az w; a naopak vSechny w;; az w,, z néj
dosazitelné byt maji. VSechny ostatni 1-S-charaktery chceme zakazat. Prave
popsana konstrukce nam dava jisty 2-S-charakter C', ktery pro svoji splni-
telnost vyzaduje model z obrazku 9 a evidentné model s nizsim rankem K
nespliuje.

Predchozi odhad byl nejlepsi mozny, nebot jak ukazuje nasledujici véta,
ke splnitelnému n-S-charakteru C' musi existovat model £ a jeho vrchol v,
L-rank(v) = 2° 4 1, pro ktery plati v |- C.

Véta 4.1.3. Méejme libovolnou konecnou mnozinu S a n > 2, pak pro libo-
volny splnitelny n-S-charakter C' existuje model K a jeho vrchol w takovy,
ze

w |~ C
a K-rank(w) <z + 1, kde = je pocet splnitelnych (n — 2)-S-charakteri.

Pro dikaz ¢tenare odkazujeme na ¢lanek [GG90]. Z predchozich avah je
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vsak jasné, ze opravdu musime mit x + 1, jinak bychom mohli pouzit postup
naznaceny vyse. Pro n = 0 a n = 1 je naopak okamzité jasné, ze situace je
velmi jednoduchd — stac¢i uvazovat modely vysky nula respektive jedna.

Jiz nyni je pravdépodobné jasné, Ze praktické hledani pevnych bodi touto
metodou neni piili§ vhodné, nebot i jednoduché piiklady vyzaduji znacné
tsili'®. Ke slozitosti algoritmu se jesté kratce vratime. Ukazme si piesto
jeden priklad na hledani pevného bodu metodou, ktera sice neodpovidéa nasi
metodé, jeji souvislost je vSak vice nez ziejma.

Priklad 4.1.2. Uvazujme formuli A(p) = O(p—g)VO(p——g)'". Jeji pevny
bod mtzeme najit tak, ze uvazime jaké vSechny n-S-charaktery by potenci-
alné mohly spliiovat podminky, aby se staly disjunkty pevného bodu podle
vyse popsaného postupu. Budeme vSak uvazovat trochu obecnéji. Méjme
libovolny model K, ve kterém plati p = A(p) a jeho vrchol w. Jak musi ta-
kovy vrchol w vypadat, aby v ném bylo splnéno p, tedy z platnosti p = A(p),
aby v ném bylo splnéno A(p) = O(p — g) VU(p — —g)? Piedné je jasné, ze
pokud K-rank(w) = 0, pak okamzité plati

w =0 —g) vVO(p — ~g),
a tedy, nebot O(p — ¢g) V O(p — —g) je A(p), dostavame
w [|=p

Méame tedy prvni podminku. Necht nyni K-rank(w) > 0, pak abychom zajis-
tili

musi v kazdém vrcholu v dosazitelném z w platit jedno z

vl-p—g,
v ll=p— g

16Ctenar, ktery by piesto mél zajem vidét kratky piiklad, mtze ho nalézt na strané
122 v knize [Smo85]. Poznamenejme, Ze terminologie je v této knize trochu jind. Zaroven
upozorniujeme, ze pravé v této ¢asti knihy je chyba. Jak jsme ukézali, existuji pro n > 2
i n-S-charaktery, které jsou splnitelné az v modelech vysky vétsi nez je pocet modalizo-
vanych podformuli formule, pro kterou hleddme pevny bod. Na tuto chybu upozornili ve
svém ¢lanku [GGI0] Gleit a Goldfarb.

"P¥edem poznamenejme, 7e pevny bod formule miZeme snadno najit pomoci du-
sledku 3.2.6, to vSak nic neméni na vyznamu ptikladu jako takového.
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Musi to tedy platit i v kazdém u dosazitelném z w, pro které K-rank(u) = 0,

pro takové u snadno dostavame
ull=0(p —g) vOPp — —9),
a tedy také
u = p.

V w nyni musi platit jedno z

u |- g,
u |- —g.

Necht je v u splnéno napiiklad g, pak ze splnénosti A(p) v w musi platit
w|=0(p—g),

a tedy v kazdém v dosazitelném z w musi platit
vi-p—y.

Nebof i v kazdém v’ dosazitelném z v plati
V-p—y,

ve v tedy plati

v |- 0O(p — 9),

a tedy ve v je splnéno A(p), a musi v ném tedy byt splnéno i p, a tedy aby

bylo splnéno p — g, musi platit

vl

Pokud bychom uvazovali v u spliovani p — —¢g, méli bychom vsude splnéno
—g, postup by vSak byl zcela stejny. Mame-li tedy K-rank(w) > 0, pak plati

jedno z

w |- Og,
w H— D—\g.

7



4.1 Prvni metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodii

Tim jsme pokryli vSechny moznosti, staci tedy uvazované modely ,,zakédo-
vat“ pomoci modalni formule, ta pak bude pevnym bodem. Prvni moznost,
tedy IC-rank(w) = 0, ndm snadno zajisti formule (L. Druhou moznost, tedy
K-rank(w) > 0 a platnost (g nebo J—g ndm zajisti formule ¢g A Og nebo
O—g A—=g. Pevny bod je tedy disjunkce vSech téchto formuli, tedy

OL vV (0gADOg)V (0—g ADO=g).

Vsechny uvazované modely vSak mizeme popsat i jednoduseji, jsou to prave
ty, ve kterych plati
Ug Vv O=g.

7 dokazatelné jednozna¢nosti pevnych bodu musi byt obé formule v GL ekvi-
valentni, coz lze snadno ovérit.

4.1.1 Slozitost pevnych bodu

Nase konstrukce predpoklada, ze se pro kazdy n-S-charakter K pokusime
sestrojit model, ve kterém je K splnéno. To podle véty 4.1.3 pro n > 2
v nejhorsim pripadé znamena zkouset modely az do hloubky o jedna vétsi
nez je pocet splnitelnych (n — 2)-S-charakteru. V kazdém takovém modelu
pak musime postupné od listt dodefinovat spliiovani p a zjistit, zda je splnéno
v jeho kofeni. Pokud ano, pfidame prislusny n-S-charakter do disjunkce.
Pokusme se tedy odhadnout slozitost naseho postupu. Nejprve pripo-
menme, ze pocet n-S-charakteri K lze spocitat pomoci rekurzivni funkce

count (0,]S5]) = 2lS1,
count (n +1,|S]) = 98| . geount(n,|S))

Rozepiseme-li uvedeny rekurzivni zapis dostavame

olS|

NE

count (n +1,|S]) = 251 . 2

n-Kkrat

Popisovat podrobné algoritmus pro konstrukci pevnych bodid touto me-
todou a odhadovat jeho slozitost se nyni zda zbytecné. Navic si musime
uvédomit, ze pro n > 1 kazdy n-S-charakter v sobé obsahuje jako podfor-
mule vSechny (n— 1)-S-charaktery, a tedy i formule dosahuje astronomickych
rozméri. Tim padem i velikost pevného bodu lze omezit pouze astronomic-
kym vyrazem. Navic pro formule, jejichz pevnym bodem je T, musi mit
v disjunkci vSechny splnitelné n-S-charaktery. Naopak pro formule jejichz
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pevnym bodem je L, neobsahuje disjunkce zadny ¢len a mame tak trivialni
spodni odhad na slozitost pevného bodu, ktery tato konstrukce dava.

Popsany zptisob vypoctu pevnych bodu se tedy pro praktické pouziti
nehodi. Presto mé konstrukce jednu velmi diilezitou vlastnost, kterou shrnuje
nasledujici véta.

Véta 4.1.4. Necht D je pevny bod formule A(p) sestrojeny predchozi meto-
dou, pak plati
0 < depthy (D) < subfly (A(p)) .

Diikaz. Pro formule, jejichz pevnym bodem je |, dostavame jako pevny bod
prazdnou disjunkci, neboli L. Tim jsme ziskali také trivialni spodni odhad
modalni hloubky pevného bodu nalezeného nasi konstrukei.
Predpokladejme nyni pevny bod D s alespon jednim disjunktem. Vime,
ze jde o disjunkci jistych n-S-charakteri C'. Z definice libovolného pevného
n-S-charakteru C' okamzité dostavame, Ze pro vSechna C' plati

depthm(C) = n,
a tedy nepochybné také
depthy (D) = n.

Tvrzeni pro horni odhad modalni hloubky D ted jiz jednoduse plyne z toho,
ze n je prave subfly (A(p)). Q.E.D.

Poznamenejme, ze jsme vlastné ukézali, ze modalni hloubka pevného
bodu D nalezeného touto metodou je 0 nebo n, pokud tedy neuvazujeme
zjednodusovani formuli. Ziskali jsme tedy horni odhad na modalni hloubku
pevnych bodi obecné. Ukazme, ze jde-li o horni odhad modalni hloubky
pevného bodu, je ndmi podany odhad nejlepsi mozny.

Véta 4.1.5. Pro libovolné prirozené ¢islo n existuje formule A(p) spliugict
subflu(A(p)) = n, pro jejiz kazdy pevny bod D plati

depthy (D) = subfly (A(p)) .

Diikaz. Uvazujme pro libovolné n formuli A(p) = —-0"p, ta je 1-rozlozitelna.
Vyberme jeden z téchto rozkladii, napiiklad B = —q a C' = (0" !p. Podle
véty 3.1.3 je jejim pevnym bodem formule A(B[T]). Dosazenim T do B zis-
kédme | a jeho dosazenim do A(p) dostavame pevny bod D = =[O0 L. Ten ma
jisté modalni hloubku pravé n, navic k ni neexistuje zadna ekvivalentni for-
mule bez vyrokovych atomi, ktera by méla mensi hloubku. Formule —[1"_ L
je totiz splnéna v takovém vrcholu modelu, ze kterého je dosazitelna posloup-
nost vrcholi délky alespon n. Tuto vlastnost nepochybné nelze vyjadrit zad-
nou formuli bez vyrokovych proménnych s nizsi modalni hloubkou. Q.E.D.
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Z dtkazu predchozi véty by se ale mohlo zdat, Zze bychom mohli mo-
délni hloubku pevnych bodt odhadnout i lépe, a to modalni hloubkou A(p).
Ukazme, Ze to neni mozné.

Véta 4.1.6. FEuistuje takovd formule A(p), Ze pro kaZdy jeji pevny bod D
plati
depthy (D) > depthm(A(p)).

Diikaz. Zvolme formuli A(p) = Op—O-p, ta mé evidentné modalni hloubku
jedna. Ukazeme, ze pro kazdy jeji pevny bod plati, ze ma hloubku alespon
dva. Jejim pevnym bodem je podle piikladu 3.3.3 formule (JCI1 — L.
Uvazujme libovolnou formuli bez vyrokovych proménnych modalni hloubky
jedna. Diky vété 3.3.5 o normalni formé bezatoméarnich formuli a jeji kon-

strukci vime, ze vsSechny takové formule jsou ekvivalentni jedné z formuli
1, T,0L nebo =J1. To vsak DL — [JL neni. Q.E.D.

Prestoze se vyse uvedena metoda vypoctu pevnych bodi ukazala prak-
ticky nepouzitelnou, ziskali jsme diky ni dilezity odhad maximéalni modalni
hloubky pevnych bodt. Nebot se ukaze, Ze ostatni metody ndm takovy od-
had nenabizi, méla pro nas konstrukce vyznam i z pohledu slozitosti pevnych
bodt obecné. Jeji sila vSsak spociva predevsim v prihlednosti hlavni mys-
lenky.

4.2 Druha metoda vypoctu

Od sémantické metody konstrukce pevnych bodt se nyni presuneme k prvni
ze syntaktickych metod. Je vlastné pfimym zobecnénim syntaktickych kon-
strukci pevnych bodi pro 1-rozlozitelné formule a pevny bod pocita iterativ-
nim pouzitim tohoto algoritmu. Mame-li libovolnou formuli A(p) pfislusnych
vlastnosti a jeji n-rozklad

A(p) = B[OC(p), - ..,0OC,(p)],

mizeme v kazdé jednotlivé formuli C;(p),1 < i < n, pfejmenovat vSechny
vyskyty p na novou proménnou p;, takto ziskdme novou formuli

A(ph ce >pn) =B [D01<p1), cee 7DCn(pn>}

a nyni muzeme pouzit n-krat vétu 3.1.3 o pevnych bodech pro 1-rozlozitelné
formule. Podrobnosti ukazuje diikaz nize uvedené véty. Poznamenejme, ze
vyklad vedeme podle ¢lanku [Smo79] a knihy [Smo85]. Metoda samotna
pochazi z nepublikované prace de Jongha. Zakladni myslenka je shodné
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s dikazem lemmatu 2.3.5, diikaz vSak povedeme trochu jinak, aby byl jasny
také algoritmus sestrojeni pevného bodu.

Nejprve pripomenme konstrukci pevnych bodt 1-rozlozitelnych formuli
z véty 3.1.3. Méjme tedy libovolnou 1-rozlozitelnou formuli

A(p) = BIOC(p)],
pak jejim pevnym bodem je formule A(B[T]).

Véta 4.2.1. Kazda formule A (p), ve které se p vyskytuje pouze v moddlnim
kontextu, ma pevny bod.

Diikaz. Vime, Ze pro kazdou formuli A (p) spliujici predpoklady véty existuje
n takové, ze A (p) je n-rozlozitelna, uvazme tedy né&jaky takovy rozklad

A(p)=B[0OCi(p),....0C. (p)].

Je-li formule 0-rozlozitelna, pak se p v A(p) nevyskytuje a mizeme za
pevny bod vzit rovnou formuli A(p). Je-li A(p) l-rozlozitelna, pak nalez-
neme pevny bod okamzité diky vété 3.1.3 o existenci pevnych bodl pro
1-rozlozitelné formule. Predpokladejme tedy n > 2. Prevedeme problém, jak
jsme jiz naznacili, tak, abychom mohli pouzit opakované vétu 3.1.3 umoziu-
jici ndm nalézt pevné body pro 1-rozlozitelné formule. Proto v jednotlivych
formulich C; (p) pfejmenujeme vSechny vyskyty p na cerstvé proménné p;,
o kterych predpokladédme, Ze se v A(p) nevyskytuji. Preneseme-li tuto zménu
i do formule A (p), ziskdme novou formuli

(52) Ay (p1y. .. o) = B[OCY (p1),-..,0C, (pn)] -

Ta je vSak jiz pro vSechny p; trividlné 1-rozloZitelné, nebot p; se vyskytuje
pouze v C}, a staci tedy pro libovolné i pouzit vySe uvedeny rozklad s tim,
ze na B [OC) (p1),...,0C, (p,)] se mizeme divat jako na By [JC (p1)], pro
které

B, [OC (p1)] = B[AC (p1) ,-..,0C, ()] ,
:Al (pla"'apn)v

a které se od Blqi,...,q,] lisi pouze tim, Ze ma pro vSechna i, 1 < i < n,
dosazeny za ¢; piimo formule OC; (p;), tedy

By (1] = Bg1,0C(p2), - .., 0C, (pn)] -

Ted jiz umime snadno nalézt pevny bod D, pro ktery plati

GLF Dy = A, (D).
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7 konstrukce D, také vime, ze plati

D1 (pg,...,pn) = Al (Bl [T] 7p27-'~7pn)7
= Ay (B[T,0C (p2) ..., 0C, (0:)] 02, - - Pn) »
= B[OCy(B[T,0C (py) , ..., 0C, (pn)]),

DCg(pg), ey DCn(pn)]
Vezméme nyni za As (pa, ..., p,) pevny bod Dy (pa, ..., p,), tedy

A2 (p27 cee >pn> —def Dl (p27 cee 7pn)

a postup opakujme. Nakonec timto zptsobem ziskdme D,,, coz bude nas
hledany pevny bod, neboli
D =45 D,

Obecné tedy definujeme

(53) Ak+1 (karlv e 7pn) —def Dk (karlv e 7pn)
a také z konstrukce pevnych bod D, obecné plati
(54) GL F Dk (pk+17 s 7pn) = Ak (Dk (pk+17 s 7pn) y Pk+15 - - - 7pn) .
Tvrdime, Ze D je hledany pevny bod formule A (p). Pfitom vyuZijeme, Ze
jsme konstruovali pevné body specifickych formuli. Ukazme indukci podle k
od n do 1, ze pro libovolné £k, 1 < k < n plati

GLFD = Ay (D,...,D).
Pro k = n chceme ukazat

GL-D = A, (D),
coz s ohledem na skutecnost, ze D = D,, plyne ptimo z kontrukce D,, jako
pevného bodu formule A,. Podstata celé konstrunce se vsak ukaze az v in-
dukénim kroku. Z indukéni hypotézy mame

GLFD = A]H_l(D,D,...,D).

Nyni z definice Ag. 1, tedy pouzitim (53) dostavame

(55) GL+ D = Dy (D,D,...,D)
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a dale pak substituci D za pgy1,...,p, do (54) méme
(56) GLF Dy (D,...,D) = A, (D, (D,...,D).,D,...,D)

a nyni, vyuzijeme-li ekvivalenci (55) a prvni substitu¢ni lemma 1.3.7 na for-
muli ¢ = A (q, D, ..., D), ziskdvame

GLF (D = Ay (D,D,...,D))
= (Dy(D,...,D) = A,(Dy(D,...,D).,D,...,D)),

pak s vyuzitim (56) dostavame pozadované
GLFD = A,(D,D,...,D).
Nyni tedy vime, ze plati

GLFD

Ay (D,...,D),
ale A;(D,..., D) je vlastné A(D), nebot
A, (D,....,D) = B[OC,(D),...,0C, (D) = A(D),
a tedy
GL-D = A(D).

Q.E.D.

V pfedchozi vété jsme popsali postup, jak nalézt pevny bod libovolné
formule A(p), ve které se p vyskytuje pouze v modalnim kontextu. Popisme
nyni na zdkladé této konstrukce konkrétni algoritmus'®, ktery budeme déle
zkoumat a ktery mtzeme pouzit k vypoctim. Jde o algoritmus 1 a nazveme
jej FP1.

Méjme tedy formuli A(p). Vstupem algoritmu je jeji n-rozklad, tedy
konkrétné ¢islo n, formule B a formule C(p),...,C,(p). Algoritmus v na-
prostém souladu s dikazem nejprve testuje, zda neni n rovno nule, pokud
ano, vraci jako pevny bod formuli B. Vypocet je pochopitelné zajimavy

8Bylo by pravdépodobné lepsi mluvit o pseudoalgoritmu. Odpustili jsme si tézkosti,
které by vznikly s reprezentaci formuli a také operaci dosazovani, znac¢ime «—, povazujeme
za primitivni operaci. K tomu nas vedla snaha o nazornost. Prepsani algoritmu, napriklad
v podobé pocitacového programu, by vSak nemélo ¢init vyraznéjsi problémy.

83



4.2 Druha metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodi

Algoritmus 1 FP1(n, Blqg1, ..., ), (C1,...,Cp))
Vstup: Libovolny n-rozklad B[OC:(p),...,0C,(p)], konkrétné hodnota n

a formule Blq,...,q.], C1,...,Cy.
Vystup: Pevny bod formule B[OC,(p), ...,0C,(p)].

if n =0 then
return B
else
B < B
for i =1 ton do
B! < B;[q; < T]
OC! < OC; [p < Bl
Bit1 < B; g, < 0OC]
end for

return B,
end if

predevsim v ostatnich pripadech. Ty bychom mohli fesit jednak rekurzivneé,
jednak jistym cyklem. Znovu v souladu s dikazem a zaroven i z dtvodu
nazornosti volime druhy zptisob, volime i znaceni pouzivané v piedchozim
dikazu.

Néami uvedeny algoritmus se presto od postupu v ditkazu drobné lisi.
V dikazu jsme za formuli B; volili formuli, kterd méla za vSechny proménné

G2, - - -, ¢ dosazeny formule LIC5, . .., [C,. Tentokrate bereme za formuli B;
pfimo formuli B, ponechavame tedy proménné s, ..., q,. To si mizeme do-

volit, nebotf peclivym prostudovanim konstrukce v ditkazu véty zjistime, ze
formule CIC; se zapoji do konstrukce az v kroku ¢. V predchozich krocich
se na konstrukci pevného bodu nijak nepodili, ten totiz vznika dosazenim
prislusné formule B;, ve které jsme nahradili ¢; konstantou T, do formule
A;. 'V nasem algoritmu dosazenim konstanty T do formule B; vznika nova
formule B]. Nyni bychom ji podle dikazu méli dosadit do A; za prislusné p;,
my vSak proménné p; ani formule A; vibec nezavadime. Staci si uvédomit,
ze stejného vysledku dosdhneme, pokud dosadime B pouze do LIC; za p a
vysledek, v nasem pfipadé formuli OC!, do formule B;. V dikazu jsme vy-
sledek prohlasili za formuli A;,1, nyni ho vSak prohlasime za formuli B; ;.
To souvisi s jiz zminénou skutec¢nosti, ze v algoritmu pracujeme pouze s for-
mulemi B;. Jde vSak opravdu o ¢isté kosmeticky rozdil, nebot A; ziskdme

z B;, uvazime-li vsechna OC;, ... OC,.
Zdtraznéme znovu hlavni rozdil oproti konstrukci v dikazu. V ném pra-
cujeme s celymi formulemi A; véetné vSech podformuli tvaru CIC;, ..., OC,,,
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které k této formuli patii. Pfi konstrukci pevného bodu vsak tyto formule
vyuzijeme az v kroku i, miiZzeme misto nich tedy do té doby nechavat vsude
promeénné q;, . . ., q, a pracovat tak s formulemi B;. V i-tém kroku pak pouzi-
jeme i pfislusnou formuli [JC; a nahradime ji vSechny vyskyty ¢;. Uvédomme
si, ze se nam v pribéhu vypoctu proménné ¢, ..., g, ve formuli B; hromadi,
nebot kazdy krok vypoctu znamend dosazeni prislusné formule B; s dosaze-
nou konstantou T za g¢;, ale obsahujici vSechny proménné ¢;.1,...,q,. Poté
prislusny krok vypoctu pokracuje dosazenim takto obdrzené formule do for-
mule [IC; za proménnou p a dale dosazenim ziskané formule do B; a konci
vyslednou formuli B;,;, ve které se nam vyskyt vsech ¢;,1,...,q, vlastné
zvétsi a to tolikrat, kolikrat se p vyskytovalo v LIC.

Po n krocich algoritmu dostavame formuli B, ,;, kterd jiz neobsahuje
zéddné ¢;, a tedy do ni ani nelze dosadit zadné LIC; za ¢; a zanést tak do ni
proménnou p. Formule B, je tedy pevnym bodem. To je také vystupem
algoritmu, jehoz korektnost ukazuje dikaz predchozi véty a vySe uvedené
ospravedlnéni rozdili.

Nez se pustime do pocitani ptikladd, uvédomme si jednoduchou skutec-
nost, kterd nam, jak se ukaze, pocitani velmi zjednodusi. V kazdém kroku
miuzeme ziskanou formuli nahradit formuli dokazatelné ekvivalentni, a do-
konce i podformule ziskanych formuli mizeme nahradit dokazatelné ekviva-
lentnimi formulemi. Jednim z ospravedlnéni by mohlo byt, Ze pokud jsou dvé
formule dokazatelné ekvivalentni, pak jsou i silné nutné dokazatelné ekviva-
lentni a mizeme tedy pouzit prvni substituéni lemma 1.3.7, a tedy v libo-
volné formuli mizeme zaménovat jeji podformule jingymi formulemi s nimi
dokazatelné ekvivalentnimi pfi zachovani dokazatelné ekvivalence ptivodni
a vysledné formule. Nebot evidentné dokazatelné ekvivalentni formule maji
stejné pevné body a pevné body jsou az na dokazatelnou ekvivalenci jed-
noznacné, muzeme tedy libovolny vypocet davajici ndm pevné body vhodné
ménit tak, abychom pracovali s co mozna nejmensimi formulemi.

Ptijméme zaroven jednoduchou konvenci ke znaceni téchto tprav. Pro
nazornost budeme zamény ekvivalentnimi formulemi znacit rovnosti, ¢imz
chceme zdtiraznit pouziti predchozich tivah, pfestoze bychom zcela spravné
méli pouzivat ekvivalenci.

Poznamenejme vsak, Ze takové tpravy formuli jsou velmi problematické,
uvazujeme-li ¢isté algoritmické feseni tilohy. Slo by je pochopitelné imple-
mentovat zkouSenim, zda neni néjaka ,,jednodussi“ formule ekvivalentni for-
muli vznikajici béhem vypoctu. Takové testovani je vSak algoritmicky velmi
naroc¢né, nebot pro slozité formule by bylo potfeba testovat velké mnozstvi
kandidatt na zjednoduseni, a navic testovani dokazatelnosti v logice GL, tedy
v nasem pripadé ekvivalence dvojice formuli, je PSPACE-uplné tloha. Navic
neni jisté, ze by se nam néjaké zjednoduseni podarilo nalézt.
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Mame | Nahradime
aT T
T—FE | FE
E—-T | T
EANT | E
EvT T
E = FE
1l —F | T
E—1 | -F
ENL 1
Evl1l |FE
FE = -F
=T il
=1 T

Tabulka 3: Tabulka zakladnich zjednoduseni

Na druhou stranu lze fici, ze fadu casto pouzivanych zjednoduseni by
bylo mozno implementovat pomérné snadno. Z charakteru konstrukce pev-
nych bodi, kdy dosazujeme konstantnu T, se pochopitelné casto vyskytuji
formule obsahujici T eventualné L, které lze okamzité zjednodusit, jak uvadi
tabulka 3.

Uvedme dulezité priklady, které demonstruji, Ze pro konjunkci, disjunkeci
nebo implikaci dvou formuli majicich pevné body neplati, ze by pevnym bo-
dem vzniklé formule byla konjunkce, disjunkce respektive implikace pevnych
bodi jednotlivych formuli.

Piiklad 4.2.1. Méjme formuli A(p) = —Op A Op, pevnym bodem —p je
=1L a pevnym bodem Up je T, to jiz vime. Konjunce téchto pevnych bodii
je tedy —-0OJL. Spocitejme pevny bod formule A(p), ta je vSak evidentné
ekvivalentni 1, a tedy jeji pevny bod je také L. Dostavame vSak

GL }f 1 = —\DJ_,
nebot evidentné neplati implikace zprava doleva.

Piiklad 4.2.2. M&me formuli A(p) = —Op vV O-p, pevnym bodem —[p
je =JL a pevnym bodem [J—-p je [JL. Disjunkce téchto pevnych bodi je
tedy T. Naopak spocitejme pevny bod formule A(p), mé&jme B = —¢q; V ¢z a
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Obréazek 10: Kripkovsky protipiiklad na (OOL — O1) — OL

C1 = p,Cy = —p. Postupujme podle algoritmu FP1:

By ==q1V g,

Bl=-TVg=1Vge=q,
DC{ = Ugo,

By = =g V 2

By=-OpVvT=T,
0Oc, =0-T =04,

By =-001vOL,

D =-001vOL.

Formule D rozhodné v GL neni dokazatelna, a tedy

GLK T = (-O00LvOL).

Piiklad 4.2.3. Mé&jme formuli A(p) = Op — O-p, pevnym bodem [Cp je T
a pevnym bodem [J—p je [JL. Uvazovana implikace téchto pevnych bodi je
tedy ekvivalentni [JL. Spocitejme pevny bod A(p), k tomu mizeme vyuzit
predchozi piiklad, nebot mame vlastné stejnou formuli A(p), staci uvazit
zapis implikace jako disjunkce. Naopak, pfepiseme-li predchozi pevny bod
do implikace, dostavame L1 L — [J 1. Lehce vSak ukazeme, Ze

GLyYOL = (001 —0O1),

nebot model na obrazku 10 je kripkovskym protipiikladem na implikaci
zprava doleva.

Naopak pro negaci pochopitelné plati, ze kdykoliv D je pevnym bodem
A(p), pak =D je pevnym bodem —A(p). Sta¢i uzit vyrokovou logiku a snadno
dostavame

GL+ D = A(D), pravé tehdy kdyz GL - =D = —A(D).
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Poznamenejme, ze jsme predchozi priklady mohli pocitat jiz pomoci postupu
pro pevné body bez parametri. Nasi hlavni naplni je vsak sestrojovani pev-
nych bodii v obecném piipadé, a proto jsme je pocitali az nyni. Uvedme
presto také jeden priklad na vypocet s parametry.

Priklad 4.2.4. Mé&jme formuli A(p) = O(0Op — g) A =Op. Formule ma dva
mozné rozklady, spocitejme oba.

1) B=q A, Cy =0p—g,Co =p:

By =q1 A\ g,

Bl =T A=ga = gy,
OC, = O(0-¢s — g),

By = U(0~g2 — g) A g,

B, =0@-T —g)A=T =1
0c, = O,

By = O(0-0L — g) A O,

D =D@-0L — g) A—-OL.

2) B=0(q1 — g) A —~q1,Cy = p:

By =0(q1 — g) A ~qu,

B =0O(T—-g)A-T =1,
OC! =04,

B, = O(0L — g) A-OL,

D=0(0L —g) A-OL

Ziskali jsme dva rizné pevné body, ty vSak musi byt ekvivalentni, coz snadno
ukazeme, uvédomime-li si, ze plati

GLFO-0OL = 0O1L.

Predchozi priklad nam ukazuje skutecnost, o které jsme se jiz zminili
u k-rozlozitelnosti. Mensi rozklady jsou pro nas pfi vypoctu vyhodnéjsi.
Predevsim evidentné ménékrat projdeme cyklem vypoctu, ale jak ukazuje
predchozi priklad, mtzeme dostat i kratsi pevny bod. U velikosti pevného
bodu to nebylo pFilis znat, nebot béhem vypoctu formule zkracujeme. Pokud
bychom to nedélali, byl by vidét mnohem podstatnéjsi rozdil.

Abychom 1épe pochopili fungovani algoritmu, zkusme si rozepsat jeho
postup pro néjaky obecny n-rozklad. Volme n = 2, pro vétsi n by byl totiz
vypocet neimérné velky a mensi n nejsou zajimava.
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Priklad 4.2.5. Mé&jme formuli
A(p) = B[OC(p), OC:(p)]

méame tedy Blqi, ¢2]. Postupujme podle algoritmu FP1:

By = Blag1, g2},
B/ [T Q2]7
OcC] = 0C(B[T, ¢)),
By = B[OCW(B[T, ¢2]), g2},
By = BOCY(B[T, T]), T]
[

00y = OC(BIOC (BIT, T, T,
B[T,0Cy(B[OCL(B[T, T)]), T)]),DC(B[OCL(B[T, T]), T])]
BIT,0C,(BIOCH (BIT, T]), T, OCa(BOCY (BT, T, T])]

Bs = B[OC4(
D = B[OC(

Predchozi priklad nam poskytuje nékolik zajimavych pozorovani. Pfedné
si mtizeme vSimnout, ze formule

OCy(B[T, OC(B[OCY(B[T, T]), TH]),

vvvvvv

OC2(B[AC(B[T, T]), T)),

kterou substiujeme za ¢,. Protoze jsme pfedchozi ptiklad fesili zcela obecné,
musi to byt dano tim, v jakém poradi jsme ,eliminovali“ proménné ¢; a ¢s.
Co kdybychom tedy potradi obratili? To mtzeme udélat jednoduse, staci v B
zaménit proménné ¢; a g, dale pak vyménit formule C4(p) a C3(p) a mizeme
znovu pouzit stejny algoritmus. Dostali jsme vlastné jinou formuli B, méli
bychom ji znacit naptiklad B’, ale protoZe evidentné plati

B[OC(p),OCy(p)] = B'[DOQ(p), ac: (p)],

tedy kdykoliv pfi dosazovani do B prohodime cleny, dostavame to samé,
nemusime takové znaceni zavadeét, jen stac¢i mit toto na paméti. Vyuzijeme-li
predchoziho prikladu, pak touto zaménou dostavame, ze pevnym bodem je
vlastné i formule

D' = B[OC,(B[T,0Cy(B[T, T])]),OCy(B[OCL(B[T,OC(B[T, TH]), TN,

kterd vznikne z D akorat zdménou potradi parametriu v B a zaménou C(p)
za Cy(p) a naopak. Situace se nyni obratila. Celkové tedy méame dva mozné
postupy vypoctu, které obecné davaji jiné vysledky.
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Srovnejme oba vypocty. Dostévime tedy pevng bod
D = B[OC,(B[T,OCy(B[OC(B[T, T]), T])]), OCy(BIOC(B[T, T)), T)).

nebo

D' = B[OC,(B[T,OCy(B[T, T])]), OCy(BIOCy (B[T,0C(B[T, T)]), T])].

V prvnim pfipadé se nam ve vysledném pevném bodu vyskytuje ,navic®
formule C5, ve druhém naopak C. Z toho muzeme usoudit, ze v zavislosti
na velikosti a tvaru formuli C; a C5 muize byt jeden z vypocti vyrazné
vyhodnéjsi. To vSak zalezi na tfadé faktori — slozitosti formuli C; a Cj,
poctu vyskytd p v nich, ale také na poctu vyskytt ¢; a go v . B. Mluvime
tedy pouze o relativni slozitost v obecném piipadé, pro konkrétni formule
miize byt vse zcela jinak.

Zminme se jesté o tom, ja by se situace zménila, kdyby se n zvysilo.
Vzdy mame k dispozici tolik moznych postupi, kolik je permutaci (poradi)
na n prvcich, tedy konkrétné n!. Z prikladu lze vypozorovat, jak by situace
probihala pro n = 3 a také pro dalsi n. Ziskame tedy vzdy jeden v obecném
v zavisloti na poradi eliminace proménnych ¢;. Slozitost ¢lenil se v obecném
pripadé postupné snizuje, tedy nejjednodussi bude ten odpovidajici posledné
eliminované proménné.

Nyni se mtiizeme opravnéné ptat, zda by neslo vSechny vypocty néjakym
zptisobem spojit. Jinymi slovy najit si pro kazdy parametr formule B nejjed-
nodussi moznou variantu a uvazovat vyslednou formuli. Jistou odpovéd na
tuto otazku nabidne algoritmus FP2, ktery budeme studovat poté, co kratce
prozkoumame slozitostni aspekty algoritmu FP1.

4.2.1 Slozitost pevnych bodu

Nas algoritmus FP1 je velmi jednoduchy. Prostudujme nyni podrobnéji jeho
béh, abychom ziskali odhad jeho slozitosti. Nejprve odhadneme velikost kon-
struovaného pevného bodu a nasledné si uvédomime, jaky méa tento odhad
vztah k ¢asové a prostorové slozitosti algoritmu.

Klicova je nasledujici véta, ze které vsechny uvedené odhady ziskame jako
jednoduché dtsledky.
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Véta 4.2.2. Méjme libovolnou formuli A(p), ve které se p vyskytuje pouze
v moddlnim kontextu, a jeji n-rozklad

A(p) = B[OC1(p), ..., OC(p)],
pak algoritmus FP1B nalezne pevny bod D, pro ktery plati

subfl(A(p)) < subfi(D) < subfl(A(p))?",
depthu(A(p)) < depthu(D) < 2" -depthm(A(p)).

Diikaz. Osetifeme jediny specidlni piipad a to n = 0. Pak je pevnym bodem
pfimo A(p) a tvrzeni véty plati trividlné. V ostatnich pfipadech probiha
vypocet.

Abychom zjednodusili odhad slozitosti, pouzijeme konstrukci spise po-
dobnou ptvodnimu diikazu korektnosti nez algoritmu FP1. Novy algorit-
mus 2 nazveme FP1B!'Y. Misto formule B budeme béhem vypoctu pracovat
s formuli A(p) respektive s formuli B, kterd bude mit na pozicich ¢; dosazenu
ptislusnou formuli JC;. Mame tedy formuli A;, to je formule A(p). Ukazme,
jak probiha -ty priichod cyklem v nasem pozménéném algoritmu. V pi-
vodnim algoritmu nejprve ziskavame formuli B, v nasem pozménéném bude
tento krok reprezentovat nahrazeni podformule LJC; konstantou T. Vzniklou
formuli oznac¢me A.. Krok ve kterém vytvaiime formuli OC! vypoustime a
vznik formule B;,; je pro nas nahrazenim proménné p ve formuli A; for-
muli A} a to pouze na pozicich uvniti pfislusné formule OC;. Dostavame
tak formuli A;,;. Ekvivalentné lze predchozi vyjadrit jako nahrazeni formule
OCi(p) v A; formuli OC;(AL). V této podobé je také zapsan algoritmus.

Nyni jiz odhady ziskdme snadno. Spodni odhady ziskdme okamzité. Vy-
chazime od formule A(p) a uvazime-li oba kroky cyklu, délka formule ani mo-
dalni hloubka neklesnou, nebot v druhém kroku cyklu vzrostou minimalné
o tolik, o kolik v prvnim kroku klesnou.

Horni odhady budou vyzadovat slozitéjsi ivahu. Nejprve odhadnéme
délku pevného bodu. Projdéme si i-ty cyklus algoritmu. Mame jistou formuli
A;, jejiz velikost mizeme odhadnout napiiklad konstantnou d, nyni v ni
podformuli OJC;(p) nahradime konstantnou T, tim délku formule rozhodné
nezvysime, formule A, ma tedy stale délku nejvyse d. Nyni ziskdme formuli

9V{znam dosazeni, znadime «, je v tomto piipadé, jak osvétli text, spiSe nahrazeni
nez dosazeni. Tedy F[F «— G| ma vyznam: ,ve formuli £ nahrad vSechny vyskyty F
formuli G“. To neni z algoritmického hlediska p¥ilis sfastné, nebot testovani na vyskyt
F v F muze byt s ohledem na slozitost formule vypocetné dosti naroc¢né. Navic prace
s formulemi (JC; se v novém algoritmu také velmi komplikuje, nebot z prosté reprezentace
vysledné formule neni pii nahrazovani jasné, kterou podformuli méame piesné nahradit.
Tyto technické detaily, které by implementaci velmi komplikovaly, ndm vsak nyni pro
ucely odhadu slozitosti vysledné formule nevadi.
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Algoritmus 2 FP1B(n, Blqg1, - -, qal, (C1,...,Cy))
Vstup: Libovolny n-rozklad B[OCi(p),...,0C,(p)], konkrétné hodnota n

a formule Blq,...,q,],C1,...,Ch.
Vystup: Pevny bod formule B[OC,(p), ...,0C,(p)].

if n =0 then
return B
else

Al <~ B[Dcl(p)> tr Dcn(pﬂ
for i =1 ton do

Al <= A [OC;(p) « T]

A <= A [OC(p) < OC;(A))]
end for

return A,
end if

A, 41 tak, ze vSechna p uvnitf podformule C;(p) formule A; nahradime formuli
A.. Takovych p rozhodné neni vice nez je velikost A;, tedy d a velikost A} jsme
také odhadli pomoci d, velikost A; ;1 je tedy nejvyse kvadratickd vzhledem
k d.

Vyjdeme-li od formule A(p), kterd mé velikost pravé subfl(A(p)), pak po
kazdém prichodu cyklem dostaneme formuli nejvyse kvadratické velikosti,
tedy po n prichodech cyklem dostavame pevny bod D, pro ktery plati

n-krat
n

subfl(D) < subﬂ(A(p))2 } = subfl(A(p))*".

Horni odhad modalni hloubky pevného bodu ziskdme podobné. Piedpo-
kladejme, ze jsme v i-tém cyklu. Modalni hloubku A; odhadnéme pomoci
konstanty A, nyni nahrazeni [JC; konstantou T rozhodné modalni hloubku
nezvysi, formule A, ma tedy stale modalni hloubku nejvyse h. Nyni dosa-
zujeme do A;, kterda ma modalni hloubku nejvyse h, za nékteré vyskyty p,
totiz ty uvnité C;, formuli A;. Tim se modalni hloubka formule v nejhorsim
pripadé zdvojnasobi.

Vyjdeme-li znovu od formule A(p), dostévame po kazdém prichodu cyk-
lem maximalné dvojnasobné zvétseni modalni hloubky, a tedy po n krocich
ziskavame pevny bod D, pro ktery plati

depthy (D) < 2" - depthy (A(p)).

Q.E.D.
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Predchozi véta méa nésledujici jednoduchy diisledek.

Dusledek 4.2.3. Méjme libovolnou formuli A(p), ve které se p vyskytuje
pouze v moddlnim kontextu, a jeji n-rozklad

A(p) = B[OC(p), ..., 0C,(p)],
pak algoritmus FP1B nalezne pevny bod D, pro ktery plati

subfl(A(p)) < subfl(D) < subfl(A(p))Z"™""
depthy(A(p)) < depthy(D) < 2ubfm(AD) . depthy (A(p)).

Diikaz. 7 lemmatu 2.1.3 miZzeme n trividlné omezit hodnotou subfly(A(p)).
QE.D.

Ptedchozi odhad ma dobry smysl pouze pokud umime pomoci algoritmu
sestrojit pfislusny n-rozklad. Na to mizeme vyuzit naptiklad algoritmus
KROZLMAX. Ten sice nevyda optimalni rozklad, pro nas odhad to vsak
nehraje roli. Jeho vyhodou je naopak nizka vypoctova slozitost.

Z nasich hornich odhad plyne, Ze maximéalni slozitost konstruovaného
pevného bodu roste velmi dramaticky vzhledem k poc¢tu modalizovanych
podformuli formule A(p). V nasich vypoctech jsme si toho neméli moznost
vSimnout, protoze byly prili§ kratké a zaroven jsme konstruované formule
vhodné zkracovali. Nepopirame, ze nas odhad neni zcela optimalni a bylo
by mozné jej nepochybné zlepsit. Napiiklad pfi urcovani maximalni modalni
hloubky dochézi pti dosazovani konstanty T za JC;(p) ke snizeni modalni
hloubky této formule o jedna. Ve vysledku tedy muzeme mit odhad lepsi
o subfly(A(p)), coz je vSak zlepSeni v daném pfipadé zanedbatelné.

Mohli bychom pochopitelné odhadnout ¢asovou a prostorovou slozitost
algoritmu. Pro tyto tcely se vSak vratime k algoritmu FP1. Jeho prostu-
dovanim snadno zjistime, Ze jeho casova a prostorova slozitost je vlastné
déana formulemi, se kterymi pracuje, nebot jediné, co provadi, je dosazovani
formuli za proménné do formuli . Navic si mizeme vSimnout, Ze zadna kon-
struovana formule se béhem vypoctu ,neztraci“, tedy casova a prostorova
slozitost algoritmu pro vhodnou konstantu odpovida délce konstruovaného
pevného bodu pouze s pfihlédnutim k pouZité reprezentaci formuli?’. Délku
pevného bodu jsme jiz odhadli, to ze jsme k tomu pouzili algoritmus FP1B
nevadi, nebot vysledna formule je v obou pfipadech naprosto shodna. Nase
pozorovani tedy mtzeme shrnout do nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4. Casovd a prostorovd sloZitost algoritmu FP1 je ddna hornim
odhadem délky pevného bodu s prihlédnutim k pouZité reprezentaci formuli.

20Pfedpokladédme napiiklad, Ze k dosazeni jedné formule do jiné formule za vSechny
vyskyty néjaké proménné vyzaduje nejvysSe konstantnékrat vice operaci nez je délka vy-
sledné formule v pouzité reprezentaci.
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B[t,T,T| B[T,T,T] B[T,T,T] B[T,T,T] B[T,T,T] B[T,T,T]

! ! ! T ! !

B[T7T7QS] B[T-Q%T] B[T7T7q3] B[Q17T7—I—] B[T»Q%T] B[Ql-T-T]

NS NS NS

B[T7Q2,CJ3} B[CH,T,Q?J B[Cha%;ﬂ

—

Blq1, 2, q3]

Obrazek 11: Strom vypoctu

4.3 Treti metoda vypoctu

Jako posledni popiSme Sambinovu [Sam76, SV82] rekurzivni konstrukei pev-
nych bodu podle n-rozlozitelnosti formule A (p). Mé&me formuli A (p), v niz
se p vyskytuje pouze v modalnim kontextu. Predpokladejme, Ze formule
A(p) je n-rozlozitelna.

Jestlize je naSe formule 0-rozlozitelna, pak se v ni p viibec nevyskytuje, a
tedy sama formule A(p) je pevnym bodem. Je-li naopak n nenulové, budeme
chtit problém prevést na hledani pevnych bodit pro jisté (n — 1)-rozloZitelné
formule a z téchto n nalezenych pevnych bodi poté sestrojime hledany pevny
bod. Tento postup muzeme iterovat, nebot vzdy narazime na 0-rozloZitelné
formule, pro které umime pevny bod trividlné urcit. Uvazujme libovolny
pevny rozklad pro n # 0

A(p) = B[OCi(p),-..,0C. (p)]
a definujme pro vSechna i, 1 < i < n, formule A; (p) jako
Ai(p) = B[OC1(p),...,0OCi—1 (p), T,0Ci11 (p) ..., 0OC, (p)],
tim jsme ziskali n formuli, z nichz kazda je (n — 1)-rozlozitelnd a mizeme

o nich predpokladat, ze pro kazdé A; (p) umime sestrojit pevny bod D;, coz
jsme pfesné planovali. Pevny bod D pro formuli A (p) definujeme jako

D =4e; BOC, (D1), ..., 0C, (D,)].

Uvédomme si, ze pro n = 1 je vypocet zcela shodny s vétou 3.1.3 o se-
strojovani pevnych bodt 1-rozlozitelnych formuli, lze se na néj tedy znovu
divat jako na jisté jeji primé zobecnéni. Predchozi metoda vypoctu pevnych
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bodti eliminovala postupné jednotlivé ¢leny n-rozkladu za cenu neustalého
zvétsovani formule. Jednalo se v jistém smyslu o linedrni postup. Tentokrat
naopak sestrojujeme vlastné jisty strom vypoctu hloubky (n + 1), kde na
i-té hladiné ma kazdy uzel (n + 1 — i) nasledovniki, jak ukazuje pro n = 3
obrazek 11, demostrujici zaroven ,,prichod“ konstanty T stromem vypoctu.
Velikost stromu je presné dana. Korfen ma n pfimych néaslednikt, kazdy
z téchto n nésledniki pak (n — 1) pfimych naslednikii a tak déle. Strom
mé tedy celkem n! listi. Jeho hloubka je také snadno odhadnutelné z vyse
uvedené tvahy a to (n + 1), jednicku musime pficist kvuli kofeni.

Je vidét, ze vSechny listy v nasem stromu jsou stejné, to vsak neznamena,
ze by byl stejny i vypocet. Jadrem vypoctu je totiz dosazovani castecnych
pevnych bodt, a to se jiz 1idi tim, za které ¢; se ma dosazovat.

Dokazme, ze Sambinova konstrukce opravdu dava pevny bod. Z kon-
strukce to zatim neni pfili§ jasné. Pouzijeme jednoduchy sémanticky dikaz,
ktery navrhla Reidhaar-Olson [RO90]. Lze také pouzit pomérné jednoduchy
syntakticky Lindstromiv [Lin06] dikaz vyuzivajici lemma 2.2.6 o zobecnéné
jednoznacnosti pevnych bodi.

Véta 4.3.1. Necht formule A(p) je takovd, Ze se v ni p vyskytuje pouze
v moddlnim kontextu, pak existuje pevny bod D poZadovanych parametri,
pro ktery plati

GLFE((p = A(p)—(p = D).

Diikaz. S ohledem na to, ze konstrukce je rekurzivni, bude se jeji korektnost
dokazovat nejlépe indukci podle n-rozlozitelnosti formule. Pro n = 0 vse
plati trivialné z konstrukce.

Predpokladejme tedy, ze pro n-rozlozitelné formule jiz tvrzeni véty plati
a méjme libovolnou formuli A (p), kterd je (n + 1)-rozloziteln4, a tedy

A(p) = B[EC1(p),...,0Cu1 (p)].

Z konsktruce mame pro libovolné i € (1,n + 1) pevny bod D;. Ukazme, Ze
plati nasledujici klicova vlastnost:

Tvrzeni 4.3.2.
GLEE(p = A(p)) — B(AC; (p) = OC; (D))

To dokazeme sémanticky. Zvolme tedy libovolné pevné kripkovsky model
K = (W,R,|-), jeho vrchol w € W ai € (1,n + 1). Ukazme, Ze kdykoliv

(57) w [~ = A(p)),
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pak jiz
(58) w |l=B(0C; (p) = OC; (Dy)) -

7 definice silné nutnosti a nutnosti je to ale to samé jako ukéazat pro libovolné
pevné u, které je w nebo je z w dosazitelné, tedy u € {v;v =w V wRv},
platnost

(59) u -0 (p) = OC; (D).

Rozlisme dva pripady:

1) u |- 0G (p) :
V tom pripadé trivialné plati

ul~0C; (p) = T.

To vsak také plati ve vSech vrcholech dosazitelnych z u, nebot ve vSech
je splnéno OJC;(p). Dostavame tedy

ul-0(@C(p) = T).
7 prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7 tak lze do libovolné formule
substituovat T za 0C; (p) pfi zachovani splnénosti ve vrcholu u. Vez-
méme nyni do hry konstrukei pevnych bodi. Z definice vime, ze A; (p)

vznikne z A (p) tak, ze do jeho rozkladu dosadime misto JC; (p) prosté
T. V u tedy plati

ull= 4 (p) = Alp)

a navic, nebot u je w ¢ libovolny vrchol dosazitelny z w, méame
w |- (A (p) = A(p)),

a tedy evidentné také

u =G4 (p) = A(p)),

navic z (57) mizeme odvodit
ul=0p = Ap).
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Prozkoumanim definice silné nutnosti, ktera sémanticky vlastné rika,
ze formule je splnéna v daném vrcholu i ve vSech dosazitelnych, pak
z predchoziho snadno dostavame

ul=0p = Aip).

7Z konstrukce je jasné, ze A; je n-rozlozitelna a z indukéni hypotézy pro
ni tedy existuje pevny bod D;, pro ktery plati

GLEH(p = Ai(p) — (p = Di),
a tedy diky uplnosti dostavame
ul~p = Dy,
navic znovu z definice u a z toho, ze bylo voleno libovolné plati
ul-E((p = D).

Uvazme prvni substituéni lemma 1.3.7 pro formuli OC; (p), pak dosté-
vame

coz dokoncuje diikaz prvniho pfipadu, stac¢i vzit v uvahu, jak jsme

volili u. Uvazime-li jesté pouziti prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7
na formuli C; (p), dostavame vztah

(60) u |- C;i(p) = Ci (D),
ktery se nam bude hodit v diitkazu druhého piipadu.
2) u | 0OC (p) :

Z definice nutnosti to znamena existenci vrcholu v dosazitelného z u,
pro ktery

vl Ci(p).

Mizeme volit vrchol v takovy, Ze jeho K-rank je minimalni, tedy ve
v8ech vrcholech v’ dosazitelnych z v je C;(p) splnéno, a tedy

v |- BCi(p).
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Nyni pouzijeme platnost vztahu (60), to muzeme, nebot jsme k jeho
dikazu potfebovali pouze u |- OC;(p) a nebot toto u bylo libovolné
dosazitelné z w (¢ w), miZeme za néj volit v a dostavame tak

v = Ci(p) = Ci (D),
v [ Ci (Ds),

a nebot v je dosazitelné z u, mame hledané
u |+ 0C; (D) -

Diikaz celé véty ted jiz dokon¢ime pomérné jednoduse. Predpokladejme
znovu libovolné pevné model K = (W, R, ||-) a svét w € W, pro ktery

(61)
wl-H{ = Ap),

pro libovolné i tedy z pravé dokdzaného tvrzeni mame
w |- (EC (p) = LC; (Dy)) -

Nyni uvazme n + 1 aplikaci prvniho substitu¢niho lemmatu 1.3.7 na formuli
Blq, ..., qu+1] a dostavame

w H_ B [DCl (p) [ DCTL—H (p)] =B [DCI (D1> 1yt DC?H—I (DH—H)] :

Uvédomime-li si, Ze levé strana predchozi ekvivalence je vlastné A (p) a prava
strana definice D, muzeme vSe pfrepsat jako

wl-A(p) = D
anyni z (61) dostavame pozadované
wl|-p=D.
Nebot model K i vrchol w byly libovolné, dostavame z tplnosti
GLED(p = A(p)— (= D).

Q.E.D.
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Algoritmus 3 FP2(n, B, {(q1,...,qn),{C1,...,Cy))
Vstup: Libovolny n-rozklad B[OCi(p),...,0C,(p)], konkrétné hodnota n
a formule B, CY,...,C, a proménné (qi,...,qn)-
Vystup: Pevny bod formule B[OC,(p),...,0C,(p)]
if n =0 then
return B
else
for 1 =1 ton do
Bl < Blg — T
Q; = <Q1> s Gi—1,Git 1, - - 7qn>
C,L, <~ <Cl, R 701'717 Ci+17 RN Cn>
D; < FP2(n—1,B.,Q.,C!)
end for
return B¢ « OC(Dy),...,q, < OC,(D,)]
end if

Vratme se zpét ke konstrukci pevného bodu a popisme si algoritmus, ktery
ho pocita. Prijimame stejné imluvy jako v predchozim ptipadé u algoritmu
FP1. Algoritmus 3 nazvéme FP2. Mé&me jisty n-rozklad formule A(p), tedy

A(p) = B[OC(p),...,0OC,(p)] .

Vstupem algoritmu je znovu ¢islo n, formule B [qi, . . ., ¢,] a posloupnost for-
muli C(p),...,Cy(p). Navic vSak také posloupnost proménnych ¢y, ..., q,.
Program pracuje rekurzivné a tato posloupnost se ndm bude hodit k tomu,
abychom mohli pracovat s dosazovanim konstanty T za prislusné ¢; do B.
Pfipomerime znovu, Ze formule A(p) neni pfimo vstupem algoritmu, ale je
rozloZena na formuli B a formule Ci(p),...,Cn(p), a lze ji tedy kdykoliv
z téchto formuli ziskat.

Jiz jsme zminili, Ze program bude fungovat rekurzivné. To odpovida
definici konstrukce, kterou jsme podali, nebot ta byla také rekurzivni. Jestlize
je tedy n = 0, nevyskytuje se v B jiz zddné ¢; a pevnym bodem je samo B,
to odpovida presné popisu konstrukce. Necht je naopak n > 1, pak musime
postupovat stromem vypoctu, tedy vytvorime n vétvi, na kazdé dosadime
do B za prislusné ¢; konstantu T a rekurzivné voladme algoritmus na tuto
novou formuli. V algoritmu provadime pomocné operace, nejprve ziskame
pomocnou formuli B!, kterd vznikne dosazenim T za ¢; do B. Poté nasleduji
dva technické kroky, které nam z posloupnosti ¢, ...,q, a Cy, ..., C, odstrani
q; respektive C;, to se nam hodi k rekurzivnimu zapisu algoritmu. Nyni
rekurzivné volame algoritmus, abychom zjistili pevny bod D; pro kazdou z n
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formuli B]. Téchto n pevnych bodu D; pak dosadime do pfislusné formule
LC; za proménnou p a vysledek pak za ¢; do formule B. To pfesné odpovida
konstrukci.

Pripomenme jesté jednou, ze algoritmus je rekurzivni. Tedy dosadime-li
za jistou proménnou ¢; konstantu T a nésledné ji pred rekurzivnim volanim

odstranime z posloupnosti ¢y, . . ., ¢,, pak po rekurzivnim zavolani algoritmu
jiz. indexy neodpovidaji, nebot posloupnost ¢, ..., ¢i_1,Git1,- - -, qn S€ PO za-
volani vlastné stane posloupnosti qi,...,¢-1,¢,...,q,—1. To samé plati pro

posloupnost C4, ..., C,,.
Fungovani algoritmu nejlépe osvétli jednoduchy ptiklad. Stejné jako u al-
goritmu FP1 formule béhem vypoc¢tu vhodné zkracujeme.

Piiklad 4.3.1. Mé&jme formuli A(p) = O(p— g) — O—p, mame B = ¢; — ¢,
C1 =p— g a Cy = —p. Postupujme podle algoritmu FP2:

B=q¢g—q
Bi: T —=q=q¢
1= (@)

1= (C2) = (-p)
D1: FP2(17 q2, <Q2> ) <_'p)>
B=T

1= (0)
1= (0)
Dy=FP2(0, T, (D), (D))

=T
D=00UL—-yg)—-0-T=00OL—-g) —0OL.
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Pevnym bodem D je tedy formule O(OL — g) — OL.

Poznamenejme, Ze jsme si druhou pilku vypoctu v predchozim piikladé
mohli zcela uset¥it, nebot v okamziku, kdy jsme rekurzivné volali algoritmus
s hodnotou B rovnou T, nemohli jsme ziskat jinou odpovéd nez T, nebot
libovolnym dosazovanim do této formule ziskdme znovu pouze T.

Prestoze se ptedchozi vypocet mize zdat ve srovnani s vypocty pomoci
algoritmu FP1 dlouhy, je to zptisobeno predevsim mnozstvim operaci spoje-
nych s rekurzi. Srovnejme nyni algoritmus FP2 s algoritmem FP1. U algo-
ritmu FP1 jsme uvedli piiklad 4.2.5, ktery demonstroval vipocet pro obec-
nou 2-rozlozitelnou formuli. Provedme stejny vypocet i pro algoritmus FP2.
Navic poznamenejme, ze pro n = 0 a n = 1 se vysledek algoritmi FP1 a
FP2 ocividné nelisi.

Priklad 4.3.2. Mé&jme formuli
A(p) = B[OC1(p), OCy(p)]

méame tedy B|q1,¢s]. Postupujme podle algoritmu FP2 a dostdvame vypo-
cet, ktery mizeme reprezentovat nasledujicim obrazkem, kde prvni vétveni
symbolizuje dvé vétve vypoctu pro n = 2, rozsitovani pak priichod rekurzi a
sbihani naopak navrat rekurzi.

- Blq1, ¢2] ‘_
., B[T, ¢] Blq, T]B'
1 \2
B[T,T] BIT,T|
/ N
B[T,T] B[T,T]
.
B[T,T] B[T,T]
Dl\ /Dl
B[T,0Cy(B[T, T))] B[OC{(B[T,T]), T]

=

B[OC,(B[T,0OCy(B[T, T))]),OC(B[ECL(B[T, T]), T])]

Srovnejme nyni vypocet s prikladem 4.2.5, a tedy vypoctem pomoci al-
goritmu FP1. Nejprve poznamenejme, ze zatimco u algoritmu FP1 jsme
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mohli vypocet provadét v zavislosti na poradi eliminace proménnych dvéma
zpusoby, tentokrat takovou moznost nemame. Vypocet nemize v zadném
pripadé ovlivnit poradi paramentrii v rozkladu, respektive dojde pouze k per-
mutaci vétvi vypoctu, ale vysledek bude vzdy stejny. Pfipomenime, Ze jsme
algoritmem FP1 dostali dvé varianty pevného bodu, bud

D, = BIOC,(B[T,OC,(B[OC,(B[T, T]), T))]), OC(B[OC, (B[T, T]), T])],
nebo

D, = B[OC(B[T,OCy(B[T, T])]), OC,(B[OC,(B[T,OC(B[T, T))), T])]-
Uvazime-li pevny bod ziskany algoritmem FP2

D = BIOCY(B[T,OC(B[T, T))]), OCy(B[OCL(B[T, T]), T]).

zjistime, Ze jde o kombinaci obou pfedchozich vysledki, tedy prvni parametr
B v D je prvnim parametrem B v D, a druhy parametr B v D je druhym
parametrem B v D,. Na otazku, kterou jsme si polozili na konci zkoumani
prikladu 4.2.5, zda by $lo vypocty kombinovat a dostat tak mensi pevny bod,
je tedy alespori pro n = 2 odpovéd kladné.

Nyni bychom se mohli pokusit tento vysledek zobecnit a ukazat, ze tomu
tak bude i pro vétsi n. Poznamenejme vsak, ze vztah nebude tak jednoduchy,
jak by se mohlo zdat z piipadu n = 2, nebot pro vyssi n nam algoritmus
FP2 nabizi stale jedinou variantu vypoctu, zatimco FP1 jich v zavislosti na
poradi C; nabizi n!. Nemtzeme proto predpokladat, ze by pevny bod FP2
byl znovu kombinaci ,nejlepsich ¢asti“ pevnych bod vydavanych algoritmem
FP1. Napriklad pro n = 3 lze ¢astecné vypozorovat, budeme-li zkoumat oba
priklady 4.2.5 a 4.3.2, Ze algoritmus FP2 jiz bude v obecném pftipadé davat
vysledky takové, Ze vSechny t¥i parametry B ve vysledném pevném bodu
budou v obecném pripadé kratsi nez prislusné parametry B v pevném bodu
vydaném algoritmem FP1. Podrobné dokazovat to vSak nebudeme, nebot
by takovy dilkaz byl dosti pracny. Jistou ¢astecnou odpovéd na tuto otazku
nam poskytne srovnani hornich odhadi slozitosti pevnych bodt.

4.3.1 Slozitost pevnych bodu

Pokusme se nyni, stejné jako v ptripadé algoritmu FP1, urcit spodni a horni
odhady délky a modalni hloubky pevnych bodt konstruovanych algoritmem
FP2. Pomoci tohoto vysledku se také znovu pokusime odhadnout ¢asovou
a prostorovou slozitost algoritmu.

Stézejni pro nase dalsi zkoumani je tedy nasledujici véta.
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Véta 4.3.3. Méjme libovolnou formuli A(p), ve které se p vyskytuje pouze
v moddlnim kontextu, a jeji n-rozklad

A(p) = B[OC(p), ..., 0C,(p)],
pak algoritmus FP2 nalezne pevny bod D, pro ktery platt

subfl(A(p)) < subfl(D) < subfl(A(p))"*,
depthu(A(p)) < depthu(D) < (n+1)-depthu(A(p)).

Diikaz. Pro n = 0 plati véta trividlné, predpokladejme tedy n > 1. Nej-
prve provedme spodni odhady. Ty ziskdvame okamzité, pokud se podivame
na posledni instrukci programu, ktera vydava vysledny pevny bod. Nahra-
zeni proménnych p v A(p) pevnymi body Dy, ..., D,, tak je nutno instrukci
chapat, nepochybné nesnizi délku ani modalni hloubku formule.

Oba horni odhady budeme provadét s vyuzitim stromu vypoctu, pfipo-
menme obrazek 11. Oznacme ¢islo udavajici kolik ¢; ztistava v B, tedy kolik
jich jesté nebylo nahrazeno konstantou T, jako hladinu vypoctu. Na nulté
hladiné mame formuli B[T, T,..., T] a jsme tedy v listech stromu vypoctu.

Odhadnéme nejprve délku pevného bodu. Kazdy z listd stromu vypoctu,
neboli formule B[T, T, ..., T], mé délku, kterou mtizeme omezit délkou A(p).
Zvolme si nyni libovolné pevné jednu vétev vypoctu a postupujme az do ko-
fene. Z nulté hladiny se pfesuneme na hladinu jedna, tam vysledek D; z mi-
nulé hladiny vlastné dosazujeme za p do formule B[T,...,0C;(p),..., T],
jejiz délka rozhodné neni vétsi nez délka A(p). Dosazenim formule délky nej-
vyse A(p) tedy dostavame formuli délky nejvyse kvadratické vzhledem k délce
A(p). Na hladiné dva jiz dosazujeme dva vysledky D; a Ds, o kazdém mu-
zeme predpokladat, ze méa délku nejvyse kvadratickou vzhledem k A(p). Nyni
dosazujeme do formule B[T,..., g, ...,qj,..., ], jejiz délku lze znovu od-
hadnout velikosti A(p). Dosazovanim formuli, které maji kvadratickou délku
vzhledem k A(p), tedy dostavame formuli délky nejvyse subfl(A(p))3.

Takto bychom mohli pokracovat dale, na i-té hladiné mame formuli délky
maximalné

subfl(A(p)),
tedy na n-té hladiné dostavame hledany pevny bod D, pro ktery plati

subfl(D) < subfl(A(p))"*.

Modalni hloubku pevného bodu odhadneme analogicky. Na nulté hla-
ding méme formuli B[T, T,..., T], ta m& modalni hloubku nejvyse takovou
jako formule A(p). Na hladiné jedna dosazujeme formuli hloubky nejvyse
A(p) do formule B[T,...,0C;(p),..., T], kterd ma také modalni hloubku
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nejvyse A(p), vyslednd formule mé tedy modalni hloubku nejvyse dvoj-
nasobek modalni hloubky A(p). Na hladiné dva dosazujeme do formule
B[T,....¢,...,qj,.-., T|, kterdA ma modalni hloubku znovu nejvyse A(p),
dvé formule, obé s modalni hloubkou nejvyse dvakrat vétsi nez A(p), celkové
tedy dostavame formuli hloubky nejvyse 3 - depthy(A(p)).

Obecné pak na i-té hladiné dostavame formuli modalni hloubky nejvyse

(i + 1) - depthm(A(p)),
a tedy na n-té hladiné pro vysledny pevny bod D plati
depthm(D) < (n+ 1) - depthpu(A(p)).
Q.E.D.
Uvedme nyni jednoduchy dtisledek predchozi véty.

Dusledek 4.3.4. Méjme libovolnou formuli A(p), ve které se p vyskytuje
pouze v moddlnim kontextu, a jeji n-rozklad

A(p) = B[OC:(p), ..., HCu(p)],
pak algoritmus FP2 nalezne pevny bod D, pro ktery plati

subfl(A(p))
depthm (A(p))

subfl(D)
depthu (D)

subfl (A(p))subflM(A(p))+l7

<
< (subfly(A(p)) + 1) - depthm(A(p)).

<
<

Dikaz. Z lemmatu 2.1.3 mzeme n trivialné omezit hodnotou subfly(A(p)).
Q.E.D.

Znovu poznamenejme, ze predchozi odhad méa dobry smysl pouze pokud
umime pomoci algoritmu sestrojit ptislusny n-rozklad. K tomu mtzeme vy-
uzit napriklad algoritmus KROZLMAX. Ten sice nevyda optimalni rozklad,
pro nas odhad to vsak nehraje roli. Jeho vyhodou je naopak nizkad vypoctova
slozitost.

Ve srovnani s algoritmem FP1 jsme ziskali vyrazné lepsi horni odhady.
Presto muzeme stale pozorovat, ze délka pevného bodu roste velmi drama-
ticky se vzrustajicim poc¢tem modalizovanych podformuli, a to exponencialné
vzhledem k délce A(p). Riist modalni hloubky neni tak drasticky, pfesto ne-
dosahuje odhadu, ktery jsme ziskali u sémantické metody sestrojovani pev-
nych bodf.

V pripadé algoritmu FP1 jsme nyni pomoci jednoduchého pozorovani
odhadli také ¢asovou a prostorovou slozitost algoritmu. Pokusme se stejnym
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zpusobem odhadnout i slozitost algoritmu FP2. Na prvni pohled je situace
tentokrate komplikovanéjsi, nebot méame rekurzivni algoritmus.

Jeho peclivym prozkoumanim vsak znovu zjistime, ze podstatou vypoctu
je opét pouze dosazovani formuli za proménné do jinych formuli a Ze se nam
formule béhem vypoctu ,neztraceji“. Provadime sice nékteré dalsi pomocné
operace, délka formuli, které do nich vstupuji, je vSak odhadnutelna délkou
formuli ticastnicich se piimo vypoctu pevného bodu, pripadné odhadnutelna
délkou A(p). Pomocné operace a rekurze tak prodlouzi s ptihlédnutim k pou-
zité reprezentaci formuli vypocet pouze konstantnékrat. MiZzeme tedy stejné
jako v pripadé algoritmu FP1 vyslovit nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.3.5. Casovd a prostorovd sloZitost algoritmu FP2 je ddna hor-
nim odhadem na délky pevného bodu s prihlédnutim k pouZité reprezentact
formuly.
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Zaveér

V predchozim textu jsme se snazili pomérné podrobné diskutovat explicitni
vypocty pevnych bodt v logice dokazatelnosti GL. Postupné jsme ziskali
pevné body nasledujicich formuli:

Formule Pevny bod
Up T

Cl=p 0L

O(p— g) Cg

—[p L

Up—yg Hg—yg
OpVa)A...AOpVg) T
OpAg)V...vO[pA g) Og1 V...V Og,
=p A O=0p L
O(-p—-01)—-0O(p—01) 0001 —0O0L
Up — O=p 0oL — 0L
O(p—g) v O(p — —y) Og v O-g
-Lp AUp L

O@p — g) A-Op
O(p—g) — O-p

OOL —g)A-OL
OOL—-g)—0OL

Nyni muzeme ¢ist formule v levém sloupci metamatematicky. Modalni ope-
rator nutnosti interpretujeme jako dokazatelnost, tedy [J ¢teme jako ,doka-
zuje, =[] ¢teme ,nedokazuje“ a konstantu L ¢teme ,spor®.

Prvni formule [lp, zapsana v podobé autoreferencni rovnice p = Ulp,
tvrdi vlastni dokazatelnost, jde tedy o Henkinovu formuli. Jejim fesenim je
konstanta T, neboli dokazatelna sentence, coz jiz vime z Lobova vysledku.
Prirozenym feSenim autoreferen¢ni formule Cl—p, ktera tvrdi, Ze je doka-
zatelna jeji vlastni negace, je pochopitelné [J1, tedy sentence ekvivalentni
dokazatelnosti sporu. Formuli —[lp tvrdici vlastni nedokazatelnost zname
dobte, jde o Godelovu formuli. Z Druhé Godelovy véty vime, jaké ma tato
formule Teseni autoreferenc¢ni rovnice. Je jim sentence ekvivalentni s —[J1,
neboli nedokazatelnosti sporu, tedy konzistenci teorie. Formule [lp — g je
pouzita v dikazu Lobovy véty, jejim pevnym bodem je formule (g — g.

Ptiestoze umime prostiednictvim logiky GL spocitat pevny bod libovolné
godelovské autoreferencni rovnice, neni autorovi znamo, ze by tak nékdo ve
vétsim meéritku ¢inil. Vyznam naSich vypoctt tak nelze z metamatematic-
kého hlediska precenovat. To souvisi také s tim, ze zajimavé gddelovské auto-
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referen¢ni rovnice jiz byly zkoumany diive jinymi prostiedky. Podle [JdJ98§]
lze dokonce véty o pevnych bodech v logice GL chéapat v jistém smyslu také
jako negativni vysledek. Chceme-li totiz pomoci véty o autoreferenci sestrojit
formuli se zajimavymi novymi vlastnostmi, neziskame je jako feseni gbdelov-
skych autoreferenc¢nich rovnic. Jediné dvé vyjimky jsou Godelova a Lobova
sentence. To je také jeden z diivodii, pro¢ vétsina zajimavych pevnych bodt
vyuziva Rosserovy konstrukce, nebot jak jsme se jiz zminili, nékteré takové
rovnice nemaji jednoznac¢na feseni [GST79)].

Podafrilo se nam ziskat nékolik zptisobii, jak pocitat pevné body. Nékteré
jsou velmi efektivni, pouzitelné vSak pouze ve specidlnich ptipadech. Pro
obecné formule jsme ziskali tfi postupy. Prvni ndm poskytl cenny odhad na
maximalni modalni hloubku pevného bodu, ukéazal se vSak vypocetné zcela
neefektivni. Dalsi dva pristupy maji hodné spole¢ného. Ptestoze odhady se-
strojené pro druhou metodu nebyly prilis optimistické, dosahli jsme ve vSech
nasich jednoduchych pfikladech vhodnym zkracovanim velmi kratkych vypo-
¢ta. Se vzrustajici slozitosti formule by se pochopitelné situace komplikovala.
Ukazala by se také vyhoda tieti metody, ktera se na jednoduchych prikladech

vz

vyrazné lepsi odhad maximalni délky pevného bodu.

V tématech studovanych v této praci by bylo mozné pokracovat mnoha
zpisoby. Bylo by mozno napfiklad podrobnéji prozkoumat k-rozlozitelnost a
predevsim jeji vypoctovou slozitost pti hledani minimalniho rozkladu. V nasi
praci jsme se celkové explicitnim zkoumanim vypoctové slozitosti algoritmit
nevénovali ptilis podrobné. Dalsim zajimavym tématem by mohlo byt zkou-
mani souvislosti druhé a tieti obecné vypocetni metody pro n > 3. My
jsme jisty castecny vysledek pouze naznacili. Neukézali jsme také zadny
priklad formule, kterda méa pevné body napiiklad pouze exponencialné delsi
nez je sama. Navic nevime, zda takové tvrzeni viibec plati, tedy zda napfi-
klad nelze k libovolné formuli sestrojit pevny bod pouze polynomialni délky
vzhledem k ptivodni formuli.

Zcela jsme pominuli algebraicky pristup k logice dokazatelnosti, ktery
pochdazi od Magariho a jeho skupiny z univerzity v Siené. Algebraické po-
stupy vyuzivaji naptiklad ptivodni Sambinovy konstrukce [Sam74, Sam76].
Existuje cela fada na sebe navazujicich ¢lankt studujicich logiku dokazatel-
nosti algebraicky, ¢tenar muize nékteré reference ziskat naptiklad z monogra-
fie [Smo85]. Podobné jsme mohli nékteré nase tivahy provadét v gentzenov-
ském kalkulu, ktery se v nasi praci viibec neobjevil.

Nepochybné zajimavé by také mohlo byt konkrétni implementovani zde
uvedenych algoritmti pro vypocet pevnych bodi. Bylo by tak naptiklad

107



4.3 Treti metoda vypoctu 4. Vypocty pevnych bodi

mozno zkouset jejich chovani na velkych souborech automaticky generova-
nych formuli. S ohledem na vysokou vypoctovou slozitost téchto algoritmit
a obecné zkuSenosti s témito postupy by vsak nebylo rozumné vkladat do
nich pfehnané nadéje. Na druhou stranu mitze jit o uzitecné pomocniky prii
testovani rtznych hypotéz. Ostatné véty o pevnych bodech jsou vlastné do
znacné miry vysledkem riznych pokust a narocnych vypocti.
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