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Časo-prostorové bodové procesy
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2.1 Vı́cerozměrné OUCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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A formula for cross-correlation function of multivariate Cox point processes is derived
in nonstationary and stationary case. The calculations are illustrated on an example of
a process derived from inverse Gaussian Lévy process.
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Úvod

Modely založené na Lévyho procesech maj́ı široké uplatněńı zejména ve finančńıch apli-
kaćıch, viz. např́ıklad [1] a [4]. Tomuto účelu slouž́ı také procesy Ornstein-Uhlenbeckova
(OU) typu ř́ızené Lévyho procesy (BDLP — Background Driving Levy Process). Ty
jsou podrobně studovány v [4] a [10]. V této práci se zabýváme Coxovými bodovými
procesy ř́ızenými procesy OU typu (zkráceně OUCP). Coxovy procesy maj́ı náhodnou
intenzitu a podmı́něně při dané intenzitě jsou Poissonovými procesy. Pro tuto jejich
dvoustupňovou skladbu se jedná nejen o flexibilńı tř́ıdu proces̊u, ale jsou také mate-
maticky zvládnutelné. Často jsou označovány jako dvojně stochastické. Studovány jsou
např́ıklad v [8].

Náhodná intenzita Coxova procesu je jeho významnou charakteristikou, kterou však
často v aplikaćıch nelze př́ımo pozorovat. Úloha filtrováńı Coxova procesu se zabývá
jej́ım odhadem. Klasickým př́ıstupem k tomuto problému je řešeńı pomoćı stochasti-
ckých diferenciálńıch rovnic (např́ıklad [11] nebo [5]). Moderńı př́ıstup je založený na
metodě Markov chain Monte Carlo (MCMC) a na Bayesové větě. T́ımto př́ıstupem se
zabývá článek [7] a je žádoućı jeho rozpracováńı.

Popis závislosti složek vektorového procesu se provád́ı pomoćı kř́ıžové korelačńı
funkce. Pro bodové procesy je zaj́ımavou úlohou stanoveńı kř́ıžové korelačńı funkce
v odlǐsných časových okamžićıch.

Tato práce se zabývá Coxovými procesy ř́ızenými procesy OU typu a v́ıcerozměrnými
OUCP. Odlǐsným zp̊usobem než v [7] je odvozen tvar kř́ıžové korelačńı funkce pro
v́ıcerozměrný Cox̊uv proces. Odvozen je také jej́ı tvar pro stacionárńı př́ıpad. Dále je
také předložen př́ıklad v́ıcerozměrného OUCP s výpočtem kř́ıžové korelačńı funkce.

Studován je také problém filtrováńı OUCP, konkrétně metoda stochastické simulace
za pomoćı bodových proces̊u a metody Markov chain Monte Carlo. Zde je nově tento
postup pro př́ıpad procesu s nekonečnou aktivitou (proces OU typu je ř́ızen Lévyho
procesem s nekonečnou aktivitou). Poté je postup zkoumán na konkrétńım př́ıpadě pro
BDLP daný Gamma Lévyho procesem.

V prvńı kapitole jsou uvedeny základńı poznatky z teorie Lévyho proces̊u, proces̊u OU
typu a bodových proces̊u. Ćılem je uceleně předložit potřebné poznatky a základńı
vztahy mezi nimi.

Druhá kapitola se zabývá v́ıcerozměrnými Coxovými procesy ř́ızenými procesy OU
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typu. Zde je definována kř́ıžová korelačńı funkce a je odvozen jej́ı tvar. Kapitola je
zakončena př́ıkladem.

Třet́ı kapitola se zabývá problémem filtrováńı OUCP. Podrobně je popsán postup
řešeńı založený na stochastické simulaci. V sekci 3.3 jsou uvedeny algoritmy potřebné
pro jej́ı provedeńı. Nakonec je celý postup demonstrován na konkrétńım př́ıpadě, ve
kterém je náhodna intenzita odvozena od Gamma Lévyho procesu.

Součást́ı práce je zdrojový kód pro simulaci se stručným popisem; je v př́ıloze na CD.
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Kapitola 1

Základy

1.1 Lévyho procesy

Definice 1.1.1 Funkce f : [0,∞) → Rd je regulovaná (často též càdlàg nebo rcll),
jestlǐze je v každém bodě x ∈ [0,∞) spojitá zprava a pro každé x ∈ (0,∞) existuje limita
zleva.

Definice 1.1.2 Řekneme, že rozděleńı náhodné veličiny Z v Rd je neomezeně dělitelné,

jestlǐze ∀n ∈ N ∃Z1, . . . , Zn i.i.d. náhodné veličiny tak, že Z1 + . . .+ Zn
d
= Z.

Definice 1.1.3 (Lévyho proces) Řekneme, že stochastický proces Z = {Zt, t ≥ 0}
s hodnotami v Rd, definovaný na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F ,P), je Lévyho
proces, jestlǐze splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

i) Z0 ≡ 0 a všechny trajektorie jsou regulované,

ii) ∀n ∈ N ∀0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn jsou náhodné veličiny Zt0 , Zt1 − Zt0 , . . . , Ztn − Ztn−1

nezávislé (nezávislé př́ır̊ustky),

iii) Zt+h − Zt
d
= Zh ∀t, h ≥ 0 (stacionárńı př́ır̊ustky),

iv) ∀ε > 0 lim
h→0

P (|Zt+h − Zt| ≥ ε) = 0 (stochastická spojitost).

Někteř́ı autoři v definici Lévyho procesu nepožaduj́ı regulované trajektorie. Vždy však
existuje modifikace s regulovanými trajektoriemi (viz. [10], Theorem 11.5).

Základńımi představitely Lévyho proces̊u jsou Wiener̊uv proces a Poisson̊uv proces.
Wiener̊uv proces je spojitý (a gaussovský), zat́ımco Poisson̊uv proces je ryze skokovitý.
Jeho př́ımým zobecněńım je složený Poisson̊uv proces.
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Definice 1.1.4 (Složený Poisson̊uv proces) Stochastický proces {Zt, t ≥ 0} je slo-
žený Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0 a se skoky s rozděleńım σ (v Rd), kde
σ({0}) = 0, jestlǐze je tvaru1

Zt =

N(t)∑
k=1

Yk,

kde proces {N (t) , t ≥ 0} je Poisson̊uv proces s intenzitou λ, {Yn, n ∈ N} je posloupnost
i.i.d. náhodných veličin s rozděleńım σ a procesy {Yn, n ∈ N} a {N (t) , t ≥ 0} jsou
nezávislé.

Složeným Poissonovým procesem budeme nazývat také proces γt+Zt (tj. s př́ıpadným
driftem γ ∈ Rd). Je-li drift takový, že proces je centrovaný, pak se nazývá centrovaný
složený Poisson̊uv proces.

Z následuj́ıćı poznámky a věty 1.1.7 plyne, že se v definici 1.1.4 skutečně jedná o Lévyho
proces. Poznamenejme ještě, že podmı́nka σ({0}) = 0 neńı nikterak omezuj́ıćı. Ř́ıká,
že kdykoliv dojde ke skoku procesu {N (t) , t ≥ 0}, dojde také ke skoku (nenulovému)
u procesu {Z (t) , t ≥ 0}. Podmı́nka je dána z d̊uvodu jednoznačnosti rozkladu procesu
Z na procesy N a Y .

Poznámka 1.1.5 Označme σ̂ charakteristickou funkci rozděleńı σ a za pomoci definice
složeného Poissonového procesu s γ = 0 poč́ıtejme jeho charakteristickou funkci. Pro
z ∈ Rd poč́ıtejme

Eei〈z,Zt〉 = E E
[
e
i
D
z,
PN(t)

k=1 Yk

E∣∣∣N(t)

]
=

∞∑
n=0

[
Eei〈z,

Pn
k=1 Yk〉 · P (N(t) = n)

]
=

=
∞∑

n=0

(
(λt)n

n!
e−λt

n∏
k=1

Eei〈z,Yk〉

)
=

∞∑
n=0

(
(λtσ̂(z))n

n!
e−λt

)
= eλt(σ̂(z)−1).

Plat́ı tedy

Eei〈z,Zt〉 = exp

{
t

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1

)
λσ (dx)

}
. (1.1)

�

Poznámka 1.1.6 Ze stacionarity a nezávislosti př́ır̊ustk̊u Lévyho procesu Z plyne,
že rozděleńı Zt je neomezeně dělitelné pro každé t ≥ 0. Naopak se dá dokázat,
že pro libovolné neomezeně dělitelné rozděleńı Z existuje Lévyho proces {Zt, t ≥ 0} tak,
že L(Z1) = L(Z). Nav́ıc, rozděleńı Lévyho procesu je jednoznačně určeno rozděleńım Z1

(oboj́ı viz. [10], Theorem 7.10).

Označme D =
{
x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1

}
.

1Prázdný součet a součin definujeme jako neutrálńı prvek vzhledem k dané operaci, tj.
∑0

k=1 ≡ 0,∏0
k=1 ≡ 1 a to bez ohledu na sč́ıtance či činitele. Tuto konvenci budeme použ́ıvat v celém textu.
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Věta 1.1.7 (Lévy-Khintchine) Necht’ µ je neomezeně dělitelné rozděleńı na Rd s
charakteristickou funkćı µ̂ (z). Pak

µ̂ (z) = exp

−1

2
〈z, Az〉+ i 〈δ, z〉+

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1− i 〈z, x〉 ID(x)

)
ν (dx)

 , ∀z ∈ Rd,

(1.2)
kde A je symetrická pozitivně semidefinitńı d × d matice, δ ∈ Rd a ν je mı́ra na Rd

splňuj́ıćı

ν ({0}) = 0 a

∫
Rd

(
‖x‖2 ∧ 1

)
ν (dx) <∞. (1.3)

Trojice (A, ν, δ) je určena jednoznačně.
Naopak, pro každou trojici (A, ν, δ) splňuj́ıćı podmı́nky napsané výše, je µ̂ charakter-

istickou funkćı neomezeně dělitelného rozděleńı.

Důkaz: [10], Theorem 8.1. �

Definice 1.1.8 Pro neomezeně dělitelné rozděleńı µ a pro µ̂ (z) a (A, ν, δ) z Lévy-
Khintchinovy věty řekneme, že:

• (A, ν, δ) je charakteristickou trojićı rozděleńı µ,

• ν je Lévyho mı́ra rozděleńı µ,

• ψ(z) definovaná vztahem ψ(z) = log(µ̂ (z)) je charakteristickým exponentem roz-
děleńı µ.

Charakteristickou trojićı Lévyho procesu {Zt, t ≥ 0} rozumı́me charakteristickou trojici
Z1. Pokud má Lévyho mı́ra hustotu vzhledem k d−rozměrné Lebesqueově mı́ře, pak tuto
hustotu nazveme Lévyho hustotou rozděleńı µ.

Ř́ıkejme funkci ID z Lévy-Khintchinovy věty usekávaćı funkce. Pro konvergenci Lévy-
Khintchinovy formule (1.2) – a stejně i v Lévy-Itôové větě 4.1.2 – lze použ́ıt i jiné
usekávaćı funkce než ID, kde D = {x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1}. Pro každý Lévyho proces
lze obecně použit jako usekávaćı funkci každou funkci c : Rd → R, která je omezená
měřitelná a splňuje:

c(x) = 1 +O(‖x‖), pro ‖x‖ → 0,

c(x) = O(1/‖x‖), pro ‖x‖ → ∞.
Vztah (1.2) má pak tvar

µ̂ (z) = exp

−1

2
〈z, Az〉+ i 〈δc, z〉+

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1− i 〈z, x〉 c(x)

)
ν (dx)

 , ∀z ∈ Rd,

(1.4)
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kde δc ∈ Rd je dána vztahem

δc = δ +

∫
Rd

x (c(x)− ID(x)) ν (dx) , (1.5)

kde (A, ν, δ) je charakteristická trojice vzhledem k usekávaćı funkci ID. Trojice (A, ν, δc)c

se také nazývá charakteristickou trojićı a vztah (1.4) Lévy-Khintchinovou reprezentaćı.
Nebude-li explicitně zd̊urazněno, budeme v textu vždy uvažovat usekávaćı funkci ID.

Podobně pro Lévyho proces Z, který splňuje podmı́nku
∫
‖x‖≤1

‖x‖ ν (dx) <∞, může

být použitá usekávaćı funkce c ≡ 0.

µ̂ (z) = exp

−1

2
〈z, Az〉+ i 〈δ0, z〉+

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1

)
ν (dx)

 , ∀z ∈ Rd, (1.6)

s δ0 ∈ Rd. Konstantu δ0 pak nazýváme driftem Lévyho procesu (označeńı je v souladu
s driftem složeného Poissonova procesu viz. definice 1.1.4).

Poznámka 1.1.9 Zd̊urazněme ještě, že změna usekávaćı funkce nemá vliv na Lévyho
mı́ru ani na matici A.

Poznámka 1.1.10 Jak jǐz bylo řečeno, rozděleńı Z1 určuje jednoznačně rozděleńı Lévy-
ho procesu. Speciálně určuje rozděleńı Zt, ∀t > 0. Plat́ı ([10], Theorem 8.1):

log P̂Zt(z) = t log P̂Z1(z) = tψ(z), (1.7)

kde ψ je charakteristický exponent Lévyho procesu a P̂Zt je charakteristická funkce Zt.
Jinými slovy, charakteristická trojice Zt je (tA, tν, tδ).

Př́ıklad 1.1.11 Charakteristická trojice (A, ν, δ) v př́ıpadě složeného Poissonova pro-
cesu bez driftu s intenzitou λ > 0 a se skoky s rozděleńım σ splňuje (srovnáńım (1.1)
pro t = 1 a (1.2)):

A = 0, ν = λσ, δ =

∫
‖x‖≤1

xλσ (dx) .

Speciálně λ = ν(Rd). �

Poznámka 1.1.12 Pro práci s Lévyho procesy je d̊uležitým výsledkem tzv. Lévy-Itôova
věta, viz. dodatek věta 4.1.2. Nyńı uvedeme jen jej́ı část, která poslouž́ı lepš́ı představě
o Lévyho procesech. Uvědomme si, že výsledek se týká trajektoríı a ne jen jej́ıch rozděleńı
jako Lévy-Khintchinova věta.

Bud’ {Zt, t ≥ 0} Lévyho proces s charakteristickou trojićı (A, ν, δ). Pak existuje
d-dimensionálńı Brown̊uv pohyb {Bt, t ≥ 0} 2 s kovariančńı matici A tak, že

Zt = δt+Bt + Z l
t + lim

ε↘0
Z̃ε

t , (1.8)

2Tj. Bt = A1/2Wt, kde W je d-dimensionálńı Wiener̊uv proces a A1/2 je odmocninová matice, tj.
A1/2A1/2 = A, která existuje, protože A je symetrická a pozitivně semidefinitńı matice.
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kde všechny tři procesy napravo jsou nezávislé a maj́ı po řadě charakteristické trojice
(A, 0, 0), (0, νC , 0) a (0, νD, 0), kde νC(A) = ν(A∩Dc) a νD(A) = ν(A∩D), ∀A ∈ B

(
Rd
)
.

Konvergence posledńıho výrazu je ve smyslu s.j. a stejnoměrně v t na libovolném [0, T ].
Prvńı dva procesy jsou spojité a zbylé dva ryze skokovité. Z l je složený Poisson̊uv proces
obsahuj́ıćı skoky procesu Z, které maj́ı velikost věťśı než 1 a procesy Z̃ε

t jsou centrované
složené Poissonovy procesy obsahuj́ıćı skoky procesu Z, jejichž velikost je věťśı než ε
a menš́ı nebo rovna 1.

Z l
t + limε↘0 Z̃

ε
t je tedy ryze skokovitý proces, tzv. proces skok̊u procesu Z.

Pro naše účely budeme potřebovat pouze nezáporné Lévyho procesy, tzv. subordinátory
(název je odvozen od toho, že je lze použ́ıt pro změnu času jiného Lévyho procesu).

Věta 1.1.13 (Subordinátory) Bud’ Z = {Zt, t ≥ 0} Lévyho proces s hodnotami v R
a s charakteristickou trojićı (A, ν, δ). Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

i) Zt ≥ 0 s.j. pro nějaké t > 0.

ii) Zt ≥ 0 s.j. pro všechny t > 0.

iii) Trajektorie Z jsou s.j. neklesaj́ıćı.

iv) A = 0, ν((−∞, 0]) = 0,
∫∞

0
(x ∧ 1) ν (dx) <∞ a δ −

∫
|x|≤1

x ν (dx) ≥ 0.

Důkaz: [4], Proposition 3.10. �

Definice 1.1.14 Řekneme, že Lévyho proces {Zt, t ≥ 0} s charakteristickou trojićı
(A, ν, δ) má nekonečnou aktivitu (je proces s nekonečnou aktivitou), jestlǐze ν(Rd) =∞.

Poznámka 1.1.15 Lze ukázat ([4], Proposition 3.9), že Lévyho proces {Zt, t ≥ 0} má
konečnou variaci3 právě tehdy, když A = 0 a

∫
‖x‖≤1

‖x‖ ν (dx) <∞.

Pokud má Lévyho proces Z (i pro A 6= 0) nekonečnou aktivitu, pak množina skok̊u je
spočetně nekonečná a hustá v R+ s.j. ([4], str. 84). Má-li konečnou aktivitu,
tj. ν(Rd) < ∞, pak proces skok̊u procesu Z je složený Poisson̊uv proces s intenzitou
ν(Rd) (př́ıpadně s nějakým driftem).

Důsledek 1.1.16 Subordinátory sice mohou mı́t nekonečnou aktivitu, ale vždy maj́ı
konečnou variaci.

Zaj́ımejme se nyńı o integrovatelnost Lévyho procesu. Zkoumáńım diferencovatelnosti
charakteristické funkce, dané Lévy-Khintchinovou větou, poměrně snadno odvod́ıme
postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci konečných moment̊u z podmı́nek pro záměnu derivace
a integrálu v (1.2). Okamžitě je vidět, že integrovatelnost záviśı jen na Lévyho mı́̌re
(nezáviśı na δ ani na matici A). Ze vztahu (1.7) pak plyne, že konečnost moment̊u
nezáviśı na volbě t > 0. Uved’me nyńı výsledek, který popisuje momentovou strukturu
přesněji.

3Zde se konečnou variaćı rozumı́, že trajektorie maj́ı lokálně konečnou variaci na R+.

9



Věta 1.1.17 (Momenty) Bud’ {Zt, t ≥ 0} Lévyho proces na Rd s Lévyho mı́rou ν.
Pak pro každé t > 0, a > 0 a j ∈ {1, . . . , d} plat́ı:

E‖Zt‖a <∞ ⇔
∫

‖x‖>1

‖x‖a ν (dx) <∞ (1.9)

E|Zj(t)|a <∞ ⇔
∫

‖x‖>1

|xj|a ν (dx) <∞ (1.10)

E log(‖Zt‖ ∨ e) <∞ ⇔
∫

‖x‖>1

log ‖x‖ ν (dx) <∞. (1.11)

Důkaz: [10], Theorem 25.3 a Proposition 25.4. �

Speciálně, z věty 1.1.17 plyne, že konečnost moment̊u neńı časově závislá vlastnost
v tř́ıdě Lévyho procesu (tzn. plat́ı bud’ pro všechny t > 0 nebo pro žádné).

Nakonec ještě uved’me výsledek týkaj́ıćı se reprezentace Lévyho proces̊u (nekonečnou)
řadou.

Věta 1.1.18 (Rosiński) Necht’ {Vi}i≥1, {Ui}i≥1 a {Γi}i≥1 jsou nezávislé posloupnosti
náhodných veličin. Necht’ {Vi}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin na měřitelném
prostoru (S,S), {Ui}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin s rovnoměrným rozdě-
leńım na [0, 1] a {Γi}i≥1 jsou okamžiky skok̊u Poissonova procesu s intenzitou 1. Dále
bud’

H : ((0,∞)× S,B ((0,∞))⊗ S)→
(
Rd,B

(
Rd
))

(1.12)

měřitelná funkce. Definujme mı́ry na
(
Rd,B

(
Rd
))

následovně:

σ(r, B) = P(H(r, Vi) ∈ B), r > 0, B ∈ B
(
Rd
)
, (1.13)

ν(B) =

∫ ∞

0

σ(r, B)dr. (1.14)

Dále položme

A(s) =

∫ s

0

∫
‖x‖≤1

x σ (r, dx) dr, s ≥ 0. (1.15)

1. Pokud je ν Lévyho mı́ra na Rd a pokud existuje limita δ = lims→∞A(s) v Rd, pak
řada

∞∑
i=1

H(Γi, Vi)IUi≤t (1.16)

konverguje skoro jistě a stejnoměrně pro t ∈ [0, 1] k Lévyho procesu s charakteri-
stickou trojićı (0, ν, δ).
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2. Pokud ν je Lévyho mı́ra na Rd a pro každé v ∈ S je funkce

r → ‖H(r, v)‖

nerostoućı, pak řada
∑∞

i=1 (H(Γi, Vi)IUi≤t − tci) konverguje skoro jistě a stejno-
měrně pro t ∈ [0, 1] k Lévyho procesu s charakteristickou trojićı (0, ν, 0), kde ci =
A(i)− A(i− 1) jsou konstanty.

Důkaz: [9]. �

V praxi nemuśı být zřejmé, jak takovou aproximaci hledat. Následuj́ıćı věta dává
návod pro př́ıpad subordinátoru. Jedná se o speciálńı př́ıpad Rosińského věty 1.1.18
pro H(Γi, Vi) = U (−1)(Γi), kde U (−1) je definováno ve větě 1.1.19. Pro praktické použit́ı
je nutné znát funkci U (−1)(y) explicitně, nebo umět př́ıslušné hodnoty spoč́ıtat.

Věta 1.1.19 (Reprezentace subordinátoru) Necht’ {Zt, t ≥ 0} je subordinátor
s Lévyho mı́rou ν. Definujme tzv. zbytkový integrál

U(x) =

∫ ∞

x

ν (dξ) , ∀x > 0.

Necht’ {Ui}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım na
[0, 1], {Γi}i≥1 jsou okamžiky skok̊u Poissonova procesu s intenzitou 1 a necht’ posloup-
nosti {Ui}i≥1 a {Γi}i≥1 jsou nezávislé. Pak řada

∞∑
i=1

U (−1)(Γi)IUi≤t, (1.17)

kde U (−1) je zobecněná inverse definována vztahem

U (−1)(y) = inf {x > 0 : U(x) < y} ,

konverguje skoro jistě a stejnoměrně pro t ∈ [0, 1] k Lévyho procesu s charakteristickou
trojićı (0, ν, δ), kde δ =

∫
D
x ν (dx).

Důkaz: [4], Example 6.13. �

Poznámka 1.1.20 Podle věty 1.1.13 subordinátory splňuj́ı vztah
∫

D
‖x‖ ν (dx) < ∞,

kde (A, ν, δ) je jeho charakteristická trojice. M̊užeme tedy v Lévy-Khintchinově reprezen-
taci použ́ıt nulovou usekávaćı funkci viz. komentář za větou 1.1.7. Dostaneme reprezenta-
ci tvaru (1.6). Řadě (1.17) tedy odpov́ıdá charakteristická trojice (0, ν, 0)0 vzhledem k
nulové usekávaćı funkci. Drift je nulový.
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Poznámka 1.1.21 (Usekáváńı řady) Z Rosińského práce [9] plyne, že pro τ > 0 je

Zτ
t ≡

[ ∑
i:Γi≤τ

H(Γi, Vi) IUi≤t

]
− tA(τ)

složený Poisson̊uv proces na [0, 1] s charakteristickou trojićı (0, ντ , 0), kde ντ (A) =∫ τ

0
σ(r, A)dr.
Ve speciálńıch př́ıpadech m̊uže j́ıt o useknut́ı právě všech dostatečně malých skok̊u

jako ve větě 1.1.19, ale v př́ıpadě Rosińského věty 1.1.18 to obecně neńı nutnost́ı,
jak bude vidět ze vztahu (3.26) v tvrzeńı 3.4.3.

Poznámka 1.1.22 Jeden Lévyho proces m̊uže mı́t v́ıce reprezentaćı tvaru (1.16), viz [9].

Poznámka 1.1.23 Chceme-li reprezentaci Lévyho procesu na konečném intervalu [0, T ],
stač́ı v (1.16) nahradit Γi za Γi

T
a posloupnost {Ui}i≥1 za posloupnost i.i.d. náhodných

veličin s rovnoměrným rozděleńım na [0, T ], viz [9].

1.2 Procesy Ornstein-Uhlenbeckova typu (OU)

Procesy Ornstein-Uhlenbeckova typu (dále jen OU typu) lze definovat několika ekvi-
valentńımi zp̊usoby. Bud’ Z Lévyho proces, γ > 0 a y0 ∈ Rd. Uvažujme stochastickou
diferenciálńı rovnici (SDE)

dYt = −γYtdt+ dZt, t ≥ 0, Y (0) = y0. (1.18)

Procesy OU typu lze definovat jako řešeńı této SDE, které maj́ı regulované trajektorie.
(Každé řešeńı (1.18) má takovou modifikaci viz. [10], kap. 17.) Proces Y je ř́ızený Lévyho
procesem Z, proto se procesu Z ř́ıká Background driving Lévy process (BDLP). Druhým
zp̊usobem je př́ımo napsat toto řešeńı:

Y (t) = e−γty0 +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZs, t ≥ 0. (1.19)

Lze ukázat, že proces Y je homogenńım markovským procesem, tedy třet́ım zp̊usobem
je specifikovat jeho přechodovou funkci, viz. tvrzeńı 1.2.1. Výše napsané plat́ı obecně
pro γ ∈ R, ale procesy OU typu se definuj́ı pouze pro γ > 0.

Pro naše účely budeme potřebovat pouze př́ıpad, kdy Lévyho proces Z má konečnou
variaci. V tomto př́ıpadě integrál v (1.19) neńı stochastický4 a ověřeńı výše napsaných
výsledk̊u lze naj́ıt v [10], kap. 17.

Tvrzeńı 1.2.1 Necht’ Z je Lévyho proces v Rd s charakteristickou trojićı (G, ρ, β) a
γ ∈ R. Pak existuje homogenńı přechodová funkce Pt (x,B) na Rd tak, že plat́ı

4T́ım rozumı́me, že integrál je definovaný po trajektoríıch, tj. ∀ω ∈ Ω zvlášt’.
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∫
Rd

ei〈z,y〉Pt (x, dy) = exp

{
ie−γt 〈z, x〉+

∫ t

0

ψ
(
e−γsz

)
ds

}
, ∀ z ∈ Rd, (1.20)

kde ψ(z) = log P̂Z(1)(z) je charakteristický exponent Z. Pro každé t > 0 a x ∈ Rd je
rozděleńı Pt (x, .) neomezeně dělitelné a má charakteristickou trojici (At, νt, δt,x), kde

At =

∫ t

0

e−2γsdsG, (1.21)

νt(B) =

∫
Rd

∫ t

0

IB(e−γsy)ds ρ (dy) , ∀B ∈ B
(
Rd
)
, (1.22)

δt,x = e−γtx+

∫ t

0

e−γsds β +

∫
Rd

∫ t

0

e−γsy
[
ID(e−γsy)− ID(y)

]
ds ρ (dy) . (1.23)

Důkaz: [10], Lemma 17.1. �

Definice 1.2.2 Pro γ > 0 budeme homogenńı markovský proces s přechodovou funkci
z tvrzeńı 1.2.1 nazývat procesem Ornstein-Uhlenbeckova typu (OU) generovaného čtveřici
(G, ρ, β, γ). Je-li speciálně β = 0 a ρ = 0, mluv́ıme o Ornstein-Uhlenbeckově procesu.

Poznámka 1.2.3 Pokud v (1.18) respektive v (1.19) zvoĺıme náhodnou počátečńı pod-
mı́nku Y (0), nezávislou s procesem Z, pak proces Y je procesem OU typu.

Definice 1.2.4 Řekneme, že rozděleńı µ v Rd je samorozložitelné, jestlǐze ∀b > 1 ∃ρb

pravděpodobnostńı mı́ra na Rd tak, že

µ̂(z) = µ̂
(z
b

)
ρ̂b(z), ∀z ∈ Rd.

Připomeňme, že pravděpodobnostńı rozděleńı µ na Rd je limitńı rozděleńı homogenńıho
markovského procesu v Rd s přechodovou funkćı P , jestliže

Pt (x, .)
w−→ µ pro t→∞, ∀x ∈ Rd.

Dále pravděpodobnostńı mı́ra (resp. σ-konečná mı́ra) µ je stacionárńı rozděleńı (resp. in-
variantńı rozděleńı) homogenńıho markovského procesu s přechodovou funkćı P , jestliže

µ(B) =

∫
Rd

Pt (x,B) µ (dx) , ∀B ∈ B
(
Rd
)
, ∀t > 0.

Tvrzeńı 1.2.5 Pokud µ je limitńı rozděleńı homogenńıho markovského procesu, pak µ
je jeho jediným stacionárńım rozděleńım.
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Důkaz: Plyne ihned z d̊ukazu [10], Corollary 17.9. �

Věta 1.2.6 Necht’ Z je Lévyho proces v Rd s charakteristickou trojićı (G, ρ, β) a γ > 0.
Necht’ plat́ı ∫

‖x‖>1

log ‖x‖ ρ (dx) <∞. (1.24)

Pak proces OU typu generovaný (G, ρ, β, γ) má limitńı rozděleńı µ s charakteristickou
funkćı µ̂(z) = exp

{∫∞
0
ψ (e−γsz)

}
, kde ψ(z) je charakteristický exponent Lévyho procesu

Z. Rozděleńı µ je samorozložitelné s charakteristickou trojici (A, ν, δ), kde

A =
1

2γ
G, (1.25)

ν(B) =
1

γ

∫
Rd

∫ ∞

0

IB(e−sy)ds ρ (dy) , ∀B ∈ B
(
Rd
)
, (1.26)

δ =
1

γ
β +

1

γ

∫
‖y‖>1

y

‖y‖
ρ (dy) . (1.27)

Nav́ıc pro libovolné γ > 0 a libovolné samorozložitelné rozděleńı µ na Rd exis-
tuje právě jedna charakteristická trojice (G, ρ, β) splňuj́ıćı (1.24) tak, že µ je limitńım
rozděleńım procesu OU typu generovaného (G, ρ, β, γ).

Důkaz: [10], Theorem 17.5. �

Pro úplnost dodejme, že pokud podmı́nka (1.24) neńı splněna, pak pro žádné x ∈ Rd,
přechodová funkce Pt(x, ·) nekonverguje pro t −→∞ k pravděpodobnostńı mı́̌re. Neexi-
stuje tedy ani limitńı ani invariantńı rozděleńı ([10], Theorem 17.11).

Poznámka 1.2.7 Podmı́nka (1.24) je ekvivalentńı podmı́nce konečného logaritmického
momentu, přesněji podmı́nce (pro libovolné t > 0)

E log(‖Zt‖ ∨ 1) <∞.

Poznámka 1.2.8 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 1.2.6. Bud’ γ > 0 pevné a uva-
žujme Lévyho proces Z̃ = {Zγt, t ≥ 0}. Dle poznámky 1.1.10 je jeho charakteristická
trojice (γG, γρ, γβ). Lévyho mı́ra γρ splňuje (1.24) a charakteristická trojice limitńıho
rozděleńı procesu OU typu generovaného (γG, γρ, γβ, γ) nezáviśı na γ. Jinými slovy,
pokud SDE

dYt = −γYtdt+ dZγt, t ≥ 0 (1.28)

má stacionárńı řešeńı pro nějaké γ > 0, pak má stacionárńı řešeńı pro všechna γ > 0
a jeho rozděleńı nezáviśı na parametru γ. Řešeńı maj́ı tvar

Y (t) = e−γtY0 +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZγs = e−γtY0 +

∫ γt

0

es−γtdZs, t ≥ 0, (1.29)

kde Y0 je počátečńı podmı́nka.
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Úmluva 1.2.9 Dále se budeme zabývat výhradně procesy OU typu generovanými
(γG, γρ, γβ, γ), tedy řešeńımi SDE (1.28). Protože na volbě γ > 0 nezáviśı, budeme
mluvit jednoduše o procesu OU typu generovaného (G, ρ, β).

Tvrzeńı 1.2.10 Necht’ BDLP Z má charakteristickou trojici (G, ρ, β) splňuj́ıćı (1.24)
a γ > 0 je libovolné. Necht’ Y je stacionárńı řešeńı SDE (1.28). Označme (A, ν, δ)
charakteristickou trojici procesu Y . Pak pro každé p ≥ 1 plat́ı: Y ∈ Lp právě tehdy,
když Z ∈ Lp.

Důkaz: Proces OU typu Y je generovaný (γG, γρ, γβ, γ). Podle věty 1.2.6 použité
na Lévyho proces s charakteristickou trojici (γG, γρ, γβ), je Lévyho mı́ra ν daná vz-
tahem

ν(B) =
1

γ

∫
Rd

∫ ∞

0

IB(e−sy)ds γρ (dy) , ∀B ∈ B
(
Rd
)
.

Můžeme tedy poč́ıtat:∫
‖x‖>1

‖x‖p ν (dx) =

∫
Rd

∫ ∞

0

‖e−sx‖pIDc

(
e−sx

)
ds ρ (dx) =

∫
Rd

∫ ∞

0

e−ps‖x‖pI{‖x‖>es}(x)ds ρ (dx) =

∫
Rd

‖x‖p
(∫ 0∨log ‖x‖

0

e−psds

)
ρ (dx) =

∫
Rd

‖x‖pI‖x‖>1(x)
(1− ‖x‖−p)

p
ρ (dx) =

1

p

[∫
‖x‖>1

‖x‖p ρ (dx)−
∫
‖x‖>1

ρ (dx)

]
.

Protože ρ je Lévyho mı́ra, plat́ı∫
Rd

(
‖x‖2 ∧ 1

)
ρ (dx) <∞.

Odtud ∫
‖x‖>1

‖x‖p ν (dx) <∞ ⇔
∫
‖x‖>1

‖x‖p ρ (dx) <∞.

Tvrzeńı nyńı plyne z věty 1.1.17. �

Poznámka 1.2.11 Za předpoklad̊u z tvrzeńı 1.2.10 pro každé p ≥ 1 plat́ı:

je-li Z ∈ Lp, pak
∫ t

0
e−γ(t−s)dZγs ∈ Lp.

D̊ukaz je analogický d̊ukazu tvrzeńı 1.2.10, jen mı́sto věty 1.2.6 se použije tvrzeńı 1.2.1.

Předpokládejme, že Lévyho proces Z je subordinátor splňuj́ıćı (1.24). Pak podle
poznámky 1.1.15 má konečnou variaci. Podle věty 1.2.6 maj́ı řešeńı SDE (1.28) limitńı
rozděleńı. Pro práci s limitńım rozděleńım máme dvě možnosti. Jednak známe charakte-
ristickou trojici tohoto rozděleńı (věta 1.2.6) a tedy jeho rozděleńı, druhou možnost́ı je
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využ́ıt faktu, že se jedná o limitńı rozděleńı. Zde se dá s výhodou použ́ıt reprezentace
tvaru

Y (0) =

∫ 0

−∞
eγsdZγs,

pro př́ıpad rovnice (1.28). Jak již v́ıme, limitńı rozděleńı nezáviśı na parametru γ. Tuto
reprezentaci lze naj́ıt v [1].

Pro účely této reprezentace, je potřeba definovat Lévyho proces Z na R, tedy i pro
záporné časy. Definice je analogická definici Lévyho procesu. (Požaduj́ı se stacionárńı a
nezávislé př́ırustky, stochastická spojitost a trajektorie muśı být zprava spojité s limi-
tami zleva. Neńı však potřeba požadovat Z0 = 0.) Pak jsou náhodné veličiny

Ut =

∫ 0

−t

esdZs, t > 0, (1.30)

dobře definované. Protože exponenciála je nezáporná funkce a Z je neklesaj́ıćı, jsou i Ut

neklesaj́ıćı posloupnosti pro t→∞ a muśı tedy existovat limita s.j., ale mohla by být i
nekonečná. Je-li Z ∈ Lp pro nějaké p ≥ 1, je i limitńı rozděleńı z Lp podle tvrzeńı 1.2.10.
Ověřme, že posloupnost Ut je pro t→∞ konvergentńı v Lp, pokud Z ∈ Lp.

Tvrzeńı 1.2.12 Pokud je BDLP Z z Lp pro nějaké p ≥ 1, pak plat́ı∫ 0

−t

esdZs
Lp−→
∫ 0

−∞
esdZs pro t→∞.

Důkaz: Dı́ky stacionaritě Z máme pro t→∞:

E
∥∥∥∥∫ 0

−∞
esdZs −

∫ 0

−t

esdZs

∥∥∥∥p

= E
∥∥∥∥∫ −t

−∞
esdZs

∥∥∥∥p

= e−ptE
∥∥∥∥∫ 0

−∞
esdZs

∥∥∥∥p

−→ 0.

�

1.3 Bodové procesy

Bud’ (X , d) polský prostor (tj. úplný separabilńı metrický prostor) a B = B(X ) jeho
borelovská σ-algebra. Označme B0 všechny omezené borelovské množiny v X (tj. B0 ⊆
B) a pro x ⊆ X označme x(.) č́ıtaćı mı́ru na B (tedy x(B) = card(x∩B)). Dále označme
N systém lokálně konečných podmnožin X , tj. N = {x ⊆ X ; x(B) < ∞ ∀B ∈ B0}.
Nakonec definujme σ-algebru N jako nejmenš́ı σ-algebru, v̊uči které jsou zobrazeńı x(.)
měřitelné pro každé x ∈ N . Tedy N = σ{{x ∈ N ; x(B) = m}; B ∈ B0, m ∈ N0}.

Měřitelný prostor (N,N ) se nazývá prostor bodových množin na X .
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Definice 1.3.1 Měřitelné zobrazeńı X : (Ω,F ,P)→ (N,N ) nazýváme bodovým proce-
sem (b.p.) na X . Rozděleńı bodového procesu X je pravděpodobnostńı mı́ra PX na N ,
kde

PX(F ) = P[X ∈ F ], ∀F ∈ N .

Definice 1.3.2 (Náhodná mı́ra) Zobrazeńı Λ : Ω × B → R+ je náhodná mı́ra na
Ω× B (tzv. jádro), jestlǐze plat́ı:

i) ∀ω ∈ Ω je Λ(ω, ·) mı́ra na B,

ii) ∀B ∈ B0 je Λ(·, B) náhodná veličina.

Poznámka 1.3.3 Bodový proces X m̊užeme chápat jako náhodnou č́ıtaćı mı́ru (s celo-
č́ıselnými hodnotami).

Definice 1.3.4 Řekneme, že b.p. X je jednoduchý, jestlǐze X({ξ}) ≤ 1, ∀ξ ∈ X .

Definice 1.3.5 Řekneme, že b.p. X je konečný, jestlǐze X(X ) <∞, ∀ω ∈ Ω.

Tvrzeńı 1.3.6 Rozděleńı b.p. X je jednoznačně určeno prázdnými pravděpodobnostmi.
Prázdnými pravděpodobnostmi se rozumı́

P (X (B) = 0) , ∀B ∈ B0.

Důkaz: [8], Apendix B, Lemma B.3 (strana 243). �

Definice 1.3.7 Bud’ X jednoduchý b.p. na X . Pro n ∈ N definujeme n-tou momentovou
mı́ru bodového procesu X vztahem

M (n) (A1 × · · · × An) = E [X (A1) · . . . ·X (An)] , ∀A1, . . . , An ∈ B. (1.31)

Speciálně, 1. momentová mı́ra se nazývá mı́ra intenzity b.p. X a znač́ıme ji M . Pokud
X = Rd a λ je hustota mı́ry intenzity b.p. X vzhledem k d-rozměrné Lebesqueově mı́ře,
pak tuto hustotu λ nazýváme funkćı intenzity b.p. X.

Definice je korektńı, protože mı́ra na součinovém prostoru (B(X ))⊗n je jednoznačně
určena svými hodnotami na měřitelných obdélńıćıch, což jsou právě množiny v (1.31).
Mı́ra M (n) je tedy jednoznačně určena.

Definice 1.3.8 Řekneme, že mı́ra µ na (X ,B(X )) je

• difuzńı, jestlǐze µ({ξ}) = 0 ∀ξ ∈ X ,

• lokálně konečná, jestlǐze µ(B) <∞ ∀B ∈ B0.

Definice 1.3.9 (Poisson̊uv b.p.) Bud’ µ lokálně konečná difuzńı mı́ra na (X ,B(X )).
Bodový proces X nazveme Poissonovým b.p. s mı́rou intenzity µ, jestlǐze plat́ı:
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i) P(X(B) = k) = µ(B)k

k!
e−µ(B) ∀B ∈ B0 ∀k ∈ N0,

ii) ∀k ∈ N ∀A1, . . . , Ak ∈ B po dvou disjunktńı jsou X(A1), . . . , X(Ak) nezávislé
náhodné veličiny.

Znač́ıme X ∼ Poisson(X , µ) a pokud je λ jeho funkce intenzity, pak znač́ıme též
X ∼ Poisson(X , λ).

Definice 1.3.10 (Cox̊uv b.p.) Necht’ Λ je difuzńı lokálně konečná náhodná mı́ra na
X . Bodový proces X, který je podmı́něně při Λ = µ Poisson̊uv b.p. s mı́rou intenzity µ,
se nazývá Cox̊uv b.p. s ř́ıd́ıćı mı́rou Λ.

Poznámka 1.3.11 Pro svou náhodnou intenzitu se Cox̊uv b.p. často označuje jako
dvojně stochastický b.p.

Definice 1.3.12 (OUCP) Bud’ Y nezáporný proces OU typu. Bodový proces X na R+

je Cox̊uv b.p. ř́ızený procesem Y OU typu, jestlǐze podmı́něně při daném Y = Y (ω, ·)
je X Poisson̊uv b.p. na R+ s funkci intenzity Y (ω, ·). X je tzv. OUCP = Ornstein-
Uhlenbeck Cox Process.

Poznámka 1.3.13 OUCP je definován korektně, jestlǐze Λ(ω,B) =
∫

B
Y (ω, y)dy je

difuzńı lokálně konečná náhodná mı́ra. Proces Y je nezáporný a měřitelný jako funkce
dvou proměnných ω a t (protože je zprava spojitý). Tedy ∀ω ∈ Ω je Λ(ω, ·) mı́ra na B.
Dále proces Y je tvaru (1.19) pro nějaké γ > 0 a pro vhodný Lévyho proces Z. Proces
Z je subordinátor (jinak by proces Y nebyl nezáporný) a má lokálně konečnou variaci.
Tedy integrál v (1.29) neńı stochastický a plat́ı

Λ(·, B) =

∫
B

Y (·, y)dy = Y0

∫
B

e−γydy+

∫ ∞

0

∫
R

e−γ(y−s)IB∩[s,∞)(y)dy dZγs(·), ∀B ∈ B0.

Vnitřńı integrál je měřitelnou a omezenou funkci proměnné s, nav́ıc s omezeným nosičem
pro B omezenou. Odtud plyne (aproximaci vnitřńıho integrálu jednoduchými funkcemi),
že Λ(·, B) je náhodná valičina ∀B ∈ B0. Λ je tedy dobře definovaná náhodná mı́ra.
Náhodná mı́ra Λ je difuzńı, protože je dána svou hustotou Y . Je lokálně konečná, protože
pro každé ω ∈ Ω a B omezenou je trajektorie Z(ω, ·) omezená na B (je neklesaj́ıćı) a
tedy i trajektorie Y (ω, ·) je omezená na B. Odtud Λ(ω,B) <∞. Definice 1.3.12 je tedy
korektńı.

Konečné bodové procesy lze někdy vyjádřit hustotou vzhledem k Poissonovu b.p. Uvažuj-
me Poisson̊uv bodový proces Y s mı́rou intenzity µ, splňuj́ıćı 0 < µ(X ) <∞. Označme
jeho rozděleńı symbolem Π. Pro F ∈ N plat́ı:

Π(F ) = P(Y ∈ F ) =
∞∑

n=0

P(Y ∈ F |Y (X ) = n) P(Y (X ) = n) =

=
∞∑

n=0

µ (X )n

n!
e−µ(X )

∫
X
· · ·
∫
X

I[(X1,...,Xn)∈F ]
µ (dx1)

µ (X )
· · · µ (dxn)

µ (X )
=

=
∞∑

n=0

e−µ(X )

n!

∫
X
· · ·
∫
X

I[(X1,...,Xn)∈F ] µ (dx1) · · · µ (dxn) . (1.32)
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Kde pro n = 0 definujeme∫
X
· · ·
∫
X

I[(X1,...,Xn)∈F ] µ (dx1) · · · µ (dxn) = I[∅∈F ].

Definice 1.3.14 Řekneme, že b.p. X má hustotu p vzhledem k Π, jestlǐze

P(X ∈ A) =

∫
A

p(x) Π (dx) , ∀A ∈ N .

Př́ıklad 1.3.15 Bud’ Π rozděleńı Poissonova b.p. Y na omezené borelovské množině
B ⊆ Rd, s funkćı intenzity rovnou 1 na B (tj. X = B a mı́ra intenzity značena λ
je Lebesqueova mı́ra restringovaná na B). Dále bud’ β nezáporná, omezená, borelovsky
měřitelná funkce na B. Pak bodový proces X, s hustotou

p(x) = exp

{
λ(B)−

∫
B

β(x)dx

}∏
ξ∈x

β(ξ), ∀x ∈ N , (1.33)

vzhledem k Π, je Poisson̊uv b.p. na B s funkci intenzity β.

Důkaz: Pro F ∈ N plat́ı:

P(X ∈ F ) =

∫
F

p(x) Π (dx) =

=
∞∑

n=0

e−λ(B)

n!

∫
B

· · ·
∫

B

exp

{
λ(B)−

∫
B

β(x)dx

}∏
ξ∈x

β(ξ)I[(x1,...,xn)∈F ]dx1 . . . dxn =

=
∞∑

n=0

e−
R

B β(x)dx

n!

∫
B

· · ·
∫

B

I[(x1,...,xn)∈F ]β(x1)dx1 . . . β(xn)dxn.

Označme µ mı́ru s hustotou β vzhledem k λ a výsledek srovnejme se vztahem (1.32). �

Tvrzeńı 1.3.16 Pro T ⊆ Rd, M ⊆ Rp bud’ Y Poisson̊uv b.p. na T s funkci intenzity
φ. Dále přiřad’me ke každému bodu ξ ∈ Y kótu mξ ∈ M tak, že podmı́něně při daném
Y plat́ı:

i) kóty mξ maj́ı rozděleńı s hustotou pξ, která nezáviśı na Y \ ξ,

ii) kóty {mξ : ξ ∈ Y } jsou vzájemně nezávislé.

Pak X = {(ξ,mξ) : ξ ∈ Y } ∼ Poisson(T ×M,ρ), kde ρ(ξ,m) = φ(ξ)pξ(m).

Důkaz: [8], Proposition 3.9. �
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Kapitola 2

Závislost složek dvourozměrného
Coxova bodového procesu

2.1 Vı́cerozměrné OUCP

V předchoźı kapitole jsme definovali Lévyho procesy s hodnotami v Rd. Kdy je Lévyho
proces v R nezáporný popisuje věta 1.1.13. Dále jsme definovali procesy OU typu ř́ızené
Lévyho procesem v R a v jednorozměrném př́ıpadě jsme definovali Cox̊uv bodový proces
ř́ızený nezáporným procesem OU typu.

Uvědomme si, že je-li Z = (Z1, . . . , Zd) Lévyho proces v Rd, pak také Z1, . . . , Zd

jsou Lévyho procesy. Předpokládejme, že Z1, . . . , Zd jsou nav́ıc nezáporné. Pak proces
OU typu Y = (Y1, . . . , Yd) definovaný vztahem (1.29) s počátečńı podmı́nkou Y0 z Rd

+

má trajektorie v Rd
+. Tedy procesy Y1, . . . , Yd můžeme použ́ıt jako ř́ıd́ıćı intenzity pro

Coxovy b.p. X1, . . . , Xd.
Jestliže proces Z nav́ıc splňuje podmı́nku (1.24), pak také existuje stacionárńı proces

OU typu Y a Cox̊uv b.p. X je rovněž stacionárńı.

Definice 2.1.1 (Vı́cerozměrný OUCP) Necht’ Y = (Y1, . . . , Yd) je proces OU typu s
hodnotami v Rd a s nezápornými složkami. Dále bud’te X1, . . . , Xd Coxovy b.p. s ř́ıdićımi
intenzitami pořadě Y1, . . . , Yd tak, že podmı́něně při daném Y jsou X1, . . . , Xd nezávislé
Poissonovy bodové procesy. Pak X = (X1, . . . , Xd) nazveme v́ıcerozměrným OUCP
(ř́ızeným procesem Y ).

Vı́cerozměrné OUCP jsou tedy d-tice OUCP, které spolu souvisej́ı pouze prostřednictv́ım
svých náhodných intenzit.

Je-li Y = (Y1, . . . , Yd) proces OU typu, pak také procesy Y1, . . . , Yd jsou OU typu.
Obrácená implikace však obecně neplat́ı (triviálně stač́ı, když budou mı́t r̊uzné tlumı́ćı
konstanty γi). Můžeme tedy naj́ıt dva OUCP X1 a X2 tak, že proces X = (X1, X2) neńı
v́ıcerozměrný OUCP.

Závislosti mezi jednotlivými složkami procesu mohou být r̊uzné. Pro jejich popis se
zavád́ı vhodné charakteristiky. Zde se zaměř́ıme na kř́ıžovou korelačńı funkci.
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Definice 2.1.2 (Kř́ıžová korelačńı funkce) Kř́ı̌zovou korelačńı funkci1 dvourozměr-
ného Coxova b.p. X s ř́ıd́ıćı intenzitou Y = (Y1, Y2) definujeme vztahem

g12(t1, t2) =
E[Y1(t1)Y2(t2)]

EY1(t1)EY2(t2)
, ∀t1, t2 ≥ 0. (2.1)

Jinými slovy se dá ř́ıct, že se zaj́ımáme o kovariančńı strukturu procesu OU typu Y
ř́ızeného vhodným BDLP Z. To že ćılem je vypoč́ıtat kř́ıžovou korelačńı funkci znamená,
že nám stač́ı omezit se na procesy OU typu s neklesaj́ıćımi BDLP Z.

2.2 Tvar kř́ıžové korelačńı funkce

Lévyho proces {Zt, t ≥ 0} v Rd s charakteristickou trojićı (A, ν, δ), kde δ = {δi}di=1 a
A = {Aij}di,j=1, má podle věty 1.1.17 konečnou středńı hodnotu právě tehdy, když plat́ı∫
‖x‖>1

‖x‖ ν (dx) < ∞. Za tohoto předpokladu plat́ı (derivováńım Lévy-Khintchinovy

formule)
EZj (t) = tIj ∀j = 1, . . . , d kde (2.2)

Ij = δj +

∫
‖x‖>1

xj ν (dx) . (2.3)

Dále předpokládejme, že proces Z má konečný druhý moment, což je podle věty 1.1.17
ekvivalentńı podmı́nce

∫
‖x‖>1

‖x‖2 ν (dx) <∞. Pak plat́ı (opět derivováńım Lévy-Khint-

chinovy formule)

EZj (t)Zk (t) = tIjk + t2IjIk ∀j, k ∈ {1, · · · , d} kde (2.4)

Ijk = Ajk +

∫
Rd

xjxk ν (dx) . (2.5)

Potřebné majoranty pro záměnu integrálu a derivace plynou z
∫
‖x‖>1

‖x‖ ν (dx) < ∞
a v druhém př́ıpadě ještě z

∫
‖x‖>1

‖x‖2 ν (dx) < ∞. Výpočet je pro úplnost v dodatku

(tvrzeńı 4.2.2, tvrzeńı 4.2.3 a poznámka 4.2.4).

Nejprve uved’me výsledek týkaj́ıćı se kř́ıžové korelačńı funkce v́ıcerozměrného OUCP,
jehož náhodná intenzita startuje v čase 0 z daného bodu (v R2

+). Výsledek pocháźı z
článku [7].

Věta 2.2.1 Necht’ 0 < t1 < t2 a y0 = (s1, s2) ∈ R2
+ je pevné. Uvažujme OUCP X =

(X1, X2) s ř́ıdićı intenzitou Y = (Y1, Y2) tvaru

Yt = y0e
−γt +

∫ γt

0

es−γtdZs, t ≥ 0,

1V anglicky psané literatuře se použ́ıvá termı́n cross-corelation function nebo též cross pair-
correlation function.
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kde γ > 0 a Z je Lévyho proces v R2 s nezápornými složkami a konečným 2. momentem.
Pak OUCP X má kř́ı̌zovou korelačńı funkci

g12(t1, t2) = 1 +
I12
[
e−γ(t2−t1) − e−γ(t1+t2)

]
2 [I1(1− e−γt1) + s1e−γt1 ] [I2(1− e−γt2) + s2e−γt2 ]

, (2.6)

kde I1, I2 a I12 jsou definovány v (2.3) a (2.5).

Důkaz: [7], Theorem 1. �

Důkaz je založen na markovské vlastnosti náhodné intenzity Y a znalosti charakteristické
funkce pravděpodobnosti přechodu. Tu známe z věty 1.2.1, muśıme si jen dát pozor na
to, že proces Y je tvaru (1.29) mı́sto (1.19). Z markovské vlastnosti pak plyne tvar
charakteristické funkce sdruženého rozděleńı (Y (t1), Y (t2))

p(z) = Ee
i
D
(Y (t1)

Y (t2)
),( z1

z2
)
E

=

∫
Rd

∫
Rd

e
i
D
( y1

y2
),( z1

z2
)
E
Pt2−t1(y1, dy2)Pt1(y0, dy1), (2.7)

kde z1, z2 ∈ R2. Po úpravě pomoćı (1.20)

p(z) = exp

{
γ

∫ t2−t1

0

ψ
(
e−γrz2

)
dr + γ

∫ t1

0

ψ
(
e−γr

(
z1 + eγ(t2−t1)z2

))
dr+

+ ie−γt1
〈
s, z1 + e−γ(t2−t1)z2

〉}
. (2.8)

Polož́ıme-li z1 = (u, 0) a z2 = (0, v), pak

EY1(t1)Y2(t2) = −∂
2p(u, v)

∂u∂v

∣∣∣∣
u=v=0

.

Při výpočtu je potřeba zd̊uvodnit záměnu derivace a integrálu, k čemuž se použije
konečnost prvńıho a druhého momentu Z. Podobně se vyjádř́ı i EY1(t1) a EY2(t2) a
dosad́ı se do (2.1).

Výhodou tohoto postupu je, že se takto daj́ı poč́ıtat prvńı a druhé momenty libovolného
procesu OU typu, podstatná je konečnost 2. momentu, ale neńı potřeba ani nezápornost
složek Y ani konečnost variace BDLP Z ř́ıd́ıćıho Y. Tyto předpoklady jsme potřebovali
jen pro definováńı OUCP X. Analogicky by šlo postupovat i v př́ıpadě výpočtu vyšš́ıch
moment̊u.

Výsledek chceme nyńı rozš́ı̌rit pro stacionárńı př́ıpad. Předpokládejme, že stacionárńı
proces OU typu existuje. Jednou možnost́ı jak naj́ıt kř́ıžovou korelačńı funkci ve sta-
cionárńım př́ıpadě je opět využ́ıt markovské vlastnosti a znalosti stacionárńıho rozděleńı
(současně i limitńıho) a postupovat jako ve větě 2.2.1. Postup nyńı naznač́ıme.
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Poznámka 2.2.2 Proces OU typu {Yt, t ≥ 0} je markovský proces v Rd. D̊usledkem
markovské vlastnosti je, že pro libovolné n ∈ N, 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, libovolnou omezenou
borelovsky měřitelnou funkci f : Rnd → R a pro Y0 s rozděleńım π nezávislým s BDLP
Z plat́ı:

Eπf(Yt1 , · · · , Ytn) =

∫
Rd

E [f(Yt1 , · · · , Ytn)|Y0 = x] π (dx) .

Označme tedy π stacionárńı rozděleńı Y a poč́ıtejme charakteristickou funkci (2.7) pro
stacionárńı př́ıpad.

pπ(z) = Eπe
i
D
(Y (t1)

Y (t2)
),( z1

z2
)
E

=

∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd

e
i
D
( y1

y2
),( z1

z2
)
E
Pt2−t1(y1, dy2)Pt1(y0, dy1)π (dy0) .

(2.9)
Nyńı můžeme použ́ıt znalosti stacinárńıho rozděleńı z věty 1.2.6. Ale protože jeho
charakteristická trojice má složitý tvar, pomůžeme si limitńım rozděleńım. Rozděleńı
π je také limitńım rozděleńım procesu Y (věta 1.2.6) a charakteristická funkce je spo-
jitá a omezená. Můžeme tedy psát

pπ(z) = lim
t→∞

∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd

e
i
D
( y1

y2
),( z1

z2
)
E
Pt2−t1(y1, dy2)Pt1(y0, dy1)Pt(0, dy0). (2.10)

Na počátečńım bodě (zde 0) nezáviśı. Užit́ım Chapman-Kolmogorovovy rovnosti
dostaneme

pπ(z) = lim
t→∞

∫
Rd

∫
Rd

e
i
D
( y1

y2
),( z1

z2
)
E
Pt2−t1(y1, dy2)Pt+t1(0, dy1). (2.11)

Uvnitř limity je výraz odpov́ıdaj́ıćı větě 2.2.1 pro časy t1 + t a t2 + t. Tedy pro výpočet
pπ(z) stač́ı v (2.8) mı́sto t1 a t2 dosadit pořadě t1 + t a t2 + t a provést limitńı přechod
pro t→∞.

pπ(z) = exp

{
γ

∫ t2−t1

0

ψ
(
e−γrz2

)
dr + γ

∫ ∞

0

ψ
(
e−γr

(
z1 + eγ(t2−t1)z2

))
dr

}
. (2.12)

Pro z1 = (u, 0) a z2 = (0, v) dostaneme

EπY1(t1)Y2(t2) = −∂
2pπ(u, v)

∂u∂v

∣∣∣∣
u=v=0

.

Podobně spočteme i EπYi(ti). Dosazeńım do vztahu (2.1) dostaneme vztah pro kř́ıžovou
korelačńı funkci ve stacionárńım př́ıpadě, viz. (2.18).

Ukážeme nyńı jednodušš́ı postup pro př́ıpad výpočtu kř́ıžové korelačńı funkce z věty 2.2.1
a jej́ı verze pro stacionárńı př́ıpad.
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Po zbytek kapitoly uvažujme tento model: Z je Lévyho proces v Rd s charakteristickou
trojićı (0, ν, δ), v př́ıpadě potřeby definovaný na celé reálné př́ımce. Z má konečný 2. mo-
ment, jeho složky jsou neklesaj́ıćı a má konečnou variaci. Proces Y je proces OU typu
tvaru (1.29), tedy řeš́ıćı SDE (1.28) a předpokládáme jeho nezápornost. Proces X je
v́ıcerozměrný OUCP ř́ızený procesem Y . Procesy Y a X jsou definovány jen na R+.

Pro výpočet kř́ıžové korelačńı funkce X, potřebujeme spoč́ıtat výrazy

E

 γt1∫
0

es−γt1 Z1 (ds)

γt2∫
0

es−γt2 Z2 (ds)

 a E

 γt1∫
0

es−γt1 Z1 (ds)

 .
Lemma 2.2.3 Necht’ Z = (Z1, Z2) je Lévyho proces v R2, kde Z1 a Z2 jsou subor-
dinátory, T > 0 a f , g jsou nezáporné (borelovsky) měřitelné funkce na (0, T ]. Necht’

proces Z má konečný druhý moment a I1, I2, I12 jsou jako v (2.3) a (2.5), kde A = 0.
Pak

E

 T∫
0

f(t)Z1 (dt)

 = I1

T∫
0

f(t)dt, (2.13)

E

 T∫
0

f(t)Z1 (dt)

T∫
0

g(t)Z2 (dt)

 = I1I2

T∫
0

f(t)dt

T∫
0

g(t)dt+ I12

T∫
0

f(t)g(t)dt. (2.14)

Důkaz: Zj maj́ı konečnou variaci protože to jsou subordinátory (viz. poznámka 1.1.15).
Proto integrály v (2.13) a (2.14) jsou Lebesque-Stieltjesovy (pro každý elementárńı jev
zvlášt’). Připomeňme, že pro 0 ≤ a ≤ b je∫ b

a

Z1 (ds) ≡
∫

(a,b]

Z1 (ds) = Z1(b+)− Z1(a+) = Z1(b)− Z1(a),

d́ıky spojitosti zprava Z1. Necht’ f , g jsou nezáporné jednoduché funkce. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že jsou tvaru

f (t) =
n∑

i=1

fi · I(ti−1,ti] (t) , g (t) =
n∑

i=1

gi · I(ti−1,ti] (t) , (2.15)

kde n ∈ N, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T a fi, gi ∈ R+. Za pomoci vztahu (2.2) a (2.4)
poč́ıtejme

E

 T∫
0

f(t)Z1 (dt)

T∫
0

g(t)Z2 (dt)

 =

= E
n∑

i=1

n∑
j=1

figj (Z1 (ti)− Z1 (ti−1)) (Z2 (tj)− Z2 (tj−1)) =
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=
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

figjE [(Z1 (ti)− Z1 (ti−1)) (Z2 (tj)− Z2 (tj−1))] +

+
n∑

i=1

figiE [(Z1 (ti)− Z1 (ti−1)) (Z2 (ti)− Z2 (ti−1))] =

=
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

figjI1 (ti − ti−1) I2 (tj − tj−1) +
n∑

i=1

figi

[
I1I2 (ti − ti−1)

2 + I12 (ti − ti−1)
]

=

= I1I2

T∫
0

f(t)dt

T∫
0

g(t)dt+ I12

T∫
0

f(t)g(t)dt.

Necht’ jsou nyńı f a g nezáporné (borelovsky) měřitelné. Pak existuj́ı fn, gn jednoduché
funkce tvaru (2.15) tak, že fn ↗ f , gn ↗ g a fngn ↗ fg na (0, T ]. Z Léviho věty pak
máme:

E

 T∫
0

f(t)Z1 (dt)

T∫
0

g(t)Z2 (dt)

 = E lim
n→∞

 T∫
0

fn(t)Z1 (dt)

T∫
0

gn(t)Z2 (dt)

 =

= lim
n→∞

E

 T∫
0

fn(t)Z1 (dt)

T∫
0

gn(t)Z2 (dt)

 = I1I2

T∫
0

f(t)dt

T∫
0

g(t)dt+ I12

T∫
0

f(t)g(t)dt.

Vztah (2.13) se dokáže zcela analogicky, nav́ıc stač́ı konečný 1. moment. �

Nyńı snadno dokážeme větu 2.2.1.

Důkaz věty 2.2.1:
Volme f (s) = es−γt1 · I(0,γt1] (s) a g (s) = es−γt2 · I(0,γt2] (s). Za použit́ı lemmatu 2.2.3
poč́ıtejme

EXi (ti) = E

sie
−γti +

γti∫
0

es−γti Zi (ds)

 = sie
−γti + Ii

(
1− e−γti

)
(2.16)

a dále

EX1 (t1)X2 (t2) = E

s1e
−γt1 +

γt1∫
0

es−γt1 Z1 (ds)

s2e
−γt2 +

γt2∫
0

es−γt2 Z2 (ds)

 =
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s1s2e
−γ(t1+t2) + s1e

−γt1E

 γt2∫
0

es−γt2 Z2 (ds)

+ s2e
−γt2E

 γt1∫
0

es−γt1 Z1 (ds)

+

+E

 γt1∫
0

es−γt1 Z1 (ds)

 γt2∫
0

es−γt2 Z2 (ds)

 =

s1s2e
−γ(t1+t2) + s1e

−γt1I2
(
1− e−γt2

)
+ s2e

−γt2I1
(
1− e−γt1

)
+

+I1I2
(
1− e−γt1

) (
1− e−γt2

)
+ I12

γt1∧γt2∫
0

es−γt1es−γt2ds =

= EX1 (t1) EX2 (t2) + I12
e−γ|t2−t1| − e−γ(t1+t2)

2
. (2.17)

Odtud

g12 (t1, t2) = 1 +
I12
[
e−γ|t2−t1| − e−γ(t1+t2)

]
2 [s1e−γt1 + I1 (1− e−γt1)] [s2e−γt2 + I2 (1− e−γt2)]

.

�

Z tvrzeńı 1.2.10 v́ıme, že předpoklad konečnosti 2. momentu BDLP Z je ekvivalentńı
konečnosti 2. momentu procesu Y , nav́ıc zaručuje existenci stacionárńıho procesu Y .
Z prvńı kapitoly v́ıme, že náhodná veličina

∫ 0

−∞ esdZs má rozděleńı odpov́ıdaj́ıćı
stacionárńımu rozděleńı procesu OU typu řeš́ıćımu SDE (1.28) s BDLP Z. Vı́me také,
že podle tvrzeńı 1.2.12 plat́ı:

Ut =

∫ 0

−t

esdZs
L2−→
∫ 0

−∞
esdZs

a

Ut =

∫ 0

−t

esdZs
s.j.−→

∫ 0

−∞
esdZs.

Nyńı spočteme kř́ıžovou korelačńı funkci ve stacionárńım př́ıpadě.

Věta 2.2.4 Necht’ Z = (Z1, Z2) je Lévyho proces v R2 definovaný na R, kde Z1 a Z2

jsou subordinátory a γ > 0. Necht’ proces Z má konečný druhý moment a I1, I2, I12 jsou
jako v (2.3) a (2.5). Necht’

Yt = Y0e
−γt +

∫ γt

0

es−γtdZs, ∀t ≥ 0
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je náhodná intenzita 2-rozměrného OUCP X, kde Y0 =
∫ 0

−∞ esdZs. Pak

g12 (t1, t2) = 1 +
I12

2I1I2
e−γ|t2−t1| (2.18)

je kř́ı̌zová korelačńı funkce X.

Důkaz:
Protože Z ∈ L2, plat́ı∫ γt1

−t

es−γt1dZs
L2−→
∫ γt1

−∞
es−γt1dZs pro t→∞.

Označme

Ut =

∫ γt1

−t

es−γt1Z1(ds) a Vt =

∫ γt2

−t

es−γt2Z2(ds).

Ukážeme, že UtVt
L1−→ Y1(t1)Y2(t2).

E|UtVt − Y1(t1)Y2(t2)| ≤ E|Ut||Vt − Y2(t2)|+ E|Y2(t2)||Ut − Y1(t1)| ≤

≤
√

E|Ut|2E|Vt − Y2(t2)|2 +
√

E|Y2(t2)|2E|Ut − Y1(t1)|2 −→ 0 pro t→∞.

Použit́ım stacionarity Z a vztah̊u (2.13) a (2.14) můžeme poč́ıtat

EY1(t1) = lim
t→∞

EUt = lim
t→∞

E
∫ γ(t+t1)

0

es−γ(t+t1)Z1(ds) = lim
t→∞

I1
(
1− e−γ(t+t1)

)
= I1,

EY2(t2) = I2,

EY1(t1)Y2(t2) = lim
t→∞

EUtVt = lim
t→∞

∫ γ(t+t1)

0

es−γ(t+t1)Z1(ds)

∫ γ(t+t2)

0

es−γ(t+t2)Z2(ds) =

= lim
t→∞

[
I1
(
1− e−γ(t+t1)

)
I2
(
1− e−γ(t+t2)

)
+ I12

eγ|t2−t1| − eγ(2t+t1+t2)

2

]
=

= I1I2 + I12
eγ|t2−t1|

2
.

Odtud již plyne vztah (2.18). �

Poznámka 2.2.5 Kř́ı̌zová korelačńı funkce má ve stacionárńım př́ıpadě prostý tvar a
na BDLP záviśı jen prostřednictv́ım jediného parametru. Všimněme si také významu
parametru γ, udávaj́ıćıho rychlost tlumeńı v SDE (1.28). Jednorozměrná rozděleńı pro-
cesu OU typu nezáviśı ve stacionárńım př́ıpadě na γ, ale kovariančńı struktura ano.
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2.3 Př́ıklad dvourozměrného modelu

Necht’ d = 2 a ν je mı́ra na R2

ν(B) =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

IB (r cos a, r sin a) w̃ (r, a) drda ∀B ∈ B(R2),

s hustotou danou v polárńıch souřadnićıch vztahem

w̃ (r, a) = g (r) b (a) I(0,∞) (r) I[0, π
2
] (a) . (2.19)

Zde b(a) je hustota pravděpodobnosti rozděleńı na [0, 2π], (p, q > 0):

b (a) =
2 sin2p−1 a cos2q−1 a

B (p, q)
I[0, π

2
] (a) ,

a necht’ g (r) je Lévyho hustota subordinátoru Z∗ v R s charakteristickou trojićı (0, ρ, β∗),
s konečným 2. momentem a nulovým driftem. Tedy β∗ −

∫
|x|≤1

xg (x) dx = 0.

Podle věty 1.1.13 je Lévyho mı́ra ρ koncentrována na R+ a∫ ∞

0

(x ∧ 1) g (x) dx <∞.

Podle věty 1.1.17 je nav́ıc
∫∞

0
x2g (x) dx <∞.

Dosazeńım do vztahu (2.2) a (2.4) dostaneme:

EZ∗(1) = β∗ +

∫
|x|>1

x g(x)dx =

∫ ∞

0

r g(r)dr a varZ∗(1) =

∫ ∞

0

r2g(r)dr. (2.20)

Mı́ra ν je Lévyho mı́ra protože plat́ı:∫
R2

‖x‖2 ν (dx) =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

r2g (r) b (a) drda =

∫ ∞

0

r2g (r) dr <∞. (2.21)

Uvažujme Lévyho proces Z v R2 s charakteristickou trojićı (0, ν, δ)0 vzhledem k nulové
usekávaćı funkci, kde

δi ≥ 0, i = 1, 2. (2.22)

Složky Z jsou subordinátory podle předpokladu (2.22) a tvrzeńı 4.1.4. Lévyho proces Z
má konečný druhý moment, jak plyne z tvrzeńı 1.1.17 a nerovnosti (2.21).

Proces Z je tedy dobře definovaný Lévyho proces s hodnotami v R2
+ a existuje

stacionárńı proces OU typu Y tvaru (1.29), pro libovolné pevně zvolené γ > 0.
Proces Y je nezáporný a proto můžeme definovat dvou-rozměrný OUCP X ř́ızený
stacionárńım procesem Y .
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Chceme spoč́ıtat kř́ıžovou korelačńı funkci stacionárńıho dvou-rozměrného OUCP s
BDLP Z.

Kř́ıžovou korelačńı funkci vypočteme podle věty 2.2.4. Proces Z máme daný charakteri-
stickou trojićı vzhledem k nulové usekávaćı funkci, použijeme tedy převodńı vztah (1.5)
a poznámku 1.1.9.

I1 = δ1 +

∫
‖x‖≤1

x1 ν (dx) +

∫
‖x‖>1

x1 ν (dx) = δ1 +

∫ π
2

0

∫ ∞

0

r cos a g (r) b (a) drda =

= δ1 +
B
(
p, q + 1

2

)
B (p, q)

∫ ∞

0

rg (r) dr = δ1 +
B
(
p, q + 1

2

)
B (p, q)

EZ∗(1),

I2 = δ2 +

∫
R2

x2 ν (dx) = δ2 +

∫ π
2

0

∫ ∞

0

r sin a g (r) b (a) drda = δ2 +
B
(
p+ 1

2
, q
)

B (p, q)
EZ∗(1),

I12 =

∫
R2

x1x2 ν (dx) =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

r2 sin a cos a g (r) b (a) drda =

=
B
(
p+ 1

2
, q + 1

2

)
B (p, q)

∫ ∞

0

r2g (r) dr =
B
(
p+ 1

2
, q + 1

2

)
B (p, q)

varZ∗(1).

Kř́ıžová korelačńı funkce je podle věty 2.2.4 rovna

g12 (t1, t2) = 1 +
I12

2I1I2
e−γ|t2−t1| =

= 1 +

B(p+ 1
2
,q+ 1

2)
B(p,q)

varZ∗(1)

2

(
δ1 +

B(p,q+ 1
2)

B(p,q)
EZ∗(1)

)(
δ2 +

B(p+ 1
2
,q)

B(p,q)
EZ∗(1)

)e−γ|t2−t1|. (2.23)

Poznámka 2.3.1 Lévyho mı́ra ν má hustotu v polárńıch souřadnićıch tvaru w̃(r, a) =
g(r)b(a), kde b je hustota pravděpodobnosti na [0, 2π]. Tento tvar mı́ry je výhodný pro
simulaci. Pokud umı́me simulovat Lévyho proces Z∗, pak snadno simulujeme i Lévyho
proces Z (př́ıklad viz. [1]).

Z Lévy-Itôovy věty plyne rovnost
√
Z2

1 + Z2
2 = Z∗. Jinými slovy, každý skok r procesu

Z∗, je nezávisle rozdělen na skoky velikosti r cos a respektive r sin a proces̊u Z1 respektive
Z2, kde a ma rozděleńı s hustotou b a je nezávisle s Z∗.

To plat́ı také v př́ıpadě, kdy hustota br je r̊uzná pro r̊uzné r, tj. w̃(r, a) = g(r)br(a).

Konkrétně volme Lévyho proces Z∗ tak, že Z∗(1) má inverzńı Gaussovo rozděleńı
IG(ξ, η) s hustotou

f(x) =
ξ√
2π

eξηx−
3
2 exp

{
−1

2

(
ξ2 1

x
+ η2x

)}
Ix>0.
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Rozděleńı IG(ξ, η) je samorozložitelné (viz. [6]), speciálně neomezeně dělitelné. Lévyho
proces Z∗ je tedy podle poznámky 1.1.6 korektně definovaný. Protože hustota f(x) je
nezáporna právě pro x > 0, je proces Z∗ podle věty 1.1.13 subordinátor. Nav́ıc má nulový
drift (kdyby byl drift kladný b > 0, pak by hustota f(x) musela být koncentrována na
[b,∞]), tedy β∗ =

∫
|x|≤1

x ρ (dx), kde (0, ρ, β∗) je charakteristická trojice Z∗. Je známo,

že plat́ı (Z∗
1 ∼ IG(ξ, η))

EZ∗
1 =

ξ

η
a varZ∗

1 =
ξ

η3
.

Lévyho proces Z volme jako výše a opět s nulovým driftem, tj. δi = 0, i = 1, 2, kde
(0, ν, δ)0 je charakteristická trojice Z vzhledem k nulové usekávaćı funkci. Dále položme
p = q = φ > 0, tedy rozděleńı Z1 a Z2 je stejné — ze symetrie.
Odtud dosazeńım do vztahu (2.23) dostaneme tvar kř́ıžové korelačńı funkce:

g12(t1, t2) = 1 +
B
(
2φ+ 1

2
, 2φ+ 1

2

)
B (2φ, 2φ+ 1)

1

2ξη
e−γ|t2−t1|,

kde jsme použili vztah

B (p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
p, q > 0, Γ(q) =

∫ ∞

0

tq−1e−tdt.

Poznámka 2.3.2 Parametr φ určuje závislost mezi složkami Lévyho procesu Z. Pro
φ → ∞ jsou složky stále v́ıce podobné (limitně totožné) a pro φ → 0 se složky stávaj́ı
nezávislé. Závislost kř́ı̌zové korelačńı funkce na parametru φ je graficky znázorněna na
obrázku 2.1.

0 20 40 60 80 100

1.
1

1.
2

1.
3

1.
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1.
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1.
6

g

Obrázek 2.1: Závislost kř́ıžové korelačńı funkce na parametru φ pro ξ = 1, η = 1, γ = 1
a t2 − t1 = 0.5 (plná čára) a pro t2 − t1 = 1 (přerušovaná čára).
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Kapitola 3

Filtrováńı OUCP

3.1 Úloha filtrováńı Coxova bodového procesu

Úloha filtrováńı bodových proces̊u pocháźı z aplikaćı v medićınské diagnostice a opti-
ckých komunikaćıch. Uvažujme situaci, kdy v reálném čase pozorujeme události mode-
lované nehomogenńım b.p. X s náhodnou intenzitou Y . Filtrováńı se zabývá odhadem
intenzity, který v čase T záviśı jen na událostech pozorovaných do času T . Kvalitu
odhadu posuzujme podle středńı kvadratické chyby. V tomto smyslu nejlepš́ım odha-
dem intenzity v čase T je podmı́něná středńı hodnota

E
[
Y (T ) | X|[0,T ]

]
. (3.1)

Úloha byla řešena již v minulosti a jsou známé výsledky pro r̊uzné typy proces̊u.
Řešeńı bylo nejprve popisováno pomoćı stochastických diferenciálńıch rovnic, ale jejich
numerické řešeńı je problematické. Jiným př́ıstupem k řešeńı jsou stochastické simulace.
Podmı́něná středńı hodnota (3.1), kterou nelze analyticky vyjádřit, se źıská ze simulaćı
z př́ıslušného podmı́něného rozděleńı. Toto rozděleńı lze vyjádřit pro Cox̊uv bodový
procesX hierarchickým Bayesovským modelem a simulovat pomoćı Markov chain Monte
Carlo.

Zde jsou známy dva postupy. Prvńı z nich vycháźı z předpokladu, že ř́ıd́ıćı intenzita je
Markovský proces a použ́ıvá diskretizaci na časové ose. Filtrováńı a znalost přechodové
hustoty umožňuje nav́ıc predikci v čase (viz. [3]).

Jinou možnost́ı aproximace se budeme zabývat v této práci. Metoda je založená na
hustotách vzhledem k Poissonovu b.p., konkrétně se budeme zabývat filtrováńım OUCP,
tj. náhodná intenzita je dána nezáporným procesem OU typu.

3.2 Filtrováńı pomoćı hustot bodových proces̊u

Předpokládejme pro zbytek kapitoly, že máme pozorováńı {τj}mj=1, které je realizaci
Coxova b.p. X na [0, T ], ř́ızeného stacionárńım procesem OU typu {Yt, t ∈ [0, T ]},
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který je tvaru

Yt = Y0e
−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZγs, t ≥ 0, (3.2)

kde γ > 0, Z je nezáporný Lévyho proces (subordinátor) splňuj́ıćı (1.24) a počátečńı
rozděleńı Y0 je nezávislé s procesem Z. Proces Y je tedy řešeńım SDE (1.28). Předpoklá-
dáme, že parametry modelu (γ > 0 a rozděleńı Z) známe. Charakteristickou trojici
procesu Z označme (G, ρ, β). Zaj́ımá nás odhad intenzity v čase T na základě pozorováńı
{τj}mj=1, neboli hodnota

E
[
Y (T ) | X = {τj}mj=1

]
. (3.3)

Poznámka 3.2.1 Nezápornost Z je podle věty 1.1.13 ekvivalentńı s

G = 0, ρ((−∞, 0]) = 0,

∫ ∞

0

(x ∧ 1) ρ (dx) <∞ a β ≥
∫

D

x ρ (dx) .

Tedy proces Z nemá gaussovskou složku (viz. poznámka 1.1.12), má konečnou variaci,
ale nemuśı mı́t konečnou aktivitu (oboj́ı viz. d̊usledek 1.1.16). Dı́ky konečnosti variace
neńı integrál v (3.2) stochastický, ale poč́ıtá se po trajektoríıch. Nav́ıc trajektorie Z jsou
s.j. neklesaj́ıćı a zprava spojité.

Protože předpokládáme, že proces Z splňuje podmı́nku (1.24), existuje podle věty 1.2.6,
tvrzeńı 1.2.5 a poznámky 1.2.8 stacionárńı řešeńı SDE

dYt = −γYtdt+ dZγt, t ≥ 0.

Toto řešeńı je tvaru (3.2) a proces Y je s.j. nezáporný — volbou degenerovaného počá-
tečńıho rozděleńı Y0 ≡ 0 dostaneme řešeńı, které je s.j. nezáporné a jeho limitńı rozděleńı
(existuje podle věty 1.2.6) je rovné stacionárńımu rozděleńı, které je jediné, a muśı být
koncentrováno na R+. Z tvaru řešeńı Y plyne jeho spojitost zprava.

Bodový proces X je korektně definovaný (viz. poznámka 1.3.13).

Pro výpočet (3.3) nám stač́ı znát podmı́něné rozděleńı Y (T ) při daném X = {τj}mj=1.
O tom žádnou představu nemáme, ale známe rozděleńı Coxova b.p. X při dané inten-
zitě Y. Z Bayesovy věty máme (předpokládáme existenci hustot)

fY |X({ys, s ∈ [0, T ]} | {τj}mj=1) ∝ fX|Y ({τj}mj=1 | {ys, s ∈ [0, T ]})fY ({ys, s ∈ [0, T ]}),
(3.4)

kde ∝ znač́ı rovnost až na normuj́ıćı konstantu. Lévy-Itôova věta (věta 4.1.2) popisuje
úzkou souvislost Poissonových b.p. a Lévyho proces̊u. Tuto souvislost chceme využ́ıt k
popisu Lévyho procesu Z a následně i procesu OU typu Y pomoci konečného b.p. —
konečnost je potřeba pro použitelnost v simulaci. Podmı́něnou hustotu fX|Y při známé
trajektorii procesu Y známe z př́ıkladu 1.3.15. Středńı hodnotu (3.3) pak odhadneme
simulaćı.

Potřebujeme naj́ıt hustotu fY . Uvažujme na chv́ıli, že BDLP Z je nezáporný složený
Poisson̊uv proces s driftem b = β−

∫
D
x ρ (dx). Označme Z̃ ≡ {Z̃t, t ≥ 0} = {Zγt, t ≥ 0}.
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Dále označme okamžiky skok̊u procesu Z̃ po řadě ti a jejich velikost́ı zi (tj. zi ∈ (0,∞)).
Z definice složeného Poissonova procesu plyne, že proces {ti} je Poisson̊uv proces na R+.
Současně na něj lze pohĺıžet jako na b.p. — je to Poisson̊uv b.p. na R+. Pokud časovou
osu rozš́ı̌ŕıme o daľśı souřadnici (zde (0,∞)), zjist́ıme (viz. tvrzeńı 1.3.16), že proces
{ti, zi} je Poisson̊uv b.p. na R+ × (0,∞). Označme Ψ b.p. {ti, zi} na [0, T ] × (0,∞),

který odpov́ıdá skok̊um procesu Z̃ do času T , kde T, γ > 0 jsou pevně zvolené konstanty.
Plat́ı

Ψ = {ti, zi}ni=1 ∼ Poisson ([0, T ]× (0,∞), λ(t, z)) ,

kde λ(t, z) = γτp(z), p je hustota rozděleńı skok̊u zi a τ = ρ(R). Bodový proces Ψ tak

popisuje proces {Z̃t, t ∈ [0, T ]} a naopak.1

Chceme naj́ıt hustotu b.p. Ψ vzhledem k Poissonovému bodovému procesu. Jako
praktický se může zdát b.p. Poisson([0, T ] × (0,∞), 1), jenže ten neńı konečný.
Ale vhodný neńı ani v př́ıpadě, že hustota p(z) je koncentrována na konečném intervalu.
Důvod bude vidět v poznámce 3.4.5. Rozděleńı Ψ je

P(Y ∈ F ) =
∞∑

n=0

{
e−γτT

n!

∫ T

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ T

0

∫ ∞

0

I[((t1,z1),...,(tn,zn))∈F ] γτp(z1) · · · γτp(zn) dz1 dt1 · · · dzn dtn

}
,

kde X = [0, T ] × (0,∞) a F ∈ N . Tedy hustota bodového procesu Ψ vzhledem k
rozděleńı Poisson([0, T ]× (0,∞), p(z)) je:

fΨ({ti, zi}ni=1) = eT−γτT (γτ)n. (3.5)

Poznámka 3.2.2 Realizace b.p. Ψ representuj́ı trajektorie procesu {Z̃t, t ∈ [0, T ]}.
Uvědomme si, že s.v. trajektorie procesu {Z̃t, t ∈ [0, T ]} (složený Poisson̊uv proces)
maj́ı reprezentaci tvaru {ti, zi}ni=1, n ∈ N, protože počet skok̊u je s.j. konečný (počet
skok̊u má rozděleńı Po(γτT )).

Složený Poisson̊uv proces {Zt, t ∈ [0, γT ]} s driftem b, respektive {Z̃t, t ∈ [0, T ]} =
{Zγt, t ∈ [0, T ]} ztotožńıme s bodovým procesem Ψ takto:

Ψ = {ti, zi}ni=1 ←→ Zt = tb+
n∑

i=1

ziIt≥γti , ∀t ∈ [0, γT ],

respektive

Ψ = {ti, zi}ni=1 ←→ Z̃t = tγb+
n∑

i=1

ziIt≥ti , ∀t ∈ [0, T ].

1Takovýto popis samozřejmě funguje i pro obecný složený Poisson̊uv proces, Ψ pak je bodový proces
na [0, T ]× Rd.
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Proces Y uvažujeme jako řešeńı SDE (1.28) a je tedy tvaru

Yt = Y0e
−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZγs, t ≥ 0. (3.6)

Proces {Yt, t ∈ [0, T ]} je zprava spojitý a má skoky velikosti zi v časech ti. Pokud
bychom znali hodnotu Y0, pak by b.p. Ψ rovněž popisoval proces Y na [0, T ]. Tedy
proces Y popisuje dvojici (Y0,Ψ) a obráceně. Proces {Yt, t ∈ [0, T ]} ztotožńıme s dvojićı
(Y0,Ψ)

(Y0,Ψ) = (y0, {ti, zi}ni=1) ←→ (3.7)

←→ Yt = y0e
−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)γbds+
n∑

i=1

zie
−γ(t−ti)It≥ti , ∀t ∈ [0, T ].

Už jsme ukázali, že dvojice (Y0,Ψ) popisuje proces {Yt, t ∈ [0, T ]}, speciálně hod-
notu Y (T ). Pomoćı metody MCMC (Markov chain Monte Carlo, viz. sekce 3.3) budeme
simulovat markovský řetězec s limitńım rozděleńım L(Y0,Ψ | X = {τj}mj=1). Ze stav̊u
řetězce pro vybrané časy (např. každý stý čas) vypočteme hodnotu Y (T ). Pro simulaci
je podstatné, že b.p. Ψ je konečný, což plat́ı v př́ıpadě, že Z je složený Poisson̊uv pro-
ces. Podmı́něnou středńı hodnotu (3.3) odhadneme (podle ergodické věty) aritmetickým
pr̊uměrem hodnot takto vzniklé posloupnosti.

V práci se zabýváme též situaćı, kdy BDLP Z neńı složený Poisson̊uv proces. Pak
proces Ψ = {ti, zi} neńı konečný b.p., protože množina skok̊u {ti} je nekonečná viz.
poznámka 1.1.15. Nav́ıc Ψ neńı b.p., protože množina [0, T ] × (0, 1) je omezená a
Ψ([0, T ]× (0, 1)) =∞ s.j.

Popsat BDLP Z pomoci b.p. lze např́ıklad volbou Ψ̃ = {ti, z−1
i }. Ψ̃ je Poisson̊uv

b.p. na [0, T ] × (0,∞) a podobně jako Ψ popisuje BDLP Z. Z̊ustaneme však u popisu
pomoci Ψ, protože to, že se nejedná o b.p., je jen formálńı problém. Pokud totiž na
[0, T ] uvažujeme obvyklou metriku (tj. m(x, y) = |x− y|) a na (0,∞) např́ıklad metriku
d(x, y) = |x−1 − y−1|, pak v součinové metrice na [0, T ]× (0,∞) nejsou množiny tvaru
A × (0, ε) pro ε > 0 a ∅ 6= A ∈ B([0, T ]) omezené. Tedy na prostoru se součinovou
metrikou se již jedná o b.p. a přitom borelovské množiny jsou stejné jako dř́ıve.

Skutečným problémem je, že se nejedná o konečný bodový proces. Muśıme tedy
přej́ıt k aproximaci nezáporným složeným Poissonovým procesem. Jednou možnost́ı je
zanedbat skoky velikosti menš́ı než zvolené ε > 0, čemuž odpov́ıdá restrikce Ψ na [0, T ]×
(ε,∞). Obecněǰśı možnost popisuje poznámka 1.1.21.

Předpokládejme, že máme reprezentaci Lévyho procesu Z řadou, jako v Rosińského
větě 1.1.18. Zvoĺıme τ > 0, neboli aproximaci procesu {Zt, t ∈ [0, 1]} složeným Pois-
sonovým procesem2 tvaru

Zτ
t ≡

∑
i:Γi≤τ

H(Γi, Vi)IUi≤t, ∀t ∈ [0, 1]. (3.8)

2Všimněme si, že τ má význam intenzity složeného Poissonova procesu {Zτ
t , t ∈ [0, 1]}; označ́ıme-li

jeho charakteristickou trojici (0, ρ̄, β̄), pak τ = ρ̄(R).
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Podle poznámky 1.1.23 má proces {Z̃τ
t , t ∈ [0, T ]} = {Zτ

γt, t ∈ [0, T ]} následuj́ıćı
reprezentaci:

Z̃τ
t ≡

N(τγT )∑
i=1

H(Γ∗i , V
∗
i ) IU∗i ≤t, ∀t ∈ [0, T ], (3.9)

kde {U∗
i }i≥1 posloupnost i.i.d. náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım na [0, T ],

{Γ∗i }i≥1 jsou i.i.d. náhodné veličiny rovnoměrně rozdělené na [0, T ], posloupnost {V ∗
i }i≥1

má stejné rozděleńı jako posloupnost {Vi}i≥1, N(τγT ) má Poissonovo rozděleńı s para-
metrem τγT a kde N(τγT ), {V ∗

i }i≥1, {U∗
i }i≥1 a {Γ∗i }i≥1 jsou vzájemně nezávislé.

Samozřejmě procesy Z a Z̃ existuj́ı na celém R+, jen jejich reprezentace máme pouze na

konečných intervalech. Proces {Z̃τ
t , t ∈ [0, T ]} je složený Poisson̊uv proces s charakte-

ristickou trojićı (0, γν, γδ).

Kvalita aproximace Lévyho procesu složeným Poissonovým procesem je vyšetřována
v [4], odstavec 6.3, ale týká se př́ıpadu, kdy aproximace je daná zanedbáńım právě
všech skok̊u menš́ıch než ε > 0. To odpov́ıdá situaci z věty 1.1.19. V obecném př́ıpadě
lze postupovat podobně, jak ukážeme na konci sekce 3.4.

Výsledkem je tedy přechod od modelu s procesy Z, Y a X, k modelu Coxova b.p. Xτ

s ř́ıdićı intenzitou {Y τ
t , t ∈ [0, T ]}, kde {Y τ

t , t ∈ [0, T ]} je stacionárńı řešeńı SDE (1.28)
s BDLP Zτ , tedy

Y τ
t = Y τ

0 e−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZτ
γs, t ≥ 0. (3.10)

Hodnotu (3.3) tedy nahrad́ıme výrazem

E
[
Y τ (T ) | Xτ = {τj}mj=1

]
. (3.11)

Bodový proces Ψ najdeme pro {Zτ
t , t ∈ [0, γT ]} a jako výše ztotožńıme (Y τ

0 ,Ψ) s pro-
cesem {Y τ

t , t ∈ [0, T ]}. Dı́ky tomu můžeme mı́sto (3.4) psát

fY τ
0 ,Ψ|X(y, ψ | {τj}mj=1) ∝ fX|Y τ

0 ,Ψ({τj}mj=1 | y, ψ)fY τ
0 ,Ψ(y, ψ). (3.12)

Dı́ky nezávislosti Y τ
0 a Zτ je dosazeńım (3.5)

fY τ
0 ,Ψ(y, ψ) = fΨ(ψ)fY τ

0
(y) = eT−γτT (γτ)nfY τ

0
(y), (3.13)

kde fY τ
0

je hustota rozděleńı počátečńı podmı́nky Y τ
0 v SDE (1.28), tedy hustota lim-

itńıho rozděleńı. Hustota (3.13) je dána vzhledem k mı́̌re Leb × Π, kde Π je rozděleńı
b.p. Poisson([0, T ]× (0,∞), p(z)).

Hustotu Coxova b.p. při dané intenzitě {yτ
s , s ∈ [0, T ]} jsme spoč́ıtali v př́ıkladu 1.3.15.

Dosazeńım do (1.33) dostaneme hustotu Coxova b.p. při dané intenzitě:

f(X|Y τ
0 ,Ψ)({τj}mj=1|y, {ti, zi}ni=1) = exp

{
T −

∫ T

0

yτ
s ds

} m∏
j=1

yτ (τj), (3.14)
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kde {yτ
s , s ∈ [0, T ]} je trajektorie Y τ odpov́ıdaj́ıćı reprezentaci (Y τ

0 ,Ψ) = (y, {ti, zi}ni=1).
Hustota je vzhledem k rozděleńı b.p. Poisson([0, T ], 1).

Na závěr ještě zhodnot’me kvalitu aproximace. Předpokládejme, že BDLP Z má nek-
lesaj́ıćı trajektorie a že máme jeho reprezentaci řadou, jako v Rosińského větě 1.1.18.
Lévyho proces Z aproximujeme složeným Poissonovým procesem Zτ tvaru (3.8). Podle
poznámky 1.1.23 existuje analogická reprezentace na libovolném konečném intervalu.
Připomeňme, že procesy existuj́ı na celém R+, jen jejich reprezentace máme pouze na
konečných intervalech.

Charakteristickou trojici Z jsme značili (0, ρ, β) (matice G je nulová) a charakteri-
stickou trojici Zτ označme (0, ρτ , βτ ).

Protože Z je subordinátor, tedy nezáporný Lévyho proces, je funkce H z Rosińského
věty nezáporná. Proces Zτ tedy aproximuje proces Z zdola.

Proces Rτ = Z − Zτ je Lévyho proces s charakteristickou trojićı (0, ρ− ρτ , β − βτ ),
má neklesaj́ıćı trajektorie a je tvaru

Rτ
t =

∞∑
i:Γi>τ

H(Γi, Vi)IUi≤t, ∀t ∈ [0, 1]. (3.15)

Poznamenejme, že procesy Rτ a Zτ jsou nezávislé (viz. dodatek o Lévy-Itôové větě) a že
řada konverguje s.j. a stejnoměrně na [0, 1] podle Rosińského věty.

Procesy OU typu Y a Y τ uvažujeme tvaru (1.29) po řadě pro BDLP Z a Zτ a jejich
rozd́ıl označme ∆Y τ , tedy

Y (t) = e−γtY0 +

∫ γt

0

es−γtdZs, t ≥ 0,

Y τ (t) = e−γtY τ
0 +

∫ γt

0

es−γtdZτ
s , t ≥ 0,

∆Y τ (t) = Yt − Y τ
t = e−γt∆Y τ

0 + e−γt

∫ γt

0

esdRτ
s , t ≥ 0. (3.16)

Za předpokladu konečného 1. respektive 2. momentu Lévyho procesu Rτ odhadneme
středńı hodnotu respektive rozptyl ∆Y τ

t v čase t > 0. Předpokládáme nezávislost Y τ
0 a

{Rτ
t , t ≥ 0}.
Za předpokladu ERτ

1 <∞ máme podle lemmatu 2.2.3 pro každé t ≥ 0

E∆Y τ
t = e−γt E∆Y τ

0 + e−γt E
∫ γt

0

esdRτ
s = e−γt E∆Y τ

0 + (1− e−γt) ERτ
1 . (3.17)

Pokud je E[Rτ
1 ]

2 <∞, pak podle lemmatu 2.2.3 máme pro t ≥ 0

var ∆Y τ
t = e−2γt var ∆Y τ

0 + e−2γt var

∫ γt

0

esdRτ
s = e−2γt var ∆Y τ

0 +
1− e−2γt

2
varRτ

1 .

(3.18)
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Pokud BDLP Z splňuje podmı́nku (1.24), pak také Rτ splňuje podmı́nku (1.24) a
podle věty 1.2.6 existuje stacionárńı řešeńı SDE (1.28) pro Lévyho proces Rτ (řešeńı
odpov́ıdá rozd́ılu stacionárńıch procesu Y a Y τ ). Ve stacionárńım př́ıpadě má ∆Y τ

0

rozděleńı odpov́ıdaj́ıćı limitńımu rozděleńı procesu ∆Y τ .
Rozděleńı ∆Y τ

0 můžeme reprezentovat ve tvaru

∆Y τ
0 =

∫ 0

−∞
esdRτ

s ,

po rozš́ı̌reńı Lévyho procesu Rτ na R.
Pokud pro p ≥ 1 je Rτ

1 ∈ Lp, pak je podle tvrzeńı 1.2.10 také ∆Y τ
0 ∈ Lp a podle

tvrzeńı 1.2.12 plat́ı pro t→∞ ∫ 0

−γt

esdRτ
s

Lp−→ ∆Y τ
0 .

Za předpokladu, že Lévyho proces Rτ má konečný 1. moment tak pomoci lem-
matu 2.2.3 dostaneme

E∆Y τ
0 = lim

t→∞
E
∫ 0

−γt

esdRτ
s = lim

t→∞

(
1− e−γt

)
ERτ

1 = ERτ
1

a ze stacionarity také
E∆Y τ

t = ERτ
1 ∀t ≥ 0.

Podobně, pokud má Lévyho proces Rτ konečný 2. moment, dostaneme pro t ≥ 0
pomoci lemmatu 2.2.3

var ∆Y τ
t = var ∆Y τ

0 = lim
t→∞

var

∫ 0

−γt

esdRτ
s = lim

t→∞

1− e−γt

2
varRτ

1 =
varRτ

1

2
∀t ≥ 0.

Poznámka 3.2.3 Poznamenejme, že je-li Lévyho proces Z ∈ Lp, pak teké Rτ ∈ Lp.
Také v př́ıpadě, že aproximace Zτ procesu Z vznikla zanedbáńım skok̊u menš́ıch než
ε(τ), pak podle věty 1.1.17 plat́ı Rτ

1 ∈ Lp, ∀p ≥ 1.

Za předpokladu konečného 1. respektive 2. momentu ∆Y τ
T plat́ı

E
(
E
[
|∆Y τ

T |
∣∣∣X|[0,T ]

])
= E∆Y τ

T

respektive

E
(
E
[
(∆Y τ

T )2
∣∣∣X|[0,T ]

])
= E [∆Y τ

T ]2 .
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3.3 MCMC algoritmy

Metody MCMC (Markov Chain Monte Carlo) jsou založeny na simulaci markovského
řetězce s množinou stav̊u S, jehož limitńı rozděleńı na měřitelném prostoru (S,S) je to,
z kterého chceme simulovat (tzv. ćılové rozděleńı).

Necht’ Ψ je ćılové rozděleńı (náhodné veličiny nebo bodového procesu) na (S,S)
s hustotou f(x) vzhledem k σ−konečné mı́̌re µ. MCMC metody nám umožňuj́ı generovat
posloupnost bodových proces̊u X0, X1, . . . s rozděleńımi PX0 ,PX1 , . . . tak, aby v jistém
smyslu PXi

→ Ψ, např. ve smyslu totálńı variace, tj. ‖PXi
− Ψ‖ → 0 pro i → ∞, kde

‖µ‖ = supA∈N µ(A)− infA∈N µ(A).
Metropolis-Hastings̊uv algoritmus a Gibbs̊uv výběrový plán jsou patrně nejznámněǰśı

MCMC algoritmy, které nevyžaduj́ı znalost normuj́ıćı konstanty. Algoritmus označovaný
jako ”Metropolis within Gibbs“, je jejich zkř́ıžeńım.

Nejprve uvedeme dva algoritmy Metropolis-Hastingsova typu.
Uvažujme př́ıpad, kdy ćılové rozděleńı na (S,S) má nenormovanou hustotu f

vzhledem k σ−konečné mı́̌re µ a předpokládejme, že f(x) > 0 ∀x ∈ S. Zvolme pro
každé x ∈ S návrhovou hustotu q(x, ·) vzhledem k mı́̌re µ a definujme pro x, y ∈ S

r(x, y) =
f(y)q(y, x)

f(x)q(x, y)
,

kde definujeme a/0 = 1 pro a ≥ 0. r(x, y) se nazývá Hastings̊uv poměr a

α(x, y) = min{1, r(x, y)}

je pravděpodobnost přijet́ı návrhu y, je-li současný stav x.

Algoritmus 3.3.1 (Metropolis-Hastings̊uv algoritmus) Volme X0 = x0 ∈ S.
Máme-li Xm, označme Xm = x a generujme Xm+1 následovně:

1. generuj ym ∼ q(x, ·) a Rm rovnoměrně rozdělené na [0, 1],

2. polož

Xm+1 =

{
ym pro Rm ≤ r(x, ym)
x pro Rm > r(x, ym).

Náhodné veličiny Rm,m = 0, 1, . . ., jsou vzájemně nezávislé a ym je podmı́něně při Rm

nezávislé na Rm a všech ve náhodných veličinách použitých pro generováni X0, . . . , Xm.

Dále uvedeme algoritmus pro bodové procesy. Bud’ Π rozděleńı Poissonova b.p.
Poisson(X , µ), kde 0 < µ(X ) <∞. Dále bud’ Ψ ćılové rozděleńı (b.p.) s nenormovanou
hustotou f vzhledem k Π. Zde je tedy (S,S) = (N,N ) prostor bodových množin X a
vztažná mı́ra je Π.

Necht’ x je aktuálńı konfigurace. V každé iteraci se s pravděpodobnost́ı k(x) pokuśıme
přidat bod, nebo s pravděpodobnost́ı 1− k(x) se pokuśıme bod odebrat. Při přidáváńı
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bodu generujeme bod ξ ∈ X z rozděleńı s hustotou qb(x, ·) vzhledem k mı́̌re µ. qb(x, ·) je
tzv. návrhová hustota. Při ub́ıráńı bodu pro x = ∅ ponecháme konfiguraci nezměněnou
a pro x 6= ∅ vybereme bod η ∈ x z diskrétńı hustoty qd(x, ·).
Návrh x→ x ∪ ξ pro přidáńı bodu přijmeme s pravděpodobnost́ı

αb(x, ξ) = min{1, rb(x, ξ)}, (3.19)

s Hastingsovým poměrem

rb(x, ξ) =
f(x ∪ ξ)(1− k(x ∪ ξ))qd(x ∪ ξ, ξ)

f(x)k(x)qb(x, ξ)
. (3.20)

Návrh x→ x \ η pro ubráńı bodu přijmeme s pravděpodobnost́ı

αd(x, η) = min{1, rd(x, η)}, (3.21)

s Hastingsovým poměrem

rd(x, η) =
f(x \ η)k(x \ η)qb(x \ η, η)
f(x)(1− k(x))qd(x, η)

. (3.22)

Hastingsovy poměry jsou brány s konvenćı a/0 = 1 pro a ≥ 0.

Algoritmus 3.3.2 (Metropolis-Hastings̊uv algoritmus rozeńı a zániku)
Volme X0 (např X0 = ∅ nebo jako realizaci Poissonova b.p.) a pro m = 0, 1, . . . a
Xm = x ∈ N generujme Xm+1 následovně:

1. generuj R′
m, R

′′
m rovnoměrně rozdělené na [0, 1];

2. pokud R′
m ≤ k(x), generuj ξm ∼ qb(x, ·) a polož

Xm+1 =

{
x ∪ ξm pro R′′

m ≤ rb(x, ξm)
x pro R′′

m > rb(x, ξm);

3. pokud R′
m > k(x), pak pro

a) x = ∅ polož Xm+1 = x

b) x 6= ∅ generuj ηm ∼ qd(x, ·) a polož

Xm+1 =

{
x \ ηm pro R′′

m ≤ rd(x, ηm)
x pro R′′

m > rd(x, ξm).

Náhodné veličiny R′
m, R

′′
m a ξm nebo ηm (pro generováńı Xm+1) jsou vzájemně nezávislé

při daných náhodných veličinách použitých pro generováńı (X0, . . . , Xm).
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Daľśım algoritmem bude Gibbs̊uv výběrový plán. Uvažujme rozděleńı náhodného
vektoru X = (X1, . . . , Xd) s hustotou f na S = S1×· · ·×Sd, kde (Sj,Sj) jsou měřitelné
prostory - např. Rd nebo N. Gibbs̊uv výběrový plán spoč́ıvá v obměňováńı jednotlivých
složek vektoru na základě plně podmı́něných rozděleńı.

Algoritmus 3.3.3 (Gibbs̊uv výběrový plán) Voĺıme počátečńı stav X(0) = x(0).
Máme-li X(m) = x(m), generujeme X(m+1) takto:

1) simulujeme X
(m+1)
1 z podmı́něného rozděleńı L(X1 | x(m)

2 , x
(m)
3 , . . . , x

(m)
d )

2) simulujeme X
(m+1)
2 z podmı́něného rozděleńı L(X2 | x(m+1)

1 , x
(m)
3 , . . . , x

(m)
d )

...

d) simulujeme X
(m+1)
d z podmı́něného rozděleńı L(Xd | x(m+1)

1 , x
(m+1)
2 , . . . , x

(m+1)
d−1 ).

Algoritmus tedy vyžaduje, abychom uměli simulovat z př́ıslušných podmı́něných rozdě-
leńı. Zeslabeńı tohoto požadavku umožňuje algoritmus Metropolis within Gibbs.
Jedná se o Gibbs̊uv výběrový plán, přičemž z jednoho nebo v́ıce podmı́něných rozděleńı
neumı́me př́ımo simulovat. Mı́sto př́ımé simulace tedy provedeme jeden krok Metropolis-
Hastingsova algoritmu s daným podmı́něným rozděleńım jako ćılovým. V našem př́ıpadě
chceme simulovat z podmı́něného sdruženého rozděleńı L

(
Y0,Ψ | X = {τj}mj=1

)
.

Algoritmus 3.3.4 (Metropolis within Gibbs) Voĺıme počátečńı stav (Y
(0)
0 ,Ψ(0)) =

(y
(0)
0 , ψ(0)). Máme-li (Y

(k)
0 ,Ψ(k)) = (y

(k)
0 , ψ(k)), generujeme (Y

(k+1)
0 ,Ψ(k+1)) takto:

1) simulujeme Ψ(k+1) pomoćı jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.3.2

pro simulaci z ćılového rozděleńı L(Ψ | y(k)
0 , {τj}mj=1) (s počátečńım stavem ψ(k)),

2) simulujeme Y
(k+1)
0 pomoćı jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.3.1

pro simulaci z ćılového rozděleńı L(Y0 | ψ(k+1), {τj}mj=1).

Konvergence algoritmů MCMC je podrobně studována v [8], kap. 7.

3.4 Př́ıklad pro BDLP Gamma proces

V této kapitole jsme popsali, jak lze využ́ıt bodové procesy při řešeńı úlohy filtrováńı.
Konkrétně pro vyjádřeńı hustoty intenzity při dané realizaci bodového procesu. Ćılem
této části je demonstrovat tento postup na konkrétńım př́ıpadě. Odhad parametru lze
za jistých předpoklad̊u zakomponovat př́ımo do algoritmu pro odhad intenzity, ale neńı
předmětem této studie - tj. parametry modelu budou známé.

V článku [7] je popsán př́ıklad, kdy Lévyho proces Z je složený Poisson̊uv proces
se skoky s exponenciálńım rozděleńım, rozděleńı př́ıslušného OU procesu je potom typu
gamma. Zde uvažujeme jiný model.
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Definice 3.4.1 Gamma procesem s parametry (c, λ) nazýváme Lévyho proces Z, kde
Z1 má gamma rozděleńı s parametry (c, λ).

To znamená, že hustota rozděleńı Zt je pt(x) = λct

Γ(ct)
xct−1e−λxIx>0. Charakteristická

trojice Gamma procesu je (G, ρ, β), kde w je hustota mı́ry ρ a

G = 0, β =
c

λ

[
1− e−λ

]
, w(x) =

ce−λx

x
Ix>0, (3.23)

a drift Gamma procesu b = β −
∫

D
x ρ (dx) = 0, viz. [10], Example 8.10.

Tvrzeńı 3.4.2 Necht’ Zt je Gamma proces s parametry (c, λ) a charakteristickou trojićı
(G, ρ, β) danou vztahy (3.23). Pak pro γ > 0 existuje stacionárńı proces Y OU typu
generovaný (G, ρ, β), tj. stacionárńı řešeńı SDE (1.28). Nav́ıc, Yt má neomezeně dělitelné
rozděleńı s charakteristickou trojićı (0, ν, δ), kde

δ = β +

∫ ∞

1

ce−λy

y
dy (3.24)

a mı́ra ν má hustotu u, koncentrovanou na R+, tvaru

u(x) =
c

x

∫ ∞

1

e−λxy

y
dy. (3.25)

Důkaz
Pro Gamma proces plat́ı∫

‖x‖>1

log ‖x‖ ρ (dx) ≤
∫
‖x‖>1

‖x‖ ρ (dx) =

∫ ∞

0

ce−λxdx = cλe−λ <∞.

Z věty 1.2.6 aplikované na Lévyho proces Z̃ = {Zγt, t ≥ 0} (tj. s charakteristickou
trojici (γG, γρ, γβ)) plyne, že proces OU typu generovaný (γG, γρ, γβ, γ) má limitńı
rozděleńı, které je neomezeně dělitelné a má charakteristickou trojici (A, ν, δ) danou
vztahy (1.25)-(1.27). Tedy

A =
1

2γ
γG = 0,

ν(B) =
1

γ

∫
Rd

∫ ∞

0

IB(e−sy)ds γρ (dy) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

IB(e−sy)dsw(y)dy

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

esIB(x)w(esx)ds dx =

∫
B

∫ ∞

1

w(yx)dy dx,

δ =
1

γ
γβ +

1

γ

∫
‖y‖>1

y

‖y‖
γρ (dy) = β +

∫ ∞

1

w(y)dy = β +

∫ ∞

1

ce−λy

y
dy.
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Mı́ra ν má tedy hustotu

u(x) =

∫ ∞

1

w(yx)dy =
c

x

∫ ∞

1

e−λxy

y
Ixy>0dy.

Ukázali jsme, že řešeńı SDE (1.28) maj́ı limitńı rozděleńı. Tedy existuje i stacionárńı
řešeńı a jeho rozděleńı je rovno limitńımu rozděleńı (tvrzeńı 1.2.5). �

Tvrzeńı 3.4.3 (Reprezentace Gamma procesu) Necht’ {Vi}i≥1, {Ui}i≥1 a {Γi}i≥1

jsou nezávislé posloupnosti náhodných veličin. Necht’ {Vi}i≥1 je posloupnost i.i.d.
náhodných veličin s exponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotou 1, {Ui}i≥1 je
posloupnost i.i.d. náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım na [0, 1] a {Γi}i≥1 jsou
okamžiky skok̊u Poissonova procesu s intenzitou 1. Pak řada

∞∑
i=1

λ−1e(−Γi/c)ViIUi≤t (3.26)

konverguje skoro jistě a stejnoměrně pro t ∈ [0, 1] ke Gamma procesu s parametry (c, λ).

Tato reprezentace pocháźı p̊uvodně od Bondessona, viz. [2], ale lze ji snadno dokázat
pomoćı Rosińského věty.

Důkaz:
Srovnáńım vztahu (1.16) a (3.26) vid́ıme, že H(r, v) = λ−1e−r/cv. Dosazeńım do (1.13)
a (1.14) dostaneme pro r > 0 a t > 0:

σ(r, (−∞, 0]) = 0,

σ(r, (0, t]) = P(λ−1e−r/cVi ≤ t) = P(Vi ≤ λer/ct) =

∫ λer/ct

0

e−xdx = 1− e−λer/ct, (3.27)

ν((t,∞)) =

∫ ∞

0

e−λer/ctdr =

∫ ∞

1

e−λty c

y
dy =

∫ ∞

t

e−λx c

x
dx.

Radon-Nikodýmova derivace mı́ry ν vzhledem k Lebesqueově mı́̌re je tedy

ρ̄(x) = e−λx c

x
Ix>0.

Protože pro λ > 0 je ∫ ∞

0

x2ρ̄(x)dx <∞,

je ν Lévyho mı́ra na R.
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Derivováńım vztahu (3.27) podle t, dostaneme hustotu mı́ry σ(r, ·):

σ(r, dt) = λer/ce−λer/ctIt>0dt. (3.28)

Nyńı bychom mohli poč́ıtat funkci A(s) definovanou vztahem (1.15). Ale protože nás
zaj́ımá pouze jej́ı limita pro s → ∞, poč́ıtejme př́ımo tuto limitu. Za použit́ı (3.28)
a Léviho věty máme

γ = lim
s→∞

A(s) =

∫ ∞

0

∫ 1

0

xλer/ce−λer/cxdx dr =

∫ ∞

1

∫ 1

0

cxλe−λxydx dy =

= c

∫ 1

0

[
−e−λxy

]∞
1

dx = c

∫ 1

0

e−λxdx =
c

λ

[
1− e−λ

]
(3.29)

Tvrzeńı nyńı plyne z prvńı části Rosinského věty 1.1.18 a vztahu (3.23). �

Tedy proces {Z̃τ
t , t ∈ [0, T ]} = {Zτ

γt, t ∈ [0, T ]} má podle poznámky 1.1.23 reprezentaci

Z̃τ
t =

N(γτT )∑
i=1

λ−1e(−Γ∗i /c)V ∗
i IU∗i ≤t, ∀t ∈ [0, T ], (3.30)

kde N(γτT ), {V ∗
i }i≥1, {U∗

i }i≥1 a {Γ∗i }i≥1 jsou vzájemně nezávislé, N(γτT ) má
Poissonovo rozděleńı s parametrem γτT , {Γ∗i }i≥1 jsou i.i.d. náhodné veličiny rovnoměrně
rozdělené na [0, τ ], {Ui}i≥1 jsou i.i.d. náhodné veličiny rovnoměrně rozdělené na [0, T ]
a {V ∗

i }i≥1 jsou i.i.d. náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s parametrem 1.

Tvrzeńı 3.4.4 Chyba aproximace Gamma Lévyho procesu řadou (3.26) exponenciálně
klesá s rostoućım τ , ve smyslu středńı hodnoty (absolutńı chyby).

Důkaz:
Podle poznámky 1.1.23 můžeme uvažovat reprezentaci na libovolném [0, T ]. Chyba má
v čase T > 0 reprezentaci tvaru

Rτ
T =

∑
i:Γi>τ

H(Γi, Vi),

kde {Γi}i≥1 jsou okamžiky skok̊u Poissonova procesu s intenzitou T (viz. poznám-
ka 1.1.23) a {Vi}i≥1 jsou i.i.d. náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı
hodnotou 1, H(r, v) = λ−1e−r/cv a posloupnosti jsou vzájemně nezávislé. Konvergence
je ve smyslu s.j. a stejnoměrně na [0, T ]. Za použit́ı Rosińského věty, Léviho věty
a vlastnosti Poissonova procesu poč́ıtejme.

ERτ
T = E

∑
i:Γi>τ

H(Γi, Vi) = E lim
τ∗→∞

∑
i:τ<Γi≤τ∗

H(Γi, Vi) =
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= lim
τ∗→∞

E
∑

i:τ<Γi≤τ∗

H(Γi, Vi) =

= lim
τ∗→∞

∞∑
n=1

{
E
[ ∑

i:τ<Γi≤τ∗

H(Γi, Vi)
∣∣∣ počet sč́ıtancu v sumě = n

]
·

·P
(
počet sč́ıtancu v sumě = n

)}
=

= lim
τ∗→∞

∞∑
n=1

nEH(Γ, V ) eTγ(τ∗−τ) [Tγ(τ
∗ − τ)]n

n!
,

kde Γ má rovnoměrné rozděleńı na [τ, τ ∗], V má exponenciálńı rozděleńı se středńı
hodnotou 1 a Γ a V jsou vzájemně nezávislé.

EH(Γ, V ) = Eλ−1e−Γ/cV = λ−1Ee−Γ/cEV =

= λ−1

∫ τ∗

τ

e−
x
c

τ ∗ − τ
dx =

[
−ce−x

c

]τ∗
τ

λ(τ ∗ − τ)
=
c
(
e−

τ
c − e−

τ∗
c

)
λ(τ ∗ − τ)

.

Po dosazeńı

ERτ
T = lim

τ∗→∞

∞∑
n=1

eTγ(τ∗−τ) [Tγ(τ
∗ − τ)]n−1

(n− 1)!

Tγc

λ

(
e−

τ
c − e−

τ∗
c

)
=

= lim
τ∗→∞

Tγc

λ

(
e−

τ
c − e−

τ∗
c

)
=
Tγc

λ
e−

τ
c .

Středńı hodnota chyby tedy exponenciálně klesá s rostoućım τ . Protože funkce H je
nezáporná, je i náhodná veličina Rτ

T nezáporná. Tedy E|Rτ
T | = ERτ

T . �

Poč́ıtejme rozděleńı velikosti skok̊u. Pro K > 0 plat́ı (integrand je nezáporný, tedy lze
použ́ıt Fubiniho větu)

P (S > K) = P
(
λ−1e(−Γ∗1/c)V ∗

1 > K
)

=

∫ ∞

0

∫ τ

0

I[Kλex/c<y]e
−y 1

τ
dxdy =

=

∫ τ

0

∫ ∞

Kλex/c

e−ydy
1

τ
dx =

∫ τ

0

1

τ
e−Kλex/c

dx.

Derivováńım výsledného vztahu dostaneme hustotu rozděleńı skok̊u. Pro K > 0 máme
(majoranta pro K > η, kde η > 0, je λ

τ
ex/ce−ηλex/c

)

d

dK
P (S ≤ K) =

d

dK

(
1−

∫ τ

0

1

τ
e−Kλex/c

dx

)
=

∫ τ

0

λ

τ
e

x
c e−Kλex/c

dx =
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=

∫ eτ/c

1

cλ

τ
e−Kλydy =

[
cλe−Kλy

−τKλ

]eτ/c

1

=
c

τK

(
e−Kλ − e−Kλeτ/c

)
.

Tedy hustota rozděleńı skok̊u je

p(x) =
c

τx

(
e−λx − e−λxeτ/c

)
Ix>0. (3.31)

Hustotu stacionárńıho rozděleńı procesu OU typu Y (generovaného (G, ρ, β)) znač́ıme
fY0 . Jej́ı charakteristickou trojici známe z tvrzeńı 3.4.2. Hustota je rovna inverzńı
Fourierově transformaci charakteristické funkce, ale neumı́me ji vyjádřit explicitně.
Odhadneme ji simulaćı jako limitńı rozděleńı procesu Y τ definovaného v (3.10) a znač́ıme
fY τ

0
.

Hustota dvojice (Y τ
0 ,Ψ) representuj́ıćı proces {Y τ

s , s ∈ [0, T ]} je dána vztahem (3.13).

Upravme ještě vyjádřeńı procesu {Y τ
s , s ∈ [0, T ]} (vztah (3.10))

Y τ
t = Y0e

−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZτ
γs = Y0e

−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)dZ̃τ
s ,

tedy

Y τ
t = Y0e

−γt +

N(γτT )∑
i=1

zie
−γ(t−ti)Iti≤t = Y0e

−γt +
∑
i:ti≤t

1≤i≤N(γτT )

zie
−γ(t−ti), ∀t ∈ [0, T ],

kde ti jsou časy skok̊u Z̃τ
t = Zτ

γt a zi jsou jejich velikosti.
Vı́me, že trajektorie procesu OU typu Y τ

t jsou jednoznačně určeny dvojićı (Y τ
0 ,Ψ),

tj. svou hodnotou y v čase 0 a procesem skok̊u {ti, zi}ni=1. Předpokládáme nezávislost
těchto dvou složek. Pr̊uběh trajektoríı záviśı na počátečńı hodnotě y, ale proces skok̊u
nikoliv. Pro výpočet podmı́něné hustoty Coxova b.p. při dané intenzitě {yτ

s , s ∈ [0, T ]}
odpov́ıdaj́ıćı dvojici (y, {ti, zi}ni=1), potřebujeme vyjádřit integrál

∫ T

0
yτ

t dt (viz. (3.14);
suma je s.j. konečná)

∫ T

0

yτ
t dt =

∫ T

0

e−γty +
∑

1≤i≤n
i:ti≤t

zie
−γ(t−ti)

 dt =

= y
1− e−γT

γ
+

n∑
i=1

zi
1− e−γ(T−ti)

γ
. (3.32)

Podmı́něná hustota X při (Y τ
0 ,Ψ) = (y, {ti, zi}ni=1) je

fX|Y τ
0 ,Ψ({τj}mj=1 | y, {ti, zi}ni=1) = exp

{
T −

∫ T

0

yτ
t dt

} m∏
j=1

yτ (τj) = (3.33)
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= eT exp

{
−y1− e−γT

γ
−

n∑
i=1

zi
1− e−γ(T−ti)

γ

}
m∏

j=1

yτ (τj), (3.34)

kde τj jsou časy skok̊u Coxova procesu X na [0, T ].
Konečně součin (3.13) a (3.34) dává hledanou aproximaci nenormované hustoty (3.12),
z které chceme simulovat:

fY τ
0 ,Ψ|X(y0, ψ | {τj}mj=1) ∝ fX|Y τ

0 ,Ψ({τj}mj=1 | y, ψ)fY τ
0 ,Ψ(y, ψ) ∝

∝ (γτ)n exp

{
−y1− e−γT

γ
−

n∑
i=1

zi
1− eγ(ti−T )

γ

}
m∏

j=1

yτ (τj)fY τ
0
(y). (3.35)

Nyńı přistouṕıme k vlastńı simulaci. Voĺıme parametry

c = 1, λ = 0.37, γ = 3, T = 5 a τ = 100. (3.36)

Nejprve simulujeme realizaci Coxova b.p. na intervalu [0, T ].
V tvrzeńı 3.4.4 jsme ukázali, že středńı hodnota absolutńı chyby aproximace Gamma

procesu konverguje (v τ) exponenciálńı rychlost́ı. Srovnáńım aproximaćı pro r̊uzné
hodnoty parametru τ urč́ıme jeho vhodnou volbu. Dodejme, že očekávaný počet skok̊u
procesu OU typu Y τ záviśı lineárně na τ a T . Přibližně to znamená, že složitost
simulace záviśı přibližně lineárně na τ (i na T ). Závislost kvality aproximace na τ je
vidět na obrázku 3.1. Dodejme, že grafy trajektorii pro τ = 100 a τ = 1000 splývaj́ı na
obrázku 3.1 s trajektoriemi pro τ = 10.

Generujeme Y τ
0 z rozděleńı s hustotou fY τ

0
. K tomu využijeme faktu, že se jedná

o limitńı rozděleńı {Y τ
t , t ≥ 0} s počátečńı podmı́nkou Y τ

0 = 0. Simulujeme Y τ (kT ) pro
k = 1, . . . , 1000. Připomeňme, že ve skutečnosti simulujeme b.p. Ψ a z něj poč́ıtáme
realizaci procesu Y τ . Z obrázku 3.2 je patrné, že rozděleńı Y τ (1000 ·T ) lze považovat za
limitńı. Polož́ıme Y τ

0 = Y τ (1000 · T ).
Pro filtrováńı potřebujeme také znát hustotu fY τ

0
. Jej́ı aproximaci simulujeme. Zde

je vidět, proč potřebujeme znát parametry modelu. Kdybychom parametry odhadovali
v pr̊uběhu filtrováńı, museli bychom tuto hustotu simulovat při každé změně parametr̊u,
což je časově neúnosné. (Tento problém odpadá, pokud známe hustotu explicitně, jako
třeba u gamma OU procesu.)

Dále simulujeme realizaci procesu Z̃τ na [0, T ] a vypočteme realizaci procesu Y τ na
intervalu [0, T ] (obrázek 3.3).

Nakonec simulujeme (na principu ztenčeńı) realizaci Coxova b.p. jako Poisson̊uv b.p.
s intenzitou danou grafem Y τ .

Vlastńı filtrováńı prob́ıhá pomoćı algoritmu 3.3.4 (Metropolis within Gibbs). Budeme

simulovat markovský řetězec {Mk} = {Y τ,(k)
0 ,Ψ(k)}, kde

Mk =
{
y(k), ψ(k)

}
, ψ(k) = {(t(k)

i , z
(k)
i )}n(k)

i=1

s ćılovým rozděleńım daným hustotou (3.35). Jako počátečńı rozděleńı voĺıme
M0 = {EY τ

0 , ∅}.
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Obrázek 3.1: Vlevo je výsledek simulace Gamma Lévyho procesu pro parametry c = 1,
λ = 0.37, T = 5 a pro τ = 5 (přerušovaná čára) a pro τ = 10 (plná čára). Podobně na
obrázku vpravo jsou odpov́ıdaj́ıćı trajektorie procesu OU typu s počátečńı podmı́nkou
generovanou ze stacionárńıho rozděleńı. Opět pro τ = 5 přerušovaná čára a pro τ = 10
plná čára.

Generujeme Ψ(k+1) provedeńım jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.3.2
s ćılovým rozděleńım s hustotou

fΨ|X,Y τ
0
(ψ | {τj}mj=1, y

(k)) (3.37)

a počátečńım rozděleńım ψ(k). V algoritmu voĺıme

k(x) = 1/2,

tedy stejná pravděpodobnost přidáváńı a ub́ıráńı bodu. Voĺıme také návrhové hustoty
pro přidáváńı a ub́ıráńı bodu. Připomeňme si, že hustotu fΨ|X,Y τ

0
vyjádřujeme vzhledem

k rozděleńı b.p. Poisson([0, T ]×(0,∞), λ(t, z)), kde λ(t, z) = γτp(z) je funkce intenzity.
Proto návrhovou hustotu qb muśıme vyjádřit vzhledem k mı́̌re s hustotou λ(t, z). Voĺıme

qb
(
ψ(k), {t, z}

)
=

1

T
I[0,T ](t),

qd(ψ
(k), ·) rovnoměrné rozděleńı na množině {t(k)

i , z
(k)
i }n

(k)

i=1 .

To znamená, že návrh přidáńı bodu (t, z) generujeme takto: t rovnoměrně na [0, T ] a z
z rozděleńı s hustotou p(x) danou vztahem (3.31) vzhledem k Lebesqueově mı́̌re na R+.
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Obrázek 3.2: Proces OU typu Y τ (kT ) pro k = 1, · · · , 1000 a parametry modelu (3.36).

Poznámka 3.4.5 Pokud bychom chtěli generovat velikost skoku z rozděleńı s hustotou
h(x) vzhledem k Leb. mı́ře, pak by návrhová hustota qb byla tvaru

qb
(
ψ(k), {t, z}

)
=

1

T
I[0,T ](t)

h(z)

p(z)
.

Pro jej́ı vyjádřeńı už potřebujeme znát hustotu rozděleńı skok̊u p(x), protože návrhové
hustoty určuj́ı pravděpodobnosti přijet́ı návrhu.

Generovat z rozděleńı p(x) je snadné i v př́ıpadě, že tvar hustoty neznáme — toto
rozděleńı maj́ı náhodné veličiny λ−1e(−Γ∗i /c)V ∗

i ze vztahu (3.30). Volba h(x) = p(x) vede
k simulaci, při které nepotřebujeme znát tvar hustoty p(x).

Návrh přijmeme z pravděpodobnost́ı min{1, rb} při přidáváńı bodu nebo s pravděpo-
dobnosti min{1, rd} při ub́ıráńı bodu, jinak polož́ıme ψ(k+1) = ψ(k).

Pak pomoćı jednoho kroku algoritmu 3.3.1 generujeme y(k+1) z ćılové hustoty

fY τ
0 |X,Ψ(y | {τj}mj=1, ψ

(k+1)) (3.38)

a s počátečńım rozděleńım y(k). Návrhovou hustotu q(y(k), ·) voĺıme jako hustotu normál-
ńıho rozděleńı N(EY τ

0 , σ), kde σ voĺıme. Protože předpokládáme, že náhodná intenzita
pocháźı ze stacionárńıho rozděleńı, voĺıme návrhovou hustotu bĺızkou tomuto rozděleńı
(př́ımo stacionárńı rozděleńı neznáme). Tato hustota je dána vzhledem k Lebesqueově
mı́̌re, protože i hustota Y τ je dána vzhledem k Lebesqueově mı́̌re. Návrh přijmeme
s pravděpodobnost́ı min{1, r}, jinak polož́ıme y(k+1) = y(k). Nový stav markovského
řetězce je Mk+1 = (y(k+1), ψ(k+1)).
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Obrázek 3.3: Vlevo je realizace BDLP Zτ a vpravo odpov́ıdaj́ıćı realizace procesu OU
typu Y τ . Parametry modelu jsou v (3.36).

Realizace Mk popisuje celou trajektorii procesu Y τ na [0, T ]. Hodnotu y
τ,(k)
T dostaneme

dosazeńım do vztahu (3.7):

y
(k)
T = y(k)e−γT +

n(k)∑
i=1

z
(k)
i e−γ(T−t

(k)
i ). (3.39)

Odhadneme dobu zapáleńı řetězce b ∈ N, pro kterou lze realizaci Mb považovat za
realizaci z limitńıho rozděleńı. Voĺıme K ∈ N a intenzitu v čase T odhadneme výrazem

ȳT =
1

A+ 1

A∑
a=0

y
(b+aK)
T . (3.40)

Odhad konverguje ke skutečné hodnotě E[Y τ
T | Xτ = {τj}mj=1] z ergodické věty, protože

generovaný řetězec {Mk} je ergodický. Ergodicita řetězce {Mk} umožňuje použ́ıt libo-
volné K.

Takto můžeme odhadnout intenzitu pro každé T ∗ (pokud známe realizaci Coxova b.p.
na daném [0, T ∗]). Novému časovému intervalu však odpov́ıdaj́ı jiné ćılové hustoty —
záviśı na T . Pro každý čas T ∗ muśıme simulovat jeden markovský řetězec.

Simulovali jsme 1001500 iteraćı (zapáleńı řetězce po 2000 iteraćıch, pozorováńı brána
po 500 iteraćıch); tedy celkem 2000 pozorováńı pro odhadnut́ı intenzity v jednotlivých
časech. Parametry modelu: c = 1, λ = 0.37, T = 5 a γ = 3, dále jsme volili σ = 2
a τ = 100. Interval [0, T ] jsme rozdělili na 200 ekvidistantńıch časových okamžik̊u a pro
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každý z nich jsme odhadli intenzitu. Výsledek je na obrázku 3.4. Pr̊uběh filtrováńı pro
čas T je dokumentován na obrázku 3.5, kde na obrázku d) je vidět poměrně vysoká ko-
relace v generovaném řetězci (přestože a = 500). Větš́ı korelace zp̊usobuje větš́ı rozptyl
odhadu (poznamenejme, že rozptyl klesá s počtem pozorováńı).

V poznámce (1.28) jsme odvodili, že stacionárńı rozděleńı procesu OU typu nezáviśı na
volbě parametru γ. Filtrováńı však na parametru γ záviśı, jak je vidět z tvaru ćılového
rozděleńı (3.35).

Poznamenejme, že pro relativně malé hodnoty T (záviśı na modelu) je informace
obsažená v realizaci b.p. malá a odhad je značně ovlivněn návrhovou hustotou. Návrho-
vou hustotu můžeme chápat jako apriorńı informaci a ta může být silněǰśı, než informace
obsažená v b.p. do času T (v extrémńım př́ıpadě pro návrhovou hustotu degenerovanou
v bodě y, bude odhad v čase T větš́ı nebo roven ye−γT ).

Ukázali jsme na př́ıkladu, že filtrováńı lze provést i pro BDLP proces s nekonečnou
aktivitou, konkrétně pro Gamma proces. Aproximace gamma procesu složeným
Poissonovým procesem neńı jediná, je tedy možné, že pro jiný zp̊usob aproximace
najdeme také explicitńı tvar hustoty limitńıho rozděleńı procesu OU typu generovaného
Gamma procesem. Pak by bylo možné zahrnout odhad parametr̊u modelu do simulace.
Pro praktické využit́ı prozat́ım z̊ustává problém, jak odhadnout parametry modelu.
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Obrázek 3.4: Simulováno 1001500 iteraćı (zapáleńı řetězce po 2000 iteraćıch, pozorováńı
bráná po 500 iteraćıch). Tedy celkem 2000 pozorováńı pro odhad intenzity v jednotlivých
časech. Parametry modelu: c = 1, λ = 0.37, T = 5, γ = 3, σ = 2 a τ = 100. Interval
[0, T ] jsme rozdělili na 200 ekvidistantńıch časových okamžik̊u a pro každý z nich jsme
odhadli intenzitu. Na obrázku je znázorněna skutečná realizace intenzity (zeleně), ze
které byla simulována realizace Coxova b.p. (kolečka) a odhadnutá intenzita (černě).
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Obrázek 3.5: Všechny čtyři obrázky odpov́ıdaj́ı simulaci pro odhad intenzity v čase T .
Bylo simulováno 1001500 iteraćı (zapáleńı řetězce po b = 2000 iteraćıch, pozorováńı
brána po a = 500 iteraćıch). Tedy celkem 2000 pozorováńı pro odhad intenzity v čase
T . Parametry modelu: c = 1, λ = 0.37, T = 5, γ = 3, σ = 2 a τ = 100. Na obrázku a)
je zobrazena trajektorie odpov́ıdaj́ıćı posledńımu stavu markovského řetězce M (černě),
skutečná intenzita Y (zeleně) a daná realizace Coxova b.p. X na [0, T ] (kolečka). Dále

pro posloupnost y
(b+aK)
T pro K = 1, . . . , 2000 je vykreslen jej́ı pr̊uběh (obrázek b)), jej́ı

histogram (obrázek c)) a autokorelačńı funkce (obrázek d)).
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Kapitola 4

Dodatky

4.1 Lévy-Itôova věta

Speciálńım př́ıpadem náhodné mı́ry je Poissonova náhodná mı́ra.

Definice 4.1.1 (Poissonova náhodná mı́ra) Bud’ (Θ,B, ρ) σ-konečný měřitelný
prostor. Rodina Z+-hodnotových náhodných veličin {N(B) : B ∈ B} definovaných na
pravděpodobnostńım prostoru (Θ,A,P) se nazývá Poissonová náhodná mı́ra na Θ s mı́rou
intenzity ρ, jestlǐze plat́ı:

i) ∀B ∈ B má N(B) Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou ρ(B),

ii) ∀B1, · · · , Bn ∈ B po dvou disjunktńı jsou N(B1), · · · , N(Bn) nezávislé,

iii) ∀ω ∈ Ω je N(., ω) mı́ra na Θ.

Každý Poisson̊uv b.p. definuje Poissonovou náhodnou mı́ru vztahem (4.1). Při řešeńı
úlohy filtrováńı OUCP jsme složený Poisson̊uv proces ztotožnili s Poissonovým b.p.
Obecněji, Lévy-Itôova věta dává do souvislosti skoky Lévyho proces̊u s Poissonovou
náhodnou mı́rou JZ .

Věta 4.1.2 (Lévy-Itô) Necht’ {Zt, t ≥ 0} je Lévyho proces v Rd a ν je jeho Lévyho
mı́ra. Definujme

JZ (B) = # {s > 0 : ∆Zs 6= 0, (s, ∆Zs) ∈ B} , B ∈ B
(
(0,∞)×

(
Rd
))
. (4.1)

Pak plat́ı

• ν je Radonová mı́ra na Rd \ {0} a splňuje
∫
Rd

‖x‖ ∧ 1 ν(dx) <∞.

• JZ je Poissonova náhodná mı́ra na B
(
(0,∞)×

(
Rd \ {0}

))
s mı́rou intenzity

dt× ν(dx).
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• Existuje γ ∈ Rd a d-rozměrný Brown̊uv pohyb Bt s kovariančńı matici A ≥ 0 tak,
že

Zt = tγ +Bt + Z l
t + lim

ε↓0
Z̃ε

t , (4.2)

kde

Z l
t =

∫
‖x‖≥1, s∈(0,t]

x JZ (ds× dx) ,

Z̃ε
t =

∫
‖x‖<1, s∈(0,t]

x {JZ (ds× dx)− ds× ν(dx)} ≡
∫

‖x‖<1, s∈(0,t]

x J̃Z (ds× dx)

Výrazy v (4.2) jsou nezávislé a konvergence posledńıho členu je s.j. a stejnoměrně
v t na každém [0, T ]. Pro t = 0 je (0, t] prázdná množina a integral přes prázdnou
množinu je 0.

Důkaz: [4], Proposition 3.7. �

Poznámka 4.1.3 V [4] je Lévyho mı́ra Lévyho procesu definována takto:
Necht’ {Zt, t ≥ 0} je Lévyho proces v Rd. Pak mı́ra ν na Rd, definována předpisem

ν (A) = E [# {t ∈ (0, 1] : ∆Zt 6= 0,∆Zt ∈ A}] , A ∈ B
(
Rd
)
, (4.3)

kde ∆Zt = Zt − Zt−, je Lévyho mı́ra procesu Z.
Srovnáńım Lévy-Itôovy věty v [4] a v [10] plyne, že takto definována Lévyho mı́ra

splývá s Lévyho mı́rou z definice 1.1.8.

Dále z Lévy-Itôovy věty plyne nezávislost jednotlivých složek jej́ıho rozkladu (4.2).
Speciálně Brownovská část je nezávislá se skokovitou část́ı a vzájemně nezávislé jsou
i složky popisuj́ıćı skoky v D a skoky v DC , kde D = {x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1}. Dokonce se
dá dokázat ještě v́ıce. Je-li (Zt, Yt) Lévyho proces, Yt necht’ je složený Poisson̊uv proces
a procesy Zt a Yt nikdy neskoč́ı najednou, pak jsou nezávislé (viz. [4], Lemma 3.2).

Dı́ky členu lim
ε↓0

Z̃ε
t může mı́t Lévyho proces nekonečně mnoho skok̊u na omezeném

časovém intervalu, ale až na konečně mnoho jsou všechny menš́ı než libovolné ε > 0.

Usekávaćı funkce ID funguje tak, že skoky menš́ı než 1 jsou kompenzovány
(”centrovány“). T́ım je vytvářen ”drift“, který je v př́ıpadě

∫
‖x‖≤1

‖x‖ ν (dx) = ∞

”nekonečné silný“. To je d̊uvod proč subordinátory muśı splňovat nerovnost∫
‖x‖≤1

‖x‖ ν (dx) < ∞. Lévyho proces, který tuto podmı́nku nesplňuje, nemůže být

subordinátor (viz. věta 1.1.13).
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Tvrzeńı 4.1.4 Bud’ Z = (Z1, . . . , Zd) Lévyho proces v Rd s charakteristickou trojićı
(A, ν, δ). Pak Z1 je Lévyho proces s charakteristickou trojićı (G, ρ, β), kde

G = A11,

ρ({0}) = 0, a ρ(C) = ν(C × Rd−1), ∀C ∈ B(R \ {0}),

β = δ +

∫
Rd

x1

(
I‖x1‖≤1 − I‖x‖≤1

)
ν (dx) .

Důkaz: Z tvaru charakteristické funkce pro Z a Z1 plyne, že Z1 je Lévyho proces a že
má charakteristická funkce požadovaný tvar. �

4.2 Momenty Lévyho procesu

Lemma 4.2.1 Pro libovolné u ∈ R a n ∈ N plat́ı

eiu =
n−1∑
k=0

(iu)k

k!
+ θ
|u|n

n!

pro nějaké θ ∈ C splňuj́ıćı |θ| ≤ 1.

Speciálně tedy plat́ı:
eiu ≤ 1 + |u| ∀u ∈ R. (4.4)

Předpokládejme, že Z je Lévyho proces v Rd s charakteristickou trojićı (A, ν, δ). Pak
charakteristická funkce Z(1) je

µ̂(z) = exp

{
−1

2
〈z, Az〉+ i 〈δ, z〉+

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1− i 〈z, x〉 ID(x)

)
ν (dx)

}
, ∀z ∈ Rd.

Charakteristická funkce Z(t) pro t > 0 je podle poznámky 1.1.10 (µ̂(z))t.

Tvrzeńı 4.2.2 Necht’ Z je Lévyho proces s charakteristickou trojici (A, ν, δ) která splňuje∫
‖x‖>1

|xk| ν (dx) <∞.

Pak pro libovolné t > 0

EZk(t) = tδk + t

∫
‖x‖>1

xk ν (dx) .
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Důkaz: Volme t > 0 libovolně.

∂µ̂t(z)

∂zk

= t (µ̂(z))t−1 µ̂(z) ·

·

[
−

d∑
j=1

Ajkzj + iδk +
∂

∂zk

∫
Rd

(
ei〈z,x〉 − 1− i 〈z, x〉 ID(x)

)
ν (dx)

]

Integrand je zřejmě měřitelnou funkci proměnné x pro každé z, je diferencovatelnou
funkci proměnné z pro každé x, integrál konverguje dokonce pro každé z. Pro ‖z‖ < 1
plat́ı (pomoci (4.4))∣∣∣∣ ∂∂zk

(
ei〈z,x〉 − 1− i 〈z, x〉 ID(x)

)∣∣∣∣ = |ei〈z,x〉ixk − ixkID(x)| ≤

≤ |xk| | 〈z, x〉 | I‖x‖≤1(x) + |xk| I‖x‖>1(x) ≤ ‖x‖2I‖x‖≤1(x) + |xk| I‖x‖>1(x).

Podle předpokladu a vlastnosti Lévyho mı́ry je funkce ‖x‖2I‖x‖≤1(x) + |xk|I‖x‖>1(x)
integrovatelná. Tedy předpoklady věty o záměně derivace a integrálu jsou splněny pro
‖z‖ < 1. Odtud

∂µ̂t(z)

∂zk

= tµ̂t(z)

[
−

d∑
j=1

Ajkzj + iδk +

∫
Rd

(
ei〈z,x〉ixk − ixkID(x)

)
ν (dx)

]
pro ‖z‖ < 1,

(4.5)
∂µ̂t(z)

∂zk

∣∣∣∣
z=0

= it

[
δk +

∫
‖x‖>1

xk ν (dx)

]
.

�

Tvrzeńı 4.2.3 Necht’ Z je Lévyho proces s charakteristickou trojićı (A, ν, δ) která splňuje∫
‖x‖>1

|xj| ν (dx) <∞ a

∫
‖x‖>1

|xk| ν (dx) <∞.

Pokud nav́ıc
∫

Rd |xjxk| ν (dx) <∞, pak pro libovolné t > 0

EZj(t)Zk(t) = EZj(t)EZk(t) + tAjk + t

∫
Rd

xjxk ν (dx) .

Důkaz: Označme hranatou závorku v (4.5) symbolem [ ]k a derivujme vztah (4.5) pro
‖z‖ < 1:

∂2µ̂t(z)

∂zk∂zj

= t2µ̂t(z) [ ]j [ ]k + tµ̂t(z)

[
−Ajk +

∂

∂zj

∫
Rd

(
ei〈z,x〉ixk − ixkID(x)

)
ν (dx)

]
.
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Integrand je zřejmě měřitelnou funkci proměnné x pro každé z, je diferencovatelnou
funkci proměnné z pro každé x, integrál konverguje pro z = 0 d́ıky předpokladu∫
‖x‖>1

|xk| ν (dx) < ∞. Pro ‖z‖ < 1 plat́ı ‖ei〈z,x〉ixjixk‖ ≤ |xjxk|, a podle předpokladu

je funkce |xjxk| integrovatelná. Tedy předpoklady věty o záměně derivace a integrálu
jsou splněny pro ‖z‖ < 1. Odtud

∂

∂zj

∫
Rd

(
ei〈z,x〉ixk − ixkID(x)

)
ν (dx) =

∫
Rd

(
−ei〈z,x〉xjxk

)
ν (dx) pro ‖z‖ < 1.

Tedy
∂2µ̂t(z)

∂zk∂zj

∣∣∣∣
z=0

= −
[
t2EZj(1)EZk(1) + t

(
Ajk +

∫
Rd

xjxk ν (dx)

)]
.

�

Poznámka 4.2.4 Vı́me, že Lévyho mı́ra ν splňuje
∫

Rd (‖x‖2 ∧ 1) <∞. Tedy plat́ı:∫
Rd

|xjxk| ν (dx) <∞ ⇐⇒
∫
‖x‖>1

|xjxk| ν (dx) <∞.

Pro k ∈ {1, . . . , d} a n ∈ N plat́ı

|xk|n ≤ ‖x‖n ≤
d∑

i=1

(√
d
)n

|xi|n.

Proto také pro n ∈ N plat́ı:∫
‖x‖>1

‖x‖n ν (dx) <∞ ⇐⇒
∫
‖x‖>1

|xk|n ν (dx) <∞ ∀k ∈ {1, . . . , d}.
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processes. v Lévy Processes – Theory and Applications, Barndorff-Nielsen, O.,
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