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Abstrakt: V této praci jsou vysetfovany Coxovy bodové procesy fizené procesy Ornstein-
Uhlenbeckova (OU) typu. Procesy OU typu jsou odvozeny od Lévyho procesu.

Pro vicerozmérné Coxovy procesy je odvozen tvar kiizové korelaéni funkce v nesta-
cionarnim i stacionarnim piipadé. Vypocet je demonstrovan na piikladu procesu
odvozeného od inverzniho Gaussovského Lévyho procesu.

Také je studovan problém filtrovani Coxova bodového procesu, fizeného procesem
OU typu, metodou stochastické simulace pomoci hustot bodovych procesu a metody
Markov chain Monte Carlo (MCMC). Tento postup je rozsiten pro pripad, kdy Coxuv
bodovy proces je zalozen na Lévyho procesu s nekonecnou aktivitou. Postup je podrobné
proveden pro pripad Gamma Lévyho procesu.
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Abstract: The thesis deals with Cox point processes driven by processes of Ornstein-
Uhlenbeck (OU) type. Processes of OU type are derived from Lévy processes.

A formula for cross-correlation function of multivariate Cox point processes is derived
in nonstationary and stationary case. The calculations are illustrated on an example of
a process derived from inverse Gaussian Lévy process.

Nonlinear filtering problem for Cox point processes driven by processes of OU type
is studied as well, using a stochastic simulation based on densities of point processes and
Markov chain Monte Carlo (MCMC) method. This procedure is extended for Cox point
processes based on infinite activity Lévy processes. The procedure is demonstrated in
detail for a case of Gamma Lévy process.
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Uvod

Modely zalozené na Lévyho procesech maji Siroké uplatnéni zejména ve finanénich apli-
kacich, viz. napfiklad [1] a [4]. Tomuto ucelu slouzi také procesy Ornstein-Uhlenbeckova
(OU) typu fizené Lévyho procesy (BDLP — Background Driving Levy Process). Ty
jsou podrobné studovény v [4] a [10]. V této praci se zabyvame Coxovymi bodovymi
procesy fizenymi procesy OU typu (zkrdacené OUCP). Coxovy procesy maji ndhodnou
intenzitu a podminéné pii dané intenzité jsou Poissonovymi procesy. Pro tuto jejich
dvoustupnovou skladbu se jednd nejen o flexibilni tfidu procesu, ale jsou také mate-
maticky zvlddnutelné. Casto jsou oznacovany jako dvojné stochastické. Studovény jsou
napiiklad v [8].

Nahodn4 intenzita Coxova procesu je jeho vyznamnou charakteristikou, kterou vsak
casto v aplikacich nelze piimo pozorovat. Uloha filtrovéni Coxova procesu se zabyva
jejim odhadem. Klasickym piistupem k tomuto problému je feseni pomoci stochasti-
ckych diferencidlnich rovnic (napiiklad [11] nebo [5]). Moderni piistup je zalozeny na
metodé Markov chain Monte Carlo (MCMC) a na Bayesové vété. Timto pristupem se
zabyva clanek [7] a je zddouci jeho rozpracovéni.

Popis zavislosti slozek vektorového procesu se provadi pomoci kiizové korelacni
funkce. Pro bodové procesy je zajimavou ilohou stanoveni kiizové korelaéni funkce
v odlisnych casovych okamzicich.

Tato préace se zabyva Coxovymi procesy Tizenymi procesy OU typu a vicerozmérnymi
OUCP. Odlisnym zpusobem nez v [7] je odvozen tvar kiizové korela¢ni funkce pro
vicerozmérny Coxuv proces. Odvozen je také jeji tvar pro stacionarni pripad. Déle je
také predlozen priklad vicerozmérného OUCP s vypoctem kiizové korelaéni funkce.

Studovan je také problém filtrovani OUCP, konkrétné metoda stochastické simulace
za pomoci bodovych procesii a metody Markov chain Monte Carlo. Zde je nové tento
postup pro piipad procesu s nekonecnou aktivitou (proces OU typu je fizen Lévyho
procesem s nekonecnou aktivitou). Poté je postup zkoumén na konkrétnim piipadé pro
BDLP dany Gamma Lévyho procesem.

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni poznatky z teorie Lévyho procesu, procesu OU
typu a bodovych procesu. Cilem je ucelené predlozit potfebné poznatky a zakladni
vztahy mezi nimi.

Druhé kapitola se zabyva vicerozmérnymi Coxovymi procesy fizenymi procesy OU



typu. Zde je definovana kiizova korelacni funkce a je odvozen jeji tvar. Kapitola je
zakoncena piikladem.

Treti kapitola se zabyva problémem filtrovani OUCP. Podrobné je popsan postup
feSeni zaloZeny na stochastické simulaci. V sekci 3.3 jsou uvedeny algoritmy potiebné
pro jeji provedeni. Nakonec je cely postup demonstrovan na konkrétnim piipadé, ve
kterém je ndhodna intenzita odvozena od Gamma Lévyho procesu.

Soucasti prace je zdrojovy kod pro simulaci se struénym popisem; je v priloze na CD.



Kapitola 1

Z4klady

1.1 Lévyho procesy

Definice 1.1.1 Funkce f : [0,00) — R? je regulovand (casto téZ cadlag nebo rcll),
jestlize je v kazdém bodé x € [0, 00) spojitd zprava a pro kazdé x € (0,00) existuje limita
Zleva.

Definice 1.1.2 Rekneme, Ze rozdéleni ndhodné veliciny Z v R je neomezené délitelné,
jestlize Vn € N 324, ..., Z, 1.1.d. nahodné veliciny tak, Ze Z1 + ...+ Z, <7

Definice 1.1.3 (Lévyho proces) Rekneme, Ze stochastickij proces Z = {Z;, t > 0}
s hodnotami v R, definovany na pravdépodobnostnim prostoru (Q, F,P), je Lévyho
proces, jestlize splnuje nasledugici podminky:

i) Zo =0 a vdechny trajektorie jsou requlované,

i) Yn € N V0 <ty < ... <t, jsou ndhodné veliciny Zy,, Zs, — Zigy- - L1, — Z1,_,
nezavislé (nezdvislé prirustky),

Wii) Zywn — Zy 4 Zn Nt ,h >0 (stacionarni prirustky),

iv) Ve >0 }llir%IP’ (|Zisn — Zi| > €) = 0 (stochastickd spojitost).

Neékteti autori v definici Lévyho procesu nepozaduji regulované trajektorie. Vzdy vsak
existuje modifikace s regulovanymi trajektoriemi (viz. [10], Theorem 11.5).

Zékladnimi predstavitely Lévyho procesu jsou Wieneruv proces a Poissonuv proces.
Wieneruv proces je spojity (a gaussovsky), zatimco Poissonuv proces je ryze skokovity.
Jeho piimym zobecnénim je slozeny Poissonuv proces.



Definice 1.1.4 (Slozeny Poissonuv proces) Stochasticky proces {Z;, t > 0} je slo-
Zeny Poissontiv proces s intenzitou N > 0 a se skoky s rozdélenim o (v RY), kde

a({0}) = 0, jestlize je tvaru'
N(t)

Zy = Z Y,
=1

kde proces {N (t), t > 0} je Poissoniv proces s intenzitou X\, {Y,,, n € N} je posloupnost
i.i.d. ndhodnych veli¢in s rozdélenim o a procesy {Y,,n € N} a {N (t),t> 0} jsou
nezavislé.

Slozenym Poissonovym procesem budeme nazijvat také proces yt+Z; (tj. s pripadnym
driftem v € R?). Je-li drift takovy, Ze proces je centrovany, pak se nazjvd centrovans
slozeny Poissontv proces.

Z nasledujici poznamky a véty 1.1.7 plyne, ze se v definici 1.1.4 skutecné jedna o Lévyho
proces. Poznamenejme jesté, ze podminka o({0}) = 0 nenf nikterak omezujici. Rika,
ze kdykoliv dojde ke skoku procesu {N (¢), t > 0}, dojde také ke skoku (nenulovému)
u procesu {Z (t), t > 0}. Podminka je ddna z duvodu jednoznacnosti rozkladu procesu
Z na procesy N a Y.

Poznamka 1.1.5 Oznacéme o charakteristickou funkci rozdéleni o a za pomoci definice
slozeného Poissonového procesu s v = 0 pocitejme jeho charakteristickou funkci. Pro
z € R pocitejme

. /N () e I
Eel(z,Zz) = EE |:el<zvzk=1 Yk> N(t)} — |:E61<szk:1 Yk) P (N(t) = 7’]/):| =
n=0
_ Z (At) ef)\tHEeMz,Yk) _ ((/\tU(Z))neAt) _ ME()-1)
n=0 n| k=1 n=0 n'

Plati tedy

Poznamka 1.1.6 Ze stacionarity a nezdvislosti prirustku Lévyho procesu Z plyne,
Ze rozdéleni Zy je meomezené délitelné pro kazZdé t > 0. Naopak se dd dokdzat,
Ze pro libovolné neomezené délitelné rozdéleni Z existuje Lévyho proces {Z;, t > 0} tak,
ze L(Z1) = L(Z). Navic, rozdéleni Lévyho procesu je jednoznacné urcéeno rozdélenim Zy
(oboji viz. [10], Theorem 7.10).

Oznaéme D = {z € R : ||z|| < 1}.

'Prazdny soucet a soucin definujeme jako neutralni prvek vzhledem k dané operaci, tj. 22:1 =0,
ngl = 1 a to bez ohledu na séitance ¢i ¢initele. Tuto konvenci budeme pouzivat v celém textu.
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Véta 1.1.7 (Lévy-Khintchine) Nechf p je neomezené délitelné rozdéleni na R? s
charakteristickou funkci ji(z). Pak

f(z) = exp —% (2, Az) +1i(0,2) + / (ei<z’$> —1—i(z,2)Ip(x)) v(dz) p, VzeR?
Rd
(1.2)
kde A je symetrickd pozitivné semidefinitni d x d matice, § € R? a v je mira na R?
splnugict
v({0})=0 a /(HxH2 A 1) v(dz) < oo. (1.3)
R4
Trojice (A,v,0) je urcena jednoznacné.
Naopak, pro kazdou trojici (A, v,0) splnugici podminky napsané vyse, je fi charakter-
istickou funkci neomezene délitelného rozdélend.

Dikaz: [10], Theorem 8.1. O

Definice 1.1.8 Pro neomezené délitelné rozdéleni 1 a pro i(z) a (A,v,d) z Lévy-
Khintchinovy véty rekneme, Ze:

e (A, v,0) je charakteristickou trojici rozdéleni pu,
e v je Lévyho mira rozdeéleni u,

e (2) definovand vztahem 1 (z) = log(f1(z)) je charakteristickym exponentem roz-
délent .

Charakteristickou trojici Lévyho procesu {Z;, t > 0} rozumime charakteristickou trojici
Zy. Pokud ma Lévyho mira hustotu vzhledem k d—rozmérné Lebesqueové mire, pak tuto
hustotu nazveme Lévyho hustotou rozdeéleni p.

Rikejme funkci I z Lévy-Khintchinovy véty usekavaci funkce. Pro konvergenci Lévy-
Khintchinovy formule (1.2) — a stejné i v Lévy-Itoové vété 4.1.2 — lze pouzit i jiné
usekdvaci funkce nez Ip, kde D = {z € R? : ||z]] < 1}. Pro kazdy Lévyho proces
Ize obecné pouzit jako usekdvaci funkci kazdou funkci ¢ : R? — R, kterd je omezend
meéfitelnd a splnuje:

c(z) =1+ 0(|lz[), pro flz| — 0,

c(z) = O(1/[lz]l), pro |[z]] — oo.

Vztah (1.2) mé pak tvar
1 .
i (z) = exp —3 (2, Az) +i (0, 2) + / (el<z’x> —1—i(z,2)c(z)) v(dz) p, VzeR?

“ (1.4)



kde 0, € R? je ddna vztahem

de =0+ /Rd z(c(z) —Ip(x)) v(dx), (1.5)

kde (A, v,0) je charakteristicka trojice vzhledem k usekavaci funkei Ip. Trojice (A, v, d.),
se také nazyva charakteristickou trojici a vztah (1.4) Lévy-Khintchinovou reprezentaci.
Nebude-li explicitné zduraznéno, budeme v textu vzdy uvazovat usekavaci funkci Ip.

Podobné pro Lévyho proces Z, ktery spliiuje podminku fllzll < Izl v (dz) < oo, muze
byt pouzita usekavaci funkce ¢ = 0.

f(z) = exp —% (2, Az) +1i (6o, 2) + / ("™ —1) v(dz) p, VzeRY (1.6)
R4

s 0y € R%. Konstantu &y pak nazyvdme driftem Lévyho procesu (oznaceni je v souladu
s driftem slozeného Poissonova procesu viz. definice 1.1.4).

Poznamka 1.1.9 Zdiuraznéme jesté, zZe zména usekdvaci funkce nemd vliv na Lévyho
miru ani na matici A.

Poznamka 1.1.10 Jak jiZ bylo receno, rozdéleni Zy urcuje jednoznacné rozdéleni Lévy-
ho procesu. Specidlné uréuje rozdéleni Zy, ¥t > 0. Plati ([10], Theorem 8.1):

log Py, (2) = tlog Pz, (2) = ti(2), (1.7)

kde 1 je charakteristicky exponent Lévyho procesu a pzt je charakteristickd funkce Z;.
Jingmi slovy, charakteristicka trojice Zy; je (LA, tv,t4).

Piiklad 1.1.11 Charakteristickd trojice (A,v,d) v pripadé sloZeného Poissonova pro-
cesu bez driftu s intenzitou X > 0 a se skoky s rozdélenim o splnuje (srovndnim (1.1)
prot=1a (1.2)):

A=0, v=Jo, (5:/ xAo (dz).

[[=]|<1

Specidiné X = v(RY). d

Poznamka 1.1.12 Pro prdaci s Lévyho procesy je dulezitym visledkem tzv. Lévy-Itoova
veta, viz. dodatek veta 4.1.2. Nyni wvedeme jen jeji ¢dst, kterd poslouzi lepsi predstave
o Lévyho procesech. Uvédomme si, Ze vysledek se tykad trajektorii a ne jen jejich rozdélent
jako Lévy-Khintchinova véta.

Bud {Z;, t > 0} Lévyho proces s charakteristickou trojici (A,v,0). Pak existuje
d-dimensiondlni Browniiv pohyb {By, t > 0} 2 s kovariancni matici A tak, Ze

Z, :5t+Bt+Z§+li{nOZf, (1.8)

2Tj. B, = AY?W,, kde W je d-dimensionalni Wienertiv proces a A'/? je odmocninové matice, tj.
AY2AY? = A ktera existuje, protoze A je symetrickd a pozitivné semidefinitni matice.



kde vsechny tri procesy mapravo jsou mezdvislé a majgi po Tadé charakteristické trojice
(A,0,0), (0,v¢,0) a(0,vp,0), kde vo(A) = v(ANDF) avp(A) = v(AND), VA € B (RY).
Konvergence posledniho vijrazu je ve smyslu s.j. a stejnomérné v t na libovolném [0, T].
Prond dva procesy jsou spojité a zbylé dva ryze skokovité. Z' je sloZeny Poissoniiv proces
obsahugici skoky procesu Z, které maji velikost vétsi nez 1 a procesy Zy jsou centrované
sloZené Poissonovy procesy obsahujici skoky procesu Z, jejichZ velikost je vétsi neZ e
a mensi nebo rovna 1.
Z! +lime o Zf je tedy ryze skokovity proces, tzv. proces skoki procesu Z.

Pro nase tcely budeme potiebovat pouze nezaporné Lévyho procesy, tzv. subordindtory
(ndzev je odvozen od toho, ze je 1ze pouzit pro zménu casu jiného Lévyho procesu).

Véta 1.1.13 (Subordinatory) Bud Z = {Z;, t > 0} Lévyho proces s hodnotami v R
a s charakteristickou trojici (A, v, ). Pak ndsledugjici turzeni jsou ekvivalentni:

i) Zy >0 s.j. pro néjaké t > 0.
ii) Zy >0 s.j. pro vSechny t > 0.
ii1) Trajektorie Z jsou s.j. neklesajici.
w) A=0, v((—00,0]) =0, [[“(xA1)r(dz) <oco ad— f|:c|§1 rv(dz) > 0.
Dikaz: [4], Proposition 3.10. O

Definice 1.1.14 Rekneme, Ze Lévyho proces {Z;, t > 0} s charakteristickou trojici
(A,v,0) md nekonecnou aktivitu (je proces s nekonecnou aktivitou), jestlize v(R?) = oo.

Poznamka 1.1.15 Lze ukdzat ([4], Proposition 3.9), Ze Lévyho proces {Z;, t > 0} ma
konecnou variaci® prdvé tehdy, kdyz A =0 a fl\wll<1 |z|| v (dz) < oo.

Pokud md Lévyho proces Z (i pro A #0) nekonecnou aktivitu, pak mnoZina skoki je
spocetné nekoneénd a husta v Ry s.j. ([4], str. 84). Ma-li konecnou aktivitu,
ti. v(RY) < oo, pak proces skokii procesu Z je slozensj Poissoniv proces s intenzitou
v(RY) (pripadné s néjakygm driftem,).

Disledek 1.1.16 Subordindtory sice mohou mit nekoneénou aktivitu, ale vidy maji
konecnou variaci.

Zajimejme se nyni o integrovatelnost Lévyho procesu. Zkoumanim diferencovatelnosti
charakteristické funkce, dané Lévy-Khintchinovou vétou, pomérné snadno odvodime
postacujici podminky pro existenci kone¢nych momentu z podminek pro zaménu derivace
a integralu v (1.2). Okamzité je vidét, ze integrovatelnost zavisi jen na Lévyho mite
(nezavisi na § ani na matici A). Ze vztahu (1.7) pak plyne, Zze kone¢nost momentu
nezavisi na volbé ¢t > 0. Uvedme nyni vysledek, ktery popisuje momentovou strukturu
presnéji.

3Zde se koneénou variaci rozumi, Ze trajektorie maji lokdlné koneénou variaci na R .



Véta 1.1.17 (Momenty) Bud {Z;, t > 0} Lévyho proces na R? s Lévyho mirou v.
Pak pro kazdét > 0,a >0 a j € {l,...,d} plati:

E|Z]* <o & / |z]| v (dx) < oo (1.9)
[|lz[[>1
BZ0)] < o / 5] v (dar) < oo (1.10)
[|[[>1
Elog(|Z]|Ve) <00 o / log ||| ¥ (dz) < 0. (1.11)
[|[|>1
Dikaz: [10], Theorem 25.3 a Proposition 25.4. 0

Specialné, z vety 1.1.17 plyne, ze konecnost momentu neni Casové zavisla vlastnost
v tifdé Lévyho procesu (tzn. plati bud pro vsechny ¢ > 0 nebo pro zadné).

Nakonec jesté uvedme vysledek tykajici se reprezentace Lévyho procest (nekone¢nou)
radou.

Véta 1.1.18 (Rosinski) Necht {V;}is1, {Ui}is1 a {Ti}is1 jsou nezdvislé posloupnosti
ndhodnyjch veli¢in. Necht {V;}i>1 je posloupnost i.i.d. ndhodnych velicin na méritelném
prostoru (S,S), {U;}i>1 je posloupnost i.i.d. ndhodnijch velic¢in s rovnomérngm rozdé-
lenim na [0,1] a {L';}i>1 jsou okamzZiky skoku Poissonova procesu s intenzitou 1. Ddle
bud’

H:((0,00) x S,B((0,00)) @ S) — (R, B (R?)) (1.12)

meritelnd funkce. Definuyme miry na (Rd,B (Rd)) nasledovné:
o(r,B) =P(H(r,V;) € B), r>0,BeB(R?, (1.13)
v(B) = / o(r, B)dr. (1.14)
0

Ddle polozme

A(s) = /0 /I”<1 zo(r,dz)dr, s>0. (1.15)

1. Pokud je v Lévyho mira na R? a pokud existuje limita § = lim,_o A(s) v R?, pak
rada

> HT, Vi)l < (1.16)
=1

konverguje skoro jisté a stejnomérné pro t € [0,1] k Lévyho procesu s charakteri-
stickou trogici (0,v,0).
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2. Pokud v je Lévyho mira na R? a pro kazdé v € S je funkce

r— [[H(r, v

nerostouct, pak tada Y ;- (H(L;, Vi)ly,<; — te;) konverguje skoro jisté a stejno-

meérné pro t € [0,1] k Lévyho procesu s charakteristickou trojici (0,v,0), kde ¢; =
A1) — A(i — 1) jsou konstanty.

Dukaz: [9]. O

V praxi nemusi byt ziejmé, jak takovou aproximaci hledat. Nasledujici véta dava
navod pro piipad subordinatoru. Jedna se o specidlni piipad Rosinského véty 1.1.18
pro H(I';, Vi) = USY(L,), kde UV je definovéno ve vété 1.1.19. Pro praktické pouziti
je nutné znat funkei UV (y) explicitné, nebo umét pifslusné hodnoty spocitat.

Véta 1.1.19 (Reprezentace subordinatoru) Necht {Z;,t >0} je subordindtor
s Lévyho mirou v. Definuyme tzv. zbytkovy integral

U(:z:):/oo v(dE), Vo> 0.

Necht {U;}is1 je posloupnost i.i.d. ndhodnich velicin s rovnomérnym rozdélenim na
0,1], {T;}i>1 jsou okamziky skoki Poissonova procesu s intenzitou 1 a necht posloup-
nosti {U; }i>1 a {L';}i>1 jsou nezdvislé. Pak tada

> U Ty, <, (1.17)
=1

kde UV je zobecnénd inverse definovdna vztahem
U (y) =inf{z>0:U(z) <y},

konverguje skoro jisté a stejnomérné pro t € [0,1] k Lévyho procesu s charakteristickou

trojici (0,v,0), kde 0 = [,z v (dx).
Dikaz: [4], Example 6.13. O

Pozndmka 1.1.20 Podle véty 1.1.13 subordindtory spliuji vztah [, ||z| v (dz) < oo,
kde (A,v,6) je jeho charakteristickd trojice. MizZeme tedy v Lévy-Khintchinové reprezen-
taci pouzit nulovou usekdvact funkci viz. komentdr za vétou 1.1.7. Dostaneme reprezenta-
ci tvaru (1.6). Radé (1.17) tedy odpovidd charakteristickd trojice (0,v,0)y vzhledem k
nulové usekdvaci funkci. Drift je nulovy.
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Poznamka 1.1.21 (Usekavani fady) Z Rosinského prace [9] plyne, Ze pro 7 > 0 je

Z7=| > HI:, Vi)l

o <7

— tA(T)

slozeny Poissoniv proces na [0,1] s charakteristickou trojici (0,v,,0), kde v.(A) =
Jo o(r, A)dr.

Ve specidlnich pripadech mize jit o useknuti pravé vsech dostatecéné malych skoku
jako wve wvétée 1.1.19, ale v pripadé Rosinského véty 1.1.18 to obecné neni nutnosti,
jak bude vidét ze vztahu (3.26) v tvrzend 3.4.3.

Poznamka 1.1.22 Jeden Lévyho proces muze mit vice reprezentaci tvaru (1.16), viz [9].

Poznamka 1.1.23 Chceme-li reprezentaci Lévyho procesu na koneéném intervalu [0, T,
sta¢i v (1.16) nahradit T'; za % a posloupnost {U;};>1 za posloupnost i.i.d. ndhodngjch
velicin s rovnomérnym rozdélenim na [0,T], viz [9].

1.2 Procesy Ornstein-Uhlenbeckova typu (OU)

Procesy Ornstein-Uhlenbeckova typu (dale jen OU typu) lze definovat nékolika ekvi-
valentnimi zptsoby. Bud Z Lévyho proces, v > 0 a yo € R% Uvazujme stochastickou
diferencidlni rovnici (SDE)

dY; = —Ydt +dZ, t>0, Y(0)=uy. (1.18)

Procesy OU typu lze definovat jako feseni této SDE, které maji regulované trajektorie.
(Kazdé feseni (1.18) m4 takovou modifikaci viz. [10], kap. 17.) Proces Y je fizeny Lévyho
procesem Z, proto se procesu Z iika Background driving Lévy process (BDLP). Druhym
zpusobem je piimo napsat toto FeSent:

t
Y(t) =e My, +/ e t=9dz,, t>0. (1.19)
0
Lze ukazat, ze proces Y je homogennim markovskym procesem, tedy tretim zpusobem
je specifikovat jeho ptechodovou funkei, viz. tvrzeni 1.2.1. VySe napsané plati obecné
pro v € R, ale procesy OU typu se definuji pouze pro v > 0.

Pro nase ucely budeme pottebovat pouze piipad, kdy Lévyho proces Z ma koneénou
variaci. V tomto ptipadé integral v (1.19) neni stochasticky? a ovéfeni vyse napsanych
vysledku lze najit v [10], kap. 17.

Tvrzeni 1.2.1 Necht Z je Lévyho proces v R? s charakteristickou trojici (G, p,[3) a
v € R. Pak existuje homogenni prechodovd funkce P, (x, B) na R tak, e plati

4T{m rozumime, Ze integral je definovany po trajektoriich, tj. Yw € Q zvlast.
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t
/ Y Py (x,dy) = exp {z’e”t (2, ) +/ Y (e77%z) ds} , VzeRY (1.20)
Rd 0

kde 1(z) = log Pz(l)(z) je charakteristicky exponent Z. Pro kazdé t > 0 a x € RY je
rozdéleni P; (x,.) neomezené délitelné a md charakteristickou trojici (Ag, 14, 6t4), kde

Ay = /t e M¥ds G, (1.21)
v (B) = /Rd/o Ip(e ™ y)dsp(dy), VB e B(R?), (1.22)

t t
St =€ o+ / e ds 3 + / / e Py [Ip(e™y) — Ip(y)] dsp (dy). (1.23)
0 R4 JO

Dikaz: [10], Lemma 17.1. O

Definice 1.2.2 Pro v > 0 budeme homogenni markovsky proces s prechodovou funkci
z turzend 1.2.1 nazyjvat procesem Ornstein-Uhlenbeckova typu (OU) generovaného ¢tverici
(G, p,B,7). Je-li specidlné 3 =0 a p =0, mluvime o Ornstein-Uhlenbeckové procesu.

Poznamka 1.2.3 Pokud v (1.18) respektive v (1.19) zvolime ndhodnou poédtecni pod-
minku Y (0), nezdvislou s procesem Z, pak proces Y je procesem OU typu.

Definice 1.2.4 Rekneme, Ze rozdéleni p v R? je samorozlozitelné, jestlize ¥b > 1 3p,
pravdépodobnostni mira na R tak, Ze

z

(=) = it () (), vz eR”

Ptipomenme, Ze pravdépodobnostni rozdéleni 1 na R? je limitni rozdéleni homogenniho
markovského procesu v R? s prechodovou funkei P, jestlize

P (z,.) % pprot — oo, VaeRY

Déle pravdépodobnostni mira (resp. o-koneénd mira) u je stacionarni rozdéleni (resp. in-
variantni rozdéleni) homogenniho markovského procesu s prechodovou funkei P, jestlize

N(B):/RdPt(a:,B) p(dz), VBeB(RY), vt>0.

Tvrzeni 1.2.5 Pokud p je limitni rozdeleni homogenniho markovského procesu, pak p
je jeho jedinym staciondrnim rozdeélenim.
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Diukaz: Plyne ihned z dukazu [10], Corollary 17.9. O

Véta 1.2.6 Necht Z je Lévyho proces v RY s charakteristickou trojici (G, p, 3) a~y > 0.
Necht plati

/ log ||| p (dz) < oo. (1.24)
[lzl|>1

Pak proces OU typu generovany (G, p, 3,7) md limitnd rozdéleni jv s charakteristickou
funkei i(z) = exp {fooo ) (e”sz)}, kde 1(z) je charakteristicky exponent Lévyho procesu
Z. Rozdélent v je samorozloZitelné s charakteristickou trojici (A,v,9), kde

1
A=oG (1.25)
v(B) = %/Rd/o Ip(e®y)dsp(dy), VBeB(RY, (1.26)
_lp ! Y
T3S e T 120

Navic pro libovolné v > 0 a libovolné samorozloZitelné rozdéleni p na R exis-
tuje prdvé jedna charakteristickd trojice (G, p, 3) spliugici (1.24) tak, Ze p je limitnim
rozdélenim procesu OU typu generovaného (G, p, 3,7).

Dikaz: [10], Theorem 17.5. O

Pro tplnost dodejme, 7e pokud podminka (1.24) nenf splnéna, pak pro zddné z € R?
prechodova funkce P;(z,-) nekonverguje pro t — oo k pravdépodobnostni mire. Neexi-
stuje tedy ani limitn{ ani invariantni rozdéleni ([10], Theorem 17.11).

Poznamka 1.2.7 Podminka (1.24) je ekvivalentni podmince koneéného logaritmického
momentu, presnéji podmince (pro libovolné t > 0)

Elog(||Z:|| V1) < 0.

Poznamka 1.2.8 Nec~ht’ gsou splnény predpoklady vety 1.2.6. Bud v > 0 pevné a uva-
Zugme Lévyho proces Z = {Z,, t > 0}. Dle pozndmky 1.1.10 je jeho charakteristickd
trogice (vG,vp,v3). Lévyho mira vyp spliuje (1.24) a charakteristickd trogice limitniho
rozdéleni procesu OU typu generovaného (vG,vp,v3,7) nezdvisi na ~. Jingmi slovy,
pokud SDFE

dY; = —yY,dt +dZ,, >0 (1.28)

mda staciondrni reseni pro néjaké v > 0, pak md staciondarni reSeni pro vsechna v > 0
a jeho rozdeleni nezdvisi na parametru . ResSeni magi tvar

t vt
Y(t) =e Y, + / e 947, = e Y, + / ez, t>0, (1.29)
0 0
kde Yy je pocatecni podminka.
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Umluva 1.2.9 Ddle se budeme zabyvat vyhradné procesy OU typu generovanymi
(vG,vp,vB,7), tedy Tesenimi SDE (1.28). Protoze na volbé v > 0 nezdvisi, budeme
mluvit jednoduse o procesu OU typu generovaného (G, p, [3).

Tvrzeni 1.2.10 Necht BDLP Z md charakteristickou trojici (G, p, 3) spliugici (1.24)
ay > 0 je libovolné. Necht Y je staciondrni veseni SDE (1.28). Oznacme (A, v, )
charakteristickou trojict procesu Y. Pak pro kazdé p > 1 plati: Y € L, pravé tehdy,
kdyz Z € L,.

Dukaz: Proces OU typu Y je generovany (vG,vyp,v3,7). Podle véty 1.2.6 pouzité
na Lévyho proces s charakteristickou trojici (vG,vp,v(3), je Lévyho mira v dand vz-
tahem

v(B) = %/IR;d /000 Ip(e *y)dsyp(dy), VB e B(R?).

Muzeme tedy pocitat:

[ etevan = [ [T 1l o) aspan =
[|z]|>1 R4 JO
0o 0Vlog ||z]|
/ / e 2l L o ey (2)ds p () = / | / e Pds | p(de) =
RrRd Jo Rd 0

[ =y = 2 [ et ptan) - [ pian).

Protoze p je Lévyho mira, plam

[, (el A1) ) < o0

Odtud
[ devn <o s [ el <o
llzl>1

flzl|>1

Tvrzeni nyni plyne z véty 1.1.17. U
Poznamka 1.2.11 Za predpokladu z tvrzeni 1.2.10 pro kazdé p > 1 plati:
je-li Z € Ly, pakfo =947, € L,.

Dikaz je analogicky dukazu tvrzeni 1.2.10, jen misto véty 1.2.6 se pouZije tvrzeni 1.2.1.

Predpoklddejme, ze Lévyho proces Z je subordinator spliujici (1.24). Pak podle
poznamky 1.1.15 mé konecénou variaci. Podle véty 1.2.6 maji feseni SDE (1.28) limitn{
rozdéleni. Pro praci s limitnim rozdélenim mame dvé moznosti. Jednak zname charakte-
ristickou trojici tohoto rozdéleni (véta 1.2.6) a tedy jeho rozdéleni, druhou moznosti je
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vyuzit faktu, ze se jedna o limitni rozdéleni. Zde se d& s vyhodou pouzit reprezentace
tvaru
0
Y (0) = / e’ dZ,s,
—00
pro piipad rovnice (1.28). Jak jiz vime, limitni rozdéleni nezdvisi na parametru . Tuto
reprezentaci lze najit v [1].

Pro 1ucely této reprezentace, je potieba definovat Lévyho proces Z na R, tedy i pro
zaporné ¢asy. Definice je analogicka definici Lévyho procesu. (Pozaduji se stacionarni a
nezavislé prirustky, stochasticka spojitost a trajektorie musi byt zprava spojité s limi-
tami zleva. Neni vSak potieba pozadovat Zy = 0.) Pak jsou ndhodné veliciny

0
Ut:/ *dZs, t>0, (1.30)

—t

dobte definované. Protoze exponencidla je nezaporna funkce a Z je neklesajici, jsou i Uy
neklesajici posloupnosti pro ¢ — co a musi tedy existovat limita s.j., ale mohla by byt i
nekonecna. Je-li Z € L, pro néjaké p > 1, je i limitni rozdéleni z L, podle tvrzeni 1.2.10.
Ovéime, zZe posloupnost U, je pro t — oo konvergentni v L, pokud Z € L,.

Tvrzeni 1.2.12 Pokud je BDLP 7 z L, pro néjaké p > 1, pak plati

0 . 0
/ e’dZ, —p>/ e’dZy prot — oo.

—t

Dikaz: Diky stacionarité Z mame pro ¢t — oo:

0 0 P —t
E H/ e’dZ, — / e’dZi|| =E H/ e’dZ,
—00 —t —00

p

— 0.

P 0
= PR H/ e*dZ,

1.3 Bodové procesy

Bud (X,d) polsky prostor (tj. tplny separabilni metricky prostor) a B = B(X) jeho

borelovskéd o-algebra. Ozna¢me By vsechny omezené borelovské mnoziny v X' (tj. By C

B) a pro x C X ozna¢me x(.) ¢itaci miru na B (tedy z(B) = card(zN B)). Déle ozna¢me

N systém lokdlné koneénych podmnozin X, tj. N = {z C X; z(B) < oo VB € By}.

Nakonec definujme o-algebru N jako nejmens{ o-algebru, vuci které jsou zobrazenf x(.)

méfitelné pro kazdé x € N. Tedy N = o{{x € N; z(B) =m}; B € By, m € No}.
Meritelny prostor (N, ) se nazyva prostor bodovych mnozin na X.
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Definice 1.3.1 Meéritelné zobrazeni X : (Q, F,P) — (N,N) nazgvdme bodovym proce-
sem (b.p.) na X. Rozdéleni bodového procesu X je pravdépodobnostni mira Px na N,
kde

Px(F)=PX € F|, VFeN.

Definice 1.3.2 (Nahodna mira) Zobrazeni A : Q x B — Ry je ndhodnd mira na
Q x B (tzv. jadro), jestlize plati:

i) Yw € Q je Aw, ) mira na B,
ii) VB € By je A(-, B) ndhodnd veli¢ina.

Poznamka 1.3.3 Bodovy proces X muzeme chdpat jako ndhodnou citaci miru (s celo-
¢iselngmi hodnotams).

Definice 1.3.4 Rekneme, Ze b.p. X je jednoduchy, jestlize X ({€}) <1, V&€ X.
Definice 1.3.5 Rekneme, Ze b.p. X je konecnyj, jestlize X (X) < oo, Vw € Q.

Tvrzeni 1.3.6 Rozdéleni b.p. X je jednoznacné urceno prdazdnymi pravdépodobnostmi.
Prdzdnymi pravdépodobnostmi se rozumi

P(X(B)=0), VB eB,.
Dukaz: [8], Apendix B, Lemma B.3 (strana 243). O

Definice 1.3.7 Bud X jednoduchyj b.p. na X. Pron € N definujeme n-tou momentovou
miru bodového procesu X vztahem

MM (A x - x A) =E[X (A)-...- X (4,)], VA, ...,A, €B. (1.31)

Specidlné, 1. momentovd mira se nazyjvd mira intenzity b.p. X a znacime ji M. Pokud
X =R a X je hustota miry intenzity b.p. X vzhledem k d-rozmérné Lebesqueové mife,
pak tuto hustotu A nazyvdme funkci intenzity b.p. X.

Definice je korektni, protoze mira na souc¢inovém prostoru (B(X))®" je jednoznacné
urcena svymi hodnotami na méfitelnych obdélnicich, coz jsou pravé mnoziny v (1.31).
Mira M™ je tedy jednoznacné urcena.

Definice 1.3.8 Rekneme, Ze mira u na (X,B(X)) je
o difuzni, jestlize n({{}) =0 VEe X,
e lokdlné konecna, jestlize p(B) < oo VB € By.

Definice 1.3.9 (Poissonuv b.p.) Bud p lokdlné konecnd difuzni mira na (X, B(X)).
Bodovyj proces X nazveme Poissonovym b.p. s mirou intenzity u, jestlize plati:
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i) P(X(B) = k) = “BLc-n(B) B eB, VkeN,

i) Vk € N VA, ... ,Ak € B po dvou disjunktni jsou X(Ay),..., X (Ax) nezdvislé
nahodné veliciny.
Znacime X ~ Poisson(X, 1) a pokud je A jeho funkce intenzity, pak znacime téz
X ~ Poisson(X,\).

Definice 1.3.10 (Coxtv b.p.) Necht A je difuzni lokdiné koneénd ndhodnd mira na
X. Bodovy proces X, ktery je podminéné pri A = p Poissonuv b.p. s mirou intenzity p,
se nazyvd Coxtiv b.p. s ridici mirou A.

Poznamka 1.3.11 Pro svou ndhodnou intenzitu se Coxuv b.p. casto oznacuje jako
dvojné stochasticky b.p.

Definice 1.3.12 (OUCP) Bud' Y nezdpornij proces OU typu. Bodovyj proces X na R,
je Cozuv b.p. Tizeny procesem Y OU typu, jestlize podminéné pri daném Y =Y (w, )
je X Poissoniv b.p. na Ry s funkci intenzity Y(w,-). X je tzv. OUCP = Ornstein-
Uhlenbeck Cox Process.

Poznamka 1.3.13 OUCP je definovin korektné, jestlize A(w fB w,y)dy je
difuzni lokdlné konecnd nahodnd mira. Proces Y je nezaporny a memtelny jako funkce
dvou promeénnich w a t (protoze je zprava spojity). Tedy Yw €  je A(w,+) mira na B.
Dale proces Y je tvaru (1.19) pro néjaké v > 0 a pro vhodny Lévyho proces Z. Proces
Z je subordindtor (jinak by proces Y mnebyl nezdporny) a md lokdlné koneénou variaci.
Tedy integral v (1.29) neni stochasticky a plati

A(-, B) = /BY(7y)dy = %/Be_vydy_’_/o /Re_v(y_s)HBﬂ[s,oo)(y)dy dZ“/s(')7 VB € BO'

Vnitrni integrdl je meéritelnou a omezenou funkci proménné s, navic s omezenym nosicem
pro B omezenou. Odtud plyne (aproximaci vnitrniho integralu jednoduchymi funkcems),
ze A(-, B) je ndhodnd valicina VB € By. A je tedy dobre definovand ndhodnd mira.
Ndahodnd mira A je difuzni, protoZe je ddna svou hustotou Y . Je lokdlné konecnd, protoze
pro kazdé w € Q a B omezenou je trajektorie Z(w,-) omezend na B (je neklesajici) a
tedy i trajektorie Y (w,-) je omezend na B. Odtud A(w, B) < co. Definice 1.5.12 je tedy
korektns.

Koneéné bodové procesy lze nékdy vyjadrit hustotou vzhledem k Poissonovu b.p. Uvazuj-
me Poissonuv bodovy proces Y s mirou intenzity pu, spliujici 0 < u(X) < co. Oznacme
jeho rozdéleni symbolem II. Pro F' € N plati:

I(F) = PYeF)= i]P’(Y EFYX)=n)PY(X)=n)=

”(X)ne—um/ / Lo, e 20020 p(den)
n! X PO () ()

eM(X)
/ / oo f(da) - p(da). (1.32)
X

ZM8EM8
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Kde pro n = 0 definujeme
/ s Lxy,....x0)em) 1 (dz1) -+ p(dey) = Ljper)-
Definice 1.3.14 Rekneme, e b.p. X md hustotu p vzhledem k II, jestlize
MXem—[?mHM@,VAeM

Piiklad 1.3.15 Bud II rozdéleni Poissonova b.p. Y na omezené borelovské mmnoziné
B C RY, s funkci intenzity rovnou 1 na B (tj. X = B a mira intenzity znacena \
je Lebesqueova mira restringovand na B). Ddle bud 3 nezdpornd, omezend, borelovsky
meritelna funkce na B. Pak bodovy proces X, s hustotou

m@_mﬁ /ﬁ M}Hﬁ Vo e N, (1.33)

fex

vzhledem k 11, je Poissonuv b.p. na B s funkci intenzity (.

Ditikaz: Pro F' € N plati:

MXeﬂ:L?mHm@:
= g e_:liB / / { ﬁ(l’)dw} 1_[5(5)1[[@1 ..... emyerde .. dx, =

/ /H[ ..... emyer)B(r1)dzy ... B(w,)dz,.

Ozna¢me g miru s hustotou 3 vzhledem k A a vysledek srovnejme se vztahem (1.32). O

Tvrzeni 1.3.16 Pro T C RY, M C R? bud Y Poissoniv b.p. na T s funkci intenzity
¢. Ddle priradme ke kazdému bodu § € Y kdtu me € M tak, Ze podminéné pri daném
Y plati:

i) koty me maji rozdéleni s hustotou pe, kterd nezdvisi na 'Y \ &,
i) kéty {me : £ € Y} jsou vzdjemné nezdvislé.
Pak X = {(€,m¢) : € € Y} ~ Poisson(T x M, p), kde p(¢,m) = 9(€)pe(m).

Dukaz: [8], Proposition 3.9. O
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Kapitola 2

Zavislost slozek dvourozmeérného
Coxova bodového procesu

2.1 Vicerozmérné OUCP

V piedchozi kapitole jsme definovali Lévyho procesy s hodnotami v RY. Kdy je Lévyho
proces v R nezaporny popisuje véta 1.1.13. Dale jsme definovali procesy OU typu fizené
Lévyho procesem v R a v jednorozmérném piipadé jsme definovali Coxuv bodovy proces
fizeny nezapornym procesem OU typu.

Uvédomme si, ze je-li Z = (Z4,...,7Z;) Lévyho proces v R?, pak také Zi,...,7Z,
jsou Lévyho procesy. Predpokladejme, ze Zi,..., Z; jsou navic nezaporné. Pak proces
OU typu Y = (Yi,...,Y,) definovany vztahem (1.29) s poc¢atecni podminkou Yy z R%
mé trajektorie v R%. Tedy procesy Yi,...,Y; muzeme pouzit jako fidic{ intenzity pro
Coxovy b.p. Xy,..., Xy.

Jestlize proces Z navic splituje podminku (1.24), pak také existuje staciondrni proces
OU typu Y a Coxuv b.p. X je rovnéz stacionarni.

Definice 2.1.1 (Vicerozmérny OUCP) Necht' Y = (Yy,...,Yy) je proces OU typu s
hodnotami v R? a s nezdpornymi slozkami. Ddle bud'te X1, ..., Xy Cozovy b.p. s ridicimi
intenzitami potadé Yy, ..., Yy tak, Ze podminené pri daném 'Y jsou Xy, ..., Xy nezdvislé
Poissonovy bodové procesy. Pak X = (Xi,...,X4) nazveme vicerozmérngm OUCP
(rizenym procesem Y ).

Vicerozmérné OUCP jsou tedy d-tice OUCP, které spolu souviseji pouze prostiednictvim
svych nahodnych intenzit.

Je-li Y = (Y1,...,Yy) proces OU typu, pak také procesy Yi,...,Yy jsou OU typu.
Obrécend implikace vsak obecné neplati (trividlné staci, kdyz budou mit ruzné tlumici
konstanty 7;). Muzeme tedy najit dva OUCP X; a X tak, ze proces X = (X7, X») neni
vicerozmérny OUCP.

Zéavislosti mezi jednotlivymi slozkami procesu mohou byt ruzné. Pro jejich popis se
zavadi vhodné charakteristiky. Zde se zamétime na kiizovou korelacni funkci.
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Definice 2.1.2 (KFizova korela¢ni funkce) KriZovou korelaéni funkci' dvourozmér-
ného Cozova b.p. X s ridici intenzitou Y = (Y1,Ys) definujeme vztahem
E[Y: (£1)Ya(t2)]

t1,t9) = Vti,ts > 0. 2.1
912( 1, 2) E}/l(tl)E}/g<t2)’ 1,02 —Z ( )

Jinymi slovy se da fict, ze se zajimame o kovarian¢ni strukturu procesu OU typu Y
fizeného vhodnym BDLP Z. To Ze cilem je vypocitat kiizovou korelac¢ni funkci znamena,
ze nam staci omezit se na procesy OU typu s neklesajicimi BDLP Z.

2.2 Tvar krizové korelacni funkce

Lévyho proces {Z;, t > 0} v R? s charakteristickou trojici (4,v,d), kde § = {§;}%, a
A= {Aij}ﬁjzl, mé podle véty 1.1.17 koneénou stfedni hodnotu pravé tehdy, kdyz plati
f||xH>1 |z|| v (dz) < oo. Za tohoto predpokladu plati (derivovanim Lévy-Khintchinovy

formule)
EZ;(t)=tl; ¥j=1,...,d kde (2.2)
llzll>1

Déle predpokladejme, ze proces Z mé konecny druhy moment, coz je podle véty 1.1.17
ekvivalentni podmince fII:vH>1 |z)|* v (dz) < oo. Pak plati (opét derivovanim Lévy-Khint-
chinovy formule)

EZ; (t) Zy (t) = thip + L1, Vi, k€ {1,---,d} kde (2.4)
L, = Ay + /xjxk v(dx). (2.5)
Rd

Potfebné majoranty pro zdmeénu integralu a derivace plynou z fl |z|| v (dz) < o0

|z]|>1 |

a v druhém piipadé jesté z wa||>1 H.CEH2 v (dz) < oo. Vypocet je pro uplnost v dodatku

(tvrzeni 4.2.2, tvrzeni 4.2.3 a pozndmka 4.2.4).

Nejprve uvedme vysledek tykajici se kifzové korelacni funkce vicerozmérného OUCP,
jehoz ndhodnd intenzita startuje v ¢ase 0 z daného bodu (v R%). Vysledek pochdzi z

c¢lanku [7].

Véta 2.2.1 Necht 0 < t1 < ly a yo = (s1,82) € RY je pevné. Uvazujme OUCP X =
(X1, Xs) s ridici intenzitou Y = (Y1, Ys) tvaru

vt
Y, = yoe " + / ez, t >0,
0

1V anglicky psané literatufe se pouzivd termin cross-corelation function nebo téz cross pair-
correlation function.
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kde v > 0 a Z je Lévyho proces v R? s nezdpornymi slozkami a koneénygm 2. momentem.
Pak OUCP X ma kriZovou korelacni funkci

L5 [e_’Y(tZ—tl) _ e_’Y(t1+t2):|

t1,t2) =1 2.6
JEIURE) * 2[L(1 — e ) 4 sje= 0] [Io(1 — e772) + sget2)’ (2:6)

kde I, 15 a 15 jsou definovany v (2.3) a (2.5).
Dikaz: [7], Theorem 1. O

Dukaz je zalozen na markovské vlastnosti nahodné intenzity Y a znalosti charakteristické
funkce pravdépodobnosti prechodu. Tu zname z véty 1.2.1, musime si jen dat pozor na
to, ze proces Y je tvaru (1.29) misto (1.19). Z markovské vlastnosti pak plyne tvar
charakteristické funkce sdruzeného rozdéleni (Y (t1),Y (t2))

Y(t1)

p(e) =BT = [ WS P )P ), (27)
R R

kde 21, 29 € R?. Po tupravé pomoci (1.20)

to—1t1 t1
p(z) = exp {7/ Y (e’WZQ) dr + ”y/ P (e”r (21 + ewrtl)zg)) dr+
0 0

+ie M (5,2 + e TN 1 (2.8)
Polozime-li z; = (u,0) a z2 = (0,v), pak

*p(u, v)

EYi(h)¥a(te) = = Judv

u=v=0

Pii vypoctu je potieba zduvodnit zaménu derivace a integralu, k ¢emuz se pouzije
konec¢nost prvniho a druhého momentu Z. Podobné se vyjadii i EY;(t1) a EYa(t2) a
dosadi se do (2.1).

Vyhodou tohoto postupu je, ze se takto daji pocitat prvni a druhé momenty libovolného
procesu OU typu, podstatna je kone¢nost 2. momentu, ale neni potieba ani nezapornost
slozek Y ani konecnost variace BDLP Z tidiciho Y. Tyto predpoklady jsme potiebovali
jen pro definovani OUCP X. Analogicky by §lo postupovat i v ptipadé vypoctu vyssich
momentu.

Vysledek chceme nyni rozsitit pro stacionarni pripad. Predpokladejme, ze stacionarni
proces OU typu existuje. Jednou moznosti jak najit kfizovou korela¢ni funkci ve sta-
cionarnim piipadeé je opét vyuzit markovské vlastnosti a znalosti stacionarniho rozdéleni
(soucasné i limitntho) a postupovat jako ve vété 2.2.1. Postup nyni naznacime.
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Poznamka 2.2.2 Proces OU typu {Y;, t > 0} je markovsky proces v RY. Disledkem
markovské vlastnosti je, Ze pro libovolné n € N, 0 <ty < --- < t,, libovolnou omezenou
borelovsky meéritelnou funkci f : R™ — R a pro Yy s rozdélenim m nezdvislym s BDLP
Z plati:

]Eﬁf<};u"'aign)::b/iE[f(th"'aignM}6 ::$]7T(d$).

R4

Oznac¢me tedy 7 stacionarni rozdéleni Y a pocitejme charakteristickou funkei (2.7) pro
stacionarni piipad.

Y (¢t z
pr(z) =Eg SN / / / ]Dt2 0 (1, dy2) Py (Yo, dyr) 7 (dyo) -
R JRd JRE

(2.9)
Nyni muzeme pouzit znalosti stacindrniho rozdéleni z véty 1.2.6. Ale protoze jeho
charakteristicka trojice ma slozity tvar, pomuzeme si limitnim rozdélenim. Rozdéleni
7 je také limitnim rozdélenim procesu Y (véta 1.2.6) a charakteristickd funkce je spo-
jitd a omezend. Muzeme tedy psat

)=tim [ [ ] R R )P, d) PO (2200
R R R

t—o0

Na pocatetnim bodé (zde 0) nezdvisi. Uzitim Chapman-Kolmogorovovy rovnosti
dostaneme

t—o0

— lim / / ) By (91, dys) Pose, (0, ). (2.11)
R4 JRA

Uvnitf limity je vyraz odpovidajici vété 2.2.1 pro casy t; +t a to +t. Tedy pro vypocet
pr(z) staci v (2.8) misto t; a to dosadit potadeé t; +t a ty + ¢ a provést limitni prechod
pro t — oo.

to—t1 [e%¢]
pr(z) = exp {’y/ ) (e’wzg) dr + ’y/ WP (e’”’” (21 + eV(trtl)zg)) dr} . (2.12)
0 0
Pro z; = (u,0) a z3 = (0,v) dostaneme

_ Ppr(u,v)

E.Yi(t1)Ya(te) = i

u=v=0

Podobné spocteme i E,Y;(t;). Dosazenim do vztahu (2.1) dostaneme vztah pro kiizovou
korelacni funkci ve staciondrnim piipadé, viz. (2.18).

Ukazeme nyni jednodussi postup pro piipad vypoctu kiizové korelacni funkce z véty 2.2.1
a jeji verze pro stacionarni piipad.
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Po zbytek kapitoly uvazujme tento model: Z je Lévyho proces v R? s charakteristickou
trojici (0, v, ), v piipadé potieby definovany na celé redlné piimce. Z mé konecény 2. mo-
ment, jeho slozky jsou neklesajici a ma kone¢nou variaci. Proces Y je proces OU typu
tvaru (1.29), tedy tesici SDE (1.28) a predpokldddame jeho nezdpornost. Proces X je
vicerozmeérny OUCP fizeny procesem Y. Procesy Y a X jsou definovany jen na R, .

Pro vypocet kiizové korelacni funkce X, potfebujeme spocitat vyrazy

~t1 vt2 7t
E /es_th Z1 (ds) /es_”ﬂt2 Zy(ds)| a E /es_”ﬂt1 Zy (ds)
0 0 0

Lemma 2.2.3 Necht Z = (Zy,7Z,) je Lévyho proces v R?, kde Zy a Zy jsou subor-
dindtory, T > 0 a f, g jsou nezdporné (borelovsky) méritelné funkce na (0,T]. Necht
proces Z md konecny druhy moment a Iy, Iy, I1o jsou jako v (2.3) a (2.5), kde A = 0.

Pak . ’
/ (0 2 (dn)| =1, / f(dt, (2.13)

T T

T T
0 0

0 0

Duikaz: Z; maji kone¢nou variaci protoze to jsou subordinatory (viz. poznamka 1.1.15).
Proto integraly v (2.13) a (2.14) jsou Lebesque-Stieltjesovy (pro kazdy elementarni jev
zvlast). Pripomenme, Ze pro 0 < a < b je

b
/ 7, (ds) = /( | 71(ds) = Z4(04) = Zufat) = 220) = 210,

diky spojitosti zprava Z;. Necht f, g jsou nezdporné jednoduché funkce. Bez ijmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze jsou tvaru

Zfz Ti-1 (2 Zgz (ti-1] (2.15)

kdene N O0=ty<t1 <...<t,=Talf,qgc¢€ R+. Za pomoci vztahu (2.2) a (2.4)

pocitejme . .
/ £(t) 2, (dt) / 4(t) Zy (dt) | =

=EY > g (Z(t) = Zi (tim1) (Za () = Za (1)) =

i=1 j=1
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— szlgﬂ — Z1 (tie1)) (Za2 (t5) — Z2 (tj—1))] +

=1 j=1
J#i

+Zfzgz — Zy (tic1)) (Za (t;) — Z2 (tim1))] =

:Zz.figjll (ti —tio1) Lo (t; —tjq +Zfzgl [1[2 — 1)2‘1‘[12 (ti_tifl)} =

i=1 j=1 =1

J#i
T T
0 0

Necht jsou nyni f a g nezdporné (borelovsky) méfitelné. Pak existuji f,,, g, jednoduché
funkce tvaru (2.15) tak, ze f, /" f, 9o /" g & fogn /" fg na (0,7T]. Z Léviho véty pak
mame:

T T T
/f ) Zy (dt) /g ) Zy (dt)| = E lim /fn(t) A (dt)/gn(t) Zo(dt) | =
0 B 0
T T T T T
—tw B | [ L0200 [0 20| =1L [ f0d [ g0 s [ fO90a
0 0 0 0 0
Vztah (2.13) se dokaze zcela analogicky, navic sta¢i koneény 1. moment. O

Nyni snadno dokazeme vétu 2.2.1.

Dikaz véty 2.2.1:
Volme f(s) = e - T (s) a g(s) = e - Ly, (s). Za pouziti lemmatu 2.2.3
pocitejme

ti
EX; (t) = [ s;ie™" + / e Z(ds) | =sie M 41 (1—e ) (2.16)
0
a dale
Yt1 Yi2
EX; (t1) Xo (t2) =E | s1e7" + /esw1 7 (ds) sqe 12 4 /es'yt2 Zy(ds) | =
0 0
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Yto vt

s1596 1MF2) 4 g oTTHE /e“”_”’t2 Zy (ds) | + spe ™K /es_”ﬂt1 Zy(ds) | +

0 0
Tl )
e (fe o) (Foo man)] -
0 0
ssge ) g e (1 — e772) 4 spe 720 (1 —e771) +
Y1 Avt2

+1, 1 (1 — e‘”tl) (1 — e_m) + 119 / e Mes T g =
0

e—lta—t1] _ o=v(t1+t2)

Odtud
115 [e—7|t2—t1| _ e—“f(t1+t2)}
t1,t0) =1 .
912 (11, 12) * 2[s1e=7 + I (1 — e 71)] [sge 72 + [, (1 — e 7i2)]
]

Z tvrzeni 1.2.10 vime, ze predpoklad konecnosti 2. momentu BDLP Z je ekvivalentni
konecnosti 2. momentu procesu Y, navic zarucuje existenci stacionarniho procesu Y.
Z prvni kapitoly vime, ze nahodna veli¢ina fi)oo e’dZ; mé rozdéleni odpovidajici
stacionarnimu rozdeéleni procesu OU typu fesicimu SDE (1.28) s BDLP Z. Vime také,
ze podle tvrzeni 1.2.12 plati:

0 0
U, = / e*dz, 2 e*dZ,

—t —00

0 i 0
U, = / R N *dZ,.

—1 —00

Nyni spocteme kiizovou korelacni funkci ve stacionarnim pripadeé.

Véta 2.2.4 Necht 7 = (Zy,Z) je Lévyho proces v R? definovany na R, kde Zy a Z,
gsou subordindtory a v > 0. Necht proces Z md konecny druhy moment a I, Iy, I3 jsou

jako v (2.3) a (2.5). Necht

vt
Y, = Yoe 't + / SAZ,, V>0
0
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je ndhodnd intenzita 2-rozmeérného OUCP X, kde Yy = ffoo e’dZ,. Pak

Il2

t1.to) =1
g12 (t1,t2) +21—1]2

e tmh] (2.18)
je krizovad korelacni funkce X .

Diikaz:
Protoze Z € Lo, plati

Y1 I Yt1
— 2 _
/ e dZ, —>/ e MdZ, prot — oo.

—t —00
Oznacme

i1 t2
Ut:/ M7 (ds) a Vt:/ e* "2 7,(ds).

—t —t

Ukézeme, 7e UV, =25 Yi(t1)Ya(ts).

E|UV: = Yi(t)Ya(t2)] < E|UV: = Ya(to)| + E|Ya(82)[|Ur = Yi(hh)] <

< VE|UPE|V, — Ya(t2)]? + VE|Ya(t2) PE|U; — Y (t1)]? — 0 prot — cc.

Pouzitim stacionarity Z a vztahu (2.13) a (2.14) muzeme pocitat

lim I, (1 —e ) =1,

t—o00

y(t+t1)
EYi(h) = lim EU, = lim E / e 7, (ds)
— 0 0

t—o00

EYVQ(t2> = -[2a

y(t+t1)

y(t+t2)
EYi(t1)Ya(t2) = Jim EU;V; = lim et 7, (ds) / 1) 7, (ds) =
— 00 O

t—o00 0

= lim |[; (1 — e—v(t+t1)) I (1 _ e—v(t+t2)) 1+ 1

t—o00

elta—ti| _ ov(2t+t1+t2)
2

e’YItQ_tll
= L1+ Iy

Odtud jiz plyne vztah (2.18). O

Poznamka 2.2.5 KviZovd korelacni funkce md ve staciondrnim pripadé prosty tvar a
na BDLP zdvisi jen prostrednictvim jediného parametru. Vsimnéme si také vyznamu
parametru vy, uddvajicitho rychlost tlumeni v SDE (1.28). Jednorozmérnd rozdéleni pro-
cesu OU typu nezavisi ve stacionarnim pripadé na vy, ale kovariancni struktura ano.

27



2.3 Priklad dvourozmérného modelu

Necht d = 2 a v je mira na R?
v(B) = /2/ 5 (rcosa,rsina)w (r,a)drda VB € B(R?),
0o Jo

s hustotou danou v polarnich souradnicich vztahem

w (r,a) = g (r)b(a) Lo (r) Loz (a) . (2.19)
Zde b(a) je hustota pravdépodobnosti rozdéleni na [0, 27|, (p,q > 0):

2sin??~ ! g cos?t 1 g

b (a) - B (p, Q) ]I[O,%] (a> )

anecht g (1) je Lévyho hustota subordindtoru Z* v R s charakteristickou trojici (0, p, 3*),
s koneénym 2. momentem a nulovym driftem. Tedy 3* — flz\ <, 29 (z)dr = 0.

Podle véty 1.1.13 je Lévyho mira p koncentrovdna na R a

/Ooo(a:/\l)g(x)dx<oo.

Podle véty 1.1.17 je navic [;° 2%g (z) da < oo.
Dosazenim do vztahu (2.2) a (2.4) dostaneme:

EZ*(1) = 3 +/

|z|>1

z g(x)dr = /Ooor g(r)dr a varZ*(1) = /000 rg(r)dr. (2.20)

Mira v je Lévyho mira protoze plati:

/RQ |l|? v (dz) = /O /Ooo r2g (r) b (a) drda = /OOO r2g (r) dr < . (2.21)

Uvazujme Lévyho proces Z v R? s charakteristickou trojict (0,v,d), vzhledem k nulové
usekavaci funkci, kde
0; >0, 1=1,2. (2.22)

Slozky Z jsou subordinétory podle predpokladu (2.22) a tvrzeni 4.1.4. Lévyho proces Z
mé kone¢ny druhy moment, jak plyne z tvrzeni 1.1.17 a nerovnosti (2.21).

Proces Z je tedy dobfe definovany Lévyho proces s hodnotami v R% a existuje
stacionarni proces OU typu Y tvaru (1.29), pro libovolné pevné zvolené v > 0.
Proces Y je nezaporny a proto muzeme definovat dvou-rozmérny OUCP X fizeny
stacionarnim procesem Y.
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Chceme spocitat kiizovou korela¢ni funkeci stacionarniho dvou-rozmérného OUCP s
BDLP Z.

Kiizovou korela¢ni funkci vypocteme podle véty 2.2.4. Proces Z mame dany charakteri-
stickou trojici vzhledem k nulové usekdvaci funkei, pouzijeme tedy prevodni vztah (1.5)
a poznamku 1.1.9.

11:(51+/ xly(dx)—i-/ xlu(dx):51+/2/ rcosa g(r)b(a)drda =
=<1 ll=[[>1 0 Jo

B(p,g+1) [ B(p,q+3)
=4 +—2/ rg(r)dr =6 + ————2EZ%(1),
' B(p,q) Jo 9(r) ' B (p,q) @
3 [ B 1
I2:52+/ $2V(d$):52—|—/ / Tsinag(r)b(a)drda:52+ME2*(1),
R2 0 Jo (I%Q)

]12:/ xlxgy(dx):/Q/ r?sinacosa g (r)b(a)drda =
R? o Jo
Bptlgsly o Blp+l gyl
= (p+2’Q+2)/ r2g (r)dr = (p+2’Q+2)VarZ*(1).
0

B(p,q) B (p,9q)
Kiizova korelacni funkce je podle véty 2.2.4 rovna
912 (t1 t2) =1+ ie—vltz—hl _
’ o6 I,

B(p+3.9+3)
B(p.q)

<51+ Pat g 71 )) (52+ S;”;f)EZ*u))

Poznamka 2.3.1 Lévyho mira v md hustotu v poldarnich souradnicich tvaru w(r,a) =
g(r)b(a), kde b je hustota pravdépodobnosti na [0,2w]. Tento tvar miry je vghodny pro
simulaci. Pokud umime simulovat Lévyho proces Z*, pak snadno simulujeme i Lévyho
proces Z (priklad viz. [1]).

7 Lévy-Itoovy véty plyne rovnost \/ Z3 + Z3 = Z*. Jingmi slovy, kazdy skok r procesu
Z*, je nezdvisle rozdélen na skoky velikosti r cos a respektive rsina procesu Zy respektive
Zy, kde a ma rozdéleni s hustotou b a je nezavisle s Z*.

To plati také v pripadé, kdy hustota b, je riznd pro ruzné r, tj. w(r,a) = g(r)b.(a).

var Z*(1)

—1+ e tz—tl, (2.23)

Konkrétné volme Lévyho proces Z* tak, ze Z*(1) md inverzni Gaussovo rozdéleni
IG(&,7n) s hustotou

f(x) = \/z—ﬁ Sy eXp{—% (521 +n x)}ﬂm-
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Rozdéleni IG(&,n) je samorozlozitelné (viz. [6]), specidlné neomezené délitelné. Lévyho
proces Z* je tedy podle poznamky 1.1.6 korektné definovany. Protoze hustota f(z) je
nezaporna prave pro x > 0, je proces Z* podle véty 1.1.13 subordinator. Navic ma nulovy
drift (kdyby byl drift kladny b > 0, pak by hustota f(z) musela byt koncentrovana na
[b, 0]), tedy [* = f\w|<1 x p(dzx), kde (0, p, %) je charakteristicka trojice Z*. Je znamo,
ze plati (Z; ~ IG(&,1m))

§

EZ] == a varZy = 3
n

7

Lévyho proces Z volme jako vyse a opét s nulovym driftem, tj. §; = 0, 7 = 1,2, kde
(0,v,9)q je charakteristickd trojice Z vzhledem k nulové usekavaci funkci. Déle polozme
p=q= ¢ >0, tedy rozdéleni Z; a Z, je stejné — ze symetrie.
Odtud dosazenim do vztahu (2.23) dostaneme tvar kiizové korelacni funkce:

B (2¢ + %’ 2¢ + %) L —’y|t2—t1‘
B (29,20 +1) 28 ’

gia(t1,t2) =1+

kde jsme pouzili vztah

L'(p)L'(q)

P00 = 1)

p,q>0, T(q) :/ tite~tdt.
0

Poznamka 2.3.2 Parametr ¢ urcuje zdvislost mezi slozkami Lévyho procesu Z. Pro
¢ — oo jsou slozky stdle vice podobné (limitné totozné) a pro ¢ — 0 se slozky stdvaji
nezdvislé. Zavislost krizové korelacni funkce na parametru ¢ je graficky zndzornéna na
obrdazku 2.1.

14 15 1.6

13

12

11
|

0 20 40 60 80 100

Obréazek 2.1: Zavislost kiizové korelacni funkce na parametru ¢ proé =1, n=1,y=1
aty —t; = 0.5 (plnd cara) a pro ty — t; = 1 (pFerusovand ¢ara).
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Kapitola 3

Filtrovani OUCP

3.1 Uloha filtrovani Coxova bodového procesu

Uloha filtrovan{ bodovych procesu pochazi z aplikaci v medicinské diagnostice a opti-
ckych komunikacich. Uvazujme situaci, kdy v realném case pozorujeme udalosti mode-
lované nehomogennim b.p. X s ndhodnou intenzitou Y. Filtrovani se zabyva odhadem
intenzity, ktery v case T zavisi jen na udalostech pozorovanych do casu T'. Kvalitu
odhadu posuzujme podle stiedni kvadratické chyby. V tomto smyslu nejlepsim odha-
dem intenzity v ¢ase T je podminéna stfedni hodnota

E [Y(T) | X|pa] . (3.1)

Uloha byla fesena jiz v minulosti a jsou znamé vysledky pro ruzné typy procesu.
Resen{ bylo nejprve popisovano pomoci stochastickych diferencidlnich rovnic, ale jejich
numerické feseni je problematické. Jinym piistupem k feSeni jsou stochastické simulace.
Podminénd sttedni hodnota (3.1), kterou nelze analyticky vyjadrit, se ziska ze simulaci
z prislusného podminéného rozdéleni. Toto rozdéleni lze vyjadrit pro Coxtuv bodovy
proces X hierarchickym Bayesovskym modelem a simulovat pomoci Markov chain Monte
Carlo.

Zde jsou znamy dva postupy. Prvni z nich vychazi z predpokladu, ze tidici intenzita je
Markovsky proces a pouzivé diskretizaci na ¢asové ose. Filtrovani a znalost prechodové
hustoty umozinuje navic predikei v ¢ase (viz. [3]).

Jinou moznosti aproximace se budeme zabyvat v této praci. Metoda je zalozena na
hustotach vzhledem k Poissonovu b.p., konkrétné se budeme zabyvat filtrovanim OUCP,
tj. ndhodnd intenzita je ddna nezdpornym procesem OU typu.

3.2 Filtrovani pomoci hustot bodovych procesi

Predpoklddejme pro zbytek kapitoly, ze mame pozorovani {7; i1, které je realizaci

Coxova b.p. X na [0,T], fizeného staciondrnim procesem OU typu {Y;, t € [0,T]},
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ktery je tvaru

t
Y, = Yye +/0 e 94z, >0, (3.2)

kde v > 0, Z je nezaporny Lévyho proces (subordinator) splaujici (1.24) a pocatecni
rozdéleni Y je nezdvislé s procesem Z. Proces Y je tedy fesenim SDE (1.28). Piedpokla-
ddme, Zze parametry modelu (y > 0 a rozdéleni Z) zndme. Charakteristickou trojici
procesu Z oznacme (G, p, 3). Zajimé nas odhad intenzity v case T na zakladé pozorovéani
{7j}L1, neboli hodnota

EY(T) | X = {7}jL]. (3.3)

Poznamka 3.2.1 Nezdpornost Z je podle véty 1.1.13 ekvivalentni s

G =0, p((-00,0])=0, /Ooo(x/\l)p(dx)<oo a ﬁZ/Dxp(dx).

Tedy proces Z nemd gaussovskou slozku (viz. pozndamka 1.1.12), md konecénou variaci,
ale nemusi mit konecnou aktivitu (oboji viz. disledek 1.1.16). Diky konecnosti variace
nent integrdl v (3.2) stochasticky, ale pocitd se po trajektoriich. Navic trajektorie Z jsou
s.7. neklesagici a zprava spojité.

Protoze predpokladdme, Ze proces Z spliiuje podminku (1.24), existuje podle véty 1.2.6,
turzeni 1.2.5 a pozndmky 1.2.8 staciondarni veseni SDE

dY; = —Ydt +dZ,, t>0.

Toto Tesend je tvaru (3.2) a proces Y je s.j. nezdaporny — volbou degenerovaného pocd-
tecniho rozdéleniYy = 0 dostaneme resent, které je s.j. nezdporné a jeho limitni rozdeleni
(existuje podle véty 1.2.6) je rovné staciondrnimu rozdélent, které je jediné, a musi byt
koncentrovdno na R . Z tvaru reseni Y plyne jeho spojitost zprava.

Bodovyj proces X je korektné definovany (viz. pozndmka 1.3.13).

Pro vypocet (3.3) ndm staci zndt podminéné rozdéleni Y'(T') pii daném X = {7;}7.,.
O tom zadnou predstavu nemame, ale zname rozdéleni Coxova b.p. X pfi dané inten-
zité Y. Z Bayesovy véty mame (predpokladdme existenci hustot)

Srix({ys, s € [0, T} [ {m}21) o fxy ({7} | {s, s € [0, T fy({ys, s € [O’T(]:)};)zi)
kde o znaé¢i rovnost az na normujici konstantu. Lévy-Itéova véta (véta 4.1.2) popisuje
uzkou souvislost Poissonovych b.p. a Lévyho procesi. Tuto souvislost chceme vyuzit k
popisu Lévyho procesu Z a nésledné i procesu OU typu Y pomoci koneéného b.p. —
konecnost je potieba pro pouzitelnost v simulaci. Podminénou hustotu fxy pfi znamé
trajektorii procesu Y zndme z prikladu 1.3.15. Sttedni hodnotu (3.3) pak odhadneme
simulaci.

Pottebujeme najit hustotu fy. Uvazujme na chvili, ze BDLP Z je nezdporny slozeny
Poissontv proces s driftem b = 3— [, z p (dz). Oznacme Z = {Z;,t > 0} = {Z,;,t > 0}.
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Déle oznaéme okamziky skokii procesu Z po fadé t; a jejich velikost{ z; (tj. z; € (0,00)).
Z definice slozeného Poissonova procesu plyne, ze proces {t;} je Poissonuv proces na R,
Soucasné na néj lze pohlizet jako na b.p. — je to Poissonuv b.p. na R, . Pokud ¢asovou
osu rozsifime o dalsi soufadnici (zde (0,00)), zjistime (viz. tvrzeni 1.3.16), ze proces
{ti, z:} je Poissontv b.p. na R x (0,00). Ozna¢me ¥ b.p. {t;, 2} na [0,7] x (0, 00),
ktery odpovida skokum procesu Z do ¢asu T, kde T, ~ > 0 jsou pevné zvolené konstanty.
Plati
U = {t;, 2z} ~ Poisson ([0,T] x (0,00), A(t,2)),

kde A(t,z) = y7p(z), p je hustota rozdéleni skoku z; a 7 = p(R). Bodovy proces ¥ tak
popisuje proces {Z;, t € [0,T]} a naopak.!

Chceme najit hustotu b.p. ¥ vzhledem k Poissonovému bodovému procesu. Jako
prakticky se muze zdat b.p. Poisson([0,T] x (0,00), 1), jenze ten neni konecny.
Ale vhodny nenf ani v piipadé, ze hustota p(z) je koncentrovana na kone¢ném intervalu.
Duvod bude vidét v poznamce 3.4.5. Rozdéleni W je

wven- S [ ]

Li((tr,20) (b)) ) YTP(21) - YTD(20) A2y dty - - - d 2, dEy, }

kde X = [0,7] x (0,00) a F € N. Tedy hustota bodového procesu ¥ vzhledem k
rozdéleni Pozsson([O,T] x (0,00), p(2)) je:

fo({ti, zi}iey) = e’ ’YTT(PYT) (3.5)

Poznamka 3.2.2 Realizace b.p. V representuji trajektorie procesu {Zt,t e 0,7}
Uvédomme si, Ze s.v. trajektorie procesu {Zt,t € [0, T} (slozeny Poissoniuv proces)
magi reprezentaci tvaru {t;, z;}*,, n € N, protoZe pocet skoki je s.j. koneény (pocet
skoki md rozdéleni Po(ytT)).

Slozeny Poissontiv proces {Z;, t € [0,7T]} s driftem b, respektive {Z;, t € [0,T]} =
{Z, t €]0,T]} ztotoznime s bodovym procesem V¥ takto:

\I/ = {t“ Zz’}?:l — Zt = tb 4+ Z ZthZ’YtH Vt & [0, ’)/T],

=1

respektive

\IJ = {tl, Zi}r?:l — Zt = t’)/b + Z Zi]ItZtia Vt € [0, T]

=1

I Takovyto popis samozfejmé funguje i pro obecny slozeny Poissontiv proces, ¥ pak je bodovy proces
na [0, 7] x R%.
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Proces Y uvazujeme jako feseni SDE (1.28) a je tedy tvaru
t
Y, = Yoe Ut + / e 94z, t>0. (3.6)
0

Proces {Y;, t € [0,T]} je zprava spojity a mé skoky velikosti z; v casech t;. Pokud
bychom znali hodnotu Yj, pak by b.p. ¥ rovnéz popisoval proces Y na [0,T]. Tedy
proces Y popisuje dvojici (Yy, ¥) a obracené. Proces {Y;, t € [0, T]} ztotoznime s dvojici
(Yo, ¥)

(%7 \If> = (ZJO, {tla Zi}?:l) — (37)
t n
—  Yi=ye "+ / e =) ybds + Z zie YL, Ve [0,T].
0 i=1

Uz jsme ukdzali, ze dvojice (Yy, ) popisuje proces {Y;, t € [0,T]}, specidlné hod-
notu Y (7). Pomoci metody MCMC (Markov chain Monte Carlo, viz. sekce 3.3) budeme
simulovat markovsky fetézec s limitnim rozdélenim L(Yp, ¥ [ X = {7;}}2,). Ze stavu
fetézce pro vybrané ¢asy (napf. kazdy sty ¢as) vypocteme hodnotu Y (7T'). Pro simulaci
je podstatné, ze b.p. ¥ je kone¢ny, coz plati v pripadé, ze Z je slozeny Poissonuv pro-
ces. Podminénou sttedni hodnotu (3.3) odhadneme (podle ergodické véty) aritmetickym
prumérem hodnot takto vzniklé posloupnosti.

V préaci se zabyvame téz situaci, kdy BDLP Z neni slozeny Poissonuv proces. Pak
proces ¥ = {t;, z;} neni kone¢ny b.p., protoze mnozina skoku {¢;} je nekonecna viz.
poznamka 1.1.15. Navic ¥ neni b.p., protoze mnozina [0,7] x (0,1) je omezena a
U([0,T] x (0,1)) = 00 s.j.

Popsat BDLP Z pomoci b.p. lze naptiklad volbou U = {t;, 27t} U je Poissonuv
b.p. na [0,7] x (0,00) a podobné jako ¥ popisuje BDLP Z. Zustaneme vsak u popisu
pomoci ¥, protoze to, ze se nejednd o b.p., je jen formalni problém. Pokud totiz na
[0, T] uvazujeme obvyklou metriku (tj. m(x,y) = |x —y|) a na (0, 0o) napiiklad metriku
d(z,y) = |x=' — y~!|, pak v soucinové metrice na [0,7] x (0,00) nejsou mnoziny tvaru
A x (0,e) proe >0a® # A € B([0,7]) omezené. Tedy na prostoru se sou¢inovou
metrikou se jiz jednd o b.p. a pfitom borelovské mnoziny jsou stejné jako drive.

Skutecnym problémem je, ze se nejednd o konecény bodovy proces. Musime tedy
prejit k aproximaci nezapornym slozenym Poissonovym procesem. Jednou moznosti je
zanedbat skoky velikosti mensi nez zvolené e > 0, c¢emuz odpovida restrikce W na [0, T'] X
(€,00). Obecnéjsi moznost popisuje poznamka 1.1.21.

Predpokladejme, ze mame reprezentaci Lévyho procesu Z fadou, jako v Rosinského
vété 1.1.18. Zvolime 7 > 0, neboli aproximaci procesu {Z;, t € [0,1]} slozenym Pois-
sonovym procesem? tvaru

Z] = > H(T,Vi)ly<, Vte(0,1]. (3.8)

' <t

2Vsimnéme si, Ze 7 m4 vyznam intenzity slozeného Poissonova procesu {Z7, t € [0, 1]}; oznaéime-li

jeho charakteristickou trojici (0, p, 3), pak 7 = p(R).
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Podle poznémky 1.1.23 ma proces {Z7,t € [0,T]} = {Z Tt € [0, T]} nasledujic

reprezentaci:
N(mT)

Z H(T; Vi) Iy <r, ¥t €00, T, (3.9)

kde {U;};>1 posloupnost i.i.d. nahodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na [0, 77,
{T'f}i>1 jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny rovnomeérné rozdélené na [0, 7], posloupnost {V*};>;
mé stejné rozdéleni jako posloupnost {V;};>1, N(797) ma Poissonovo rozdéleni s para-
metrem 77 a kde N(m9T), {Vi*}is1, {U/}is1 a {I'f}is1 jsou vzdjemné nezavislé.
Samoziejmeé procesy Z a 7 existuji na celém R, jen jejich reprezentace mame pouze na
koneénych intervalech. Proces {Z7, ¢ € [0,T]} je slozeny Poissontiv proces s charakte-
ristickou trojici (0, yv,y6).

Kvalita aproximace Lévyho procesu slozenym Poissonovym procesem je vySetfovana
v [4], odstavec 6.3, ale tyka se piipadu, kdy aproximace je dand zanedbanim pravé
vsech skoku mensich nez € > 0. To odpovida situaci z véty 1.1.19. V obecném ptipadé
lze postupovat podobné, jak ukazeme na konci sekce 3.4.

Vysledkem je tedy prechod od modelu s procesy Z, Y a X, k modelu Coxova b.p. X7
s fidici intenzitou {Y;7, t € [0, T}, kde {Y]", t € [0,T} je stacionarni feseni SDE (1.28)
s BDLP Z7, tedy

t
Y7 :Yge’yw/ e dZT 1> 0, (3.10)
0
Hodnotu (3.3) tedy nahradime vyrazem
E[YT(T) | X7 = {r}}L]. (3.11)

Bodovy proces W najdeme pro {Z], t € [0,7T]} a jako vyse ztotoznime (Y, V) s pro-
cesem {Y;7, t € [0,T]}. Diky tomu muzeme misto (3.4) psat

frgwx (W, {1 o< fxyrw({m7e [ v¥) frg w(y, ¥). (3.12)
Diky nezévislosti Yy a Z7 je dosazenim (3.5)
Frgw(y. ) = fu() frg (y) = "7 (97)" fyg (), (3.13)

kde fyr je hustota rozdéleni pocdteéni podminky Y™ v SDE (1.28), tedy hustota lim-
itniho rozdéleni. Hustota (3.13) je dana vzhledem k mife Leb x II, kde II je rozdéleni
b.p. Poisson([0,T] x (0,00), p(2)).

Hustotu Coxova b.p. pii dané intenzité {y7, s € [0,7T]} jsme spocitali v piikladu 1.3.15.
Dosazenim do (1.33) dostaneme hustotu Coxova b.p. pii dané intenzité:

foeng o (il {ti, 2 1)—6Xp{ /0 ds}Hy ), (3.14)
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kde {yZ, s € [0,T]} je trajektorie Y™ odpovidajici reprezentaci (Y7, V) = (y, {t;, z:}1-;)-
Hustota je vzhledem k rozdéleni b.p. Poisson([0,T7], 1).

Na zdvér jesté zhodnotme kvalitu aproximace. Predpoklddejme, Ze BDLP Z mé& nek-
lesajici trajektorie a ze mame jeho reprezentaci rfadou, jako v Rosinského vété 1.1.18.
Lévyho proces Z aproximujeme slozenym Poissonovym procesem Z7 tvaru (3.8). Podle
poznamky 1.1.23 existuje analogicka reprezentace na libovolném koneéném intervalu.
Pfipomenme, Ze procesy existuji na celém R_, jen jejich reprezentace mame pouze na
konecnych intervalech.

Charakteristickou trojici Z jsme znagcili (0, p, 3) (matice G je nulova) a charakteri-
stickou trojici Z7 oznacme (0, p7, 7).

Protoze Z je subordinator, tedy nezaporny Lévyho proces, je funkce H z Rosiniského
véty nezapornd. Proces Z7 tedy aproximuje proces Z zdola.

Proces R™" = Z — Z7 je Lévyho proces s charakteristickou trojici (0,p — p™, 3 — 37),
ma neklesajici trajektorie a je tvaru

R} = Z H(Ty, Vi)ly,<¢, YVt €[0,1]. (3.15)

>

Poznamenejme, Ze procesy R™ a Z7 jsou nezavislé (viz. dodatek o Lévy-Itoové vété) a ze
fada konverguje s.j. a stejnomérné na [0, 1] podle Rosiriského véty.

Procesy OU typu Y a YY" uvazujeme tvaru (1.29) po fadé pro BDLP Z a Z7 a jejich
rozdil oznac¢me AY7", tedy

~yt
Y(t) =e Y, + / e MAZ,, >0,
0
vt
Y7(t) = e YT + / e MAZT, >0,
0

vt
AYT(t) =Y, — Y] = e AY] + e / e*dRT, t>0. (3.16)
0

Za predpokladu konecného 1. respektive 2. momentu Lévyho procesu R odhadneme
stfedni hodnotu respektive rozptyl AY;” v ¢ase ¢t > 0. Predpokldddme nezavislost Y a
{RT,t>0}.

Za predpokladu ER] < oo méame podle lemmatu 2.2.3 pro kazdé ¢t > 0

vt
EAY] = e " EAY] +e IE/ *dR] = e " EAYy + (1 —e ") ER]. (3.17)
0
Pokud je E[R]]? < oo, pak podle lemmatu 2.2.3 méme pro ¢ > 0
vt 1— e—2’yt
var AY] = e 2" var AYy + e " var / e*dR] = e " var AYy + — V& RT.
0
(3.18)
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Pokud BDLP Z spliuje podminku (1.24), pak také R™ spliuje podminku (1.24) a
podle véty 1.2.6 existuje stacionarni feseni SDE (1.28) pro Lévyho proces R™ (FeSeni
odpovida rozdilu stacionarnich procesu Y a Y7). Ve staciondrnim piipadé ma AYy
rozdéleni odpovidajici limitnimu rozdéleni procesu AY”.

Rozdéleni AY muzeme reprezentovat ve tvaru

0
AY) = / e’dR],
po rozsiteni Lévyho procesu R™ na R.
Pokud pro p > 1 je R} € L,, pak je podle tvrzeni 1.2.10 také AYy € L, a podle
tvrzeni 1.2.12 plati pro t — oo

0 L
/ e*dR] — AY].
Za predpokladu, ze Lévyho proces RT mé konetny 1. moment tak pomoci lem-
matu 2.2.3 dostaneme
0
EAY] = lim E / ¢’dR] = lim (1—e ™) ER] =ER]

a ze stacionarity také

EAY; =ER] Vt > 0.

Podobné, pokud méa Lévyho proces R” konecny 2. moment, dostaneme pro t > 0
pomoci lemmatu 2.2.3

0 —~t -
1 e R
e*dR] = lim Tevar R = VarQ Lyt > 0.

var AY,” = var AY] = lim var
t—o00

Poznamka 3.2.3 Poznamenejme, Ze je-li Lévyho proces Z € L,, pak teké R™ € L.
Také v pripadé, Ze aproximace Z™ procesu Z vznikla zanedbdnim skoku mensich neZ
(1), pak podle véty 1.1.17 plati R} € L,, Vp > 1.

Za predpokladu koneéného 1. respektive 2. momentu AY; plati
E (E [|AY7||X|on] ) =EAYZ

respektive
E (E [(AY{)Q

Xlon]) = E[AY7].
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3.3 MCMC algoritmy

Metody MCMC (Markov Chain Monte Carlo) jsou zalozeny na simulaci markovského
fetézce s mnozinou stava S, jehoz limitni rozdéleni na méfitelném prostoru (S, S) je to,
z kterého chceme simulovat (tzv. cilové rozdéleni).

Necht ¥ je cilové rozdéleni (ndhodné veliciny nebo bodového procesu) na (S,S)
s hustotou f(x) vzhledem k o —koneéné mire . MCMC metody ndm umoznuji generovat
posloupnost bodovych procesi Xo, Xi, ... s rozdélenimi Py ,Px,,... tak, aby v jistém
smyslu Px, — WU, napf. ve smyslu totdlni variace, tj. |Px, — ¥|| — 0 pro i — oo, kde
14l = Sup senr 1(A) — infacxc (A).

Metropolis-Hastingsuv algoritmus a Gibbsuv vybérovy plan jsou patrné nejznamné;jsi
MCMC algoritmy, které nevyzaduji znalost normujici konstanty. Algoritmus oznacovany
jako , Metropolis within Gibbs*, je jejich zkfizenim.

Nejprve uvedeme dva algoritmy Metropolis-Hastingsova typu.

Uvazujme piipad, kdy cilové rozdéleni na (S,S) ma nenormovanou hustotu f
vzhledem k o—kone¢né mire u a predpokladejme, ze f(z) > 0 Vx € S. Zvolme pro
kazdé x € S navrhovou hustotu ¢(z,-) vzhledem k mife p a definujme pro z,y € S

fW)aly, )
f(@)q(z,y)’

kde definujeme a/0 = 1 pro a > 0. r(z,y) se nazyva Hastingsuv pomér a

r(z,y) =

a(z,y) = min{1,r(z, y)}
je pravdépodobnost ptijeti ndavrhu y, je-li soucasny stav x.

Algoritmus 3.3.1 (Metropolis-Hastingsuv algoritmus) Volme X, = zo € S.
Mame-li X,,, oznacme X,, = x a generuyme X,, 1 ndsledovné:

1. generuj Yy, ~ q(z,-) a R, rovnomérné rozdélené na [0, 1],

2. poloZ
v Lm0 By < ()
LT 2 pro Ry, > (2, Y-
Ndhodné veliciny R,,,m = 0,1,..., jsou vzajemné nezdvislé a y,, je podminéné pri R,
nezdvislé na R, a vsech ve nahodnych velicindch pouzitych pro generovani Xo, ..., X,.

Déle uvedeme algoritmus pro bodové procesy. Bud II rozdéleni Poissonova b.p.
Poisson(X, 1), kde 0 < u(X) < oo. Déle bud W cilové rozdéleni (b.p.) s nenormovanou
hustotou f vzhledem k II. Zde je tedy (S,S) = (N, N) prostor bodovych mnozin X a
vztaznd mira je II.

Necht z je aktudlni konfigurace. V kazdé iteraci se s pravdépodobnosti k(x) pokusime
pridat bod, nebo s pravdépodobnosti 1 — k(z) se pokusime bod odebrat. Pti pridavani
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bodu generujeme bod § € X z rozdéleni s hustotou ¢,(x, -) vzhledem k mite u. gy(x,-) je
tzv. ndvrhovd hustota. Pfi ubirdni bodu pro x = () ponechdme konfiguraci nezménénou
a pro x # () vybereme bod 7 € z z diskrétn{ hustoty qq(z,-).

Néavrh x — x U £ pro pridani bodu pfijmeme s pravdépodobnosti

ap(x, &) = min{l, ry(z,€)}, (3.19)

s Hastingsovym pomérem

FrUE(1 — hzUE)aulz UE, &)

ry(x, &) = 3.20
Sk PRz, (3:20)
Névrh # — 2\ n pro ubrani bodu pfijmeme s pravdépodobnosti
ag(z,n) = min{l, re(z,n)}, (3.21)
s Hastingsovym pomérem

ra(z,n) = f(x)(1 — k(x))qa(z,n)

Hastingsovy poméry jsou brany s konvenci a/0 =1 pro a > 0.

Algoritmus 3.3.2 (Metropolis-Hastingsuv algoritmus rozeni a zéniku)
Volme Xy (napr Xo = () nebo jako realizaci Poissonova b.p.) a pro m = 0,1,... a
X =x €N generujme X,, 1 ndsledovné:

1. generuj R, , Rl rovnomérné rozdélené na [0,1];
2. pokud R!, < k(x), generuj &, ~ q(z,-) a poloz

X _ x U gm pro Rxm S Tb(l‘7£m)
me x pro Ry > (2, &m);

3. pokud R!, > k(x), pak pro

a) =10 poloz X,y1 = x

b) x # 0 generuj n, ~ qa(x,-) a poloz

X _Jz \ N pro Ry, < ra(z, 1)
kL x  pro R > ry(z,&n).

Ndhodné veliciny R.,, R a &, nebo n, (pro generovani X,,+1) jsou vzdjemné nezdvislé
pri dangjch ndhodnijch velicindch pouZitiych pro generovani (Xo, ..., Xm).
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Dalsim algoritmem bude Gibbsuv vybérovy plan. Uvazujme rozdéleni nahodného
vektoru X = (X7,..., Xy) s hustotou f na S =5; x--- xSy, kde (S}, S;) jsou méfitelné
prostory - napt. R? nebo N. Gibbsiiv vybérovy plan spoéiva v obménovani jednotlivych
slozek vektoru na zakladé plné podminénych rozdéleni.

Algoritmus 3.3.3 (Gibbstiv vybérovy plan) Volime pocdtecni stav X© = 2.
Mdame-li X = 2™ generujeme X ™V takto:

1) simulujeme X}mﬂ) z podminéného rozdéleni L(X; | xgm), :Egm), . 7$£lm))
2) simulujeme Xémﬂ) z podminéného rozdéleni L( X, | xY”“), a:ém), . ,xilm))
d) simulujeme Xa(lmH) z podminéného rozdéleni L( X, | xgmﬂ), xémﬂ), . ,:ngfl)).

Algoritmus tedy vyzaduje, abychom uméli simulovat z ptislusnych podminénych rozdé-
leni. Zeslabeni tohoto pozadavku umoznuje algoritmus Metropolis within Gibbs.
Jedna se o Gibbstuv vybérovy plan, pricemz z jednoho nebo vice podminénych rozdéleni
neumime piimo simulovat. Misto ptimé simulace tedy provedeme jeden krok Metropolis-
Hastingsova algoritmu s danym podminénym rozdélenim jako cilovym. V nasem piipadé
chceme simulovat z podminéného sdruzeného rozdéleni £ (Yo, ¥ | X = {7;}7,).

Algoritmus 3.3.4 (Metropolis within Gibbs) Volime pocdtecni stav (YO(O), g0y =
(yéo),w(o)). Mdme-li (Yo(k), Pk = (y(()k),w(k)), generujeme (YO(kH), W)Y takto:

1) simulujeme W* Y pomoci jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.3.2
pro simulaci z cilového rozdéleni L(V | y(()k), {m;}11) (s pocdtecnim stavem *)),

2) simulujeme Y}](kﬂ) pomoci jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.5.1
pro simulaci z cilového rozdéleni L(Yy | ™) {7} ).

Konvergence algoritmu MCMC je podrobné studovéna v [8], kap. 7.

3.4 Priklad pro BDLP Gamma proces

V této kapitole jsme popsali, jak 1ze vyuzit bodové procesy pii feseni tlohy filtrovani.
Konkrétné pro vyjadieni hustoty intenzity pii dané realizaci bodového procesu. Cilem
této ¢asti je demonstrovat tento postup na konkrétnim piipadé. Odhad parametru lze
za jistych predpokladu zakomponovat primo do algoritmu pro odhad intenzity, ale neni
predmétem této studie - tj. parametry modelu budou zndmé.

V élanku [7] je popsan piiklad, kdy Lévyho proces Z je slozeny Poissontuv proces
se skoky s exponencialnim rozdélenim, rozdéleni prislusného OU procesu je potom typu
gamma. Zde uvazujeme jiny model.
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Definice 3.4.1 Gamma procesem s parametry (¢, \) nazgvame Lévyho proces Z, kde
Zy md gamma rozdéleni s parametry (¢, \).

To znamend, ze hustota rozdéleni Z; je py(x) = %xd_le_’\w]lpo. Charakteristicka

trojice Gamma procesu je (G, p, ), kde w je hustota miry p a

C

A
a drift Gamma procesu b = 3 — [,z p(dz) = 0, viz. [10], Example 8.10.

G=0,

[1-e?], w(@)= Cex L0, (3.23)

Tvrzeni 3.4.2 Necht Z; je Gamma proces s parametry (¢, \) a charakteristickou trojici
(G, p,B) danou vztahy (3.23). Pak pro v > 0 existuje staciondrni proces Y OU typu
generovany (G, p, ), tj. staciondrni reseni SDE (1.28). Navic, Y; md neomezené délitelné
rozdéleni s charakteristickou trojici (0,v,0), kde

00 7)\y
§=p8+ / C iy (3.24)
1 ()
a mira v md hustotu u, koncentrovanou na R, tvaru
o0 L —Azy
u(zr) = E/ © dy. (3.25)
T J1 Y

Dukaz

Pro Gamma proces plati

/ longHp(dx)S/ ||J:||p(dx):/ ce M dz = ehe < oo,
zl>1 l|z)>1 0

7 véty 1.2.6 aplikované na Lévyho proces Z = {Z,,t > 0} (tj. s charakteristickou
trojici (vG,vp,7/3)) plyne, Ze proces OU typu generovany (yG,~vp,v3,7y) ma limitni
rozdéleni, které je neomezené délitelné a ma charakteristickou trojici (A,v,d) danou

vztahy (1.25)-(1.27). Tedy

1
A=—G=0,
2y

o -~ [ ] " p(ey)ds 1p (dy) = / ) / T Ip(emy)ds w(y)dy

= / / e’lp(z)w(e’r)dsde = / / w(yz)dy dz,
o Jo BJ1
1 00 -y

1 Yy > ce
5= - —Z_~p(dy) = dy =
ijLv/”y”x T vp (dy) ﬁ+/1 w(y)dy ﬁ+/1 ;

dy.
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Mira v ma tedy hustotu

%) c (e} e—)\gjy
u(zr) = / w(yx)dy = —/ Lyy>ody.
1 1 Yy

X

Ukazali jsme, ze feseni SDE (1.28) maji limitni rozdéleni. Tedy existuje i stacionarni
feseni a jeho rozdéleni je rovno limitnimu rozdéleni (tvrzeni 1.2.5). O

Tvrzeni 3.4.3 (Reprezentace Gamma procesu) Necht {V;}i>1, {U:}is1 a {Ti}is1
jsou mezdvislé posloupnosti ndhodnijch wvelicin. Necht {V;};>1 je posloupnost i.i.d.
ndhodnijch wveli¢in s exponencidlnim rozdélenim se stredni hodnotou 1, {U;};>1 je

posloupnost i.i.d. ndhodnijch velicin s rovnomérngm rozdélenim na [0,1] a {I';}i>1 jsou
okamziky skoki Poissonova procesu s intenzitou 1. Pak rada

> ATV (3.26)

i=1
konverguje skoro jisté a stejnomeérné prot € [0, 1] ke Gamma procesu s parametry (c, A).

Tato reprezentace pochdzi puvodné od Bondessona, viz. [2], ale lze ji snadno dokazat
pomoci Rosinského véty.

Dikaz:
Srovnanim vztahu (1.16) a (3.26) vidime, ze H(r,v) = A"'e™"/°v. Dosazenim do (1.13)
a (1.14) dostaneme pro r >0 a t > 0:

U(Tv <_OO7 0]) =0,

e/t
o(r, (0,4]) = PO'e ™V, < t) = B(V; < Ae'l°t) = / e = 1— e (3.27)
0

v((t, oo)):/ e_’\er/ctdr:/ e_’\tyfdy:/ e S dy.
0 1 Y t z

Radon-Nikodymova derivace miry v vzhledem k Lebesqueové mite je tedy
_ €
p(.’L‘) =e A ;]Ix>0-

Protoze pro A > 0 je
je v Lévyho mira na R.
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Derivovanim vztahu (3.27) podle ¢, dostaneme hustotu miry o(r, -):
o(r,dt) = Ae"/%e ", odt. (3.28)

Nyni bychom mohli poé¢itat funkci A(s) definovanou vztahem (1.15). Ale protoze nas
zajimé pouze jeji limita pro s — oo, pocitejme piimo tuto limitu. Za pouziti (3.28)
a Léviho vety mame

00 1 o 1
v = lim A(s) = / / ze/ ey dp = / / cxhe Mdx dy =
sTee 0 Jo 1 Jo

1 1
= c/ [—e_)‘“’y]jo dr = c/ e Mdr = ; [1- e_k} (3.29)
0 0

Tvrzeni nyni plyne z prvni ¢asti Rosinského véty 1.1.18 a vztahu (3.23). d

Tedy proces {Z7, t € [0,T]} = {27, t € 10,T]} mé podle pozndmky 1.1.23 reprezentaci

_ N(~7T)
Z7 = > ATV, VEE[0,T], (3.30)

=1

kde N(y7T), {Vi'}is1, {Uf}is>1 a {I'f}i>1 jsou vzdjemné nezdvislé, N(y77) ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem y77", {I'f };>1 jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny rovnomérné
rozdélené na [0, 7], {U;};>1 jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny rovnomeérné rozdélené na [0, T
a {V*}i>1 jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem 1.

Tvrzeni 3.4.4 Chyba aproximace Gamma Lévyho procesu tadou (3.26) exponencidlné
klesa s rostoucim T, ve smyslu stredni hodnoty (absolutni chyby).

Dikaz:
Podle poznamky 1.1.23 muzeme uvazovat reprezentaci na libovolném [0, 7]. Chyba mé
v ¢ase T' > 0 reprezentaci tvaru

i >T

kde {I';};>1 jsou okamziky skoku Poissonova procesu s intenzitou 7' (viz. poznam-
ka 1.1.23) a {V;};>1 jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim se stfedni
hodnotou 1, H(r,v) = A~*e™"/°v a posloupnosti jsou vzéjemné nezavislé. Konvergence
je ve smyslu s.j. a stejnomérné na [0,7]. Za pouziti Rosiniského véty, Léviho véty
a vlastnosti Poissonova procesu pocitejme.

ER; =E Y H(I,,V) =E lim Y H(,V)=
:D>T G <y<t*
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= lim E Y HI,V)=
T <y <7*

- {6 > A

n=1 <l <71*

pocet sCitancu v sumé = n} .

-]P’(poéet sCitancu v sumeé = n) } =

> * T *— "
= lim E n]EH(F,V)eTV(T _T)M’
T*—00 n!
n=1

kde I' ma rovnomérné rozdéleni na [r,7*], V' mé exponencidlni rozdéleni se stfedni
hodnotou 1 a I' a V' jsou vzajemné nezavislé.
EH(T,V)=EX eV = \"'Ee T/°EV =

e A ik
)\l\/\T e« d [_Ce C]T C<e ‘ ¢ c)
= —axr = = .
T — T
r

M —1) AT —1)

Po dosazeni

o] * n—1
T o1 T~y(r*—7) [TIY(T B 7-)] T’)/C -z _ _% o
ERp = lim E e’ (n 1)l e e =

n=1

. Tye  _= o Tye _-
= lim T(e c—e c)z—e c.

T*—00 A
Stredni hodnota chyby tedy exponencidlné klesa s rostoucim 7. Protoze funkce H je
nezaporna, je i ndhodna veli¢ina R} nezdporna. Tedy E|R}| = ERT. OJ

Pocitejme rozdéleni velikosti skoki. Pro K > 0 plati (integrand je nezéporny, tedy lze
pouzit Fubiniho vétu)

P(S>K)=P (A—le(—l“l/c)vl* > K) = / / H[K)\ez/c<y]e_y_d‘rdy —
o Jo T

Y 1 1 /e
= / / e Ydy —dz = / “e KX gy
0 JKxev/c T o T

Derivovanim vysledného vztahu dostaneme hustotu rozdéleni skoktu. Pro K > 0 mame
(majoranta pro K > n, kde n > 0, je %em/cefn/\ez/c>

d d T 1 _ z/c T )\ z z/c
P <K)=— (1= ~ o —Ke — At K)e —
dK (5= K) dK ( /0 Te dx) /0 Te ¢ do
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eT/c eT/c

C)\ —KX\y C)\eiK)\y C —KM\ — K\ T/c
/1 oW { KX, rk\©  ~F°

Tedy hustota rozdéleni skokt je

— i —Ar —Aa:ef/c> I 3.31
p(x) — <e e 250- (3.31)

Hustotu stacionarniho rozdéleni procesu OU typu Y (generovaného (G, p, 3)) znacime
fv,- Jeji charakteristickou trojici zndme z tvrzeni 3.4.2. Hustota je rovna inverzni
Fourierové transformaci charakteristické funkce, ale neumime ji vyjadfit explicitné.
Odhadneme ji simulaci jako limitni rozdéleni procesu Y7 definovaného v (3.10) a zna¢ime

fyg-
Hustota dvojice (Yy, V) representujici proces {Y[, s € [0, 7]} je ddna vztahem (3.13).

Upravme jesté vyjadieni procesu {Y;, s € [0, 7]} (vztah (3.10))

t t
Y] = Yye +/ efv(tfs)dzgs = Ype +/ e77(t*5)dZsT,
0 0

tedy

N(~7T)

Y = Yoe 7t + Z Zie_"’(t_ti)]ltigt = Yoe ' + Z zz-e_V(t_t"), vt € [0,T],
kde t; jsou casy skoku ZT = Z7; a z; jsou jejich velikosti.

Vime, ze trajektorie procesu OU typu Y] jsou jednozna¢né urceny dvojici (Y, V),
tj. svou hodnotou y v ¢ase 0 a procesem skoku {t;, z;}? ;. Predpokldddme nezavislost
téchto dvou slozek. Prubéh trajektorii zavisi na poc¢ateéni hodnoté y, ale proces skoku
nikoliv. Pro vypocet podminéné hustoty Coxova b.p. pii dané intenzité {yI, s € [0,T]}
odpovidajici dvojici (y, {t;, z;}!~,), potfebujeme vyjadiit integral fOT yrdt (viz. (3.14);
suma je s.j. kone¢na)

T T
/ yrdt = / ey + Y e | dt =
0 0

1<i<n
ity <t

1—e e (T=t:)

= Z L (3.32)

Podminénd hustota X pii (Yy, V) = (y, {t;, zi}1-,) je

m

Fag (g Lo (2t = e {7 - | ' gab [ = @)
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1—e 7T 1 — e V(T—t:)
:eTeXp{ © —Zz, © }Hy i), (3.34)

kde 7; jsou ¢asy skoku Coxova procesu X na [0, 7).
Koneé¢neé soucin (3.13) a (3.34) davé hledanou aproximaci nenormované hustoty (3.12),
z které chceme simulovat:

fYOT,\I/\X(?JO,@D | {Tj};‘nzl) X fX\YOT,‘I/({Tj};‘nzl | y,¢)fy077¢(y,¢) X

m

1—e" S
o (y7)" exp { - Z Z——————— } Hy (75) fyr (y (3.35)

Nyni ptistoupime k vlastni simulaci. Volime parametry
c=1, A=037, =3, T=5 a 7=100. (3.36)

Nejprve simulujeme realizaci Coxova b.p. na intervalu [0, T7.

V tvrzeni 3.4.4 jsme ukézali, ze sttedni hodnota absolutni chyby aproximace Gamma
procesu konverguje (v 7) exponencidlni rychlosti. Srovndnim aproximaci pro ruzné
hodnoty parametru 7 uréime jeho vhodnou volbu. Dodejme, ze ocekdvany pocet skoku
procesu OU typu Y7 zavisi linedarné na 7 a 7. Pfiblizné to znamena, ze slozitost
simulace zavisi ptiblizné linearné na 7 (i na T). Zavislost kvality aproximace na 7 je
vidét na obrazku 3.1. Dodejme, ze grafy trajektorii pro 7 = 100 a 7 = 1000 splyvaji na
obrazku 3.1 s trajektoriemi pro 7 = 10.

Generujeme Yy z rozdéleni s hustotou fyr. K tomu vyuzijeme faktu, ze se jedna
o limitn{ rozdéleni {Y;", t > 0} s pocatecni podminkou Yy = 0. Simulujeme Y7 (kT') pro
k = 1,...,1000. Pripomenme, ze ve skutecnosti simulujeme b.p. ¥ a z néj pocitame
realizaci procesu Y7. Z obrazku 3.2 je patrné, ze rozdéleni Y7 (1000 T") lze povazovat za
limitni. Polozime Y] = Y7 (1000 - T').

Pro filtrovdni potrebujeme také zndt hustotu fyy. Jeji aproximaci simulujeme. Zde
je vidét, pro¢ potiebujeme znat parametry modelu. Kdybychom parametry odhadovali
v prubéhu filtrovani, museli bychom tuto hustotu simulovat pti kazdé zméné parametru,
coz je ¢asoveé nedinosné. (Tento problém odpadd, pokud znadme hustotu explicitné, jako
tfeba u gamma OU procesu.)

Dale simulujeme realizaci procesu 7" na [0, 7] a vypocteme realizaci procesu Y7 na
intervalu [0, 7] (obrézek 3.3).

Nakonec simulujeme (na principu ztenceni) realizaci Coxova b.p. jako Poissontv b.p.
s intenzitou danou grafem Y.

Vlastni filtrovani probiha pomoci algoritmu 3.3.4 (Metropolis within Gibbs). Budeme
simulovat markovsky fetézec { My} = {Y ) ) }, kde

My = {y®, 90} p® = {1, )]

s cilovym rozdélenim danym hustotou (3.35). Jako pocéateéni rozdéleni volime
M, = {EY7,0}.
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Obréazek 3.1: Vlevo je vysledek simulace Gamma Lévyho procesu pro parametry ¢ = 1,
A=0.37,T=05aproT =5 (prerusovand cara) a pro 7 = 10 (plné ¢ara). Podobné na
obrazku vpravo jsou odpovidajici trajektorie procesu OU typu s pocatecni podminkou
generovanou ze stacionarniho rozdéleni. Opét pro 7 = 5 prerusSovand ¢ara a pro 7 = 10
plna cara.

Generujeme ¥*+1) provedenim jednoho kroku Metropolis-Hastingsova algoritmu 3.3.2
s cilovym rozdélenim s hustotou

Furxyg (@ [ {5}, v™) (3.37)
a pocateénim rozdélenfm ¢ ®). V algoritmu volime
k(x) =1/2,

tedy stejna pravdépodobnost piidavani a ubirani bodu. Volime také navrhové hustoty
pro priddvdn{ a ubirdni bodu. Pfipomenme si, ze hustotu fy x,y; vyjadiujeme vzhledem
k rozdéleni b.p. Poisson([0,T] % (0,00), A(t, 2)), kde A(¢, z) = y7p(z) je funkce intenzity.
Proto navrhovou hustotu g, musime vyjddrit vzhledem k mite s hustotou A(¢, z). Volime

1
Qv (w(k)a {t7 Z}) = ?H[O,T] (t)a

qa(™® | ) rovnomérné rozdélenf na mnoziné {tgk), zl(k)};fl)

To znamend, Ze ndvrh piidani bodu (¢, z) generujeme takto: ¢ rovnomérné na [0,7] a z
z rozdéleni s hustotou p(x) danou vztahem (3.31) vzhledem k Lebesqueové mife na R, .
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Obrézek 3.2: Proces OU typu Y7 (kT) pro k =1,---,1000 a parametry modelu (3.36).

Poznamka 3.4.5 Pokud bychom chtéli generovat velikost skoku z rozdeéleni s hustotou
h(x) vzhledem k Leb. miie, pak by ndvrhovd hustota q, byla tvaru

a (V" {t.2}) = lH[O,T] (ﬂ%.

T
Pro jeji vyjadreni uz potrebujeme zndt hustotu rozdéleni skoki p(x), protoZe ndvrhové
hustoty urcuji pravdépodobnosti prijeti navrhu.
Generovat z rozdéleni p(x) je snadné i v pripadé, Ze tvar hustoty nezndme — toto
rozdéleni magji ndhodné veliciny A\~'e"Ti/9V* ze vztahu (8.30). Volba h(z) = p(x) vede
k simulaci, pri které nepotrebujeme zndt tvar hustoty p(z).

Névrh prijmeme z pravdépodobnosti min{1, ,} pii priddvani bodu nebo s pravdépo-
dobnosti min{1, 74} pii ubirdni bodu, jinak polozime ¢*+1) = ¢*),

Pak pomoci jednoho kroku algoritmu 3.3.1 generujeme y**1 z cilové hustoty
Frgixw(y [ {m} i, oY) (3.38)

a s pocatecnim rozdélenim y® . Navrhovou hustotu ¢(y*®), -) volime jako hustotu normal-
niho rozdéleni N(EY{, o), kde o volime. Protoze pfedpoklddame, ze nahodnd intenzita
pochazi ze stacionarniho rozdéleni, volime navrhovou hustotu blizkou tomuto rozdéleni
(piimo staciondrni rozdéleni nezndme). Tato hustota je ddna vzhledem k Lebesqueové
mite, protoze i hustota Y” je dana vzhledem k Lebesqueové mite. Navrh pfijmeme
s pravdépodobnosti min{1, 7}, jinak polozime y**1 = ¢®) Novy stav markovského
fetézce je My = (y*+D, D),
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Obrazek 3.3: Vlevo je realizace BDLP Z7 a vpravo odpovidajici realizace procesu OU
typu Y7. Parametry modelu jsou v (3.36).

Realizace M} popisuje celou trajektorii procesu Y7 na [0, 7]. Hodnotu y;’(k) dostaneme
dosazenim do vztahu (3.7):

n(®

y;k) k’) *'YT Zz(k e —y(T— t(k) (339)

Odhadneme dobu zapdleni fetézce b € N, pro kterou lze realizaci M, povazovat za
realizaci z limitniho rozdéleni. Volime K € N a intenzitu v ¢ase T" odhadneme vyrazem

A

Z b+aK (340)

a=0

Odhad konverguje ke skutecné hodnoté E[YF | X7 = {7;}72,] z ergodické véty, protoze
generovany fetézec { My} je ergodicky. Ergodicita fetézce { My} umoznuje pouzit libo-
volné K.

Takto muzeme odhadnout intenzitu pro kazdé T* (pokud zndme realizaci Coxova b.p.
na daném [0, 7*]). Novému ¢asovému intervalu vsak odpovidaji jiné cilové hustoty —
zavisi na T'. Pro kazdy ¢as T musime simulovat jeden markovsky fetézec.

Simulovali jsme 1001500 iteraci (zapdleni Fetézce po 2000 iteracich, pozorovani brana
po 500 iteracich); tedy celkem 2000 pozorovani pro odhadnuti intenzity v jednotlivych
casech. Parametry modelu: ¢ = 1, A = 0.37, T'=5 a v = 3, déle jsme volili ¢ = 2
a 7 = 100. Interval [0, T jsme rozdélili na 200 ekvidistantnich casovych okamziku a pro
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kazdy z nich jsme odhadli intenzitu. Vysledek je na obrazku 3.4. Prubéh filtrovani pro
cas T je dokumentovan na obrazku 3.5, kde na obrézku d) je vidét pomérné vysoka ko-
relace v generovaném fetézci (prestoze a = 500). Vétsi korelace zpusobuje veétsi rozptyl
odhadu (poznamenejme, ze rozptyl klesé s po¢tem pozorovani).

V poznamce (1.28) jsme odvodili, ze stacionarni rozdéleni procesu OU typu nezavisi na
volbé parametru ~y. Filtrovani vSsak na parametru ~ zavisi, jak je vidét z tvaru cilového
rozdéleni (3.35).

Poznamenejme, ze pro relativné malé hodnoty 7' (zavisi na modelu) je informace
obsazend v realizaci b.p. mald a odhad je zna¢né ovlivnén navrhovou hustotou. Navrho-
vou hustotu muzeme chépat jako apriorni informaci a ta muze byt silnéjsi, nez informace
obsazena v b.p. do ¢asu T (v extrémnim piipadé pro navrhovou hustotu degenerovanou
v bodé y, bude odhad v ¢ase T vétsf nebo roven ye 7).

Ukazali jsme na piikladu, ze filtrovani lze provést i pro BDLP proces s nekonecnou
aktivitou, konkrétné pro Gamma proces. Aproximace gamma procesu slozenym
Poissonovym procesem neni jedind, je tedy mozné, ze pro jiny zpusob aproximace
najdeme také explicitni tvar hustoty limitniho rozdéleni procesu OU typu generovaného
Gamma procesem. Pak by bylo mozné zahrnout odhad parametri modelu do simulace.
Pro praktické vyuziti prozatim zustava problém, jak odhadnout parametry modelu.
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Obrézek 3.4: Simulovédno 1001500 iteraci (zapéleni fetézce po 2000 iteracich, pozorovani
brané po 500 iteracich). Tedy celkem 2000 pozorovani pro odhad intenzity v jednotlivych
casech. Parametry modelu: ¢ =1, A =037, T'=5, v=3, 0 =2 a7 = 100. Interval
[0, 7] jsme rozdélili na 200 ekvidistantnich ¢asovych okamziku a pro kazdy z nich jsme
odhadli intenzitu. Na obrazku je zndzornéna skutec¢na realizace intenzity (zelené), ze
které byla simulovana realizace Coxova b.p. (kolecka) a odhadnutd intenzita (¢erné).
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Obrazek 3.5: VSechny ¢tyti obrazky odpovidaji simulaci pro odhad intenzity v case T
Bylo simulovéano 1001500 iteraci (zapaleni fetézce po b = 2000 iteracich, pozorovani
brana po a = 500 iteracich). Tedy celkem 2000 pozorovéani pro odhad intenzity v case
T. Parametry modelu: c =1, A =037, T =5,v=3, 0 =2 a7 = 100. Na obrézku a)
je zobrazena trajektorie odpovidajici poslednimu stavu markovského retézce M (Cerné),
skutecnd intenzita Y (zelen¢) a dand realizace Coxova b.p. X na [0,77] (kolecka). Déle
pro posloupnost y§f’+“K) pro K =1,...,2000 je vykreslen jeji prubéh (obrazek b)), jeji
histogram (obrézek c)) a autokorelaéni funkce (obrazek d)).
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Kapitola 4
Dodatky

4.1 Lévy-Itoova véta
Specialnim pripadem nahodné miry je Poissonova ndhodna mira.

Definice 4.1.1 (Poissonova ndhodnd mira) Bud (0,8,p) o-koneény meéritelny
prostor. Rodina 7. -hodnotovijch ndhodnyjch velicin {N(B): B € B} definovanijch na
pravdépodobnostnim prostoru (0, A, P) se nazgvd Poissonovd ndhodnd mira na © s mirou
intenzity p, jestlize plati:

i) VB € B md N(B) Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou p(B),
ii) ¥V By,--+, B, € B po dvou disjunktni jsou N(By),- -, N(B,) nezdivislé,
iii) Yw € 2 je N(.,w) mira na ©.

Kazdy Poissontuv b.p. definuje Poissonovou ndhodnou miru vztahem (4.1). Pfi feseni
ulohy filtrovani OUCP jsme slozeny Poissonuv proces ztotoznili s Poissonovym b.p.
Obecnéji, Lévy-Itoova véta dava do souvislosti skoky Lévyho procesu s Poissonovou
nahodnou mirou Jy.

Véta 4.1.2 (Lévy-1td) Necht {Z;, t > 0} je Lévyho proces v R? a v je jeho Lévyho
mira. Definujme

Jz(B)=#{s>0:AZ,#0,(s, AZ,) € B}, BeB((0,00) x (RY)). (4.1)
Pak plati

e v je Radonovd mira na R?\ {0} a spliuje [ ||z|| A 1v(dz) < oco.
Rd

e J; je Poissonova ndhodnd mira na B ((0,00) x (R*\{0})) s mirou intenzity
dt x v(dz).
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o Existuje v € R a d-rozmérngj Browniiv pohyb B, s kovariancni matici A > 0 tak,

Ze
Zi=ty+ B+ Z} + lim Z, (4.2)
kde
7l = / x Jz (ds x dx),
ll=]/>1, s€(0,¢]
Zf = / x {Jz(ds x dz) —ds x v(dz)} = / z Jy (ds x dx)
llz||<1, s€(0,t] lz]|<1, s€(0,t]

Vigrazy v (4.2) jsou nezdvislé a konvergence posledniho clenu je s.j. a stejnomérné
vt na kazdém [0,T]. Prot =0 je (0,t] prdzdnd mnoZina a integral pres prdzdnou
mnozinu je 0.

Dukaz: [4], Proposition 3.7. O

Poznamka 4.1.3 V [}/ je Lévyho mira Lévyho procesu definovdna takto:
Necht {Z;, t > 0} je Lévyho proces v R%. Pak mira v na RY, definovdna predpisem

v(A)=E[#{te(0,1]: AZ #£0,AZ € A}], AeB(RY), (4.3)

kde AZ; = Zy — Z,_, je Lévyho mira procesu Z .
Srovndnim Lévy-Itoovy véty v [4] a v [10] plyne, Ze takto definovdna Lévyho mira
splyvd s Lévyho mirou z definice 1.1.8.

Déle z Lévy-Itdovy véty plyne nezdvislost jednotlivych slozek jejiho rozkladu (4.2).
Specialné Brownovska cast je nezavisld se skokovitou casti a vzajemné nezavislé jsou
i slozky popisujici skoky v D a skoky v D¢, kde D = {z € R? : ||z|| < 1}. Dokonce se
da dokazat jesté vice. Je-li (Z;,Y;) Lévyho proces, Y; necht je slozeny Poissontiv proces
a procesy Z; a Y; nikdy neskoé¢i najednou, pak jsou nezavislé (viz. [4], Lemma 3.2).
Diky ¢lenu lim Zf muze mit Lévyho proces nekonec¢né mnoho skokiu na omezeném

€l0

casovém intervalu, ale az na konecné mnoho jsou vSechny mensi nez libovolné € > 0.

Usekavaci funkce Ip funguje tak, ze skoky mensi nez 1 jsou kompenzovany
(»centrovany ). Tim je vytvafen ,drift“, ktery je v piipadé fIIxH<1 ||| v (dz) = oo
snekoneéné silny“. To je duvod pro¢ subordindtory musi spliovat mnerovnost
flleSI |z|| v (dx) < oo. Lévyho proces, ktery tuto podminku nespliiuje, nemuze byt
subordinétor (viz. véta 1.1.13).
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Tvrzeni 4.1.4 Bud Z = (Zy,...,Z3) Lévyho proces v R s charakteristickou trojici
(A,v,9). Pak Zy je Lévyho proces s charakteristickou trojici (G, p, 3), kde

G = A,
p({0}) =0, a p(C)=v(C xR, VCeBR\{0}),

B=0+ /d 21 [y <1 = Dja<a) v (der).
R

Dikaz: 7 tvaru charakteristické funkce pro Z a Z; plyne, ze Z; je Lévyho proces a ze
ma charakteristickd funkce pozadovany tvar. U

4.2 Momenty Lévyho procesu

Lemma 4.2.1 Pro libovolné u € R an € N plati

pro néjaké 0 € C splnugici |0] < 1.

Specialné tedy plati: '
e <1+|ul VueR. (4.4)

Piedpokladejme, 7e Z je Lévyho proces v R? s charakteristickou trojici (4, v, ). Pak
charakteristickd funkce Z(1) je

1 .
f(z) = exp {—5 (z,Az) +1(0,2) +/ (=" — 1 —i(z,2)Ip(x)) v (dx)} , VzeR%
Rd
Charakteristickd funkce Z(t) pro t > 0 je podle poznamky 1.1.10 (fi(2))".

Tvrzeni 4.2.2 Necht Z je Lévyho proces s charakteristickou trojici (A, v, ) kterd spliuge

/ lzg| v (dz) < o0.
[l][>1

Pak pro libovolné t > 0

EZk(t) = t(;k + t/ TV (dl’) .

ll]|>1
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Dukaz: Volme ¢t > 0 libovolné.

) b))

d
0 )
= Z Ajrzj +ibp + — (e’<z’9”> —1—i(z,2)Ip(z)) v (da)
= aZk R4
Integrand je zfejmé meéritelnou funkci proménné = pro kazdé z, je diferencovatelnou
funkci proménné z pro kazdé z, integral konverguje dokonce pro kazdé z. Pro ||z]] < 1

plati (pomoci (4.4))

o
0zk

(¢! =1 —i(z,) h(xﬂl = | iz, — implp(x)| <

< awl | (2, 2) | Ljoy<i (@) + |26] Lops1 (@) < [J2]PTjey<i (@) + 2] Lgys1(2)-

Podle predpokladu a vlastnosti Lévyho miry je funkce |z||*Ijzj<1(z) + |2k |Ljz>1(2)
integrovatelnd. Tedy predpoklady véty o zaméné derivace a integralu jsou splnény pro
|z|l < 1. Odtud

ojit . : . eah;
g:) = tji'(2) [—ZAMJ- + o, + /R (e izy — izgllp () V(dx)] pro ||z} <1,
j=1
(4.5)
Ot (z) . [ / }
=it |0, + rpv(do)| .
0z |, : ) >1 s (de)
O

Tvrzeni 4.2.3 Necht Z je Lévyho proces s charakteristickou trojici (A, v, ) kterd spliuge
/ |z;|v(dz) < oo a / |zg| v (dz) < o0.
llz]|>1 ) >1

Pokud navic [o, |z;z| v (dz) < oo, pak pro libovolné t > 0

EZ;(t)Z,(t) = EZ;(t) EZy(t) + tAjr + t/ xjzg v (de) .

R4

Dikaz: Ozna¢me hranatou zévorku v (4.5) symbolem [ ], a derivujme vztah (4.5) pro
2| < 1:

aQﬂt(Z) _ 424t ~t 9 i(z,x) :
ey ) [ 1, + i (2) [—Ajk + oz, /Rd (" iz —izilp(z)) v (dz)
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Integrand je zfejmé méftitelnou funkci proménné x pro kazdé z, je diferencovatelnou
funkci proménné z pro kazdé x, integrél konverguje pro z = 0 diky predpokladu
f||mH>1 |z, v (dz) < co. Pro ||z|| < 1 plati ||e!®®iz;iz,|| < |xjxk| a podle predpokladu
je funkce |z;x)| integrovatelna. Tedy pfedpoklady véty o zaméné derivace a integralu
jsou splnény pro ||z]| < 1. Odtud

i/ (ei<z’x>ixk — iz lp(z)) v (dz) :/ (—e“z’@xjxk) v (dz) pro ||z]| < 1.
0z; Jpa Rd

Tedy
Pitz)|
aZkaZj =0 -

- [#Ezju)mzk(m +t <Ajk + /R ajmy (dx))] .

Pozndmka 4.2.4 Vime, Ze Lévyho mira v spliuje [o, (||z||* A1) < oo. Tedy plati:

/ |2z v (do) <00 <= |2z v (dz) < oo.
R4 ll=[>1

Prok e {l,...,d} an €N plati

" < el < 3 ( Vi) el

ISH

Proto také pron € N plati:

/ |z]|" v (dz) < 0 <= |z|" v (dz) < 0o VE € {1,...,d}.
[[=[I>1

lll|>1
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