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Diplomová práce
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toru nekonečné dimenze nikdy neńı, použ́ıvaj́ı se v tomto kontextu takzva-
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1 Úvod

Klasická Choquetova teorie se zabývá kompaktńımi konvexńımi podmno-
žinami lokálně konvexńıch prostor̊u, předevš́ım pak otázkou, zda je možné
body dané množiny reprezentovat pomoćı Radonových měr nesených v něja-
kém smyslu extremálńımi body této množiny. Tato práce se zabývá některými
aspekty zobecněńı klasické Choquetovy teorie na množiny, u kterých je po-
žadavek kompaktnosti nahrazen nějakým slabš́ım předpokladem, např́ıklad
předpokladem uzavřenosti a omezenosti či úplnosti a omezenosti.

Prvńı pokusy o rozš́ı̌reńı klasické kompaktńı Choquetovy teorie na nekom-
paktńı množiny byly učiněny již G. Choquetem, který pracoval s takzvanými
well capped konvexńımi kuželi a kónickými měrami na nich, viz např́ıklad
[8] nebo [18]. Daľśımi, kteř́ı se pokoušeli o zobecněńı Choquetovy teorie
na nekompaktńı podmnožiny lokálně konvexńıch prostor̊u, byli např́ıklad S.
S. Khurana (viz práce [10], [11], [12], [13] a [14]), G. A. Edgar, E. G. F.
Thomas, H. von Weizsäcker nebo G. Winkler (kniha [21]). Někteř́ı autoři se
omezili na Banachovy prostory a pracovali s jejich uzavřenými, omezenými
a konvexńımi podmnožinami s takzvanou Radon-Nikodýmovou vlastnost́ı.
Důležitých výsledk̊u na tomto poli dosáhli G. A. Edgar, který v práci [5]
dokázal analogii Choquetovy věty o reprezentaci pro separabilńı množiny,
v práci [6] se zabýval neseparabilńım př́ıpadem a spolu s R. D. Bourginem
v práci [3] rozš́ı̌ril některá tvrzeńı týkaj́ıćı se pojmu simplexu, či P. Mankie-
wicz, který v práci [16] zjednodušil Edgarovy metody. Vynikaj́ıćım přehledem
těchto a mnohých daľśıch výsledk̊u je Bourginova kniha [2].

V této práci se budeme zabývat předevš́ım otázkou existence barycenter
měr, vlastnostmi barycentrického zobrazeńı a zobecněńım Bauerovy charak-
teristiky extremálńıch bod̊u.

V této souvislosti ihned vyvstává několik otázek, např́ıklad jakých měr by
se měla tato teorie týkat. Radonovy mı́ry, často nazývané regulárńı borelovské
mı́ry, které jsou d́ıky Rieszově větě o reprezentaci přirozeným rámcem pro
kompaktńı Choquetovu teorii, se zpravidla definuj́ı pro lokálně kompaktńı
prostory. Je samozřejmě možné je definovat i pro libovolné topologické pros-
tory, jak se také čińı, ale množina těchto měr již netvoř́ı duál k prostoru spo-
jitých omezených funkćı na dané množině jako v kompaktńı teorii, což přináš́ı
řadu pot́ıž́ı. Přitom např́ıklad uzavřená omezená množina s neprázdným
vnitřkem v Banachově prostoru nekonečné dimenze neńı podle známého
Rieszova lemmatu nikdy lokálně kompaktńı. Obvykle se pak v této nekom-
paktńı teorii skutečně pracuje s takzvanými tight mı́rami, což jsou vlastně
Radonovy mı́ry (tj. mı́ry regulárńı vzledem k aproximaci kompaktńımi mno-
žinami zevnitř) definované pro libovolné úplně regulárńı topologické prostory,
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při práci s nimi je ale třeba překonávat mnoho překážek.
Druhá, třet́ı a čtvrtá kapitola jsou sṕı̌se př́ıpravné. Ve druhé kapitole

shrneme základńı definice a tvrzeńı z topologie a z teorie lokálně konvexńıch
prostor̊u potřebné v daľśıch kapitolách. Ve třet́ı kapitole zopakujeme ve struč-
nosti základńı poznatky klasické kompaktńı Choquetovy teorie.

Čtvrtá kapitola pak shrne základńı výsledky o zobecněńı Rieszovy věty
o reprezentaci pro nekompaktńı topologické prostory (tzv. Alexandrovově
větě) a o měrách na těchto prostorech. Jak jsme již naznačili, tight mı́ry
netvoř́ı duál k prostoru spojitých omezených funkćı. Abychom tento duál
dostali, je třeba uvažovat konečně aditivńı mı́ry na slabš́ı algebře množin
než tvoř́ı borelovské množiny. Tyto mı́ry se pak nazývaj́ı baireovské mı́ry.
Jelikož baireovské mı́ry nemaj́ı př́ılǐs pěkné vlastnosti, vyčleňuj́ı se dále r̊uzné
jejich podmnožiny, např́ıklad již zmiňované tight mı́ry. V této kapitole také
zavád́ıme značeńı a zmı́ńıme základńı poznatky z teorie lokálně konvexńıch
prostor̊u, na které se budeme v daľśım odkazovat.

Základńım pojmem Choquetovy teorie je pojem těžǐstě mı́ry. Opust́ıme-li
rámec kompaktńıch množin, kde každá Radonova mı́ry má těžǐstě, setkáme
se již zde s problémy, jelikož baireovské mı́ry na uzavřených omezených
množinách těžǐstě mı́t nemuśı. Touto problematikou se zabýváme v páté
kapitole, kde uvád́ıme př́ıklady ilustruj́ıćı tento fenomén, a dále věty, za-
ručuj́ıćı za určitých předpoklad̊u existenci těžǐstě a několik vět týkaj́ıćıch se
spojitosti barycentrického zobrazeńı. Věty v této kapitole jsou z článk̊u [10]
a [11], d̊ukaz Věty 5.7 je p̊uvodńı, stejně jako Př́ıklad 5.6.

Šestá kapitola je věnována možnostem zobecněńı známé Bauerovy cha-
rakteristiky extremálńıch bod̊u, podle které v konvexńım kompaktu je bod x
extremálńı, právě když jediná Radonova mı́ra reprezentuj́ıćı x je mı́ra Dira-
cova koncentrovaná v tomto bodě. Tato věta vlastně ř́ıká, že množina ex-
tremálńıch bod̊u je nejmenš́ı množinou, pro kterou je možné vyslovit větu
o integrálńı reprezentaci, přesněji, máj́ı-li být hledané reprezentuj́ıćı mı́ry
nesené nějakou pevnou množinou, muśı tato množina obsahovat extremálńı
body. Je tedy d̊uležité vědět, zda podobné tvrzeńı plat́ı i pro nekompaktńı
množiny. Opět se ukazuje, že obecně toto tvrzeńı neplat́ı, což je ukázáno
na př́ıkladech, nicméně uvedeme podmı́nky, za kterých je možné je vyslovit.
Tvrzeńı uvedená v této kapitole jsou zpracována z článk̊u [10] a [12], př́ıklady
v této kapitole jsou pak p̊uvodńı.

V posledńı, sedmé kapitole, se zaměř́ıme na několik daľśıch tvrzeńı zná-
mých z kompaktńı teorie, na to, zda plat́ı i pro nekompakty, př́ıpadně v jakém
tvaru. Půjde zde o jistou analogii ekvivalence Krein-Milmanovy věty s in-
tegrálńı reprezentaćı, o Milmanovu větu, obálky funkćı a Choquetovo uspo-
řádáńı. Původńı jsou Věty 7.3, 7.9, druhá rovnost ve Větě 7.8 a Věta 7.12,
která je verźı již známé Winklerovy věty, viz text u této věty.
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2 Předběžnosti

V této kapitole shrneme stručně základńı definice a tvrzeńı už́ıvané v dal-
š́ım textu.

Zmiňme nejprve základńı značeńı, které budeme v textu použ́ıvat. Sym-
boly N a R budou po řadě značit množinu přirozených a reálných č́ısel. Sym-
bol c0 bude označovat prostor všech reálných posloupnost́ı konverguj́ıćıch
k nule (se supremovou normou), c00 prostor všech reálných posloupnost́ı
s pouze konečně mnoha nenulovými členy, l1 pak prostor takových reálných
posloupnost́ı, které jsou absolutně sč́ıtatelné a l∞ prostor těch, které jsou
omezené. Je-liX normovaný lineárńı prostor s normou ‖.‖, pak symbolem BX

budeme značit uzavřenou jednotkovou kouli v tomto prostoru, tj. množinu
{x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}. Je-li f funkce na nějaké množině X a Y ⊂ X, pak f |Y
bude značit restrikci funkce f na množinu Y .

Topologické prostory a nety

Necht’ T je topologický prostor. Symbolem Cb(T ) budeme značit pros-
tor všech spojitých omezených reálných funkćı na T opatřený supremovou
normou (‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ T}). Prostor Cb(T ) s touto normou tvoř́ı
Banach̊uv prostor. Symbol C(T ) bude pak značit množinu všech spojitých
funkćı na T . Je-li K kompakt, pak samozřejmě C(K) = Cb(K).

Zopakujme dále pojem netu, někdy též nazývaný zobecněná posloupnost.
Množina I opatřená relaćı ≺ se nazývá usměrněná, je-li částečně uspořádaná
(tj. relace ≺ je reflexivńı, transitivńı a antisymetrická) a pro každé dva prvky
x, y ∈ I existuje z ∈ I tak, že x ≺ z a y ≺ z. Net (zobecněná posloupnost)
prvk̊u topologického prostoru T je pak zobrazeńı x : I → T , jehož definičńı
obor je nějaká usměrněná množina I. Hodnotu zobrazeńı x v bodě α ∈ I
budeme značit zkráceně xα, celý net pak budeme značit {xα}α∈I nebo {xα}.
Množina I se nazývá indexová množina netu {xα}α∈I .

Net {xα}α∈I dle definice konverguje k prvku x ∈ T , což budeme značit
xα → x nebo limxα = x, pokud pro každé okoĺı U bodu x existuje index
α0 ∈ I takový, že pro α0 ≺ α plat́ı xα ∈ U .

Analogicky pojmu podposloupnost posloupnosti se definuje pojem pod-
netu. Net {yβ}β∈J se nazývá podnet (zobecněná podposloupnost) netu {xα}α∈I ,
pokud existuje zobrazeńı ϕ : J → I tak, že:

i) ϕ(α1) ≺ ϕ(α2), pokud α1 ≺ α2,

ii) pro každé α ∈ I existuje β ∈ J tak, že α ≺ ϕ(β),

iii) pro každé β ∈ J plat́ı yβ = xϕ(β).
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Pomoćı těchto pojmů lze nyńı charakterizovat mnohé vlastnosti r̊uzných
objekt̊u. Např́ıklad zobrazeńı f : T → S, kde T, S jsou topologické prostory,
je spojité v bodě x ∈ T , právě když f(xα) → f(x) pro každý net {xα} takový,
že xα → x. Daľśım d̊uležitým tvrzeńım je, že podmnožina K topologického
prostoru T je kompaktńı, právě když z každého netu prvk̊u množiny K lze
vybrat konvergentńı podnet s limitou v množině K.

Zmiňme ještě, že topologický prostor T se nazývá úplně regulárńı, pokud
pro každou uzavřenou F ⊂ T a bod x ∈ T \ F existuje f ∈ Cb(T ) taková, že
f = 0 na F a f(x) = 1.

Detaily o topologických prostorech lze nalézt v [15, str. 302–311] nebo
v klasické učebnici [9].

Lokálně konvexńı prostory a slabé topologie

Lokálně konvexńı prostory, stejně jako topologické vektorové prostory,
budeme vždy uvažovat nad tělesem R a budeme předpokládat, že jejich
topologie je Hausdorffova. Známé tvrzeńı ř́ıká, že topologie na vektorovém
prostoru je lokálně konvexńı, právě když je generována nějakým systémem
pseudonorem. Každá lokálně konvexńı topologie (dokonce každá lineárńı to-
pologie, tj. topologie, v ńıž daný vektorový prostor je topologický vektorový
prostor) je úplně regulárńı (pro lokálně konvexńı prostory to plyne snadno
z existence pseudonorem generuj́ıćıch danou topologii), takže i každá pod-
množina lokálně konvexńıho prostoru je v relativńı topologii úplně regulárńı.

Necht’ W je topologický vektorový prostor. Symbolem W ∗ budeme značit
duál k prostoru W , tj. množinu všech spojitých lineárńıch forem na W .

Je-li E lokálně konvexńı prostor, pak slabou topologíı na E nazýváme
topologii generovanou systémem pseudonorem {pϕ}ϕ∈E∗ , kde pϕ(x) := |ϕ(x)|
pro x ∈ E. Takto definovanou topologii nazýváme slabou topologíı a znač́ıme
ji symbolem ω. Net {xα} prvk̊u z E konverguje v této topologii k prvku
x ∈ E, právě když ϕ(xα) → ϕ(x) pro každé ϕ ∈ E∗. Tato konvergence se
znač́ı xα

ω→ x.
Na prostoru E∗ pak můžeme definovat topologii pomoćı systému pseudo-

norem {px}x∈E, kde px(ϕ) := |ϕ(x)| pro ϕ ∈ E∗. Tato topologie se pak nazývá
ω∗-topologie a znač́ı se symbolem ω∗. Net {ϕα} prvk̊u z E∗ pak konverguje
ve ω∗-topologii k prvku ϕ ∈ E∗, právě když ϕα(x) → ϕ(x) pro každé x ∈ E,

což znač́ıme ϕα
ω∗→ ϕ.

Uved’me jednu d̊uležitou větu týkaj́ıćı se ω∗-topologíı:

Věta 2.1 (Alaoglu). Necht’ X je Banach̊uv prostor. Pak uzavřená jednotková
koule BX∗ := {ϕ ∈ X∗ : ‖ϕ‖ ≤ 1} je ω∗-kompaktńı.

Pro podrobnosti viz např́ıklad [15].
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Konvexita

Zmiňme nyńı několik pojmů týkaj́ıćıch se konvexity. Jedńım ze základńıch
pojmů Choquetovy teorie je pojem extremálńıho bodu:

Definice 2.2. Necht’ X je konvexńı podmnožina vektorového prostoru V
a x ∈ X. Pak x se nazývá extremálńım bodem množiny X, pokud pro libo-
volné body y, z ∈ X, splňuj́ıćı x = y+z

2
, již nutně plat́ı y = z. Množinu všech

extremálńıch bod̊u množiny X budeme značit extX.

Je-li M podmnožina vektorového prostoru V , pak symbolem conv(M)
znač́ıme konvexńı obal množiny M , tj. pr̊unik všech konvexńıch podmnožin
W , které jsou nadmnožinou M . Snadno se ukáže (např́ıklad indukćı), že

conv(M) =
{ n∑

i=1

λixi : x1, . . . , xn ∈M,λi ≥ 0,
n∑

i=1

λi = 1, n ∈ N
}
.

Je-li dále M podmnožina topologického vektorového prostoru W , pak sym-
bol conv(M) znač́ı uzavřený konvexńı obal množiny M , tj. pr̊unik všech
uzavřených konvexńıch podmnožin W , které jsou nadmnožinou M . Plat́ı
conv(M) = conv(M), což opět neńı složité ukázat.

Definice 2.3. Necht’ M je konvexńı podmnožina topologického vektorové-
ho prostoru W . Označme jako A(M) množinu všech h ∈ Cb(M), které jsou
afinńı, tj.pro každé x, y ∈M a λ ∈ [0, 1] plat́ı

h(λx+ (1− λ)y) = λh(x) + (1− λ)h(y).

Omezené množiny

Pojem omezenosti v lokálně konvexńıch prostorech je dobře známý, přesto
ho připomeneme (pro detaily viz [15, str. 127]). Upozorněme, že omezenost
ve smyslu Definice 2.4 neńı u metrizovatelných lokálně konvexńıch prostor̊u
to samé co metrická omezenost (viz opět [15, str. 127]).

Definice 2.4. Podmnožina A lokálně konvexńıho prostoru E se nazývá
omezená, jestliže ke každému okoĺı nuly U existuje λ > 0 tak, že A ⊂ λU .

Poznámka 2.5. Neńı těžké si rozmyslet, že množina A je omezená, právě
když p(A) je omezená podmnožina R pro každou pseudonormu p z kolekce
pseudonorem generuj́ıćıch topologii E.
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Úplné množiny

Úplnost v kontextu lokálně konvexńıch prostor̊u je analogíı úplnosti pro
metrické prostory, jelikož ale lokálně konvexńı prostory nemuśı být metrizo-
vatelné, je třeba uvažovat nety mı́sto posloupnost́ı.

Definice 2.6. Net {xα}α∈I prvk̊u lokálně konvexńıho (topologického vek-
torového) prostoru E se nazývá cauchyovský, jestliže ke každému okoĺı nuly
U existuje α0 ∈ I tak, že xα − xβ ∈ U pro každé α, β � α0.

Poznámka 2.7. Snadno se nahlédne, že net {xα}α∈I prvk̊u lokálně kon-
vexńıho prostoru E je cauchyovský, právě když pro každou pseudonormu p
z kolekce pseudonorem generuj́ıćıch topologii E a pro každé ε > 0 existuje
α0 ∈ I tak, že p(xα − xβ) < ε pro každé α, β � α0.

Definice 2.8. Podmnožina A lokálně konvexńıho (topologického vektorové-
ho) prostoru E se nazývá úplná, pokud každý cauchyovský net v A konverguje
k nějakému prvku A.

Následuj́ıćı vlastnosti plynou snadno z definice.

• Kompaktńı podmnožiny E jsou úplné.

• Je-li X úplná podmnožina E, pak je již uzavřená.

Dále plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.9. Pokud X je úplná a konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E a K ⊂ X je kompaktńı, je conv(K) také kompaktńı (a samozřejmě
conv(K) ⊂ X).

Věta 2.10. Ke každému lokálně konvexńımu (Hausdorffovu) prostoru exis-
tuje jeho zúplněńı, tj. úplný lokálně konvexńı (Hausdorff̊uv) prostor obsahuj́ıćı
p̊uvodńı jako hustý podprostor.

Věta 2.11. Necht’ E je lokálně konvexńı prostor, ρ p̊uvodńı topologie na
prostoru E a ω slabá topologie na E. Necht’ Ẽ je zúplněńı prostoru (E, ω).

Pak je-li A ⊂ E omezená podmnožina (E, ρ), je A
Ẽ
, jej́ı uzávěr v prostoru

Ẽ, kompaktńı.

Pro podrobnosti o úplných množinách viz [15, str. 253].
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3 Kompaktńı teorie

V této úvodńı kapitole zopakujeme základńı poznatky z klasické Choque-
tovy teorie pro kompaktńı konvexńı podmnožiny lokálně konvexńıch pros-
tor̊u. Jde vesměs o známá tvrzeńı, takže jejich d̊ukazy nebudeme uvádět.
Detaily lze nalézt např́ıklad v knihách [8], [15] či [18].

Základńım výsledkem kompaktńı teorie je následuj́ıćı věta:

Věta 3.1 (Krein-Milman). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lo-
kálně konvexńıho prostoru E. Pak K = conv(extK).

V konečné dimenzi se dá ř́ıci mnohem v́ıce:

Věta 3.2 (Carathéodory-Minkowski). Necht’ K je kompaktńı konvexńı pod-
množina prostoru Rn, kde n ∈ N. Pak každý bod x ∈ K je konvexńı kombinaćı
nejvýše n+ 1 extremálńıch bod̊u množiny K. Speciálně K = conv(extK).

Krein-Milmanova věta lze přeformulovat v řeči barycenter Radonových
měr. Zopakujme v rychlosti pojem Radonovy mı́ry a Rieszovu větu o repre-
zentaci.

Definice 3.3. Necht’ K je kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor. Ra-
donovou (regulárńı borelovskou) mı́rou naK rozumı́me nezápornou, konečnou
a spočetně aditivńı (tj. přǐrazuj́ıćı sjednoceńı spočetně mnoha disjunktńıch
množin součet hodnot na těchto množinách) množinovou funkci µ na bore-
lovských podmnožinách prostoru K takovou, že

µ(A) = sup{µ(T ) : T kompaktńı, T ⊂ A}

pro každou borelovskou množinu A ⊂ K. Množinu všech těchto měr označme
M+(K). Rozd́ıl̊um dvou měr z M+(K) se ř́ıká znaménkové Radonovy mı́ry a
množina všech těchto měr se znač́ı M(K). Dále množinu všech Radonových
měr µ ∈ M+(K) takových, že µ(K) = 1 budeme značit M1(K) a ř́ıkat jim
pravděpodobnostńı Radonovy mı́ry.

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch tvrzeńı o Radonových měrách je následuj́ıćı věta
o reprezentaci:

Věta 3.4 (Riesz). Necht’ K je kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor.
Pak duál prostoru C(K) je izometricky izomorfńı prostoru M(K), a to ve
smyslu zobrazeńı, které každé µ ∈ M(K) přiřad́ı funkcionál f 7→

∫
K
f dµ,

f ∈ C(K).
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Definice 3.5 (Těžǐstě mı́ry). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina
lokálně konvexńıho prostoru E a necht’ µ ∈ M1(K). Bod x ∈ K se nazývá
těžǐstěm (barycentrem) mı́ry µ, jestliže plat́ı

ϕ(x) =

∫
K

ϕ dµ pro každé ϕ ∈ E∗. (1)

Někdy se také ř́ıká, že mı́ra µ reprezentuje bod x.

Základńı vlastnosti barycenter udává tato věta:

Věta 3.6. Necht’ K je kompakńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E. Pak každá µ ∈ M1(K) má právě jedno těžǐstě. Nav́ıc zobrazeńı
r : (M1(K), ω∗) −→ K, přiřazuj́ıćı každé mı́ře µ ∈ M1(K) jej́ı těžǐstě r(µ),
je afinńı a spojité.

Barycentrická formule (1) plat́ı pro větš́ı systém funkćı než jen pro prvky
E∗, jmenovitě např́ıklad pro množinu všech afinńıch spojitých funkćı na K,
které znač́ıme A(K) (viz Definici 2.3). Upozorněme, že ne každá afinńı spo-
jitá funkce na K je tvaru ϕ + r, kde ϕ ∈ E∗ a r je konstantńı, pro které
barycentrická formule triviálně plat́ı, takže má smysl se takovým problémem
zabývat. Př́ıklad afinńı spojité funkce, která neńı tvaru ϕ + r, kde ϕ ∈ E∗

a r je konstantńı, je uveden v [18, str. 22].

Věta 3.7. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E a necht’ µ ∈ M1(K) má těžǐstě x ∈ K. Pak h(x) =

∫
K
h dµ pro

každou h ∈ A(K).

Pomoćı pojmu reprezentuj́ıćı mı́ry lze charakterizovat pojem extremálńıho
bodu. Nav́ıc tato charakterizace vede k definici Choquetovy hranice v kon-
textu funkčńıch prostor̊u na libovolném kompaktu. Symbolem εx znač́ıme
Diracovu mı́ru v bodě x, tj. εx(f) = f(x) pro každou f ∈ C(K).

Věta 3.8 (Bauer). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E a x ∈ K. Pak x ∈ extK, právě když εx je jediná
pravděpodobnostńı Radonova mı́ra na množině K reprezentuj́ıćı bod x.

Daľśı užitečnou větou je následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 3.9 (Milman). Necht’ K je kompaktńı, konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a M ⊂ K taková, že K = conv(M). Pak extK ⊂M .

Zkombinujeme-li Milmanovu větu s větou Krein-Milmanovou, dostáváme,
že množina extK je ve skutečnosti nejmenš́ı (ve smyslu inkluze) uzavřená
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podmnožina K, jej́ıž uzavřený konvexńı obal je množina K. Speciálně tedy
plat́ı

extK =
⋂
{M : M ⊂ K,M uzavřená, K = conv(M)}.

Jak již bylo řečeno výše, Krein-Milmanova věta lze přeformulovat v řeči
barycenter Radonových měr. Následuj́ıćı věta lze snadno odvodit z věty
Krein-Milmanovy a naopak. Symbolem suptµ znač́ıme nosič mı́ry µ, tj. nej-
menš́ı uzavřenou množinu (ve smyslu inkluze), jej́ıž doplněk má nulovou mı́ru.
Jak je známo z Teorie mı́ry, taková množina existuje.

Věta 3.10. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E a x ∈ K. Pak existuje mı́ra µ ∈ M1(K) reprezentuj́ıćı bod x
taková, že suptµ ⊂ extK.

Jelikož může být K = extK, a tedy předchoźı věta v takovém př́ıpadě
nic zaj́ımavého neř́ıká (stač́ı vźıt Diracovu mı́ru v bodě x), je přirozené se
ptát, zda nelze naj́ıt mı́ru nesenou př́ımo extremálńımi body. Tuto otázku
pro metrizovatelné kompakty zodpověděl G. Choquet. Nejdř́ıve je ale třeba
vyřešit otázku měřitelnosti množiny extremálńıch bod̊u.

Lemma 3.11 (Hervé). Necht’ K je metrizovatelná, kompaktńı a konvexńı
podmnožina lokálně konvexńıho prostoru E. Pak množina extK je typu Gδ

a je tedy borelovsky měřitelná.

Věta 3.12 (Choquet). Necht’ K je metrizovatelná, kompaktńı a konvexńı
podmnožina lokálně konvexńıho prostoru E. Pak pro každé x ∈ X existuje
mı́ra µ ∈M1(K) reprezentuj́ıćı bod x taková, že µ(extK) = 1.

V d̊ukazu Choquetovy věty se využ́ıvá vlastnost́ı obálek funkćı, zmiňme
tedy stručně jejich základńı vlastnosti. Obálek se dále využ́ıvá i v nemetri-
zovatelném př́ıpadě.

Definice 3.13. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E a necht’ f ∈ C(K). Pak definujme

f(x) := inf{g(x) : g ≥ f, g ∈ A(K)}.

Analogicky se definuje f .

Lemma 3.14. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E. Necht’ f ∈ C(K). Pak f je omezená, konkávńı a shora
polospojitá funkce na K. Dále zobrazeńı f 7→ f je sublineárńı na C(K), tj.
pro každé λ ≥ 0 a pro každé f, g ∈ C(K) plat́ı λf = λf a f + g ≤ f + g.
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Jedna z nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı obálek je vyjádřena v následuj́ıćı větě.
Z ńı se již celkem snadno odvod́ı Choquetova věta pro metrizovatelné kom-
pakty (s využit́ım toho, že na těchto kompaktech existuje striktně konvexńı
funkce).

Věta 3.15. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E a necht’ x ∈ K a f ∈ C(K). Pak

[f(x), f(x)] =

{∫
K

f dµ : µ ∈M1(K), µ reprezentuje x

}
.

Daľśım užitečným tvrzeńım je pak tato věta:

Věta 3.16. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E. Pak

extK =
⋂

f∈C(K)

{x ∈ K : f(x) = f(x)} =
⋂

f∈C(K)
f konvexńı

{x ∈ K : f(x) = f(x)}.

Choquetova věta plat́ı pro metrizovatelné kompakty, pro nemetrizovatelné
je situace komplikovaněǰśı. Množina extK již nemuśı být borelovská. Nicméně
lze źıskat poněkud slabš́ı tvrzeńı. Nejdř́ıve ale definice:

Definice 3.17. Necht’ µ, ν ∈ M1(K). Ṕı̌seme µ ≺ ν, pokud µ(f) ≤ ν(f)
pro každou f ∈ C(K), která je konvexńı. Relace ≺ se nazývá Choquetovo
uspořádáńı.

Choquetovo uspořádáńı je částečným uspořádáńım na množině M1(K).
Nav́ıc plat́ı toto tvrzeńı:

Věta 3.18. Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru E a necht’ µ ∈ M1(K). Pak existuje mı́ra λ ∈ M1(K) maximálńı
v Choquetově uspořádáńı, pro kterou µ ≺ λ.

Důsledkem předchoźı věty je pak tato věta:

Věta 3.19 (Choquet-Bishop-de Leeuw). Necht’ K je kompaktńı konvexńı
podmnožina lokálně konvexńıho prostoru E. Pak ke každému bodu x ∈ K exis-
tuje mı́ra µ ∈ M1(K) maximálńı v Choquetově uspořádáńı a reprezentuj́ıćı
bod x.

Jak jsme již řekli, množina extK nemuśı být borelovská. Přirozená otázka,
zda mı́ry maximálńı v Choquetově uspořádáńı jsou alespoň neseny každou
borelovskou množinou obsahuj́ıćı extremálńı body, byla také zodpovězena
záporně. Nicméně plat́ı následuj́ıćı věta:
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Věta 3.20 (Bishop-de Leeuw). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina
lokálně konvexńıho prostoru E a necht’ µ ∈M1(K) maximálńı v Choquetově
uspořádáńı. Pak µ(C) = 0 pro každou uzavřenou Gδ množinu C disjunktńı
s množinou extK.

Dá se dokázat, že každá mı́ra maximálńı v Choquetově uspořádáńı je
nesena množinou extK, takže věta 3.19 je zlepšeńım Krein-Milmanovy věty.
K d̊ukazu lze využ́ıt následuj́ıćı charakteristiku maximálńıch měr:

Věta 3.21 (Mokobodzki). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lo-
kálně konvexńıho prostoru E a necht’ µ ∈M1(K). Pak µ je maximálńı v Cho-
quetově uspořádáńı, právě když µ(f) = µ(f) pro každou konvexńı f ∈ C(K),
což je také ekvivalentńı tomu, že µ(f) = µ(f) pro každou f ∈ C(K).
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4 Baireovské mı́ry

Jak již bylo řečeno v úvodu, jednou z prvńıch přirozených otázek při
pokusu rozš́ı̌rit Choquetovu teorii na nekompaktńı množiny je otázka, jaké
mı́ry vlastně uvažovat. V kompaktńı teorii se pracuje s Radonovými měrami,
které podle Rieszovy věty odpov́ıdaj́ı duálu k prostoru spojitých funkćı na
daném kompaktu. V této kapitole shrneme základńı poznatky o zobecněńı
Rieszovy věty pro úplně regulárńı topologické prostory, nazývané Alexan-
drovova věta (Věta 4.2). Jelikož podle této věty duál k prostoru spojitých
omezených funkćı na daném úplně regulárńım prostoru tvoř́ı konečně aditivńı
mı́ry, nav́ıc na menš́ı algebře množin než na borelovské σ-algebře, které nej-
sou př́ılǐs praktické, uvažuj́ı se r̊uzné jejich podmnožiny s lepš́ımi vlastnostmi.
Zmı́ńıme podstatné vlastnosti některých těchto nejd̊uležitěǰśıch množin měr
a zaměř́ıme se také na otázku jejich rozšǐrováńı na borelovskou σ-algebru.

V celé kapitole bude symbol T značit úplně regulárńı Hausdorff̊uv topo-
logický prostor.

Lineárńı funkcionály na Cb(T )

Shrňme nejprve základńı vlastnosti lineárńıch funkcionál̊u na prostoru
Cb(T ). Lineárńı funkcionál Λ na Cb(T ) se nazývá nezáporný, je-li Λ(f) ≥ 0,
pokud f ≥ 0. V takovém př́ıpadě budeme psát Λ ≥ 0. Snadno se nahlédne, že
nezáporný lineárńı funkcionál je již omezený. Značeńı Λ1 ≥ Λ2 pro omezené
lineárńı funkcionály Λ1 a Λ2 znamená, že Λ1 − Λ2 ≥ 0.

Každý omezený lineárńı funkcionál Λ na Cb(T ) lze psát ve tvaru Λ =
Λ+ − Λ−, kde Λ+,Λ− ≥ 0 a pro každou f ∈ Cb(T ), f ≥ 0 plat́ı

Λ+(f) = sup{Λ(h) : h ∈ Cb(T ), 0 ≤ h ≤ f},

Λ−(f) = − inf{Λ(h) : h ∈ Cb(T ), 0 ≤ h ≤ f}.
Tato reprezentace je minimálńı v tom smyslu, že je-li Λ = Λ1 − Λ2, kde
Λ1,Λ2 ≥ 0, pak Λ1 ≥ Λ+ a Λ2 ≥ Λ−. Funkcionály Λ+ a Λ− se nazývaj́ı
pozitivńı a negativńı variace funkcionálu Λ. Totálńı variace funkcionálu Λ je
definována jako |Λ| := Λ+ + Λ−. Pro f ∈ Cb(T ), f ≥ 0, plat́ı

|Λ|(f) = sup{Λ(h) : h ∈ Cb(T ), |h| ≤ f}

a ‖Λ‖ = |Λ|(1) = Λ+(1) + Λ−(1).

Základńı vlastnosti baireovských měr

Obrat’me nyńı pozornost k problematice měr na prostoru T (zopakuj-
me, že T znač́ı úplně regulárńı Hausdorff̊uv topologický prostor). Nejprve
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označme

Z := {f−1(0) : f ∈ Cb(T )} a U := {T \ Z : Z ∈ Z}.

Symboly Ba a Baσ necht’ znač́ı po řadě nejmenš́ı algebru a σ-algebru
obsahuj́ıćı systém Z. Prvky Baσ se nazývaj́ı baireovské množiny.

Snadno se ověř́ı, že Ba (Baσ) tvoř́ı nejmenš́ı (σ-) algebru takovou, že
všechny f ∈ Cb(T ) jsou vzhledem k této (σ-) algebře měřitelné.

Baireovskou mı́rou budeme rozumět nezápornou, konečnou a konečně adi-
tivńı množinovou funkci µ definovanou na Ba, která je regulárńı v tomto
smyslu: je-li A ∈ Ba, pak

µ(A) = sup{µ(Z) : Z ∈ Z, Z ⊂ A}.

Snadno se nahlédne, že pak také pro každou A ∈ Ba plat́ı

µ(A) = inf{µ(U) : U ∈ U , A ⊂ U}.

Rozd́ıl dvou baireovských měr se nazývá znaménková baireovská mı́ra. Mno-
žinu všech znaménkových baireovských měr na T znač́ıme M(T ), množinu
všech baireovských měr (tedy těch nezáporných) pak M+(T ) (v minulé kapi-
tole jsme značili množinu Radonových měr a znaménkových Radonových měr
na kompaktu K symboly M+(K) a M(K), zat́ımco baireovské mı́ry znač́ıme
pomoćı kaligrafického M).

Bude-li z kontextu jasné, že se jedná o baireovskou mı́ru, budeme někdy
slovo baireovská vynechávat a použ́ıvat prostě označeńı mı́ra.

Každou znaménkovou baireovskou mı́ru µ ∈ M(T ) lze reprezentovat ve
tvaru µ = µ+ − µ−, kde µ+, µ− ∈M+(T ) a pro každou A ∈ Ba plat́ı

µ+(A) = sup{µ(B) : B ∈ Ba,B ⊂ A},

µ−(A) = − inf{µ(B) : B ∈ Ba,B ⊂ A}.

Tato reprezentace je minimálńı v tom smyslu, že je-li µ = µ1 − µ2, kde
µ1, µ2 ∈M+(T ), pak µ1 ≥ µ+ a µ2 ≥ µ−. Mı́ry µ+ a µ− se nazývaj́ı pozitivńı
a negativńı variace µ. Totálńı variaci baireovské mı́ry µ definujeme jako
|µ| := µ+ + µ−; zřejmě |µ| ∈ M+(T ).

Vněǰśı a vnitřńı mı́ru indukovanou baireovskou mı́rou µ ∈ M+(T ) defi-
nujeme pro každou A ⊂ T jako

µ∗(A) := inf{µ(U) : U ∈ U , A ⊂ U},

µ∗(A) := sup{µ(Z) : Z ∈ Z, Z ⊂ A}.
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Prostor M(T ) s normou ‖µ‖ := |µ|(T ) tvoř́ı Banach̊uv prostor.

Pro µ ∈M+(T ) a f ∈ Cb(T ) definujeme∫
T

f dµ := sup

{∫
T

h dµ : h ≤ f, h jednoduchá funkce vzhledem k Ba
}
,

kde
∫

T
h dµ pro h jednoduchou funkci se definuje zřejmým zp̊usobem (jedno-

duchou funkćı mysĺıme lineárńı kombinaci charakteristických funkćı množin
z Ba). Pro µ ∈M(T ) a f ∈ Cb(T ) pak definujeme (oba integrály jsou konečné,
rozd́ıl má tedy smysl):∫

T

f dµ :=

∫
T

f dµ+ −
∫

T

f dµ−.

Integrace vzhledem ke konečně aditivńım měrám je detailně popsána v [4].

Je-li µ množinová funkce na nějaké algebře či σ-algebře podmnožin T ,
pak pro množinu A z tohoto systému definujeme množinovou funkci µA jako
µA(B) := µ(B ∩ A) pro všechny B z daného systému množin.

Následuj́ıćı dvě základńı věty dávaj́ı do souvislosti baireovské mı́ry a fun-
kcionály. Jejich d̊ukazy nebudeme uvádět. Dodejme, že je-li A ⊂ T , pak
symbolem χA znač́ıme charakteristickou funkci množiny A, tj. χA = 1 na A
a χA = 0 na T \ A.

Věta 4.1. Necht’ Λ je nezáporný lineárńı funkcionál na Cb(T ). Pak existuje
právě jedna baireovská mı́ra µ ∈M+(T ) taková, že Λ(f) =

∫
T
f dµ pro každé

f ∈ Cb(T ). Naopak pro každou baireovskou mı́ru µ ∈ M+(T ) je zobrazeńı
f 7→

∫
T
f dµ, f ∈ Cb(T ) nezáporný lineárńı funkcionál na Cb(T ). Nav́ıc plat́ı

µ(Z) = inf{Λ(f) : f ∈ Cb(T ), χZ ≤ f ≤ 1} pro každou Z ∈ Z,

µ(U) = sup{Λ(f) : f ∈ Cb(T ), 0 ≤ f ≤ χU} pro každou U ∈ U .
Věta 4.2 (A. D. Alexandrov). M(T ) je duálem k Cb(T ). Přesněji řečeno,
ke každému omezenému lineárńımu funkcionálu Λ na Cb(T ) existuje právě
jedna znaménková baireovská mı́ra µ ∈ M(T ) taková, že Λ(f) =

∫
T
f dµ

pro každé f ∈ Cb(T ) a plat́ı ‖Λ‖ = ‖µ‖. Obráceně, je-li µ ∈ M(T ), pak
f 7→

∫
T
f dµ, f ∈ Cb(T ), je omezený lineárńı funkcionál na Cb(T ) s normou

rovnou ‖µ‖. Mı́ry µ+, µ− a |µ| odpov́ıdaj́ı po řadě funkcionál̊um Λ+,Λ− a |Λ|.
S ohledem na předchoźı větu nebudeme v daľśım rozlǐsovat mezi baire-

ovskými měrami a jim odpov́ıdaj́ıćımi prvky duálu k Cb(T ). Nav́ıc máme d́ıky
této větě na prostoru M(T ) zadánu ω∗-topologii. Net {µα} měr z M(T ) pak
konverguje v ω∗-topologii k mı́̌re µ ∈ M(T ), právě když µα(f) → µ(f) pro
každou f ∈ Cb(T ). Pro mı́ry z M+(T ) se pak tato konvergence dá geomet-
ricky charakterizovat takto:
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Věta 4.3. Necht’ {µα} je net měr z M+(T ) a necht’ µ ∈M+(T ). Následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı:

i) µα
ω∗→ µ,

ii) µα(T ) → µ(T ) a lim supµα(Z) ≤ µ(Z) pro každou Z ∈ Z.

Důležité podmnožiny baireovských měr

Definujme nyńı několik d̊uležitých podmnožin prostoru M(T ). Značeńı
fα ↓ 0 pro net funkćı fα znamená, že fα → 0 a fα ≥ fβ pro α ≺ β.

Definice 4.4. i) Funkcionál Λ ∈ M(T ) se nazývá σ-aditivńı, pokud pro
každou posloupnost {fn} v Cb(T ), fn ↓ 0, plat́ı Λ(fn) → 0.

ii) Funkcionál Λ ∈M(T ) se nazývá τ -aditivńı, pokud pro každý net {fα}
v Cb(T ), fα ↓ 0, plat́ı Λ(fα) → 0.

iii) Funkcionál Λ ∈ M(T ) se nazývá tight, pokud pro každý net {fα}
v Cb(T ), pro který ‖fα‖ ≤ 1 pro každé α a fα → 0 stejnoměrně na
kompaktech, plat́ı Λ(fα) → 0.

Množinu všech σ-aditivńıch, τ -aditivńıch a tight funkcionál̊u označme
po řadě Mσ(T ), Mτ (T ) a Mt(T ). Množinu všech takových nezáporných
funkcionál̊u pak označme po řadě M+

σ (T ), M+
τ (T ) a M+

t (T ).

Věta 4.5. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

i) Λ ∈Mσ(T ),

ii) Λ+ ∈M+
σ (T ) a Λ− ∈M+

σ (T ),

iii) |Λ| ∈ M+
σ (T ).

Totéž plat́ı pro prvky Mτ (T ) a Mt(T ).

Poznámka 4.6. Plat́ı:

Mt(T ) ⊂Mτ (T ) ⊂Mσ(T ) ⊂M(T ).

Druhá a třet́ı inkluze jsou zřejmé, prvńı plyne z Diniho věty, podle které
nerostoućı net {fα} funkćı z Cb(T ) (tj. fα ≥ fβ pro α ≺ β) konverguje
k nule stejnoměrně, právě když konverguje k nule stejnoměrně na kom-
paktech. Voĺıme-li pak Λ ∈ Mt(T ) a net {fα}, fα ↓ 0, chceme ukázat,
že Λ(fα) → 0. S přihlédnut́ım k Větě 4.5 můžeme předpokládat, že Λ je



4 Baireovské mı́ry 19

nezáporný. Pak Λ(fα) je nerostoućı net v R omezený zdola nulou, je tedy
konvergentńı. Je-li I indexová množina {fα} a α0 ∈ I libovolný, označ́ıme

Ī := {β ∈ I : β � α0}.

Net {fβ}β∈Ī je pak podnet {fα}α∈I , je tedy fβ ↓ 0 a z Diniho věty fβ → 0
stejnoměrně na kompaktech. Nav́ıc ‖fβ‖ ≤ ‖fα0‖ pro každé β ∈ Ī a z definice
tight funkcionálu plyne Λ(fβ) → 0. Je tedy Λ(fα) → 0 a Λ ∈Mτ (T ).

Jelikož ztotožňujeme baireovské mı́ry a př́ıslušné funkcionály, dává nám
předchoźı definice i definici pro mı́ry. Mı́ra z M(T ) je σ-aditivńı, τ -aditivńı
resp. tight, pokud př́ıslušný funkcionál je σ-aditivńı, τ -aditivńı či tight. Násle-
duj́ıćı věta udává geometrickou charakterizaci těchto vlastnost́ı měr. Značeńı
Zα ↓ 0 pro net množin {Zα} znamená, že Zα ⊃ Zβ pro α ≺ β a

⋂
Zα = ∅.

Věta 4.7. Necht’ µ ∈M(T ). Pak plat́ı:

i) µ ∈ Mσ(T ), právě když pro libovolnou posloupnost {Zn} množin ze Z
takovou, že Zn ↓ 0, plat́ı µ(Zn) → 0,

ii) µ ∈Mτ (T ), právě když pro libovolný net {Zα} množin ze Z takový, že
Zα ↓ 0, je µ(Zα) → 0,

iii) µ ∈Mt(T ), právě když pro každé ε > 0 existuje kompaktńı podmnožina
K prostoru T tak, že |µ|∗(T \K) < ε.

Poznámka 4.8. Podmı́nka v i) je ekvivalentńı tomu, že µ(An) → 0 pro
libovolnou posloupnost {An} množin z Ba, An ↓ 0. To je ekvivalentńı tomu,
že mı́ra µ je spočetně aditivńı, tj. že přǐrazuje sjednoceńı spočetně mnoha
disjunktńıch množin z Ba (lež́ı-li toto sjednoceńı v Ba) součet hodnot na
těchto množinách. Prvky Mσ(T ) jsou tedy právě ty prvky M(T ), které jsou
spočetně aditivńı.

Nakonec ještě zaved’me pravděpodobnostńı mı́ry:

Definice 4.9. Definujme následuj́ıćı množiny měr:

M1(T ) := {µ ∈M+(T ) : ‖µ‖ = 1},

M1
σ(T ) := M1(T ) ∩Mσ(T ),

M1
τ (T ) := M1(T ) ∩Mτ (T ),

M1
t (T ) := M1(T ) ∩Mt(T ).

Poznámka 4.10. Snadno si rozmysĺıme, že množina M1(T ) je ω∗-uzavřená
podmnožina uzavřené jednotkové koule v prostoru M(T ), která je podle
Alaogluovy věty 2.1 ω∗-kompaktńı. Takže i množinaM1(T ) je ω∗-kompaktńı.
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Borelovské mı́ry

Zmiňme se nyńı o borelovských měrách na prostoru T . Jak uvid́ıme
v následuj́ıćı sekci, některé baireovské mı́ry je možné rozš́ı̌rit na mı́ry bo-
relovské.

Symboly Bo a Boσ necht’ znač́ı po řadě nejmenš́ı algebru a σ-algebru
obsahuj́ıćı systém všech otevřených podmnožin T . Prvk̊um Boσ se ř́ıká bore-
lovské množiny.

Je-li prostor T metrizovatelný, pak systém množin Z (připomeňme, že
Z := {f−1(0) : f ∈ Cb(T )}) splývá se systémem uzavřených množin a plat́ı
tedy Ba = Bo a Baσ = Boσ.

Uzavřeně regulárńı borelovskou mı́rou rozumı́me takovou nezápornou, ko-
nečnou a spočetně aditivńı (tj. sjednoceńı spočetně mnoha disjunktńıch mno-
žin přǐrad́ı součet hodnot na těchto množinách) množinovou funkci µ na Boσ,
která pro každou A ∈ Boσ splňuje

µ(A) = sup{µ(F ) : F uzavřená, F ⊂ A}.

Rozd́ıl dvou takových měr je pak znaménková uzavřeně regulárńı borelovská
mı́ra.

Kompaktně regulárńı borelovskou mı́rou (Radonovou mı́rou) (budeme-ji,
stejně jako v kompaktńım př́ıpadě, nazývat Radonovou mı́rou; věř́ıme, že ne-
dojde k nedorozuměńı) rozumı́me nezápornou, konečnou a spočetně aditivńı
množinovou funkci µ na Boσ takovou, že pro každou A ∈ Boσ je

µ(A) = sup{µ(K) : K kompaktńı, K ⊂ A}.

Rozd́ıl dvou Radonových měr je pak znaménková Radonova mı́ra.

Rozšǐrováńı měr

Některé baireovské mı́ry lze rozš́ı̌rit na větš́ı σ-algebry, přičemž tato roz-
š́ı̌reńı maj́ı pak lepš́ı vlastnosti než p̊uvodńı mı́ry. Shrňme některé d̊uležité
výsledky o rozšǐrováńı měr.

• Libovolnou mı́ru z Mσ(T ) je možné jednoznačně rozš́ı̌rit na spočetně
aditivńı množinovou funkci na Baσ. Každá spočetně aditivńı funkce na
Baσ je již nutně regulárńı ve smyslu vnitřńıch aproximaćı množinami
ze Z, jej́ı restrikce na Ba je tedy prvkem Mσ(T ).

• Je-li µ ∈M+
τ (T ), pak lze µ jednoznačně rozš́ı̌rit na uzavřeně regulárńı

borelovskou mı́ru na T . Každou µ ∈ Mτ (T ) lze pak jednoznačně
rozš́ı̌rit na znaménkovou uzavřeně regulárńı borelovskou mı́ru na T .
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• Je-li µ ∈M+
t (T ), pak rozš́ı̌reńı z předchoźıho bodu splňuje pro každou

A ∈ Boσ rovnost

µ(A) = sup{µ(K) : K kompaktńı, K ⊂ A}

a µ tedy lze jednoznačně rozš́ı̌rit na Radonovu mı́ru na T . Každou
µ ∈ Mt(T ) pak lze jednoznačně rozš́ı̌rit na znaménkovou Radonovu
mı́ru.

• Je-li µ ∈ Mσ(T ) a µ̄ jeho rozš́ı̌reńı na Baσ, pak
∫

T
f dµ =

∫
T
f dµ̄

pro každé f ∈ Cb(T ). Je-li dále µ ∈ Mσ(T ) baireovská mı́ra na Ba
a existuje-li jej́ı rozš́ı̌reńı na spočetně aditivńı borelovskou mı́ru µ̄ na
Boσ, pak také

∫
T
f dµ =

∫
T
f dµ̄ pro každé f ∈ Cb(T ).

Tato rozš́ı̌reńı budeme pro jednoduchost zápisu vždy značit stejným sym-
bolem jako p̊uvodńı mı́ru.

Poznámka 4.11. Speciálńım př́ıpadem Věty 4.2 je známá Rieszova věta
o reprezentaci, podle které duál k C(K), kde K je kompaktńı Hausdorff̊uv
prostor, je množina všech znaménkových Radonových měr na K; rovnost
těchto prostor̊u je samozřejmě brána ve smyslu Věty 4.2. Předně každý kom-
paktńı Hausdorff̊uv prostor je již úplně regulárńı. Ke každému Λ ∈ C(K)∗

(samozřejmě C(K) = Cb(K)) pak existuje podle Věty 4.2 baireovská mı́ra
µ ∈ M(K) tak, že Λ(g) =

∫
K
g dµ pro každé g ∈ C(K). Jelikož K je

kompaktńı, je každá baireovská mı́ra µ ∈ M(K) také prvkem Mt(K). A
k µ ∈ Mt(K) existuje rozš́ı̌reńı µ̄ na znaménkovou Radonovu mı́ru (na
borelovské σ-algebře). Přitom plat́ı

∫
K
g dµ =

∫
K
g dµ̄ pro každé g ∈ C(K).

Jednoznačnost a zachováńı normy jsou již snadné. Naopak samozřejmě pro
každou Radonovu mı́ru µ na K je zobrazeńı

∫
K
g dµ, g ∈ C(K), prvkem

C(K)∗.

Uvažujeme-li tight mı́ry již rozš́ı̌rené na borelovské množiny, můžeme,
stejně jako pro Radonovy mı́ry na kompaktu, definovat nosič mı́ry. Plat́ı
totiž následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.12. Necht’ T je úplně regulárńı topologický prostor a µ ∈ M+
t (T )

(rozš́ıřená na Boσ). Označme

G :=
⋃
{H : H ⊂ T,H otevřená, µ(H) = 0}

(G je samozřejmě otevřená množina). Pak µ(G) = 0.
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D̊ukaz. Vzhledem k regularitě µ stač́ı pouze dokázat, že µ(K) = 0 pro každou
K ⊂ G kompaktńı. Necht’ tedy K ⊂ G je kompaktńı. Pak z kompaktnosti K
plyne, že existuj́ı otevřené množiny H1, . . . , Hn ⊂ T takové, že

µ(H1) = . . . = µ(Hn) = 0 a
n⋃

i=1

Hi ⊃ K.

Ihned tedy dostáváme, že µ(K) = 0.

Definice 4.13. Necht’ T je úplně regulárńı topologický prostor a µ ∈M+
t (T )

(již rozš́ı̌rená na Boσ). Označme

suptµ :=
⋂
{F : F ⊂ T, F uzavřená, µ(F ) = µ(T )}.

Množina suptµ se nazývá nosičem tight mı́ry µ. Z předchoźı věty v́ıme,
že µ(suptµ) = µ(T ) a samozřejmě suptµ je uzavřená množina, je to tedy
nejmenš́ı uzavřená množina, které mı́ra µ přǐrazuje hodnotu µ(T ).

Detaily o baireovských mı́rách a daľśıch souvislostech je možné nalézt
v [1], [19] nebo [20].
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5 Těžǐstě měr

Těžǐstě mı́ry je základńım pojmem Choquetovy teorie. Jak je známo
z kompaktńı teorie, Radonovy mı́ry na kompaktńıch konvexńıch množinách
maj́ı vždy těžǐstě. Opust́ıme-li kontext kompaktńıch množin, situace se poně-
kud zkomplikuje. V této kapitole se budeme zabývat jednak existenćı těžǐstě,
jednak spojitost́ı barycentrického zobrazeńı.

Základńı vlastnosti barycenter

Definice 5.1 (Těžǐstě mı́ry). Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı pod-
množina lokálně konvexńıho prostoru E a necht’ µ ∈ M1(X). Bod x ∈ X se
nazývá těžǐstěm (barycentrem) mı́ry µ, jestliže plat́ı

ϕ(x) =

∫
X

ϕ dµ pro každé ϕ ∈ E∗. (2)

Někdy se také ř́ıká, že mı́ra µ reprezentuje bod x.

Poznámka 5.2. Shrňme několik jednoduchých pozorováńı týkaj́ıćıch se před-
choźı definice.

• Každé ϕ ∈ E∗ je spojité, je tedy baireovsky (a tedy i borelovsky)
měřitelné. Každé ϕ ∈ E∗ nav́ıc zobrazuje omezené množiny na omezené,
takže

∫
X
ϕ dµ je definován a je konečný pro každé ϕ ∈ E∗.

• Jestliže pro bod x ∈ E plat́ı (2), pak ze separačńı verze Hahn-Bana-
chovy věty pro lokálně konvexńı prostory plyne, že x ∈ X. Takový bod
je tedy již těžǐstěm mı́ry µ.

• Jelikož prvky E∗ odděluj́ı body prostoru E, je ihned vidět, že každá
mı́ra má nejvýše jedno těžǐstě.

Barycentrickou formuli (2) lze, stejně jako v kompaktńım př́ıpadě, rozš́ı̌rit
na afinńı funkce z Cb(X) (pro definici afinńıch spojitých funkćı viz Definici
2.3), jak uvid́ıme ve Větě 5.4, která byla dokázána S. S. Khuranou (viz [11]).
Upozorněme, že ani v kompaktńım př́ıpadě neńı každá afinńı funkce z Cb(X)
tvaru ϕ + a, kde ϕ ∈ E∗ a a je konstantńı, takže má smysl se takovým
problémem zabývat; viz odstavec před Větou 3.7. Symbolem E∗+R znač́ıme
prostor {ϕ+r : ϕ ∈ E∗, r konstantńı funkce s hodnotou r} a (E∗+R)|X jsou
pak restrikce prvk̊u E∗ + R na množinu X.

Lemma 5.3. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ h ∈ A(X). Pak

h = inf{g : g ∈ (E∗ + R)|X , g ≥ h}.
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D̊ukaz. Necht’ tedy h ∈ A(X). Dokažme, že pro každé x ∈ X a ε > 0 existuje
g ∈ E∗ + R tak, že g ≥ h na X a g(x) < h(x) + ε. Necht’ x ∈ X a ε > 0 jsou
pevné. Zřejmě E × R je lokálně konvexńı prostor. Označme

M := {(y, t) ∈ E × R : y ∈ X, t ≤ h(y)}.

M je uzavřená konvexńı podmnožina E×R. Bod (x, h(x)+ε) ∈ E×R nelež́ı
v M , podle separačńı verze Hahn-Banachovy věty tedy existuje L ∈ (E×R)∗

a a ∈ R tak, že

L((x, h(x) + ε)) > a > sup{L(z) : z ∈M}.

Můžeme psát L((y, t)) = L((y, 0)) + tL((0, 1)) = f(y) + tL((0, 1)), kde jsme
označili f(y) := L((y, 0)). Snadno se nahlédne, že f ∈ E∗. Plat́ı

L((x, h(x) + ε)) > L((x, h(x))),

tedy
f(x) + (h(x) + ε)L((0, 1)) > f(x) + h(x)L((0, 1)),

odkud L((0, 1)) > 0.

Necht’ g(y) := a−f(y)
L((0,1))

pro y ∈ E. Plat́ı

L((x, h(x) + ε)) > a,

neboli
f(x) + (h(x) + ε)L((0, 1)) > a,

a tedy

h(x) + ε >
a− f(x)

L((0, 1))
= g(x).

Dále pro každé y ∈ X plat́ı

a > L((y, h(y))),

a > f(y) + h(y)L((0, 1)),

a tud́ıž

g(y) =
a− f(y)

L((0, 1))
> h(y) pro každé y ∈ X.

Dostáváme tedy g ∈ E∗ + R takové, že g ≥ h na X a g(x) < h(x) + ε.

Věta 5.4. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ µ ∈ M1(X) s těžǐstěm x ∈ X. Pak pro
každou h ∈ A(X) plat́ı h(x) =

∫
X
h dµ .
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D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna g ∈ E∗ + R. Je-li
totiž g = ϕ+ r, kde ϕ ∈ E∗ a r je konstantńı (s hodnotou r), pak∫

X

g dµ =

∫
X

(ϕ+ r) dµ =

∫
X

ϕ dµ+

∫
X

r dµ = ϕ(x) + r = g(x).

Necht’ nyńı h ∈ A(X) a necht’ ε > 0. Pak podle Lemmatu 5.3 existuje
g ∈ E∗ + R taková, že g ≥ h na X a g(x) < h(x) + ε. Pak plat́ı∫

X

h dµ ≤
∫

X

g dµ = g(x) < h(x) + ε,

a jelikož ε bylo libovolné, plat́ı
∫

X
h dµ ≤ h(x). Jelikož je také −h ∈ A(X),

plat́ı
∫

X
−h dµ ≤ −h(x), a tedy

∫
X
h dµ = h(x).

Př́ıklad mı́ry bez těžǐstě

Jak jsme již zmı́nili, problematika existence těžǐstě je v nekompaktńım
př́ıpadě poněkud komplikovaněǰśı. Ne každá baireovská mı́ra muśı mı́t těžǐstě,
jak ukazuje Př́ıklad 5.6. Než k němu přistouṕıme, zopakujme v následuj́ıćım
lemmatu, které uvedeme bez d̊ukazu, pojem Banachovy limity (pro detaily
viz [7, str. 39] nebo [15, str. 208]). Banachova limita v jistém smyslu zobecňuje
pojem limity posloupnosti.

Lemma 5.5. Existuje spojitý lineárńı funkcionál L na prostoru l∞ maj́ıćı
následuj́ıćı vlastnosti:

i) ‖L‖ = 1,

ii) pokud x = {xn} ∈ l∞ je konvergentńı, pak L(x) = lim
n→∞

xn,

iii) pokud x = {xn} ∈ l∞ a xn ≥ 0 pro všechna n ∈ N, pak L(x) ≥ 0,

iv) pokud x = {xn}∞n=1 ∈ l∞ a x̄ := (x2, x3, . . .), pak L(x) = L(x̄).

Funkcionál L se nazývá Banachova limita.

Př́ıklad 5.6. Necht’ E = c0 (se sup-normou) a X = Bc0 je uzavřená jed-
notková koule v c0. X je samozřejmě uzavřená, omezená a konvexńı pod-

množina E. Necht’ pi := (

i-krát︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, 0, . . .) ∈ X a L necht’ je Banachova

limita z předchoźıho lemmatu. Definujme funkcionál µ na Cb(X) takto:

µ(f) = L({f(pi)}i∈N), f ∈ Cb(X).
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Jelikož f je omezená, lež́ı posloupnost {f(pi)}i∈N v prostoru l∞, takže fun-
kcionál L je definován. Snadno se z předchoźıho lemmatu nahlédne, že µ je
omezený lineárńı funkcionál, který je nav́ıc nezáporný a ‖µ‖ = 1. Je tedy
µ ∈M1(X).

Nyńı ukážeme, že µ nemá těžǐstě. Necht’ pro spor x = {xn}n∈N ∈ X je
těžǐstěm µ. Jelikož x ∈ c0, existuje n0 ∈ N tak, že |xn| < 1

2
pro n ≥ n0.

Volme ϕ = (0, . . . , 0, 1, 1
4
, . . . , 1

k2 , . . .) ∈ l1 = (c0)
∗, kde prvńı nenulová složka

ϕ je na n0-té pozici. Pak plat́ı

|ϕ(x)| =
∣∣∣ ∞∑

n=1

1

n2
xn0+n−1

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

1

n2
|xn0+n−1| <

1

2

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

12
,

ale

µ(ϕ) = L({ϕ(pi)}i∈N) = L

({ n∑
j=1

1

j2

}
n∈N

)
= lim

n→∞

n∑
j=1

1

j2
=

∞∑
j=1

1

j2
=
π2

6
,

(druhá rovnost v posledńı rovnici plyne z vlastnosti iv) z Lemmatu 5.5, třet́ı
rovnost pak z vlastnosti ii)) takže ϕ(x) 6= µ(ϕ), což je spor.

Existence těžǐstě pro tight mı́ry

Př́ıklad 5.6 tedy ukazuje, že v plné obecnosti (µ ∈ M1(X), X uzavřená,
omezená a konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho prostoru E) nelze exis-
tenci těžǐstě zaručit (prostor E v Př́ıkladu 5.6 byl dokonce separabilńı Ba-
nach̊uv prostor). Následuj́ıćı věta ukazuje, že ześıĺı-li se dostatečně podmı́nka
na µ a na X, možné už to je. Tato věta byla dokázána S. S. Khuranou v práci
[10], náš d̊ukaz je jiný než p̊uvodńı Khuran̊uv.

Věta 5.7. Necht’ X je úplná, omezená a konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E. Pak každá µ ∈M1

t (X) má těžǐstě.

D̊ukaz. Mı́ra µ je tight, lze ji tedy rozš́ı̌rit na Radonovu mı́ru na Boσ (viz
Sekci Rozšǐrováńı měr v Kapitole 4); necht’ µ je dále toto rozš́ı̌reńı. Stač́ı
ukázat, že pro toto rozš́ı̌reńı existuje x ∈ X tak, že plat́ı

ϕ(x) =

∫
X

ϕ dµ pro každé ϕ ∈ E∗,

a jelikož p̊uvodńı baireovská mı́ra dává pro všechna f ∈ Cb(X) stejný integrál
jako rozš́ı̌rená (viz opět Sekci Rozšǐrováńı měr v Kapitole 4), je bod x jej́ım
těžǐstěm.
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Jelikož je mı́ra µ Radonova, existuje neklesaj́ıćı posloupnost {Kn} kom-
paktńıch podmnožin X tak, že µ(Kn) > µ(X)− 1

n
= 1− 1

n
. Jelikož X je kon-

vexńı a úplná, je Mn := conv(Kn), n ∈ N, kompaktńı konvexńı podmnožina
X a {Mn} je také neklesaj́ıćı posloupnost. Samozřejmě µ(Mn) ≥ µ(Kn).
Můžeme předpokládat, že {µ(Mn)} je rostoućı posloupnost a že µ(M1) > 0.
Necht’ µn :=

µMn

µ(Mn)
. Mı́ra µn je pravděpodobnost́ı Radonova mı́ra na X, která

je však nesena konvexńım kompaktem Mn, existuje tedy těžǐstě µn, označme
ho xn. Je xn ∈Mn ⊂ X.

Nejprve ukážeme, že {xn} je cauchyovská posloupnost. Necht’ m > n
a necht’ p je libovolná pseudonorma z kolekce pseudonorem generuj́ıćıch
topologii E. Pak plat́ı

p(xm − xn) =

= p (xm − µ(Mm)xm + µ(Mm)xm − µ(Mn)xn + µ(Mn)xn − xn)

= p
(
(1− µ(Mm))xm + µ(Mm \Mn)µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)
+ (µ(Mn)− 1)xn

)
≤ (1− µ(Mm))p(xm) + µ(Mm \Mn)p

(
µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)

)
+

+ (1− µ(Mn))p(xn).

Nyńı bychom potřebovali shora odhadnout výraz p
(

µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)

)
. Kdyby

bylo µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)
∈ X, mohli bychom tento výraz odhadnout shora

výrazem supx∈X p(x). Uvažujme pravděpodobnostńı Radonovu mı́ru
µ(Mm\Mn)

µ(Mm\Mn)

(neděĺıme nulou, jelikož {µ(Mn)} je rostoućı). Plat́ı

µ(Mm\Mn)

µ(Mm \Mn)
=

µMm − µMn

µ(Mm \Mn)
=
µ(Mm)µm − µ(Mn)µn

µ(Mm \Mn)
,

ihned je tedy vidět, že bod µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)
je těžǐstěm mı́ry

µ(Mm\Mn)

µ(Mm\Mn)
(viz

poznámku za Definićı 5.1), speciálně je µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)
∈ Mm ⊂ X (jelikož

µ(Mm\Mn)

µ(Mm\Mn)
je nesena Mm). Můžeme tedy pokračovat

(1− µ(Mm))p(xm) + µ(Mm \Mn)p
(

µ(Mm)xm−µ(Mn)xn

µ(Mm\Mn)

)
+

+ (1− µ(Mn))p(xn)

≤ (1− µ(Mm)) sup
x∈X

p(x) + µ(Mm \Mn) sup
x∈X

p(x) + (1− µ(Mn)) sup
x∈X

p(x)

≤
(

1

m
+

1

n
+

1

n

)
sup
x∈X

p(x) =

(
1

m
+

2

n

)
sup
x∈X

p(x).
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Množina X je omezená, je tedy supx∈X p(x) <∞. Odtud je již vidět, že {xn}
je cauchyovská. Jelikož X je úplná, existuje limita {xn} lež́ıćı v X, označ́ıme
ji x.

Nyńı dokážeme, že x je těžǐstěm µ. Necht’ f ∈ E∗. Pak plat́ı

µn(f) = f(xn).

Jelikož xn → x, je f(xn) → f(x). Zároveň plat́ı µn(f) → µ(f), jelikož

µn(f) =
µMn(f)

µ(Mn)
=
µ(f)− µ(X\Mn)(f)

µ(Mn)
,

přičemž

|µ(X\Mn)(f)| ≤ µ(X \Mn) sup
x∈X

|f(x)| ≤ 1

n
sup
x∈X

|f(x)| → 0

a µ(Mn) → 1.
Je tedy µ(f) = f(x) pro každé f ∈ E∗ a d̊ukaz je hotov.

Množina X v Př́ıkladu 5.6 byla úplná, tvrzeńı tedy neplat́ı pro všechny
mı́ry z M1(X) (charakteristika těch množin X, pro které všechny mı́ry
z M1(X) maj́ı těžǐstě, je uvedena v 5.17). Podmı́nku úplnosti nelze ve Větě
5.7 vynechat (tzn. nahradit ji pouze podmı́nkou uzavřenosti X), jak ukazuje
následuj́ıćı př́ıklad převzatý z práce [10], kde se ale pouze tvrd́ı, že sestrojená
mı́ra je z M1

σ(X). Jak uvid́ıme, neńı těžké ukázat, že ve skutečnosti je tato
mı́ra tight.

Př́ıklad 5.8. Necht’ E = c00 s l1-normou a necht’ X = Bc00 . Zřejmě X je
uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina E. Necht’

ei := (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈ X,

kde hodnota 1 je na i-té pozici. Funkcionál µ na Cb(X) definujeme takto:

µ(f) =
∞∑
i=1

1

2i
f(ei), f ∈ Cb(X).

Nejprve ukážeme, že µ ∈ M1
t (X). To, že µ je nezáporný a lineárńı, je

zřejmé, a to, že ‖µ‖ = 1, plyne z toho, že
∑∞

i=1
1
2i = 1. Necht’ {fα} je libovolný

net v Cb(X) takový, že ‖fα‖ ≤ 1 pro každé α a fα → 0 stejnoměrně na
kompaktech a necht’ ε > 0 je libovolné. Řada

∑
1
2n je konvergentńı, existuje
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tedy n0 ∈ N tak, že
∑

n>n0

1
2n ≤ ε. Množina {e1, e2, . . . , en0} je kompaktńı,

existuje tedy α0 (z indexové množiny {fα}) tak, že pro každé α � α0 plat́ı

max{|fα(ei)| : i = 1, . . . , n0} ≤ ε.

Pak pro α � α0 plat́ı

|µ(fα)| ≤
∞∑
i=1

1

2i
|fα(ei)| =

n0∑
i=1

1

2i
|fα(ei)|+

∞∑
i=n0+1

1

2i
|fα(ei)| ≤

≤ max{|fα(ei)| : i = 1, . . . , n0} ·
n0∑
i=1

1

2i
+

∞∑
i=n0+1

1

2i
≤

≤ ε

n0∑
i=1

1

2i
+ ε = ε

( n0∑
i=1

1

2i
+ 1

)
≤ 2ε.

Je tedy µ(fα) → 0, takže µ ∈M1
t (X).

Nyńı ukážeme, že µ nemá těžǐstě. Necht’ tedy pro spor

x = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .) ∈ X

je těžǐstěm µ. Volme

ϕ = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . .) ∈ l∞ = E∗

s prvńı nenulovou složkou na (n+ 1)-ńı pozici. Pak ϕ(x) = 0, ale

µ(ϕ) =
∞∑

i=n+1

1

2i
6= 0,

takže ϕ(x) 6= µ(ϕ), což je spor.

Existence těžǐstě pro daľśı tř́ıdy měr

V této sekci krátce shrneme výsledky o existenci barycenter pro τ -aditivńı
a σ-aditivńı mı́ry. Jelikož se tyto tř́ıdy měr v nekompaktńı Choquetově teorii
př́ılǐs nepouž́ıvaj́ı (většinou se pracuje s tight mı́rami), uvedeme tyto výsledky
jen stručně. Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı lze nalézt v [14].

Věta 5.9. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina úplného
lokálně konvexńıho prostoru E. Pak každá µ ∈M1

τ (X) má těžǐstě.

Důsledek 5.10. Necht’ X je úplná, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak každá µ ∈M1

τ (X) má těžǐstě.
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Před d̊ukazem tohoto d̊usledku zmiňme bez d̊ukazu jedno pomocné tvrzeńı.

Lemma 5.11. Necht’ V je topologický vektorový prostor a W jeho hustý
podprostor. Necht’ dále ϕ ∈ W ∗. Pak existuje ψ ∈ V ∗ tak, že ψ|W = ϕ.

D̊ukaz D̊usledku 5.10. Necht’ Ẽ je zúplněńı prostoru E (viz Věta 2.10). Je-
likož X je úplná v E, je uzavřená v Ẽ. Podle Věty 5.9 v́ıme, že existuje těžǐstě
µ v X jakožto podmnožině Ẽ, tj. existuje x ∈ X tak, že plat́ı

ϕ(x) =

∫
X

ϕ dµ pro každé ϕ ∈ Ẽ∗.

Protože podle Lemmatu 5.11 plat́ı E∗ = Ẽ∗|E (symbolem Ẽ∗|E rozumı́me
množinu všech prvk̊u Ẽ∗ restringovaných na prostor E), je bod x těžǐstěm
mı́ry µ v množině X i jakožto podmnožině prostoru E.

Poznámka 5.12. Věta 5.7 je tedy d̊usledkem Věty 5.9, protože každá tight
mı́ra je τ -aditivńı. Důkaz Věty 5.9 ale vyžaduje daľśı prostředky, nav́ıc v této
obecnosti toto tvrzeńı většinou neńı potřeba, takže jsme v této práci zvolili
dokázat slabš́ı tvrzeńı, u kterého si ale vystač́ıme s mnohem jednodušš́ım
d̊ukazem.

Jelikož tight mı́ry jsou τ -aditivńı, ukazuje Př́ıklad 5.8, že ani v Důsledku
5.10 nelze předpoklad úplnosti nahradit pouze uzavřenost́ı.

Pro σ-aditivńı mı́ry lze existenci těžǐstě zaručit za silněǰśıho předpokladu
na množinu X. Důkaz tohoto tvrzeńı je možné naj́ıt v článku [10].

Věta 5.13. Necht’ X je úplná, omezená, konvexńı a separabilńı podmnožina
lokálně konvexńıho prostoru E. Pak každá µ ∈M1

σ(X) má těžǐstě.

Protože množinaX v Př́ıkladu 5.8 byla separabilńı a každá tight mı́ra je σ-
aditivńı, nelze ani v předchoźı větě nahradit předpoklad úplnosti uzavřenost́ı.
Otázka, zda lze z předpoklad̊u této věty vynechat separabilitu, je již obt́ıžněǰśı.
Jak bylo ukázáno v článku [17], σ-aditivńı mı́ry na metrických prostorech,
u kterých mohutnost báze otevřených množin je měřitelný kardinál, jsou ne-
seny separabilńı množinou. Je-li tedy X úplná, omezená, konvexńı a metri-
zovatelná podmnožina lokálně konvexńıho prostoru E taková, že jej́ı báze
otevřených množin je měřitelný kardinál, a µ ∈ M1

σ(X), pak je mı́ra µ
nesena separabilńı množinou. Uzavřený konvexńı obal separabilńı množiny
je opět separabilńı, lze tedy použ́ıt Větu 5.13, a tedy existuje těžǐstě mı́ry
µ. Hledáńı σ-aditivńı mı́ry bez těžǐstě je tud́ıž třeba omezit na nemetrizo-
vatelné množiny nebo na metrizovatelné množiny, u kterých mohutnost báze
otevřených množin neńı měřitelný kardinál. Naj́ıt takovou mı́ru se ale v této
práci nepodařilo.
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Vlastnosti barycentrického zobrazeńı

Obrat’me nyńı pozornost k otázce spojitosti barycentrického zobrazeńı.
K tomu účelu označme M1

b(X) množinu všech měr z M1(X), které maj́ı
těžǐstě. Tvrzeńı z této sekce (kromě Věty 5.16) lze také naj́ıt v článku [11].

Věta 5.14. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak zobrazeńı r : M1

b(X) −→ X, přiřazuj́ıćı každé
mı́ře µ ∈M1

b(X) jej́ı těžǐstě r(µ), je afinńı a ω∗ − ω spojité.

D̊ukaz. To, že je r afinńı, je zřejmé. Necht’ {µα} je net vM1
b(X) a µ ∈M1

b(X)

tak, že µα
ω∗→ µ, tj. µα(f) → µ(f) pro každé f ∈ Cb(X). Pak pro každé ϕ ∈ E∗

je
ϕ(r(µα)) = µα(ϕ|X) → µ(ϕ|X) = ϕ(r(µ)),

takže r(µα)
ω→ r(µ), a tedy r je ω∗ − ω spojité.

Je-li X kompaktńı, pak slabá a silná (tj. p̊uvodńı) topologie prostoru
E na X splývaj́ı a zobrazeńı r je tedy ω∗− silně spojité. Pokud je X pouze
uzavřená a omezená, pak to tak již být nemuśı. Plat́ı dokonce v́ıc, jak ukazuje
následuj́ıćı věta:

Věta 5.15. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Označme τ p̊uvodńı topologii na X a necht’ r je
zobrazeńı přiřazuj́ıćı každé µ ∈ M1

b(X) jej́ı těžǐstě. Pak r je ω∗ − τ spojité,
právě když topologie τ a ω-topologie na X splývaj́ı.

D̊ukaz. Jestliže τ a ω topologie na X splývaj́ı, pak zobrazeńı r, které je
ω∗ − ω spojité podle Věty 5.14, je i ω∗ − τ spojité. Necht’ τ a ω topologie
na X nesplývaj́ı, tj. existuje net {xα} v X, x ∈ X a okoĺı U bodu x tak, že
xα

ω→ x a xα /∈ U pro každé α. Z ω∗-kompaktnosti množiny M1(X) můžeme

předpokládat, že εxα

ω∗→ µ, kde µ ∈M1(X). Jelikož pro každé ϕ ∈ E∗ je

µ(ϕ) = lim εxα(ϕ) = limϕ(xα) = ϕ(x),

plat́ı µ ∈ M1
b(X) a bod x je těžǐstěm µ. Přitom ale neplat́ı xα

τ→ x, takže r
neńı ω∗ − τ spojité.

Pokud se omeźıme pouze na tight mı́ry, lze źıskat silněǰśı tvrzeńı. Jeho
d̊ukaz nebudeme uvádět, jelikož by vyžadoval daľśı prostředky, lze ho však
naj́ıt v [21, str. 16].

Věta 5.16. Necht’ X je úplná, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ τ je p̊uvodńı topologie na E. Necht’ dále
r : M1

t (X) −→ X je zobrazeńı přiřazuj́ıćı každé pravděpodobnostńı tight
mı́ře jej́ı těžǐstě (které existuje podle Věty 5.7). Pak r je afinńı a ω∗ − τ
spojité.
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Na závěr této kapitoly uved’me ještě jednu zaj́ımavou větu charakterizuj́ıćı
ty množiny X, pro které všechny prvky M1(X) maj́ı těžǐstě:

Věta 5.17. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak každá µ ∈ M1(X) má těžǐstě, právě když X je
slabě kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ každá µ ∈ M1(X) má těžǐstě. Pak je tedy M1
b(X) = M1(X)

a podle Věty 5.14 je zobrazeńı

r : (M1(X), ω∗) −→ (X,ω),

přǐrazuj́ıćı každé mı́̌re jej́ı těžǐstě, spojité. Jelikož množina M1(X) je ω∗-
kompaktńı, je jej́ı spojitý obraz r(M1(X)) také kompakt. Protože ale pro
každé x ∈ X je r(εx) = x, je r(M1(X)) = X, a tedy X je slabě kompaktńı.

Necht’ množina X je slabě kompaktńı a µ ∈ M1(X). Definujme mı́ru
µ ∈ M1((X,ω)) předpisem µ(f) := µ(f) pro každou f ∈ Cb((X,ω)). Jelikož
(X,ω) je kompaktńı, má µ těžǐstě x ∈ X, tj. ϕ(x) =

∫
X
ϕ dµ pro každé

ϕ ∈ (E, ω)∗. Jelikož ale (E, ω)∗ = E∗, je x i těžǐstěm mı́ry µ.
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6 Bauerova charakteristika extremálńıch

bod̊u

V této kapitole se budeme věnovat zobecněńı Věty 3.8 z kompaktńı teorie,
známé Bauerovy charakteristiky extremálńıch bod̊u, na nekompaktńı množi-
ny. Připomeňme, že je-li T úplně regulárńı topologický prostor, pak symbol
εx znač́ı Diracovu mı́ru v bodě x ∈ T , tj. εx(f) = f(x) pro každou f ∈ Cb(T ).
Zopakujme zněńı Bauerovy věty pro kompaktńı množiny:

Věta 6.1 (Bauer). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E a x ∈ K. Pak x ∈ extK, právě když εx je jediná
pravděpodobnostńı Radonova mı́ra na K reprezentuj́ıćı bod x.

Opět se ukazuje, že v nekompaktńım př́ıpadě je situace mnohem složitěǰśı
než v př́ıpadě kompaktńım.

Př́ıklad na neplatnost Bauerovy charakteristiky

Jaká je tedy situace, uvažujeme-li v Bauerově větě uzavřenou (př́ıpadně
úplnou), omezenou a konvexńı podmnožinuX lokálně konvexńıho prostoru E
a mı́ry z M1(X)? V následuj́ıćım př́ıkladu je sestrojena uzavřená, omezená
a konvexńı podmnožina X lokálně konvexńıho prostoru (dokonce separa-
bilńıho Banachova,X je tedy i úplná), v ńıž existuje extremálńı bod reprezen-
tovaný i jinou mı́rou zM1(X) než mı́rou Diracovou. Bauerova charakteristika
tedy v tomto kontextu neplat́ı.

Př́ıklad 6.2. Necht’ E = c0, X = conv({ei : i ∈ N}), kde

ei := (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈ E

s hodnotou 1 na i-té pozici. X je zřejmě uzavřená, omezená a konvexńı
podmnožina E.

Snadno se nahlédne, že 0 ∈ extX. Ihned je vidět, že 0 ∈ X, jelikož
označ́ıme-li yn :=

∑n
i=1

1
n
ei, je yn ∈ conv({ei : i ∈ N}) a ‖yn‖ = 1

n
a tedy

yn → 0 (nebo se dá využ́ıt toho, že ei
ω→ 0, a podle známé věty existuj́ı

konvexńı kombinace {ei} konverguj́ıćı k nule). Dále

conv({ei : i ∈ N}) =
{∑

i∈I

λiei : λi ≥ 0,
∑
i∈I

λi = 1, I ⊂ N konečná
}

⊂ {{xi}i∈N ∈ c0 : xi ≥ 0 pro každé i ∈ N},
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kde posledńı množina je uzavřená a tedy

X ⊂ {{xi}i∈N ∈ c0 : xi ≥ 0 pro každé i ∈ N}.

Kdyby ale 0 nebyla extremálńım bodemX, byla by středem nějaké netriviálńı
úsečky lež́ıćı v X, jej́ıž alespoň jeden krajńı bod by musel mı́t alespoň jednu
souřadnici zápornou. To ale neńı možné.

Necht’ L je Banachova limita z Lemmatu 5.5. Funkcionál µ definujeme
takto:

µ(f) = L({f(ei)}i∈N), f ∈ Cb(X).

Z vlastnost́ı Banachovy limity plyne, že µ ∈M1(X).
Bod 0 je těžǐstě µ: Necht’ ϕ ∈ E∗ = l1, ϕ = {αi}i∈N ∈ l1. Samozřejmě

lim
i→∞

αi = 0. Plat́ı

µ(ϕ) = L({ϕ(ei)}i∈N) = L({αi}i∈N) = lim
i→∞

αi = 0 = ϕ(0)

(třet́ı rovnost plyne z vlastnosti ii) z Lemmatu 5.5), takže 0 je těžǐstěm µ.
µ 6= ε0: K tomu je třeba naj́ıt f ∈ Cb(X) tak, že µ(f) 6= ε0(f). Zvoĺıme-li

f := ‖.‖ (sup-norma na c0), je f samozřejmě spojitá a omezená na X. Pak

µ(f) = µ(‖.‖) = L({‖ei‖}i∈N) = L((1, 1, 1, . . .)) = 1,

ale
ε0(f) = ε0(‖.‖) = ‖0‖ = 0,

takže µ 6= ε0.

Bauerova charakteristika pro M1
t (X)

Omeźıme-li se pouze na tight mı́ry na úplné množině, Bauerova charak-
teristika již plat́ı. Toto tvrzeńı pocháźı od S. S. Khurany (viz [10]). Základńı
ingredienćı d̊ukazu je existence těžǐstě pro každou tight mı́ru zaručená Větou
5.7. Připomeňme, že pro tight mı́ry (samozřejmě rozš́ı̌rené na borelovské
množiny) vždy existuje nosič, viz Definici 4.13.

Věta 6.3. Necht’ X je úplná, omezená a konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru E a x ∈ X. Pak x ∈ extX, právě když εx je jediný prvek
M1

t (X) reprezentuj́ıćı bod x.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ extX a necht’ µ ∈ M1
t (X) reprezentuje bod x (mı́ru µ

uvažujeme již rozš́ı̌renu na Boσ). Dokážeme, že suptµ = {x}, odkud je již
vidět, že µ = εx. Necht’ tedy pro spor existuje y ∈ suptµ, y 6= x. Pak existuje
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ϕ ∈ E∗ a a ∈ R tak, že ϕ(x) < a < ϕ(y). Označme A := {z ∈ X : ϕ(z) ≤ a}.
Pak µ(A) > 0, protože kdyby to tak nebylo, muselo by být x ∈ X \ A,
tedy ϕ(x) ≥ a, což by byl spor. Také plat́ı µ(A) < 1, jelikož v př́ıpadě, že
by µ(A) = 1, byl by suptµ ⊂ A (A je uzavřená) a tedy y ∈ A — spor.
Definujme mı́ry

µ1 :=
µA

µ(A)
a µ2 :=

µX\A

µ(X \ A)
.

Ihned je vidět, že µ1, µ2 ∈M1
t (X), takže obě tyto mı́ry maj́ı podle Věty 5.7

těžǐstě, označme je po řadě x1, x2. Plat́ı x2 ∈ X \ A, takže x2 6= x. Dále je

µ = µ(A)µ1 + µ(X \ A)µ2 = µ(A)µ1 + (1− µ(A))µ2,

odkud plyne x = µ(A)x1 + (1−µ(A))x2. Kdyby bylo x1 = x2, pak by platilo
x = x2, což by byl spor. Je tedy x1 6= x2, což je ale spor s t́ım, že x je
extremálńı. Takže suptµ = {x}. Opačná implikace je triviálńı.

Poznámka 6.4. Snadno si rozmysĺıme, že stejný d̊ukaz projde d́ıky Důsledku
5.10 také pro mı́ry z M1

τ (X). Předchoźı věta tedy plat́ı i pro tyto mı́ry.

V předcházej́ıćım tvrzeńı je úplnost opět podstatná, jak je vidět z násle-
duj́ıćıho př́ıkladu:

Př́ıklad 6.5. Označme x := (1
2
, 1

4
. . . , 1

2k , . . .) ∈ l1. Necht’ E = lin(c00 ∪ {x})
(lineárńı obal v prostoru l1) s l1-normou a necht’ X = conv({ei : i ∈ N}∪{x})
(uzavřený konvexńı obal v prostoru E), kde ei := (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈ E
s hodnotou 1 na i-té pozici. Množina X je uzavřená, omezená a konvexńı
podmnožina E. Neńı těžké si rozmyslet, že

X = conv({ei : i ∈ N} ∪ {x}).

Definujme jako v Př́ıkladu 5.8 funkcionál µ na Cb(X) takto:

µ(f) =
∞∑
i=1

1

2i
f(ei), f ∈ Cb(X).

Stejně jako v Př́ıkladu 5.8 je µ ∈M1
t (X).

Nejprve ukažme, že bod x je extremálńım bodem množiny X. Necht’ pro
spor x = 1

2
y + 1

2
z, kde y, z ∈ X, y 6= z. Odtud je ihned vidět, že

x =
n∑

i=1

λixi + λn+1x, kde xi ∈ c00, λi ≥ 0,
n+1∑
i=1

λi = 1 a λn+1 < 1.

Je tedy (1−λn+1)x =
∑n

i=1 λixi, ale jelikož bod x nelež́ı v c00, muśı být levá
strana rovna 0, tedy λn+1 = 1 a tedy spor.
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Ukažme dále, že tento bod je těžǐstěm mı́ry µ. Je E∗ = (l1)∗ = l∞, protože
E je hustý v l1. Necht’ ϕ = (α1, α2, . . .) ∈ E∗. Pak

µ(ϕ) =
∞∑
i=1

1

2i
ϕ(ei) =

∞∑
i=1

1

2i
αi = ϕ(x),

takže bod x je skutečně těžǐstěm µ.
A nakonec plat́ı µ 6= εx, protože pro f(y) := ‖y − x‖ (l1-norma na E) je

µ(f) =
∞∑
i=1

1

2i
f(ei) =

∞∑
i=1

1

2i
‖ei − x‖ > 0,

jelikož ‖ei − x‖ > 0 pro každé i ∈ N, zat́ımco

εx(f) = f(x) = ‖x− x‖ = 0.

Bauerova charakteristika pro M1(X)

Nab́ıźı se otázka, jak (geometricky) charakterizovat množinu všech x ∈ X
(kde X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho
prostoru) takových, že εx je jediný prvek M1(X) reprezentuj́ıćı x. Věta 6.12,
dokázaná S. S. Khuranou v práci [12], dává odpověd’. Před ńı je ale třeba
definice a několik lemmat.

Definice 6.6. Necht’X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Bod x ∈ X se nazývá silně extremálńı bod množiny
X, pokud pro každé okoĺı U bodu x plat́ı x /∈ conv(X \ U). Množina všech
silně extremálńıch bod̊u množiny X se znač́ı str extX.

Poznámka 6.7. Shrňme několik vlastnost́ı silně extremálńıch bod̊u.

• Plat́ı str extX ⊂ extX.

• Známé tvrzeńı z kompaktńı teorie tvrd́ı, že pro kompaktńı konvexńı
množinu X je str extX = extX, viz např́ıklad [8, str. 107].

• Definujeme-li plátky množiny X jako pr̊uniky množiny X s uzavřenými
poloprostory (přičemž uzavřeným poloprostorem rozumı́me množinu
{x ∈ X : ϕ(x) ≥ α}, kde ϕ ∈ E∗ a α ∈ R), pak se silně extremálńı
body daj́ı ekvivalentně definovat jako body množiny X, které maj́ı bázi
okoĺı (v relativńı topologii na X) tvořenou plátky. Důkaz je snadný, jde
jen o separačńı verzi Hahn-Banachovy věty.



6 Bauerova charakteristika extremálńıch bod̊u 37

Lemma 6.8. Necht’ T je úplně regulárńı Hausdorff̊uv topologický prostor,
S ⊂ T a x ∈ S. Necht’ µ ∈ M1(S) taková, že µ(f |S) = f(x) pro každou
f ∈ Cb(T ). Pak µ = εx, tj. µ(g) = g(x) pro každou g ∈ Cb(S).

D̊ukaz. Necht’ nejdř́ıve g ∈ Cb(S) taková, že 0 ≤ g ≤ 1 a g(x) = 0. Zvolme
ε > 0 a označme U := {y ∈ S : g(y) < ε}. Pak U je otevřená v S, existuje
tedy V otevřená množina v T tak, že V ∩S = U . Jelikož T je úplně regulárńı,
existuje f ∈ Cb(T ) tak, že f(x) = 0 a f = 1 na T \ V . Plat́ı g ≤ f + ε na S,
a tedy

µ(g) ≤ µ((f + ε)|S) = µ(f |S) + ε = f(x) + ε = ε,

a jelikož ε bylo libovolné, je µ(g) = 0 = g(x).
Odtud plyne, že µ(g) = g(x) pro každou g ∈ Cb(S) takovou, že g(x) = 0

a bud’ g ≥ 0 nebo g ≤ 0. Pro každou g ∈ Cb(S) takovou, že g(x) = 0,
dostaneme tvrzeńı rozkladem na kladnou a zápornou část a pro libovolnou
g ∈ Cb(S) odečteńım funkčńı hodnoty v bodě x.

Lemma 6.9. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ L je nezáporný lineárńı funkcionál na pros-
toru A(X). Pak L lze rozš́ıřit na nezáporný lineárńı funkcionál L̃ na celém
prostoru Cb(X). Toto rozš́ıřeńı je dáno jednoznačně, právě když pro každé
f ∈ Cb(X) plat́ı

sup{L(h) : h ∈ A(X), h ≤ f} = inf{L(h) : h ∈ A(X), h ≥ f}.

D̊ukaz. Pro f ∈ Cb(X) definujme

p(f) := sup{L(h) : h ∈ A(X), h ≤ f}.

Ihned je vidět, že pro λ ≥ 0 a f, g ∈ Cb(X) je

p(λf) = λp(f) a p(f + g) ≥ p(f) + p(g),

tj. že −p je sublineárńı. Přitom −L = −p na A(X). Podle algebraické verze
Hahn-Banachovy věty existuje L̃ rozš́ı̌reńı L na Cb(X) takové, že −L̃ ≤ −p,
tj. L̃ ≥ p na Cb(X). Je-li f ≥ 0, pak p(f) ≥ 0 a tedy L̃ ≥ p ≥ 0, takže L̃ je
nezáporný.

Pokud jde o jednoznačnost, pak z nezápornosti plyne, že je-li

sup{L(h) : h ∈ A(X), h ≤ f} = inf{L(h) : h ∈ A(X), h ≥ f}

pro každé f ∈ Cb(X), je L̃(f) jednoznačně určeno pro každé f ∈ Cb(X). Necht’

tedy naopak pro nějakou f ∈ Cb(X) plat́ı α < β, kde α := p(f) a

β := inf{L(h) : h ∈ A(X), h ≥ f}
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a necht’ α ≤ γ ≤ β je libovolné. Označme H podprostor Cb(X) generovaný
A(X) a funkćı f . Na H definujme lineárńı funkcionál L′ předpisem L′(g) :=
L(h) + λγ pro g = h + λf . L′ je dobře definován, jelikož f /∈ A(X) a tedy
vyjádřeńı g = h+ λf je jednoznačné. Necht’ g = h+ λf . Pro λ ≥ 0 plat́ı

L′(g) = L(h) + λγ ≥ L(h) + λα = p(h) + λp(f) ≥ p(h+ λf) = p(g)

a pro λ < 0 je (s využit́ım toho, že β = −p(−f))

L′(g) = L(h) + λγ ≥ L(h) + λβ = p(h) + (−λ)p(−f) = p(h) + p(λf) ≥ p(g).

Je tedy L′ ≥ p na H a stejně jako v d̊ukazu existence existuje rozš́ı̌reńı L̃ na
celé Cb(X), pro které plat́ı L̃ ≥ p na Cb(X). L̃ je tedy opět nezáporný a nav́ıc
L̃(f) = γ. Č́ıslo γ ale bylo voleno libovolně mezi α a β, takže rozš́ı̌reńı neńı
jednoznačné.

Poznámka 6.10. Předchoźı lemma je v mnohem obecněǰśı verzi uvedeno
v [8, str. 269].

Lemma 6.11. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a M ⊂ X. Necht’ h ∈ A(X) taková, že h ≥ a na M ,
kde a ∈ R. Pak h ≥ a na conv(M).

D̊ukaz. Necht’ x ∈ conv(M). Pak existuje net {xα} prvk̊u z conv(M) takový,
že xα → x. Je tedy xα =

∑nα

i=1 λ
α
i y

α
i , kde nα ∈ N, λα

i ≥ 0,
∑nα

i=1 λ
α
i = 1,

yα
i ∈M. Plat́ı

h(xα) = h
( nα∑

i=1

λα
i y

α
i

)
=

nα∑
i=1

λα
i h(y

α
i ) ≥

nα∑
i=1

λα
i a = a

a jelikož xα → x a h je spojitá, je h(x) ≥ a.

Věta 6.12. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak x ∈ str extX, právě když εx je jediný prvek
M1(X) reprezentuj́ıćı x.

D̊ukaz. Symboly X a E budou v celém d̊ukazu značit množinu X a prostor
E s p̊uvodńı topologíı, zat́ımco symboly (X,ω) a (E, ω) budou značit tyto
množiny opatřené slabou topologíı prostoru E.

Necht’ x ∈ str extX a µ ∈ M1(X) necht’ reprezentuje x. Symbol Ẽ
necht’ znač́ı zúplněńı prostoru (E, ω) (viz Větu 2.10) a X̃ necht’ znač́ı uzávěr
(X,ω) v Ẽ. Jelikož X je omezená podmnožina prostoru E, je podle Věty
2.11 množina X̃ kompaktńı podmnožina Ẽ.
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Nejprve ukážeme, že x ∈ extX̃. Necht’ tomu tak pro spor neńı. Pak existuj́ı
y, z ∈ X̃, y 6= z tak, že x = 1

2
y + 1

2
z. Necht’ U je uzavřené okoĺı bodu x v X̃

takové, že y, z /∈ U . Z hustoty (X,ω) v X̃ plyne, že existuj́ı nety {yα} a {zβ}
prvk̊u z X \ U takové, že yα → y a zβ → z. Pak x ∈ convX̃({yα} ∪ {zβ}).
Kdyby to totiž tak nebylo, existovalo by ϕ ∈ (Ẽ)∗ a a ∈ R tak, že

ϕ(x) < a < inf ϕ(convX̃({yα} ∪ {zβ}).

Pak by bylo ϕ(y) < a nebo ϕ(z) < a, což by byl spor s t́ım, že yα → y

a zβ → z. Takže skutečně x ∈ convX̃({yα} ∪ {zβ}).
Odtud

x ∈ conv(X,ω)({yα} ∪ {zβ}) = convX({yα} ∪ {zβ}),

což je spor, jelikož x ∈ str extX a tedy x /∈ convX(X \ U), odkud plyne
x /∈ convX({yα} ∪ {zβ}), protože {yα} ∪ {zβ} ⊂ X \ U . Je tedy x ∈ extX̃.

Definujme nyńı funkcionál ν na prostoru Cb(X̃) předpisem ν(f) := µ(f |X).
Pak ν je Radonova mı́ra na kompaktu X̃. Jej́ı těžǐstě je bod x. Je-li totiž
ϕ ∈ (Ẽ)∗, pak ϕ|X ∈ E∗ a tedy ν(ϕ) = µ(ϕ|X) = ϕ(x). Jelikož x ∈ extX̃,
je podle Věty 6.1 ν(f) = f(x) pro každou f ∈ Cb(X̃). Podle Lemmatu 6.8
je µ(f) = f(x) pro každou f ∈ Cb((X,ω)), tj. pro každou slabě spojitou
omezenou funkci na X. Zbývá už jen ukázat, že µ(g) = g(x) pro každou
g ∈ Cb(X). Stejně jako v d̊ukazu Lemmatu 6.8 se stač́ı omezit na takové
g ∈ Cb(X), že 0 ≤ g ≤ 1 a g(x) = 0. Necht’ tedy g je taková funkce a necht’

ε > 0. Označme U := {x ∈ X : g(x) < ε}. U je okoĺı bodu x a jelikož x je
silně extremálńı, je U i slabým okoĺım x (existuje totiž báze okoĺı x tvořená
plátky). (X,ω) je úplně regulárńı, mohu tedy zvolit f ∈ Cb((X,ω)) tak, že
0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 0 a f = 1 na X \ U . Pak g ≤ f + ε, odkud

µ(g) ≤ µ(f + ε) = µ(f) + ε = f(x) + ε = ε.

Takže µ(g) = 0 = g(x).
Jestliže x /∈ str extX, existuje U okoĺı bodu x takové, že x ∈ conv(X \U).

X je úplně regulárńı, existuje tedy f ∈ Cb(X) tak, že f(x) = 0 a f = 1 na
X \ U . Je-li h ≥ f, h ∈ A(X), pak h ≥ 1 na X \ U . Podle Lemmatu
6.11 je h ≥ 1 na conv(X \ U) a jelikož x ∈ conv(X \ U), je h(x) ≥ 1.
Definujme nezáporný lineárńı funkcionál L na A(X) předpisem L(h) := h(x)
pro h ∈ A(X). Z předchoźıho plyne, že

inf{L(h) : h ∈ A(X), h ≥ f} = inf{h(x) : h ∈ A(X), h ≥ f} ≥ 1,

zat́ımco

sup{L(h) : h ∈ A(X), h ≤ f} = sup{h(x) : h ∈ A(X), h ≤ f} ≤ f(x) = 0.
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Podle Lemmatu 6.9 lze L rozš́ı̌rit v́ıce zp̊usoby na nezáporný lineárńı funkci-
onál na Cb(X). Jelikož L(1) = 1, je každé toto rozš́ı̌reńı prvkem M1(X).
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7 Dodatky

V této kapitole shrneme výsledky týkaj́ıćı se zobecněńı několika daľśıch
tvrzeńı z kompaktńı teorie.

Krein-Milmanova věta

Základńım výsledkem v kompaktńı teorii je Krein-Milmanova věta (viz
Větu 3.1), podle které každá kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-
vexńıho prostoru je uzavřeným konvexńım obalem svých extremálńıch bod̊u.
Standardńı př́ıklad uzavřené jednotkové koule v c0, která nemá žádný ex-
tremálńı bod, ukazuje, že toto tvrzeńı nelze přenést na uzavřené, omezené
a konvexńı množiny. Jak jsme viděli ve Větě 3.10, Krein-Milmanova věta
lze ekvivalentně vyslovit v tomto tvaru: každý bod konvexńıho kompaktu je
těžǐstěm Radonovy mı́ry nesené uzávěrem extremálńıch bod̊u. Jistou analogii
této ekvivalence přináš́ı následuj́ıćı věta, která byla v trochu jiné verzi doká-
zána v [10]. Připomeňme ještě, že pro úplně regulárńı prostor T znač́ıme

Z := {f−1(0) : f ∈ Cb(T )}.

Věta 7.1. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a M ⊂ X. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

i) X = conv(M),

ii) ke každému x ∈ X existuje mı́ra µ ∈ M1(X) reprezentuj́ıćı bod x
nesená každou množinou Z ∈ Z takovou, že Z ⊃M .

D̊ukaz. i)⇒ ii): Necht’ x ∈ X. Pak existuje net {xα} prvk̊u množiny conv(M)
tak, že xα → x. Necht’

xα =
nα∑
i=1

λα
i y

α
i , kde nα ∈ N, λα

i ≥ 0,
nα∑
i=1

λα
i = 1, yα

i ∈M.

Množina µ ∈ M1(X) je podle Poznámky 4.10 ω∗-kompaktńı a jelikož {µα},
kde µα :=

∑nα

i=1 λ
α
i εyα

i
, je net v M1(X), existuje podnet {µβ} a µ ∈M1(X)

tak, že µβ
ω∗→ µ.

Necht’ ϕ ∈ E∗. Pak

µ(ϕ) = limµβ(ϕ) = lim

nβ∑
i=1

λβ
i εyβ

i
(ϕ) = limϕ

( nβ∑
i=1

λβ
i y

β
i

)
= limϕ(xβ) = ϕ(x),

takže µ reprezentuje x.
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Necht’ Z ∈ Z, Z ⊃M . Pak z toho, že µβ
ω∗→ µ, plyne

µ(Z) ≥ lim supµβ(Z) = 1

(nerovnost plyne z Věty 4.3, rovnost pak z toho, že µβ jsou neseny množinou
Z). Takže µ je nesena množinou Z.

ii) ⇒ i): Necht’ pro spor x ∈ X \ conv(M). Podle předpokladu existuje
mı́ra µ ∈ M1(X) reprezentuj́ıćı x nesená každou množinou Z ∈ Z takovou,
že Z ⊃M . Podle separačńı verze Hahn-Banachovy věty pak existuj́ı ϕ ∈ E∗

a a ∈ R tak, že
supϕ(conv(M)) < a < ϕ(x).

Jelikož množina Z0 := {x ∈ X : ϕ(x) ≤ a} je prvkem systému Z a zřejmě
Z0 ⊃M , je mı́ra µ nesená množinou Z0. Plat́ı tedy

µ(ϕ) =

∫
X

ϕ dµ =

∫
Z0

ϕ dµ ≤ a < ϕ(x),

což je spor s t́ım, že µ reprezentuje x.

Milmanova věta

Užitečným tvrzeńım z kompaktńı teorie je i Milmanova věta 3.9. Zopa-
kujme ji na tomto mı́stě:

Věta 7.2 (Milman). Necht’ K je kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a M ⊂ K taková, že K = conv(M). Pak extK ⊂M .

Plat́ı tato věta pro uzavřenou, omezenou a konvexńı množinu namı́sto
kompaktńı a konvexńı? Odpověd’ je záporná. Stač́ı se pod́ıvat na Př́ıklad
6.2. V tomto př́ıkladu je ukázáno, že bod 0 je extremálńım bodem množiny
X = conv({ei : i ∈ N}), kde ei := (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) s hodnotou 1 na i-té
pozici. Množina {ei : i ∈ N} je uzavřená (vzdálenost každých dvou prvk̊u je
rovna 2), takže neplat́ı extX ⊂ {ei : i ∈ N}, přestože X = conv({ei : i ∈ N}).
Přitom množina X neńı př́ılǐs patologická, je např́ıklad slabě kompaktńı. To
plyne z toho, že

X = conv({ei : i ∈ N}) = convω({ei : i ∈ N}) = convω({ei : i ∈ N} ∪ {0}),

a jelikož ei
ω→ 0, je množina {ei : i ∈ N} ∪ {0} slabě kompaktńı a uzavřené

(slabě uzavřené — to je ale to samé) konvexńı obaly slabě kompaktńıch
podmnožin Banachových prostor̊u jsou opět slabě kompaktńı. Je tedy i u-
zavřeným konvexńım obalem svých extremálńıch bod̊u. Nicméně analogie
Milmanovy věty plat́ı pro silně extremálńı body (zavedené v Definici 6.6)
mı́sto extremálńıch:



7 Dodatky 43

Věta 7.3. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a M ⊂ X tak, že X = conv(M). Pak str extX ⊂M .

D̊ukaz. Necht’ x ∈ str extX a U libovolné otevřené okoĺı x. Chceme ukázat, že
U∩M 6= ∅. Necht’ pro spor U∩M = ∅. Pak X \U ⊃M a tedy conv(X \U) ⊃
conv(M). Jelikož x /∈ conv(X \U) z definice silně extremálńıho bodu, je pak
i x /∈ conv(M), což je spor s t́ım, že X = conv(M).

Poznámka 7.4. Vzhledem k předchoźı větě nemůže být bod 0 v Př́ıkladu
6.2 silně extremálńı. To plyne také třeba z Věty 6.12, jelikož k tomuto bodu
existuje i jiná reprezentuj́ıćı mı́ra než ε0, nebo se to dá nahlédnout i př́ımo
z definice. Vezmeme-li totiž okoĺı 0 definované jako U := {x ∈ X : ‖x‖ < 1

2
}

(sup-norma), je U∩{ei : i ∈ N} = ∅ a tedy conv({ei : i ∈ N}) = conv(X \U),
z čehož plyne 0 ∈ conv(X \ U).

Problém: Plat́ı str extX =
⋂
{M : M ⊂ X,M uzavřená, X = conv(M)},

tj. je množina str extX maximálńı množina splňuj́ıćı závěr Věty 7.3?

Obálky funkćı

Pod́ıvejme se nyńı na d̊uležitý nástroj použ́ıvaný v kompaktńı teorii,
obálky funkćı, v kontextu nekompaktńıch množin.

Definice 7.5. Necht’X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ f ∈ Cb(X). Pak definujeme

f(x) := inf{g(x) : g ≥ f, g ∈ A(X)}.

Analogicky se definuje f .

Základńı vlastnosti obálek uvedené v následuj́ıćım lemmatu jsou stejné
jako v kompaktńı teorii a ani d̊ukaz se nijak nelǐśı, proto ho neuvád́ıme.

Lemma 7.6. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Necht’ f ∈ Cb(X). Pak f je omezená, konkávńı a sho-
ra polospojitá funkce na X. Dále zobrazeńı f 7→ f je sublineárńı na Cb(X),
tj. pro každé λ ≥ 0 a pro každé f, g ∈ Cb(X) plat́ı λf = λf a f + g ≤ f + g.

Následuj́ıćı věta ani jej́ı d̊ukaz se od kompaktńı verze také nelǐśı, jen je
třeba uvažovat konečně aditivńı mı́ry mı́sto Radonových, takže d̊ukaz opět
vynecháme. Důkaz kompaktńı verze této věty lze nalézt v [15, str. 278], kde
je tato věta uvedena v obecněǰśı verzi pro funkčńı prostory.
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Věta 7.7. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ x ∈ X a f ∈ Cb(X). Pak

[f(x), f(x)] =

{∫
X

f dµ : µ ∈M1(X), µ reprezentuje x

}
.

Důležitou vlastnost́ı obálek funkćı, využ́ıvanou v kompaktńı teorii, je
rovnost

extK =
⋂

f∈C(K)

{x ∈ K : f(x) = f(x)} =
⋂

f∈C(K)
f konvexńı

{x ∈ K : f(x) = f(x)},

kdeK je konvexńı kompakt (viz Větu 3.16). Jak ukazuje následuj́ıćı věta, toto
tvrzeńı obecně pro nekompakty neplat́ı. Připomeňme, že množina str extX
byla zavedena v Definici 6.6. Prvńı rovnost v této větě pocháźı od S. S. Khu-
rany, viz. [13].

Věta 7.8. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak

str extX =
⋂

f∈Cb(X)

{x ∈ X : f(x) = f(x)} =
⋂

f∈Cb(X)
f konvexńı

{x ∈ X : f(x) = f(x)}.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ str extX. Pak podle Věty 6.12 je εx jediný prvek M1(X)
reprezentuj́ıćı x a podle Věty 7.7 pro každou f ∈ Cb(X) plat́ı f(x) = f(x).
Máme tedy (druhá inkluze je zřejmá)

str extX ⊂
⋂

f∈Cb(X)

{x ∈ X : f(x) = f(x)} ⊂
⋂

f∈Cb(X)
f konvexńı

{x ∈ X : f(x) = f(x)}.

K dokončeńı d̊ukazu stač́ı pro x /∈ str extX naj́ıt f ∈ Cb(X) konvexńı
takovou, že f(x) 6= f(x). Necht’ tedy x /∈ str extX, pak existuje U okoĺı
bodu x takové, že x ∈ conv(X \ U). Dále existuj́ı pseudonormy p1, . . . , pn

tak, že
{y ∈ X : max{p1(y − x), . . . , pn(y − x)} < 1} ⊂ U.

Funkce
f(y) := max{p1(y − x), . . . , pn(y − x)}

je konvexńı (jelikož každá pseudonorma je konvexńı a maximum konvexńıch
funkćı je opět konvexńı), lež́ı v Cb(X) (je maximem spojitých funkćı) a plat́ı
f(x) = 0 a f ≥ 1 na X \ U . Je-li h ≥ f, h ∈ A(X), pak h ≥ 1 na
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X \ U . Podle Lemmatu 6.11 je h ≥ 1 na conv(X \ U), takže h(x) ≥ 1. Tedy
f(x) ≥ 1 > 0 = f(x) a tud́ıž

x /∈
⋂

f∈Cb(X)
f konvexńı

{x ∈ X : f(x) = f(x)}.

Měřitelnost množiny str extX

Jak jsme viděli, některé vlastnosti extremálńıch bod̊u kompaktńıch množin
přeb́ıraj́ı pro nekompaktńı množiny silně extremálńı body. To samozřejmě
neńı ve sporu s kompaktńı teoríı, jelikož pro kompaktńı konvexńı množinu X
je str extX = extX (viz Poznámku 6.7). Nepřekvaṕı tedy, že tvrzeńı, podle
kterého v metrizovatelném kompaktu je množina extremálńıch bod̊u typu Gδ,
lze pro metrizovatelné nekompaktńı množiny dokázat pro silně extremálńı
body. Přitom pro extremálńı body takové tvrzeńı již neplat́ı, množina ex-
tremálńıch bod̊u nemuśı být ani borelovská. Př́ıklad takové množiny (dokonce
slabě kompaktńı podmnožiny Banachova prostoru) je uveden v [2, str. 214].

Věta 7.9. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E, která je nav́ıc metrizovatelná. Pak str extX je mno-
žina typu Gδ.

D̊ukaz. Necht’ ρ je metrika na X generuj́ıćı topologii na X. Označme dále
U(x, r) := {y ∈ X : ρ(y, x) < r}. Pro n ∈ N definujme

Fn,x := conv(X \ U(x, 1
n
)) a Fn :=

⋂
x∈X Fn,x.

Pak pro každé n ∈ N je Fn pr̊unikem uzavřených množin, je to tedy uzavřená
množina. Ukážeme-li, že str extX = X \

⋃
n∈N Fn, bude ihned vidět, že

množina str extX je typu Gδ.
Necht’ x ∈ str extX. Pak z definice silně extremálńıho bodu plyne , že pro

každé n ∈ N plat́ı x /∈ conv(X \U(x, 1
n
)) a tedy x /∈ Fn. Pak ale x /∈

⋃
n∈N Fn.

Necht’ x /∈ str extX. Pak existuje okoĺı U bodu x tak, že x ∈ conv(X \U).
Existuje tedy n0 ∈ N tak, že x ∈ conv(X \ U(x, 1

n0
)). Pak plat́ı x ∈ F2n0 .

Je-li totiž y ∈ X takové, že x ∈ U(y, 1
2n0

), pak z trojúhelńıkové nerovnosti

U(y, 1
2n0

) ⊂ U(x, 1
n0

) a tedy x ∈ conv(X \ U(y, 1
2n0

)). Je-li y ∈ X takové, že

x /∈ U(y, 1
2n0

), pak samozřejmě x ∈ conv(X \ U(y, 1
2n0

)). Je tedy x ∈ F2n0,y

pro každé y ∈ X a tedy x ∈
⋂

y∈X F2n0,y = F2n0 . Takže x ∈
⋃

n∈N Fn.
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Choquetovo uspořádáńı

Zmiňme se nakonec krátce o Choquetově uspořádáńı v nekompaktńım
kontextu. Stejně jako v kompaktńı teorii, i v nekompaktńı hraje d̊uležitou
roli, viz. např́ıklad knihy [2] či [21]. Choquetovo uspořádáńı se, podobně jako
u Choquet-Bishop-de Leeuwovy věty z kompaktńı teorie, využ́ıvá k hledáńı
měr, které lež́ı v jistém smyslu na extremálńıch bodech dané množiny. Jelikož
uzavřené, omezené a konvexńı množiny nemusej́ı mı́t žádné extremálńı body,
uvažuj́ı se užš́ı tř́ıdy množin s tak zvanou Radon-Nikodýmovou vlastnost́ı
(viz. opět knihu [2]), které jich již maj́ı dostatek. Tato problematika již ale
přesahuje rámec této práce.

Definice 7.10. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lo-
kálně konvexńıho prostoru E a necht’ µ, ν ∈ M1

t (X). Pak ṕı̌seme µ ≺ ν,
plat́ı-li µ(f) ≤ ν(f) pro každou f ∈ Cb(X), která je konvexńı. Relace ≺ se
nazývá Choquetovo uspořádáńı.

Následuj́ıćı větu uvedeme bez d̊ukazu, lze jej naj́ıt v [21, str. 30].

Věta 7.11. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E. Pak relace ≺ je částečné uspořádáńı na množině
M1

t (X).

Následuj́ıćı věta vyjadřuje intuitivně jasnou skutečnost, že mı́ry větš́ı
v Choquetově uspořádáńı jsou ”vyhnány v́ıce do stran”. Ve Winklerově knize
[21, str. 57] je pro úplné lokálně konvexńı prostory uvedeno mnohem obecněǰśı
tvrzeńı, které ale vyžaduje poněkud komplikovaný d̊ukaz. Winkler dokazuje,
že pokud µ, ν jsou pravděpodobnostńı tight mı́ry na úplném lokálně kon-
vexńım prostoru splňuj́ıćı µ ≺ ν, a je-li M tzv. measure convex množina
taková, že ν je nesena množinouM (v tom smyslu, že ν∗(M) = 1), pak je j́ı ne-
sena i mı́ra µ. Přitom measure convex množiny jsou takové množiny, že každá
tight mı́ra na nich definovaná má v této množině těžǐstě. Speciálně takové
množiny jsou vždy konvexńı. Omeźıme-li se pouze na inkluzi uzavřených kon-
vexńıch obal̊u nosič̊u těchto měr, nepotřebujeme jednak podmı́nku úplnosti
a nav́ıc si vystač́ıme s d̊ukazem o poznáńı jednodušš́ım. Nosič tight mı́ry byl
definován v Definici 4.13.

Věta 7.12. Necht’ X je uzavřená, omezená a konvexńı podmnožina lokálně
konvexńıho prostoru E a necht’ µ, ν ∈M1

t (X) a µ ≺ ν. Pak

conv(suptµ) ⊂ conv(supt ν).

D̊ukaz. Necht’ pro spor neplat́ı conv(suptµ) ⊂ conv(supt ν), tedy necht’ exis-
tuje bod x ∈ conv(suptµ) tak, že x /∈ conv(supt ν). Podle separačńı verze
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Hahn-Banachovy věty pak existuje ϕ ∈ E∗ a a ∈ R takové, že ϕ(x) > a
a conv(supt ν) ⊂ {ϕ ≤ a}. Definujme f := max{ϕ − a, 0}. Pak f ∈ Cb(X)
a f je konvexńı funkce. Jelikož f = 0 na množině conv(supt ν), je ν(f) =
0. Protože µ ≺ ν, dostáváme př́ımo z definice Choquetova uspořádáńı, že
µ(f) ≤ ν(f) = 0 a jelikož f ≥ 0, je µ(f) ≥ 0, takže µ(f) = 0. Odtud
dostáváme, že suptµ ⊂ {f = 0} a jelikož množina {f = 0} je uzavřená a
konvexńı, je také conv(suptµ) ⊂ {f = 0}. To je ale spor s volbou bodu x.
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Přehled nejpouž́ıvaněǰśıch symbol̊u

N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . množina přirozených č́ısel
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . množina reálných č́ısel
f |Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . restrikce funkce f na množinu Y
C(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . prostor spojitých funkćı na T
Cb(T ) . . . . . . . . . . . . . . .Banach̊uv prostor spojitých omezených funkćı na T
A(M). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .afinńı funkce na M
χA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristická funkce množiny A
conv(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konvexńı obal množiny M
conv(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . uzavřený konvexńı obal množiny M
BX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . uzavřená jednotková koule v prostoru X
E∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . topologický duál prostoru E
ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . slabá topologie
xα

ω→ x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konvergence ve slabé topologii
ω∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . slabá∗ topologie

ϕα
ω∗→ ϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konvergence ve slabé∗ topologii

c0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . posloupnosti reálných č́ısel konverguj́ıćıch k nule
c00 . . . . posloupnosti reálných č́ısel s konečným počtem nenulových člen̊u
l1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . absolutně sč́ıtatelné posloupnosti reálných č́ısel
l∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . omezené posloupnosti reálných č́ısel
M(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . znaménkové Radonovy mı́ry na kompaktu K
M+(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (nezáporné) Radonovy mı́ry na kompaktu K
M1(K) . . . . . . . . . . . . .pravděpodobnostńı Radonovy mı́ry na kompaktu K
M(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . znaménkové baireovské mı́ry na T
M+(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (nezáporné) baireovské mı́ry na T
Mσ(T ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .σ-aditivńı mı́ry na T
Mτ (T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ -aditivńı mı́ry na T
Mt(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tight mı́ry na T
M1(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pravděpodobnostńı baireovské mı́ry na T
M1

σ(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pravděpodobnostńı σ-aditivńı mı́ry na T
M1

τ (T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pravděpodobnostńı τ -aditivńı mı́ry na T
M1

t (T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pravděpodobnostńı tight mı́ry na T
‖µ‖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . norma mı́ry µ
εx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Diracova mı́ra v bodě x
extX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . extremálńı body množiny X
str extX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .silně extremálńı body množiny X
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