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Abstrakt: Klasickda Choquetova teorie se zabyvéa kompaktnimi konvexnimi
podmnozinami lokalné konvexnich prostoru. Tato prace se vénuje nékterym
aspektum zobecnéni Choquetovy teorie na mnoziny, u kterych je pozadavek
kompaktnosti zeslaben, napiiklad predpokladem uzavienosti a omezenosti.
Jelikoz Radonovy miry se zpravidla definuji pro lokalné kompaktni topolo-
gické prostory, coz napiiklad uzaviend jednotkova koule v Banachové pros-
toru nekonecéné dimenze nikdy neni, pouzivaji se v tomto kontextu takzva-
né baireovské miry. Prace se zabyva predevsim otazkou existence barycen-
ter téchto mér, vlastnostmi barycentrického zobrazeni, analogii Bauerovy
charakteristiky extremélnich bodu a nékolika dalsimi pojmy zndmymi z kom-
paktni teorie. Na piikladech je ukazano, ze mnoha z téchto tvrzeni v nekom-
paktnim ptipadé neplati, pficemz je uvedeno, v jakém tvaru je mozné je
vyslovit.
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1 Uvod

Klasicka Choquetova teorie se zabyva kompaktnimi konvexnimi podmno-
zinami lokalné konvexnich prostoru, predevsim pak otazkou, zda je mozné
body dané mnoziny reprezentovat pomoci Radonovych mér nesenych v néja-
kém smyslu extremalnimi body této mnoziny. Tato prace se zabyva nékterymi
aspekty zobecnéni klasické Choquetovy teorie na mnoziny, u kterych je po-
zadavek kompaktnosti nahrazen néjakym slabsim predpokladem, naptiklad
predpokladem uzavienosti a omezenosti ¢i iplnosti a omezenosti.

Prvni pokusy o rozsiteni klasické kompaktni Choquetovy teorie na nekom-
paktni mnoziny byly u¢inény jiz G. Choquetem, ktery pracoval s takzvanymi
well capped konvexnimi kuzeli a konickymi mérami na nich, viz napiiklad
[8] nebo [18]. Dalsimi, ktefi se pokouseli o zobecnéni Choquetovy teorie
na nekompaktni podmnoziny lokalné konvexnich prostort, byli naptriklad S.
S. Khurana (viz prace [10], [11], [12], [13] a [14]), G. A. Edgar, E. G. F.
Thomas, H. von Weizsicker nebo G. Winkler (kniha [21]). Néktefi autofi se
omezili na Banachovy prostory a pracovali s jejich uzavienymi, omezenymi
a konvexnimi podmnozinami s takzvanou Radon-Nikodymovou vlastnosti.
Dulezitych vysledku na tomto poli dosahli G. A. Edgar, ktery v préci [5]
dokézal analogii Choquetovy véty o reprezentaci pro separabilni mnoziny,
v praci [6] se zabyval neseparabilnim piipadem a spolu s R. D. Bourginem
v praci [3] rozsitil nékterd tvrzeni tykajici se pojmu simplexu, ¢i P. Mankie-
wicz, ktery v praci [16] zjednodusil Edgarovy metody. Vynikajicim piehledem
téchto a mnohych dalsich vysledku je Bourginova kniha [2].

V této préaci se budeme zabyvat predevsim otazkou existence barycenter
meér, vlastnostmi barycentrického zobrazeni a zobecnénim Bauerovy charak-
teristiky extremalnich bodu.

V této souvislosti ihned vyvstava nékolik otazek, naptiklad jakych mér by
se méla tato teorie tykat. Radonovy miry, casto nazyvané regularni borelovské
miry, které jsou diky Rieszové vété o reprezentaci pfirozenym ramcem pro
kompaktni Choquetovu teorii, se zpravidla definuji pro lokalné kompaktni
prostory. Je samoziejmé mozné je definovat i pro libovolné topologické pros-
tory, jak se také ¢ini, ale mnozina téchto mér jiz netvoii dual k prostoru spo-
jitych omezenych funkei na dané mnoziné jako v kompaktni teorii, coz ptinasi
fadu potizi. Pritom naptiklad uzaviend omezena mnozina s neprazdnym
vnititkem v Banachové prostoru nekonecné dimenze neni podle znamého
Rieszova lemmatu nikdy lokalné kompaktni. Obvykle se pak v této nekom-
paktni teorii skutecné pracuje s takzvanymi tight mirami, coz jsou vlastné
Radonovy miry (tj. miry regularni vzledem k aproximaci kompaktnimi mno-
zinami zevniti) definované pro libovolné tiplné regulérni topologické prostory,
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pri praci s nimi je ale tfeba prekonavat mnoho prekéazek.

Druha, treti a ¢tvrta kapitola jsou spiSe pripravné. Ve druhé kapitole
shrneme zakladni definice a tvrzeni z topologie a z teorie lokalné konvexnich
prostoru potiebné v dalsich kapitolach. Ve tieti kapitole zopakujeme ve struc-
nosti zakladni poznatky klasické kompaktni Choquetovy teorie.

Ctvrta kapitola pak shrne zakladni vysledky o zobecnéni Rieszovy véty
o reprezentaci pro nekompaktni topologické prostory (tzv. Alexandrovovée
vété) a o meérach na téchto prostorech. Jak jsme jiz naznacili, tight miry
netvori dudl k prostoru spojitych omezenych funkei. Abychom tento dual
dostali, je tfeba uvazovat konecné aditivni miry na slabsi algebfe mnozin
nez tvori borelovské mnoziny. Tyto miry se pak nazyvaji baireovské miry.
Jelikoz baireovské miry nemaji ptilis pékné vlastnosti, vyclenuji se dale ruzné
jejich podmnoziny, napiiklad jiz zminované tight miry. V této kapitole také
zavadime znaceni a zminime zakladni poznatky z teorie lokalné konvexnich
prostoru, na které se budeme v dalsim odkazovat.

spojitosti barycentrického zobrazeni. Véty v této kapitole jsou z ¢lankua [10]
a [11], dukaz Véty 5.7 je puvodni, stejné jako Ptiklad 5.6.

Sesté kapitola je vénovdna moznostem zobecnéni zndmé Bauerovy cha-
rakteristiky extremalnich bodu, podle které v konvexnim kompaktu je bod x
extremalni, pravé kdyz jedind Radonova mira reprezentujici x je mira Dira-
cova koncentrovand v tomto bodé. Tato véta vlastné tika, ze mnozina ex-
tremélnich bodu je nejmensi mnozinou, pro kterou je mozné vyslovit vétu
o integralni reprezentaci, presnéji, m&ji-li byt hledané reprezentujici miry
nesené néjakou pevnou mnozinou, musi tato mnozina obsahovat extremalni
body. Je tedy dulezité védét, zda podobné tvrzeni plati i pro nekompaktni
mnoziny. Opét se ukazuje, ze obecné toto tvrzeni neplati, coz je ukdzano
na prikladech, nicméné uvedeme podminky, za kterych je mozné je vyslovit.
Tvrzeni uvedend v této kapitole jsou zpracovana z ¢lanku [10] a [12], piiklady
v této kapitole jsou pak puvodni.

V posledni, sedmé kapitole, se zamétime na nékolik dalsich tvrzeni zna-
mych z kompaktni teorie, na to, zda plati i pro nekompakty, piipadné v jakém
tvaru. Pujde zde o jistou analogii ekvivalence Krein-Milmanovy véty s in-
tegralni reprezentaci, o Milmanovu vétu, obalky funkci a Choquetovo uspo-
radani. Puvodni jsou Véty 7.3, 7.9, druhd rovnost ve Vété 7.8 a Véta 7.12,
ktera je verzi jiz znamé Winklerovy véty, viz text u této véty.



2 Predbéznosti

V této kapitole shrneme stru¢né zakladni definice a tvrzeni uzivané v dal-
Sim textu.

Zminme nejprve zakladni znaceni, které budeme v textu pouzivat. Sym-
boly N a R budou po fadé zna¢it mnozinu pfirozenych a realnych ¢isel. Sym-
bol ¢y bude oznacovat prostor vSech realnych posloupnosti konvergujicich
k nule (se supremovou normou), ¢y prostor vsech redlnych posloupnosti
s pouze koneéné mnoha nenulovymi ¢leny, I* pak prostor takovych realnych
posloupnosti, které jsou absolutné scitatelné a [* prostor téch, které jsou
omezené. Je-li X normovany linedrni prostor s normou ||.||, pak symbolem By
budeme znacit uzavienou jednotkovou kouli v tomto prostoru, tj. mnozinu
{r € X :||z|]| < 1}. Je-li f funkce na néjaké mnoziné X a Y C X, pak fl|y
bude znagcit restrikci funkce f na mnozinu Y.

Topologické prostory a nety

Necht T je topologicky prostor. Symbolem Cy(T) budeme znacit pros-
tor vSech spojitych omezenych realnych funkci na 7" opatfeny supremovou
normou (|| f|| = sup{|f(z)| : * € T}). Prostor Cp(T") s touto normou tvoii
Banachuv prostor. Symbol C(T") bude pak znacit mnozinu vsech spojitych
funkef na T'. Je-li K kompakt, pak samoziejmé C(K) = Cp(K).

Zopakujme déle pojem netu, nékdy téz nazyvany zobecnéna posloupnost.
Mnozina I opatiend relaci < se nazyva usmérnéend, je-li ¢astecné usporadand
(tj. relace < je reflexivni, transitivni a antisymetrickd) a pro kazdé dva prvky
x,y € I existuje z € [ tak, ze x < z a y < z. Net (zobecnénd posloupnost)
prvku topologického prostoru T' je pak zobrazeni x : [ — T, jehoz defini¢ni
obor je néjakd usmérnénd mnozina I. Hodnotu zobrazeni x v bodé a € [
budeme znacit zkracené x,, cely net pak budeme znacit {x, }qecr nebo {z,}.
Mnozina I se nazyva indexovd mnozina netu {4 taer-

Net {z4}aer dle definice konverguje k prvku = € T, coz budeme znacit
Zo — x nebo limz, = x, pokud pro kazdé okoli U bodu z existuje index
ag € I takovy, ze pro ay < « plati z, € U.

Analogicky pojmu podposloupnost posloupnosti se definuje pojem pod-
netu. Net {ys}ses se nazyva podnet (zobecnénd podposloupnost) netu {4 }aer,
pokud existuje zobrazeni ¢ : J — [ tak, ze:

i) p(a1) < @(as), pokud a; < ao,
ii) pro kazdé « € I existuje 3 € J tak, ze a < (),

iii) pro kazdé € J plati ys = z,(g).
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Pomoci téchto pojmu lze nyni charakterizovat mnohé vlastnosti ruznych
objektu. Napriklad zobrazeni f : T — S, kde T, S jsou topologické prostory,
je spojité v bodé x € T, prave kdyz f(z,) — f(x) pro kazdy net {z,} takovy,
ze T, — x. Dalsim dulezitym tvrzenim je, ze podmnozina K topologického
prostoru 1" je kompaktni, pravé kdyz z kazdého netu prvkt mnoziny K lze
vybrat konvergentni podnet s limitou v mnoziné K.

Zminme jesté, ze topologicky prostor 1" se nazyva uplné regularni, pokud
pro kazdou uzavienou F' C T a bod x € T'\ F existuje f € Cp(T) takova, ze
f=0naFaf(zr)=1

Detaily o topologickych prostorech lze nalézt v [15, str. 302-311] nebo
v klasické ucebnici [9)].

Lokalné konvexni prostory a slabé topologie

Lokélné konvexni prostory, stejné jako topologické vektorové prostory,
budeme vzdy uvazovat nad télesem R a budeme predpokladat, Ze jejich
topologie je Hausdorffova. Znamé tvrzeni iika, ze topologie na vektorovém
prostoru je lokalné konvexni, pravé kdyz je generovana néjakym systémem
pseudonorem. Kazda lokélné konvexni topologie (dokonce kazd4 linearni to-
pologie, tj. topologie, v niz dany vektorovy prostor je topologicky vektorovy
prostor) je uplné regularni (pro lokalné konvexni prostory to plyne snadno
z existence pseudonorem generujicich danou topologii), takze i kazda pod-
mnozina lokalné konvexniho prostoru je v relativni topologii iplné regulérni.

Necht W je topologicky vektorovy prostor. Symbolem W* budeme znacit
dudl k prostoru W, tj. mnozinu vSech spojitych linearnich forem na W.

Je-li F lokédlné konvexni prostor, pak slabou topologii na E nazyvame
topologii generovanou systémem pseudonorem {p, },cp-, kde p,(z) = [p(z)|
pro x € E. Takto definovanou topologii nazyvame slabou topologii a znac¢ime
ji symbolem w. Net {z,} prvkiu z E konverguje v této topologii k prvku
x € E, prave kdyz ¢(z,) — ¢(x) pro kazdé ¢ € E*. Tato konvergence se
znadi T, — .

Na prostoru E* pak muzeme definovat topologii pomoci systému pseudo-
norem {p, }zcr, kde p. () := |p(z)| pro ¢ € E*. Tato topologie se pak nazyva
w*-topologie a zna¢i se symbolem w*. Net {¢,} prvka z E* pak konverguje
ve w*-topologii k prvku ¢ € E*, pravé kdyz ¢, (x) — ¢(x) pro kazdé = € E,
coz znacime @, < ©.

Uvedme jednu dulezitou vétu tykajici se w*-topologif:

Véta 2.1 (Alaoglu). Necht X je Banachiv prostor. Pak uzaviend jednotkovd
koule Bx+ :={p € X* : ||¢|| < 1} je w*-kompaktni.

Pro podrobnosti viz napiiklad [15].
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Konvexita

Zminme nyni nékolik pojmu tykajicich se konvexity. Jednim ze zakladnich
pojmu Choquetovy teorie je pojem extremalniho bodu:

Definice 2.2. Necht X je konvexni podmnozina vektorového prostoru V
a x € X. Pak x se nazyva extremalnim bodem mnoziny X, pokud pro libo-
ytz

volné body y, z € X, splitujici x = %=, jiZ nutné plati y = 2. MnozZinu vsech

extremalnich bodu mnoziny X budeme znacit extX.

Je-li M podmnozina vektorového prostoru V', pak symbolem conv(M)
znacime konverni obal mnoziny M, tj. prunik vsech konvexnich podmnozin
W, které jsou nadmnozinou M. Snadno se ukéze (napiiklad indukci), ze

conv(M) = {Z)‘le ST, ..., € M)A EO,ZAZ- = 1,n€N}.
i=1 =1

Je-li ddle M podmnozina topologického vektorového prostoru W, pak sym-
bol conv(M) zna¢i uzavieny konvexni obal mnoziny M, tj. prunik vsech
uzavienych konvexnich podmnozin W, které jsou nadmnozinou M. Plati
conv (M) = conv(M), coz opét neni slozité ukdzat.

Definice 2.3. Necht M je konvexni podmnozina topologického vektorové-
ho prostoru W. Ozna¢me jako A(M) mnozinu viech h € Cyp(M), které jsou
afinni, tj.pro kazdé x,y € M a X\ € [0, 1] plati

hOa + (1= Ny) = Mi(z) + (1 — A)h(y).

Omezené mnoziny

Pojem omezenosti v lokalné konvexnich prostorech je dobte znamy, presto
ho pripomeneme (pro detaily viz [15, str. 127]). Upozornéme, ze omezenost
ve smyslu Definice 2.4 neni u metrizovatelnych lokalné konvexnich prostoru
to samé co metrickd omezenost (viz opét [15, str. 127]).

Definice 2.4. Podmnozina A lokalné konvexniho prostoru E se nazyva
omezend, jestlize ke kazdému okoli nuly U existuje A > 0 tak, ze A C \U.

Poznamka 2.5. Neni tézké si rozmyslet, ze mnozina A je omezend, praveée
kdyz p(A) je omezend podmnozina R pro kazdou pseudonormu p z kolekce
pseudonorem generujicich topologii E.
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Uplné mnoziny
Uplnost v kontextu lokédlné konvexnich prostoru je analogii iplnosti pro

metrické prostory, jelikoz ale lokalné konvexni prostory nemusi byt metrizo-
vatelné, je tfeba uvazovat nety misto posloupnosti.

Definice 2.6. Net {x,}acr prvku lokalné konvexniho (topologického vek-
torového) prostoru E se nazyva cauchyovsky, jestlize ke kazdému okoli nuly
U existuje oy € I tak, ze v, — 23 € U pro kazdé a, B > a.

Poznamka 2.7. Snadno se nahlédne, ze net {z,}qaer prvku lokalné kon-
vexniho prostoru £ je cauchyovsky, pravé kdyz pro kazdou pseudonormu p
z kolekce pseudonorem generujicich topologii £ a pro kazdé ¢ > 0 existuje
ap € I tak, ze p(z, — ) < € pro kazdé a, 3 > .

Definice 2.8. Podmnozina A lokalné konvexniho (topologického vektorové-
ho) prostoru E se nazyvéa uplnd, pokud kazdy cauchyovsky net v A konverguje
k néjakému prvku A.

Nasledujici vlastnosti plynou snadno z definice.

e Kompaktni podmnoziny E jsou uplné.

e Je-li X uplnd podmnozina F, pak je jiz uzaviena.
Déle plati nasledujici tvrzeni:

Véta 2.9. Pokud X je uplnd a konvexni podmnoZina lokdlné konverniho
prostoru E a K C X je kompaktni, je conv(K) také kompaktni (a samoziejmé
conv(K) C X).

Véta 2.10. Ke kazdému lokdlné konvernimu (Hausdorffovu) prostoru exis-
tuje jeho ziplnénd, tj. iplny lokdlné konverni (Hausdor(fuv) prostor obsahugici
puvodni jako husty podprostor.

Véta 2.11. Necht E je lokdlné konvexni prostor, p puvodni topologie na
prostoru E a w slabd topologie na E. Necht E je ziplnéni prostoru (E,w).
Pak je-li A C E omezend podmnozina (E, p), je ﬂE, jegi uzdver v prostoru
E, kompaktni.

Pro podrobnosti o tplnych mnozinach viz [15, str. 253].
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3 Kompaktni teorie

V této uvodni kapitole zopakujeme zakladni poznatky z klasické Choque-
tovy teorie pro kompaktni konvexni podmnoziny lokalné konvexnich pros-
toru. Jde vesmés o zndma tvrzeni, takze jejich dukazy nebudeme uvadét.
Detaily 1ze nalézt napiiklad v knihach [8], [15] ¢i [18].

Zakladnim vysledkem kompaktni teorie je nasledujici véta:

Véta 3.1 (Krein-Milman). Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina lo-
kdlné konvexniho prostoru E. Pak K = conv(extK).

V konec¢né dimenzi se d4 fici mnohem vice:

Véta 3.2 (Carathéodory-Minkowski). Necht K je kompaktni konvexni pod-
mnozina prostoru R™, kden € N. Pak kazdy bod x € K je konvexni kombinaci
nejuyse n + 1 extremdlnich bodi mnoziny K. Specidlné K = conv(extK).

Krein-Milmanova véta lze preformulovat v fec¢i barycenter Radonovych
meér. Zopakujme v rychlosti pojem Radonovy miry a Rieszovu vétu o repre-
zentaci.

Definice 3.3. Necht K je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor. Ra-
donovou (reguldrni borelovskou) mirou na K rozumime nezépornou, kone¢nou
a spocetné aditivni (tj. prifazujici sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich
mnozin soucet hodnot na téchto mnozindch) mnozinovou funkeci g na bore-
lovskych podmnozinach prostoru K takovou, ze

u(A) = sup{p(7T) : T kompaktni, T C A}

pro kazdou borelovskou mnozinu A C K. Mnozinu vsech téchto mér ozna¢me
MT(K). Rozdilum dvou mér z M*(K) se iika znaménkové Radonovy miry a
mnozina vsech téchto mér se znaéi M (K'). Ddle mnozinu viech Radonovych
mér u € MT(K) takovych, ze u(K) = 1 budeme znacit M'(K) a ifkat jim
pravdépodobnostni Radonovy miry.

vvvvvv

0 reprezentaci:

Véta 3.4 (Riesz). Necht K je kompakini Hausdorffiv topologicky prostor.
Pak dudl prostoru C(K) je izometricky izomorfni prostoru M(K), a to ve
smyslu zobrazent, které kazdé p € M(K) pritadi funkciondl f +— fod,u,
feC(K).
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Definice 3.5 (Tézisté miry). Necht K je kompaktn{ konvexn{ podmnozina
lokélné konvexniho prostoru E a necht p € M'(K). Bod = € K se nazyvd

tezistem (barycentrem) miry p, jestlize plati

o(zr) = / edp  pro kazdé ¢ € E*. (1)
K

Nekdy se také tika, ze mira u reprezentuje bod .
Zakladni vlastnosti barycenter udava tato véta:

Véta 3.6. Necht K je kompakni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho
prostoru E. Pak kazdd p € M*(K) md prdvé jedno tézisté. Navic zobrazent
r: (MYK),w*) — K, prirazujici kazdé mire p € MY (K) jeji tezisté r(u),
je afinni a spojité.

Barycentrickd formule (1) plati pro vétsi systém funkei nez jen pro prvky
E*, jmenovité napiiklad pro mnozinu vSech afinnich spojitych funkci na K,
které zna¢ime A(K') (viz Definici 2.3). Upozornéme, ze ne kazda afinni spo-
jitd funkce na K je tvaru ¢ + r, kde ¢ € E* a r je konstantni, pro které
barycentricka formule trivialné plati, takze ma smysl se takovym problémem
zabyvat. Piiklad afinni spojité funkce, ktera neni tvaru ¢ + r, kde p € E*
a r je konstantni, je uveden v [18, str. 22].

Véta 3.7. Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho
prostoru E a necht p € M'(K) md téziste x € K. Pak h(x) = [, hdu pro
kazdou h € A(K).

Pomoci pojmu reprezentujici miry lze charakterizovat pojem extremalniho
bodu. Navic tato charakterizace vede k definici Choquetovy hranice v kon-
textu funkcnich prostoru na libovolném kompaktu. Symbolem e, znacime
Diracovu miru v bodé z, tj. ,.(f) = f(x) pro kazdou f € C(K).

Véta 3.8 (Bauer). Necht K je kompaktni konvexni podmnozina lokdiné kon-
vexniho prostoru E a x € K. Pak x € extK, pravé kdyz e, je jedind
pravdépodobnostni Radonova mira na mnoziné K reprezentujici bod x.

Dalsi uzitecnou vétou je néasledujici tvrzeni:

Véta 3.9 (Milman). Nechf K je kompaktni, konvexni podmnoZina lokdlne
konvexniho prostoru E a M C K takovd, ze K = conv(M). Pak extK C M.

Zkombinujeme-li Milmanovu vétu s vétou Krein-Milmanovou, dostavame,
ze mnozina extK je ve skutecnosti nejmensi (ve smyslu inkluze) uzaviena
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podmnozina K, jejiz uzavieny konvexni obal je mnozina K. Specidlné tedy
plati
extK = ﬂ{M : M C K, M uzaviena, K = conv(M)}.

Jak jiz bylo teceno vyse, Krein-Milmanova véta lze preformulovat v teci
barycenter Radonovych mér. Nasledujici véta lze snadno odvodit z véty
Krein-Milmanovy a naopak. Symbolem suptyu zna¢ime nosi¢ miry u, tj. nej-
mensi uzavienou mnozinu (ve smyslu inkluze), jejiz doplnék méa nulovou miru.
Jak je znamo z Teorie miry, takovd mnozina existuje.

Véta 3.10. Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina lokdiné konvexniho
prostoru E a v € K. Pak existuje mira u € M'(K) reprezentujici bod x
takovad, Ze suptp C extK.

Jelikoz muze byt K = extK, a tedy predchozi véta v takovém pifpadé
nic zajimavého netrikd (staci vzit Diracovu miru v bodé x), je ptirozené se
ptat, zda nelze najit miru nesenou piimo extremalnimi body. Tuto otézku
pro metrizovatelné kompakty zodpovédél G. Choquet. Nejdrive je ale tieba
vytesit otdzku métitelnosti mnoziny extremalnich bodu.

Lemma 3.11 (Hervé). Necht K je metrizovatelnd, kompakini a konvexni
podmnozina lokdlné konvexniho prostoru E. Pak mnoZina extK je typu Gy
a je tedy borelovsky méritelnd.

Véta 3.12 (Choquet). Necht K je metrizovatelnd, kompaktni a konvexni
podmnozina lokdlné konvexniho prostoru E. Pak pro kazdé v € X existuje
mira p € M*(K) reprezentugici bod x takovd, Ze p(extK) = 1.

V dukazu Choquetovy véty se vyuziva vlastnosti obalek funkci, zminme
tedy strucné jejich zakladni vlastnosti. Obalek se dale vyuziva i v nemetri-
zovatelném pripadé.

Definice 3.13. Necht K je kompaktni konvexni podmnoZzina lokalné kon-
vexnfho prostoru E a necht f € C(K). Pak definujme

f(z) = inf{g(z) : g = f,g € A(K)}.
Analogicky se definuje f.

Lemma 3.14. Necht K je kompaktni konvexni podmnozina lokdlné kon-
vexniho prostoru E. Necht f € C(K). Pak f je omezend, konkdvni a shora
polospojitd funkce na K. Ddle zobrazeni f — f je sublinedrni na C(K), tj.
pro kazdé X\ > 0 a pro kazdé f,g € C(K) plati \f = \f a f+g < f+7.
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VVVVVV

7 ni se jiz celkem snadno odvodi Choquetova véta pro metrizovatelné kom-
pakty (s vyuzitim toho, ze na téchto kompaktech existuje striktné konvexni

funkce).

Véta 3.15. Necht K je kompaktni konvexni podmnozina lokdlné konvexniho
prostoru E a necht x € K a f € C(K). Pak

[f(2), f(x)] = {/deu € MYK), u reprezentuje x}

Dalsim uzitetnym tvrzenim je pak tato véta:

Véta 3.16. Necht K je kompaktni konvexni podmnoZzina lokdlné konvexniho
prostoru E. Pak

extK = ﬂ {reK: f(z)=f(2)} = ﬂ {r e K: f(z)= f(x)}.
feo(®) Fromexnt
Choquetova véta plati pro metrizovatelné kompakty, pro nemetrizovatelné
je situace komplikovanéjsi. Mnozina ext K jiz nemusi byt borelovska. Nicméné
Ize ziskat ponékud slabsi tvrzeni. Nejdiive ale definice:

Definice 3.17. Necht u,v € MY(K). Piseme u < v, pokud u(f) < v(f)
pro kazdou f € C(K), kterd je konvexni. Relace < se nazyva Choquetovo
usporadadni.

Choquetovo uspofddani je ¢dstecnym usporaddnim na mnoziné M!(K).
Navic plati toto tvrzeni:

Véta 3.18. Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina lokdiné konvexniho
prostoru E a necht p € MY (K). Pak existuje mira A\ € M*(K) mazimdini
v Choquetove uspordaddni, pro kterou p < A.

Dusledkem predchozi véty je pak tato véta:

Véta 3.19 (Choquet-Bishop-de Leeuw). Necht K je kompaktni konverni
podmnozina lokdlné konvexniho prostoru E. Pak ke kaZdému bodu x € K exis-
tuje mira u € MY (K) mazimdlni v Choquetové uspordddni a reprezentugici
bod x.

Jak jsme jiz fekli, mnozina ext K nemusi byt borelovska. Ptirozena otazka,
zda miry maximélni v Choquetové usporadani jsou alespon neseny kazdou
borelovskou mnozinou obsahujici extremalni body, byla také zodpovézena
zaporné. Nicméné plati nasledujici véta:
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Véta 3.20 (Bishop-de Leeuw). Necht K je kompaktni konvexni podmnoZina
lokdlné konvexniho prostoru E a necht p € M*(K) maximdlni v Choquetové
usporadani. Pak (C) = 0 pro kazZdou uzavrenou G5 mnozinu C' disjunktni
s mnozinou extK .

D4 se dokazat, ze kazdd mira maximalni v Choquetové usporadani je
nesena mnozinou ext K, takze véta 3.19 je zlepSenim Krein-Milmanovy véty.
K dukazu lze vyuzit nésledujici charakteristiku maximé&lnich mér:

Véta 3.21 (Mokobodzki). Necht K je kompaktni konvexni podmnoZzina lo-
kdlné konvexniho prostoru E a necht p € MY (K). Pak p je mazimdini v Cho-

quetové usporadant, pravé kdyz p(f) = u(f) pro kazdou konvezni f € C(K),

coz je také ekvivalentni tomu, Ze p(f) = u(f) pro kazdou f € C(K).
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4 Baireovské miry

Jak jiz bylo feceno v tvodu, jednou z prvnich pfirozenych otazek pii
pokusu rozsitit Choquetovu teorii na nekompaktni mnoziny je otazka, jaké
miry vlastné uvazovat. V kompaktni teorii se pracuje s Radonovymi mérami,
které podle Rieszovy véty odpovidaji dudlu k prostoru spojitych funkei na
daném kompaktu. V této kapitole shrneme zakladni poznatky o zobecnéni
Rieszovy véty pro uplné regularni topologické prostory, nazyvané Alexan-
drovova véta (Véta 4.2). Jelikoz podle této véty dudl k prostoru spojitych
omezenych funkci na daném tplné regularnim prostoru tvoii konecné aditivni
miry, navic na mensi algebfe mnozin nez na borelovské o-algebte, které nej-
sou prilis praktické, uvazuji se ruzné jejich podmnoziny s lepsimi vlastnostmi.
a zameérime se také na otdzku jejich rozsifovani na borelovskou o-algebru.

V celé kapitole bude symbol T' znacit tiplné regularni Hausdorffuv topo-
logicky prostor.

Linearni funkcionaly na Cy(T)

Shrinme nejprve zakladni vlastnosti linearnich funkcionali na prostoru
Cyo(T). Linedrni funkciondl A na Cy(T') se nazyva nezdporny, je-li A(f) > 0,
pokud f > 0. V takovém piipadé budeme psat A > 0. Snadno se nahlédne, ze
nezaporny linearni funkciondl je jiz omezeny. Znaceni A; > Ay pro omezené
linearni funkcionaly A; a Ay znamena, ze A; — Ay > 0.

Kazdy omezeny linedrni funkciondl A na Cp(T') lze psat ve tvaru A =
At — A7 kde AT, A™ > 0 a pro kazdou f € Cy(T), f > 0 plati

AT (f) =sup{A(h): h € Co(T),0 < h < f},
A(f) = —inf{A(R) : h € C(T),0 < h < f}.

Tato reprezentace je minimalni v tom smyslu, ze je-li A = Ay — Ay, kde
Ay, Ay > 0, pak Ay > AT a Ay > A~. Funkciondly At a A~ se nazyvaji
pozitivni a negativni variace funkciondlu A. Totdlni variace funkcionalu A je
definovana jako |A| := AT+ A~. Pro f € Cy(T), f > 0, plati

IA[(f) = sup{A(h) : h € G(T), |h] < [}
a [[Afl = [A](1) = AT(1) + A7 (1),

Zakladni vlastnosti baireovskych mér

Obratme nyni pozornost k problematice mér na prostoru T (zopakuj-
me, ze T zna¢i uplné reguldrni Hausdorffuv topologicky prostor). Nejprve
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Z={f0):feC(T)} a U:={T\Z:Z¢cZ}.

Symboly Ba a Ba® necht zna¢i po fadé nejmensi algebru a o-algebru
obsahujici systém Z. Prvky Ba” se nazyvaji baireovské mnoziny.

Snadno se oveéri, ze Ba (Ba?) tvoil nejmensi (o-) algebru takovou, ze
viechny f € Cp(T') jsou vzhledem k této (o-) algebre mértitelné.

Baireovskou mirou budeme rozumét nezapornou, kone¢nou a konecné adi-
tivni mnozinovou funkci p definovanou na Ba, kterd je regularni v tomto
smyslu: je-li A € Ba, pak

p(A) =sup{u(2): Z € 2,7 C A}.
Snadno se nahlédne, ze pak také pro kazdou A € Ba plati
p(A) =inf{pw(U) U cU,ACU}.

Rozdil dvou baireovskych meér se nazyva znaménkovd baireovskd mira. Mno-
zinu vSech znaménkovych baireovskych mér na T zna¢ime M (T'), mnozinu
vSech baireovskych mér (tedy téch nezapornych) pak M™*(T) (v minulé kapi-
tole jsme znacili mnozinu Radonovych mér a znaménkovych Radonovych mér
na kompaktu K symboly M (K) a M(K), zatimco baireovské miry znacime
pomoci kaligrafického M).

Bude-li z kontextu jasné, Ze se jedna o baireovskou miru, budeme nékdy
slovo baireovskd vynechavat a pouzivat prosté oznaceni mira.

Kazdou znaménkovou baireovskou miru p € M(T') lze reprezentovat ve
tvaru g = pt — p~, kde pt, u € MT(T) a pro kazdou A € Ba plati

ut(A) =sup{u(B) : B € Ba, B C A},

p (A) = —inf{u(B) : B € Ba,B C A}.

Tato reprezentace je minimélni v tom smyslu, ze je-li u = pu; — pe, kde
1, po € ME(T), pak py > pt aps > p=. Miry pt a p~ se nazyvaji pozitivni
a negativni variace p. Totdlni variaci baireovské miry p definujeme jako
|| == pt 4 p; ziejme [u| € MH(T).

Vnéjsi a vnitrni miru indukovanou baireovskou mirou u € M*(T') defi-
nujeme pro kazdou A C T jako

p(A) :=inf{uw(U):UelU,ACU},

wi(A) :=sup{u(2): Z € Z2,Z C A}.
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Prostor M(T') s normou ||u|| := |p|(T) tvoii Banachuv prostor.
Pro u € M™(T) a f € Cy(T) definujeme

/ fdu = sup {/ hdu : h < f, h jednoduché funkce vzhledem k Ba} ,
T T

kde fT hdp pro h jednoduchou funkci se definuje zifejmym zpusobem (jedno-
duchou funkci myslime linearni kombinaci charakteristickych funkci mnozin
zBa). Prop € M(T) a f € Cy(T) pak definujeme (oba integrély jsou koneéné,
rozdil ma tedy smysl):

/deu :=/deu+—/deu—.

Integrace vzhledem ke konecné aditivnim méram je detailné popséna v [4].

Je-li p mnozinovéa funkce na néjaké algebie ¢i g-algebife podmnozin T,
pak pro mnozinu A z tohoto systému definujeme mnozinovou funkci p4 jako
pa(B) = (BN A) pro véechny B z daného systému mnozin.

Nésledujici dvé zakladni véty davaji do souvislosti baireovské miry a fun-
kciondly. Jejich dukazy nebudeme uvadét. Dodejme, ze je-li A C T, pak
symbolem y 4 znacime charakteristickou funkci mnoziny A, tj. x4 = 1 na A
axa=0naT)\A

Véta 4.1. Necht A je nezdporny linedrni funkciondl na Cy(T). Pak existuje
prdvé jedna baireovskd mira p € M*(T) takovd, ze A(f) = [, f du pro kazdé
f € CG(T). Naopak pro kaidou baireovskou miru p € M™T(T) je zobrazeni
f= [ fdu, fe€Cy(T) nezdporny linedrni funkciondl na Cy(T). Navic plati

w(Z)y=mt{A(f): feC(T),xz < f <1} prokaidou Z € Z,
w(U) =sup{A(f): f€C(T),0< f<xuy} prokazdouU €U.

Véta 4.2 (A. D. Alexandrov). M(T') je dudlem k Cy(T). Presnéji receno,
ke kazdému omezenému linedrnimu funkciondlu A na Cyo(T') existuje prdve
jedna znaménkovd baireovskd mira p € M(T) takovd, Ze A(f) = [, fdu
pro kazdé f € Co(T) a plati ||A|| = ||u||. Obrdcené, je-li p € M(T), pak
[ [ fdu, feCy(T), je omezeny linedrni funkciondl na Cy(T) s normou
rovnou ||u||. Miry pt, u= a |p| odpovidaji po radé funkciondlim A+, A~ a |A|.

S ohledem na predchozi vétu nebudeme v dalsim rozliSovat mezi baire-
ovskymi mérami a jim odpovidajicimi prvky dudlu k Cy(T"). Navic médme diky
této vété na prostoru M(T') zadanu w*-topologii. Net { i} mér z M(T) pak
konverguje v w*-topologii k mite u € M(T), prave kdyz p.(f) — p(f) pro
kazdou f € Cy(T). Pro miry z M™*(T) se pak tato konvergence d& geomet-
ricky charakterizovat takto:
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Véta 4.3. Necht {ja} je net mér z M (T) a necht pn € M*(T). Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

i) o = I,

i) po(T) — w(T) alimsup pe(Z) < u(Z) pro kazdou Z € Z.

Dulezité podmnoziny baireovskych mér

Definujme nyni nékolik dulezitych podmnozin prostoru M(T'). Znaceni
fa 1 0 pro net funkei f, znamena, ze f, — 0 a f, > fz pro a < 3.

Definice 4.4. i) Funkciondl A € M(T') se nazyva o-aditivni, pokud pro
kazdou posloupnost {f.} v Co(T), f. | 0, plati A(f,) — 0.

ii) Funkciondl A € M(T) se nazyva 7-aditivnd, pokud pro kazdy net {f,}
v Co(T), fa | 0, plati A(f,) — 0.

iii) Funkciondl A € M(T) se nazyva tight, pokud pro kazdy net {f,}
v Cy(T'), pro ktery [|fa|]| < 1 pro kazdé o a f, — 0 stejnomérné na
kompaktech, plati A(f,) — 0.

Mnozinu vSech c-aditivnich, 7-aditivnich a tight funkciondlti oznac¢me
po fadé M, (T), M,(T) a My (T). Mnozinu vsech takovych nezépornych
funkciondlii pak ozna¢me po fadé M (T), M (T) a M (T).

Veéta 4.5. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
i) A€ M,(T),
i) AT e MI(T) a A= € MHT),
i) |A| € MI(T).
Totéz plati pro proky M (T) a My(T).
Poznamka 4.6. Plati:
M(T) C M(T) C M (T) Cc M(T).

Druha a tieti inkluze jsou ziejmé, prvni plyne z Diniho véty, podle které
nerostouci net {f,} funkei z Co(T) (tj. fo > fs pro a < ) konverguje
k nule stejnomérné, pravé kdyz konverguje k nule stejnomérné na kom-
paktech. Volime-li pak A € M(T) a net {f.}, fo | 0, chceme ukazat,
ze A(f,) — 0. S piihlédnutim k Vété 4.5 muzeme piedpokladat, ze A je
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nezédporny. Pak A(f,) je nerostouci net v R omezeny zdola nulou, je tedy
konvergentni. Je-li I indexovd mnozina {f,} a ag € I libovolny, ozna¢ime

={fel:f>ap}.

Net {fs}ger je pak podnet {fs}aer, je tedy fs | 0 a z Diniho véty fsz — 0
stejnomérné na kompaktech. Navic || f5|| < || fao || Pro kazdé 5 € I a z definice
tight funkciondlu plyne A(fg) — 0. Je tedy A(fn) — 0a A e M (T).

Jelikoz ztotoznujeme baireovské miry a prislusné funkciondly, dava nam
predchozi definice i definici pro miry. Mira z M(T') je o-aditivni, T-aditivni
resp. tight, pokud ptislusny funkciondl je o-aditivni, 7-aditivni ¢i tight. Nasle-
dujici véta udava geometrickou charakterizaci téchto vlastnosti mér. Znaceni
Z | 0 pro net mnozin {Z,} znamend, ze Z, D Zg pro a < [ a () Zy = 0.

Véta 4.7. Necht u € M(T). Pak plati:

i) we My(T), pravé kdyz pro libovolnou posloupnost {Z,} mnozin ze Z
takovou, zZe Z, | 0, plati u(Z,) — 0,

i) e M (T), pravé kdyz pro libovolnyg net {Z,} mnozin ze Z takovy, Ze
Zo | 0, je p(Za) — 0,

iit) € My(T), prdvé kdyz pro kazdé € > 0 ezistuje kompakini podmnozina
K prostoru T tak, Ze |pu|«(T \ K) < e.

Poznamka 4.8. Podminka v i) je ekvivalentni tomu, ze u(A,) — 0 pro
libovolnou posloupnost {A,,} mnozin z Ba, A, | 0. To je ekvivalentni tomu,
ze mira p je spocetné aditivni, tj. ze prifazuje sjednoceni spocetné mnoha
disjunktnich mnozin z Ba (lezi-li toto sjednoceni v Ba) soucet hodnot na
téchto mnozinach. Prvky M, (T') jsou tedy préve ty prvky M(T), které jsou
spocetné aditivni.

Nakonec jesté zaved me pravdépodobnostni miry:

Definice 4.9. Definujme néasledujici mnoziny mér:

MUT) :={p e MH(T) - ||ull = 1},

M (T) == MU(T) N M(T),
M(T) == MUT) N M (T),
M;(T) = MUT) NV M(T).

Pozndmka 4.10. Snadno si rozmyslime, Ze mnozina M'(T) je w*-uzaviena
podmnozina uzaviené jednotkové koule v prostoru M(T), kterd je podle
Alaogluovy véty 2.1 w*-kompaktni. TakZze i mnozina M (T) je w*-kompaktni.

19
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Borelovské miry

Zminme se nyni o borelovskych mérach na prostoru 7. Jak uvidime
v nasledujici sekci, nékteré baireovské miry je mozné rozsifit na miry bo-
relovské.

Symboly Bo a Bo° necht znaéi po fadé nejmensi algebru a o-algebru
obsahujici systém vSech otevienych podmnozin T'. Prvkium Bo? se tiké bore-
lovské mnoZiny.

Je-li prostor T metrizovatelny, pak systém mnozin Z (pfipomenme, ze
Z :={f710) : f € C(T)}) splyvd se systémem uzavienych mnozin a plati
tedy Ba = Bo a Ba® = Bo°.

Uzavrené regularni borelovskou mirou rozumime takovou nezapornou, ko-
necnou a spocetné aditivni (tj. sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich mno-
zin pfifadi soucet hodnot na téchto mnozinach) mnozinovou funkei p na Bo?,
ktera pro kazdou A € Bo° spliuje

w(A) = sup{p(F) : F uzaviend, F' C A}.

Rozdil dvou takovych mér je pak znaménkovd uzaviené requldarni borelovskd
mira.

Kompaktné reguldrni borelovskou mirou (Radonovou mirou) (budeme-ji,
stejné jako v kompaktnim ptipadé, nazyvat Radonovou mirou; vérime, ze ne-
dojde k nedorozuméni) rozumime nezépornou, kone¢nou a spocetné aditivni
mnozinovou funkci p na Bo? takovou, ze pro kazdou A € Bo? je

p(A) = sup{u(K) : K kompaktni, K C A}.

Rozdil dvou Radonovych mér je pak znaménkovda Radonova mira.

Rozsifovani mér
Nékteré baireovské miry lze rozsitit na vétsi o-algebry, pricemz tato roz-

siteni maji pak lepsi vlastnosti nez puvodni miry. Shrime nékteré dulezité
vysledky o rozsitovani meér.

e Libovolnou miru z M, (7T) je mozné jednoznacné rozsitit na spocetné
aditivni mnozinovou funkci na Ba?. Kazda spocetné aditivni funkce na
Ba? je jiz nutné regularni ve smyslu vnitinich aproximaci mnozinami
ze Z, jeji restrikce na Ba je tedy prvkem M, (7).

o Je-li p € MI(T), pak lze pu jednoznacné rozsitit na uzaviené regularni
borelovskou miru na 7. Kazdou pu € M, (T) lze pak jednoznacné
rozsitit na znaménkovou uzaviené regularni borelovskou miru na 7'.
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o Je-li u € M/ (T), pak rozsiteni z piedchoziho bodu splituje pro kazdou
A € Bo’ rovnost

p(A) = sup{u(K) : K kompaktni, K C A}

a p tedy lze jednozna¢né rozsitit na Radonovu miru na 7. Kazdou
u € My(T) pak lze jednoznacné rozsitit na znaménkovou Radonovu
miru.

o Je-li p € M,(T) a fi jeho rozsifeni na Ba’, pak [, fdu = [, fdi
pro kazdé f € Cy(T). Je-li déle p € M,(T') baireovskd mira na Ba
a existuje-li jeji rozsiteni na spocetné aditivni borelovskou miru iz na

Bo?, pak také [ fdu = [, fdp pro kazdé f e Cy(T).

Tato rozsiteni budeme pro jednoduchost zépisu vzdy znacit stejnym sym-
bolem jako puvodni miru.

Poznamka 4.11. Specialnim piipadem Véty 4.2 je znamé Rieszova véta
o reprezentaci, podle které dudl k C'(K), kde K je kompaktni Hausdorffuv
prostor, je mnozina vSech znaménkovych Radonovych mér na K; rovnost
téchto prostoru je samoziejmé brana ve smyslu Véty 4.2. Predné kazdy kom-
paktni Hausdorffuv prostor je jiz iplné reguldrni. Ke kazdému A € C(K)*
(samoziejmeé C(K) = Cp(K)) pak existuje podle Véty 4.2 baireovskd mira
p € M(K) tak, ze A(g) = [, gdu pro kazdé g € C(K). Jelikoz K je
kompaktni, je kazdd baireovskd mira p € M(K) také prvkem M, (K). A
k p € My(K) existuje rozsifeni fi na znaménkovou Radonovu miru (na
borelovské o-algebie). Piitom plati [, gdu = [ gdf pro kazdé g € C(K).
Jednoznac¢nost a zachovani normy jsou jiz snadné. Naopak samoziejmé pro
ka(Zd())u Radonovu miru g na K je zobrazeni ngd,u, g € C(K), prvkem
C(K)*.

Uvazujeme-li tight miry jiz rozsitené na borelovské mnoziny, muzeme,
stejné jako pro Radonovy miry na kompaktu, definovat nosi¢ miry. Plati
totiz nasledujici tvrzeni:

Véta 4.12. Necht T je tplné requldrni topologicky prostor a p € M (T)
(rozsitend na Bo ). Oznacme

G := U{H :H CT,H oteviend, u(H) = 0}

(G je samoziejmé oteviend mnozina). Pak pu(G) = 0.

21
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Diikaz. Vzhledem k regularité p staéi pouze dokédzat, ze u(K) = 0 pro kazdou
K C G kompaktni. Necht tedy K C G je kompaktni. Pak z kompaktnosti K

plyne, ze existuji oteviené mnoziny Hy,..., H, C T takové, ze
p(Hy) = ... =pH,) =0 a |JH DK
i=1
Thned tedy dostavame, ze p(K) = 0. O

Definice 4.13. Necht T je tiplné reguldrni topologicky prostor a u € M; (T)
(jiz rozsifena na Bo?). Oznacme

supt p = m{F : F C T, F uzaviend, u(F) = u(T)}.

Mnozina supt p se nazyva nosicem tight miry wp. Z ptredchozi véty vime,
ze p(supt ) = p(T) a samoziejmé supt 4 je uzaviend mnozina, je to tedy
nejmensi uzavienda mnozina, které mira p pritazuje hodnotu u(7).

Detaily o baireovskych mirach a dalsich souvislostech je mozné nalézt
v [1], [19] nebo [20].
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5 Teézisté meér

kud zkomplikuje. V této kapitole se budeme zabyvat jednak existenci téziste,
jednak spojitosti barycentrického zobrazeni.

Zakladni vlastnosti barycenter

o(z) = / edp  pro kazdé ¢ € E*. (2)
be

Nekdy se také tika, ze mira u reprezentuje bod .

Poznamka 5.2. Shrinme nékolik jednoduchych pozorovani tykajicich se pred-
chozi definice.

o Kazdé ¢ € E* je spojité, je tedy baireovsky (a tedy i borelovsky)
meéritelné. Kazdé ¢ € E* navic zobrazuje omezené mnoziny na omezené,
takze fX wdu je definovan a je konecény pro kazdé ¢ € E*.

e Jestlize pro bod = € E plati (2), pak ze separa¢ni verze Hahn-Bana-
chovy véty pro lokalné konvexni prostory plyne, ze x € X. Takovy bod
je tedy jiz tézistém miry pu.

e Jelikoz prvky E* oddéluji body prostoru E, je ihned vidét, ze kazda

Barycentrickou formuli (2) lze, stejné jako v kompaktnim piipadé, rozsirit
na afinni funkce z Cp(X) (pro definici afinnich spojitych funkei viz Definici
2.3), jak uvidime ve Vété 5.4, kterd byla dokézana S. S. Khuranou (viz [11]).
Upozornéme, ze ani v kompaktnim piipadé neni kazda afinni funkce z Cp(X)
tvaru ¢ + a, kde ¢ € E* a a je konstantni, takze ma smysl se takovym
problémem zabyvat; viz odstavec pted Vétou 3.7. Symbolem E* +R znac¢ime
prostor {¢+7r : ¢ € E*,r konstantni funkce s hodnotou r} a (E*+R)|x jsou
pak restrikce prvku E* + R na mnozinu X.

Lemma 5.3. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E a necht h € A(X). Pak

h=inf{g:g € (E*+R)|x,g > h}.



Diikaz. Necht tedy h € A(X). Dokazme, Ze pro kazdé z € X a e > 0 existuje
g€ E*+Rtak, ze g > hna X a g(x) < h(z) + . Necht z € X ae > 0 jsou
pevné. Ziejmé FE x R je lokalné konvexni prostor. Oznac¢me

M :={(y,t) e ExR:ye Xt <h(y)}.

M je uzaviena konvexni podmnozina £ x R. Bod (z, h(z)+¢) € E xR nelezi
v M, podle separacni verze Hahn-Banachovy véty tedy existuje L € (E'xR)*
a a € R tak, ze

L((z,h(x)+¢€)) >a>sup{L(z): z € M}.

Muzeme psat L((y,t)) = L((y,0)) + tL((0,1)) = f(y) +tL((0,1)), kde jsme
oznacili f(y) := L((y,0)). Snadno se nahlédne, ze f € E*. Plati

L((x, h(z) +€)) > L((x, h(2))),

tedy
f@%+@@%+dﬂ@ﬂ»>f@%+M@LWlU%
odkud L((0,1)) >

Necht g(y) := a(( ())) pro y € E. Plati

L((z,h(z) +¢)) > a,

neboli
f(x) + (M(z) +€)L((0,1)) > a,
a tedy
h(z)+¢e > CIL/(_Of(lsg:; = g(x)

Déle pro kazdé y € X plati
a> L((y, h(y))),

a> f(y)+ h(y)L((0,1)),

a tudiz

_a—fly)

Dostavame tedy g € E* + R takové, ze ¢ > hna X a g(x) < h(z) +e. O

> h(y) pro kazdé y € X.

Véta 5.4. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina lokdlné

konvexniho prostoru E a necht’ p € MYX) s tezistéem x € X. Pak pro
kazdou h € A(X) plati h(z) = [, hdpu .

24
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Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze tvrzeni plati pro vSechna g € E* + R. Je-li
totiz g = ¢ + r, kde p € E* a r je konstantni (s hodnotou r), pak

/nguz/X(so+7‘)du=/dequ/)(Tdu:w(rv)Jrr:g(w)

Necht nyni h € A(X) a necht ¢ > 0. Pak podle Lemmatu 5.3 existuje
g € E* + R takova, ze g > hna X a g(x) < h(z) + . Pak plat{

/thuﬁ/xgduzg(af)<h(w)+€,

a jelikoz € bylo libovolné, plati [, hdu < h(z). Jelikoz je také —h € A(X),
plati [, —hdp < —h(x), a tedy [ hdp = h(z). O

~ o~

jak ukazuje Piiklad 5.6. Nez k nému pristoupime, zopakujme v nasledujicim
lemmatu, které uvedeme bez dikazu, pojem Banachovy limity (pro detaily
viz [7, str. 39] nebo [15, str. 208]). Banachova limita v jistém smyslu zobecnuje
pojem limity posloupnosti.

Lemma 5.5. Ezistuje spojity linedrni funkciondl L na prostoru [*° majici
ndsledugici vlastnosti:

o) IL =1,

i) pokud x = {x,} € [*° je konvergentni, pak L(x) = lim x,,

iii) pokud v = {z,} € 1> a x, >0 pro vSechna n € N, pak L(x) > 0,
iv) pokud x = {x,}>2, €1® a T := (v2,x3,...), pak L(x) = L(Z).
Funkcional L se nazyvd Banachova limita.

Priklad 5.6. Nechf E = ¢ (se sup-normou) a X = B, je uzaviend jed-
notkova koule v ¢y. X je samoziejmé uzaviend, omezend a konvexni pod-
i-krat
, —— , .
mnozina E. Necht p; := (1,...,1,0,0,...) € X a L necht je Banachova
limita z predchoziho lemmatu. Definujme funkcional p na Cy(X) takto:

u(f) = LUS (i) Yiew), [ € Co(X).



Jelikoz f je omezend, lezi posloupnost {f(p;)}ien v prostoru I, takze fun-
kcional L je definovan. Snadno se z predchoziho lemmatu nahlédne, ze u je
omezeny linedrni funkciondl, ktery je navic nezdporny a ||u|| = 1. Je tedy

e MHX).

tézistem p. Jelikoz x € ¢, existuje ng € N tak, ze |z,| < % pro n > ny.

Volme ¢ = (0,...,0,1,%,...,7,...) € I' = (co)*, kde prvni nenulové slozka
© je na ng-té pozici. Pak plati

oo 1 oo 1 1 oo 1 7T2
|90(l‘)| = ‘nz:l ﬁxno-‘rn—l‘ S nz:l ﬁ|$no+n—1| < 5 E — E’

ale

n

) = Mot = L({ 5} ) =im> -3 5= T

2
=17

(druhd rovnost v posledni rovnici plyne z vlastnosti iv) z Lemmatu 5.5, tieti
rovnost pak z vlastnosti i1)) takze ¢(x) # u(p), coz je spor.

Existence tézisté pro tight miry

Pitklad 5.6 tedy ukazuje, Ze v plné obecnosti (u € M(X), X uzaviend,
omezena a konvexni podmnozina lokalné konvexniho prostoru F) nelze exis-
nachuv prostor). Néasledujici véta ukazuje, ze zesili-li se dostateéné podminka
na p ana X, mozné uz to je. Tato véta byla dokazana S. S. Khuranou v praci
[10], nas dukaz je jiny nez ptuvodni Khuranuv.

Véta 5.7. Necht X je tplnd, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné kon-

Diikaz. Mira p je tight, 1ze ji tedy rozsifit na Radonovu miru na Bo? (viz
Sekci Rozsifovani mér v Kapitole 4); necht p je déle toto rozsifeni. Staci
ukazat, ze pro toto rozsiteni existuje z € X tak, ze plati

o(z) = / odp  pro kazdé p € E*,
X
a jelikoz puvodni baireovska mira davé pro vSechna f € Cy(X) stejny integral

jako rozsitend (viz opét Sekci Rozsifovani mér v Kapitole 4), je bod z jejim
tézistém.
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Jelikoz je mira p Radonova, existuje neklesajici posloupnost { K} kom-
paktnich podmnozin X tak, ze pu(K,) > p(X)—+ =1—1. Jelikoz X je kon-
vexni a uplnd, je M, := conv(K,),n € N, kompaktni konvexni podmnozina
X a {M,} je také neklesajici posloupnost. Samoziejmé u(M,) > u(K,).
Muzeme ptedpokladat, ze {u(M,)} je rostouci posloupnost a ze p(M;) > 0.
Necht i, := M’E]A\f[z 7 Mira p,, je pravdépodobnosti Radonova mira na X, ktera
je vsak nesena konvexnim kompaktem M,,, existuje tedy tézisté u,, oznacme
ho z,,. Je x, € M,, C X.

Nejprve ukdzeme, Ze {z,} je cauchyovska posloupnost. Necht m > n
a necht p je libovolnd pseudonorma z kolekce pseudonorem generujicich

topologii E. Pak plati

P(Tm — Tn) =
= p(Tm — p(Mm) T + (M) — po(My) 0 + po(My) s — 20,)

= (1= (M) + (M \ M) E2 bz (M) — 1), )
< (1= p(M))p(n) + p(Mi \ My )p (M0t )
+ (1= u(M,))p(a,).

Nyni bychom potiebovali shora odhadnout vyraz p ( (Mmzm\‘ﬁj‘f" ”) Kdyby

(M) Ty —p(Mnp)xn
bylo £ L)
H (M \ Mn)

vyrazem sup,. y p(x). Uvazujme pravdépodobnostni Radonovu miru SO

€ X, mohli bychom tento vyraz odhadnout shora

(nedélime nulou, jelikoz {u(M,)} je rostouci). Plati

PO \M) iy = Pt (Mo ) o — (M) i
p(My \ My,) (M, \ M,,) (M, \ M) ’

. . c1s, - (M) xm—p(Mn)Tn - A H (M \ M)
ihned je tedy vidét, ze bod =2 ls OIS

pozndmku za Definici 5.1), specidlné je “(Mmgjﬁ” \ﬁy‘f")x” € M,, C X (jelikoz
H(Mm \ Mn) !
(Mo \ M)

(viz

je nesena M,,). Muzeme tedy pokracovat

(1 = (M) )p(@m) + (M \ My )p (“(Mﬁ%’ﬁi‘f"”") N
+ (1 — pu(My))p(wn)

< (1 - p(M,y,)) 22}21’(””) + (M, \ My) Sup p(x) + (1 — pu(M,)) Sup p(x)

1 1 1 1 2
<|{—+—4+—)supp(x)={—+ — ) supp(x).
m n n/)aeex m - n/)azex
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Mnozina X je omezend, je tedy sup,cx p(x) < oco. Odtud je jiz vidét, ze {z,}
je cauchyovské. Jelikoz X je tiplnd, existuje limita {x,} lezici v X, oznacime
jiz.

Jelikoz =, — z, je f(x,) — f(x

). Zéaroven plati u,(f) — p(f), jelikoz
piar, (f) M(f) — par,) (f)

pn(f) =

2 n) (M) ’
pficemz
1
|xvaz) ()] < p(X\ My) sup | f ()] < —sup[f(z)] — 0
zeX n zex
a u(M,) — 1.
Je tedy u(f) = f(x) pro kazdé f € E* a dukaz je hotov. O

Mnozina X v Ptikladu 5.6 byla uplna, tvrzeni tedy neplati pro vSechny
miry z M'(X) (charakteristika téch mnozin X, pro které vsechny miry
z M*(X) maji tézisté, je uvedena v 5.17). Podminku tiplnosti nelze ve Vété
5.7 vynechat (tzn. nahradit ji pouze podminkou uzavienosti X), jak ukazuje
nasledujici priklad prevzaty z préace [10], kde se ale pouze tvrdi, ze sestrojend
mira je z ML(X). Jak uvidime, nen{ tézké ukdzat, ze ve skutecnosti je tato
mira tight.

Piiklad 5.8. Necht E = ¢y s ['*-normou a necht X = B
uzaviens, omezend a konvexni podmnozina E. Necht

Ziejmeé X je

€00 *

e;:=(0,0,...,0,1,0,...) € X,

kde hodnota 1 je na i-té pozici. Funkciondl u na Cp(X) definujeme takto:

_ 221 fler), feCX).

Nejprve ukdzeme, ze u € M} (X). To, ze u je nezdporny a linedrni, je
ziejmé, a to, ze ||| = 1, plyne z toho, ze Zz 1 3 = 1. Necht {f,} je libovolny
net v Cp(X ) takovy, ze ||fa]| < 1 pro kazdé « a fa — 0 stejnomérné na
kompaktech a necht ¢ > 0 je libovolné. Rada 3" 2 3w Je konvergentni, existuje
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tedy no € N tak, ze ) & < e. Mnozina {ey, ey, ...,en,} je kompaktni,

n>ng 27
existuje tedy g (z indexové mnoziny { f,}) tak, ze pro kazdé a > «ap plati

maX{'fa(‘ei)’ tl= 17 s :nO} <e.

Pak pro a > o plati

oo 1 no 1 oo 1
W €D lfaled = 3 lfaled + 3 lale)] <
=1 1=1 1=ng+1
< maxc{|fu(es)| i = 1 n}il+§:1<

X alCi)] t 0= L,..., . - - >
B ’ =1 QZ i=ng+1 2Z

nol nol
§€§:E+f=€ —+1) <2

r=(x1,29,...,2,,0,0,...) € X

¢ =1(0,0,...,0,1,1,...) €1® = E*

s prvai nenulovou slozkou na (n + 1)-nf pozici. Pak ¢(z) = 0, ale

M@=§:%%Q

i=n+1
takze ¢(x) # u(p), coz je spor.

v e~

Existence tézisté pro dalsi tridy meér

V této sekci kratce shrneme vysledky o existenci barycenter pro T-aditivni
a g-aditivni miry. Jelikoz se tyto tfidy mér v nekompaktni Choquetové teorii
ptilis nepouzivaji (vétsinou se pracuje s tight mirami), uvedeme tyto vysledky
jen strucné. Dukaz nasledujictho tvrzeni lze nalézt v [14].

Véta 5.9. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina tiplného

Dusledek 5.10. Necht X je tiplnd, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E. Pak kazdd p € ML(X) md téziste.
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Pred dikazem tohoto dusledku zminime bez dikazu jedno pomocné tvrzeni.

Lemma 5.11. Necht V je topologicky vektorovy prostor a W jeho husty
podprostor. Necht ddle ¢ € W*. Pak existuje 1 € V* tak, Ze Y|w = .

Diikaz Disledku 5.10. Necht E je ziiplnéni prostoru E (viz Véta 2.10). Je-
likoz X je uplnd v E, je uzaviena v E. Podle Véty 5.9 vime, zZe existuje teziste
1 v X jakozto podmnoziné FE, tj. existuje x € X tak, ze plati

o(z) = / odu  pro kazdé ¢ € E*,
X

Protoze podle Lemmatu 5.11 plati E* = E*|p (symbolem E*|g rozumime

miry g v mnoziné X i jakozto podmnoziné prostoru E. O]

Poznamka 5.12. Véta 5.7 je tedy dusledkem Véty 5.9, protoze kazda tight
mira je T-aditivni. Dukaz Véty 5.9 ale vyzaduje dalsi prostiedky, navic v této
obecnosti toto tvrzeni vétsinou neni potieba, takze jsme v této praci zvolili
dokazat slabsi tvrzeni, u kterého si ale vystacime s mnohem jednodussim
dukazem.

Jelikoz tight miry jsou 7-aditivni, ukazuje Piiklad 5.8, Ze ani v Dusledku
5.10 nelze predpoklad tplnosti nahradit pouze uzavienosti.

na mnozinu X. Dukaz tohoto tvrzeni je mozné najit v ¢lanku [10].

Véta 5.13. Necht X je tiplnd, omezend, konvexni a separabilni podmnoZina
lokdiné konvexniho prostoru E. Pak kazdd p € ML(X) md téziste.

Protoze mnozina X v Ptikladu 5.8 byla separabilni a kazda tight mira je o-
aditivni, nelze ani v predchozi vété nahradit predpoklad uplnosti uzavienosti.
Otézka, zda lze z predpokladu této véty vynechat separabilitu, je jiz obtiznéjsi.
Jak bylo ukazéno v ¢lanku [17], o-aditivni miry na metrickych prostorech,
u kterych mohutnost baze otevienych mnozin je métitelny kardinal, jsou ne-
seny separabilni mnozinou. Je-li tedy X uplnéd, omezend, konvexni a metri-
zovatelnd podmnozina lokalné konvexniho prostoru E takovd, Ze jeji béaze
otevienych mnozin je méfitelny kardindl, a p € ML (X), pak je mira p
nesena separabilni mnozinou. Uzavieny konvexni obal separabilni mnoziny
p. Hledani o-aditivni miry bez tézisté je tudiz tfeba omezit na nemetrizo-
vatelné mnoziny nebo na metrizovatelné mnoziny, u kterych mohutnost béaze
otevienych mnozin neni méritelny kardinal. Najit takovou miru se ale v této
praci nepodarilo.



5 Tézisté mér 31

Vlastnosti barycentrického zobrazeni

Obratme nyni pozornost k otdzce spojitosti barycentrického zobrazeni.
K tomu ucelu oznacme M;(X) mnozinu viech meér z M'(X), které maji

Véta 5.14. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnozina lokdiné
konvezniho prostoru E. Pak zobrazeni r : M}(X) — X, prifazujici kaZdé
mire p € My (X) jeji tézisteé r(u), je afinni a w* — w spojité.

Diikaz. To, ze je r afinni, je zirejmé. Necht {1, } je net v M} (X) ap € M(X)
tak, ze fiq < iy tj. pa(f) — p(f) pro kazdé f € Cp(X). Pak pro kazdé p € E*
je

P(r(pa)) = palelx) = nlelx) = (r(p),
takze 7(po) — (), a tedy 7 je w* — w spojité. ]

Je-li X kompaktni, pak slaba a silnd (tj. puvodni) topologie prostoru
E na X splyvaji a zobrazeni r je tedy w*— silné spojité. Pokud je X pouze
uzaviend a omezend, pak to tak jiz byt nemusi. Plati dokonce vic, jak ukazuje
nasledujici véta:
Véta 5.15. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvezniho prostoru E. Oznacme T pivodni topologii na X a necht r je
zobrazend prirazujici kazdé p € MG(X) jeji tézisté. Pak r je w* — T spojité,
prdave kdyz topologie T a w-topologie na X splyvagi.
Diikaz. Jestlize 7 a w topologie na X splyvaji, pak zobrazeni r, které je
w* — w spojité podle Véty 5.14, je i w* — 7 spojité. Necht 7 a w topologie
na X nesplyvaji, tj. existuje net {z,} v X, z € X a okoli U bodu z tak, ze
To 7 a x4 ¢ U pro kazdé a. Z w*-kompaktnosti mnoziny M*(X) miizeme
piedpokladat, ze e,, < u, kde p € MY (X). Jelikoz pro kazdé ¢ € E* je

pwle) = lime,, (p) = limp(z,) = p(z),

plati 4 € M}(X) a bod x je tézistém u. Pritom ale neplati z, — x, takze r
neni w* — 7 spojité. O]

Pokud se omezime pouze na tight miry, 1ze ziskat silnéjsi tvrzeni. Jeho
dukaz nebudeme uvadeét, jelikoz by vyzadoval dalsi prostredky, lze ho v8ak
najit v [21, str. 16].

Véta 5.16. Necht X je tplnd, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexzniho prostoru E a necht T je piivodni topologie na E. Necht ddle
r: MHX) — X je zobrazeni prirazujici kaZdé pravdépodobnostni tight

spojité.



Na zavér této kapitoly uved me jesté jednu zajimavou vétu charakterizujici
ty mnoziny X, pro které vechny prvky M!(X) maji tézisté:

Véta 5.17. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdiné

slabé kompaktni.

Diikaz. Necht kazdd p € M'(X) mé teziste. Pak je tedy M} (X) = M (X)
a podle Véty 5.14 je zobrazeni

o (MHX) W) — (X w),

kompaktni, je jeji spojity obraz r(M?!(X)) také kompakt. Protoze ale pro
kazdé x € X je r(e,) = z, je r(MY(X)) = X, a tedy X je slabé kompaktni.

Necht mnozina X je slabé kompaktn{ a p € M!(X). Definujme miru
1€ M ((X,w)) predpisem 7(f) := u(f) pro kazdou f € Cy((X,w)). Jelikoz

v € (E,w)*. Jelikoz ale (E,w)* = E*, je z i tézistém miry p. O
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6 Bauerova charakteristika extremalnich
bodu

V této kapitole se budeme vénovat zobecnéni Véty 3.8 z kompaktni teorie,
znamé Bauerovy charakteristiky extremalnich bodu, na nekompaktni mnozi-
ny. Pripomenme, ze je-li T" uplné regularni topologicky prostor, pak symbol
e, znaci Diracovu miru v bodé © € T, tj. €,(f) = f(x) pro kazdou f € Cy(T).
Zopakujme znéni Bauerovy véty pro kompaktni mnoziny:

Véta 6.1 (Bauer). Necht K je kompaktni konvexni podmnoZzina lokdiné kon-
vexntho prostoru E a x € K. Pak x € extK, pravé kdyZ e, je jedind
pravdépodobnostni Radonova mira na K reprezentugjici bod x.

vvvvvv

nez v pripadé kompaktnim.

Priklad na neplatnost Bauerovy charakteristiky

Jaka je tedy situace, uvazujeme-li v Bauerové vété uzavienou (piipadné
uplnou), omezenou a konvexni podmnozinu X lokalné konvexniho prostoru £
a miry z M (X)? V nésledujicim pifkladu je sestrojena uzaviend, omezena
a konvexni podmnozina X lokalné konvexniho prostoru (dokonce separa-
bilnfho Banachova, X je tedy i iplnd), v niz existuje extremalni bod reprezen-
tovany i jinou mirou z M!(X') nez mirou Diracovou. Bauerova charakteristika
tedy v tomto kontextu neplati.

Priklad 6.2. Necht F = ¢y, X = conv({e; : i € N}), kde
e; .= (0,0,...,0,1,0,...) € E

s hodnotou 1 na i-té pozici. X je zfejmé uzaviend, omezena a konvexni
podmnozina E.

Snadno se nahlédne, ze 0 € extX. Thned je vidét, ze 0 € X, jelikoz
oznacéime-li y, == .1 | Te;, je yp, € conv({e; : i € N}) a [jyn|]| = = a tedy
Yn — 0 (nebo se da vyuzit toho, ze e¢; — 0, a podle zndmé véty existuji
konvexni kombinace {e;} konvergujici k nule). Dale

conv({e; : i € N}) = {Z)\iei : N >0, Z)‘i =1,ICN koneéné}
i€l el
C {{zi}ien € o : x; > 0 pro kazdé i € N},
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kde posledni mnozina je uzaviena a tedy
X C {{zi}ien € ¢o 1 ; > 0 pro kazdé i € N}.

Kdyby ale 0 nebyla extremalnim bodem X, byla by stifedem néjaké netrivialni
usecky lezici v X, jejiz alespon jeden krajni bod by musel mit alespon jednu
soufadnici zapornou. To ale neni mozné.

Necht L je Banachova limita z Lemmatu 5.5. Funkciondl p definujeme
takto:

u(f) = Li{f(e)}ien),  f € Co(X).
Z vlastnosti Banachovy limity plyne, Ze u € M!(X).
Bod 0 je teziste p: Necht ¢ € E* = 1', ¢ = {a;}ien € I'. Samoziejmé
lim a; = 0. Plat{
() = L{p(en) hex) = L({ashen) = lim a; = 0 = p(0)

i # go: K tomu je tieba najit f € Cy(X) tak, ze pu(f) # eo(f). Zvolime-li
f =] (sup-norma na co), je f samoziejmé spojita a omezend na X. Pak

u(f) = pl) = L{{llel Fien) = L((L,1,1,...)) = 1,

ale
eo(f) = eo(ll-I) = 0] = 0,
takze p # &o.

Bauerova charakteristika pro M} (X)

Omezime-li se pouze na tight miry na uplné mnoziné, Bauerova charak-
teristika jiz plati. Toto tvrzeni pochdzi od S. S. Khurany (viz [10]). Zékladni
5.7. Pfipomenme, ze pro tight miry (samoziejmé rozsitené na borelovské
mnoziny) vzdy existuje nosi¢, viz Definici 4.13.

Véta 6.3. Necht X je uplnd, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné kon-
vexniho prostoru E a v € X. Pak x € extX, prdvé kdyz ¢, je jediny prvek
M (X) reprezentugici bod x.

Diikaz. Necht z € extX a necht u € M;(X) reprezentuje bod = (miru u
uvazujeme jiz rozsitenu na Bo”). Dokdzeme, ze supt u = {z}, odkud je jiz
vidét, ze u = e,. Necht tedy pro spor existuje y € supt u, y # . Pak existuje

34



6 Bauerova charakteristika extremadlnich bodu

p € E*aa€Rtak, ze o(r) < a < ¢(y). Oznacme A :={z € X : p(z) < a}.
Pak p(A) > 0, protoze kdyby to tak nebylo, muselo by byt x € X \ A,
tedy ¢(z) > a, coz by byl spor. Také plati u(A) < 1, jelikoz v pripadé, ze
by u(A) = 1, byl by suptpu C A (A je uzaviend) a tedy y € A — spor.

Definujme miry
KA . Bx\a

[y = ——— A flg = ————,
1(A) p(X\ A)
Thned je videét, ze py, po € M} (X), takze obé tyto miry maji podle Véty 5.7

o= (A + p(X N\ A)pg = p(A)pn 4 (1 — p(A)) pa,

odkud plyne z = pu(A)x; + (1 — p(A))xe. Kdyby bylo 21 = x4, pak by platilo
T = 9, coz by byl spor. Je tedy z; # x5, coz je ale spor s tim, ze z je
extremalni. Takze supt = {z}. Opacnd implikace je trividlni. O

Poznamka 6.4. Snadno si rozmyslime, ze stejny dukaz projde diky Dusledku
5.10 také pro miry z ML(X). Piedchozi véta tedy plati i pro tyto miry.

V predchéazejicim tvrzeni je uplnost opét podstatnd, jak je vidét z nésle-
dujiciho ptikladu:
Priklad 6.5. Oznaéme 2 := (3,4 ...,55,...) € I'. Necht E =lin(coo U {z})
(linedrn{ obal v prostoru [*) s I*-normou a necht X = conv({e; : i € N}U{z})
(uzavieny konvexni obal v prostoru E), kde e; := (0,0,...,0,1,0,...) € E
s hodnotou 1 na i-té pozici. Mnozina X je uzaviend, omezena a konvexni
podmnozina E. Neni tézké si rozmyslet, ze

X = conv({e; : i € N} U {z}).

Definujme jako v Piikladu 5.8 funkcional p na Cy(X) takto:
=1
uf) =Y Ef(ei)a [ € Cy(X).
i=1

Stejné jako v Pitkladu 5.8 je p € M}H(X).
Nejprve ukazme, Ze bod z je extremalnim bodem mnoziny X. Necht pro
spor x = %y + %z, kde y, z € X,y # z. Odtud je ihned vidét, ze

n n+1
T = Z/\le + )\n+1x, kde z; € Co0, A > 0, Z)\Z =1a )\n—l-l < 1.

i=1 =1

Je tedy (1 —N,q1)z = > | Nz, ale jelikoz bod x nelezi v ¢y, musi byt levd
strana rovna 0, tedy \,.1 = 1 a tedy spor.
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Ukazme déle, Ze tento bod je tézistém miry u. Je E* = (I*)* = [°°, protoze
E je husty v I'. Necht ¢ = (a1, a,...) € E*. Pak

[e.o] o0

ple) = srele) = 3 oo = pla),

i=1 =1

takze bod x je skutecné tézistém u.
A nakonec plati p # &,, protoze pro f(y) := ||y — z|| (I*-norma na E) je

o0

=1 1
()= 5ifle) = ollei —all >0,
=1

i=1

jelikoz ||e; — x|| > 0 pro kazdé i € N, zatimco
e:(f) = f() = |z — x| = 0.

Bauerova charakteristika pro M!(X)

Nabizi se otazka, jak (geometricky) charakterizovat mnozinu vsech x € X
(kde X je uzaviend, omezend a konvexni podmnozina lokalné konvexniho
prostoru) takovych, Ze e, je jediny prvek M*(X) reprezentujici z. Véta 6.12,
dokézand S. S. Khuranou v préci [12], ddvd odpoved. Pied ni je ale tieba
definice a nékolik lemmat.

Definice 6.6. Nechf X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokalné
konvexniho prostoru F. Bod = € X se nazyva silné extremdlni bod mnoziny

X, pokud pro kazdé okoli U bodu z plati x ¢ conv(X \ U). Mnozina vsech
silné extremalnich bodu mnoziny X se znaci str extX.

Poznamka 6.7. Shrime nékolik vlastnosti silné extremdalnich bodi.
o Plati str extX C extX.

e 7/namé tvrzeni z kompaktni teorie tvrdi, ze pro kompaktni konvexni
mnozinu X je str extX = extX, viz napiiklad [8, str. 107].

e Definujeme-li pldtky mnoziny X jako pruniky mnoziny X s uzavienymi
poloprostory (pficemz uzavienym poloprostorem rozumime mmnozinu
{r € X : ¢(x) > a}, kde ¢ € E* a a € R), pak se silné extremdln{
body daji ekvivalentné definovat jako body mnoziny X, které maji bazi
okoli (v relativni topologii na X') tvofenou platky. Dukaz je snadny, jde
jen o separacni verzi Hahn-Banachovy véty.
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Lemma 6.8. Necht T je 1iplné requldrni Hausdorffiv topologicky prostor,
S CTax e S. Necht p € MHS) takovd, zZe p(f|s) = f(x) pro kazdou
feC(T). Pak pp = ., tj. u(g) = g(x) pro kazdou g € Cp(5).

Diikaz. Necht nejdifve g € Cp(S) takovd, ze 0 < g < 1 a g(z) = 0. Zvolme
e > 0aoznacme U :={y € S: g(y) < e}. Pak U je oteviena v S, existuje
tedy V oteviend mnozina v T tak, ze VNS = U. Jelikoz T je tiplné regularni,
existuje f € Co(T) tak, ze f(r) =0a f=1naT\V.Plati g < f+ena S,
a tedy

1(g) < p((f+e)ls) = ulfls) +e=f(z) +e=e,

a jelikoz & bylo libovolné, je u(g) =0 = g(x).

Odtud plyne, ze p(g) = g(x) pro kazdou g € Cy(S) takovou, ze g(z) = 0
a bud g > 0 nebo g < 0. Pro kazdou g € C(S) takovou, ze g(z) = 0,
dostaneme tvrzeni rozkladem na kladnou a zapornou ¢ast a pro libovolnou
g € Cp(5) odectenim funkéni hodnoty v bodé z. O

Lemma 6.9. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdiné
konvezniho prostoru E a necht L je nezdporny linedrni funkciondl na pros-
toru A(X). Pak L lze roz3iFit na nezdporny linedrni funkciondl L na celém
prostoru Cy(X). Toto rozsiteni je ddno jednoznacné, prdavé kdyz pro kazdé

f € Cy(X) plati
sup{L(h) : h € A(X),h < f} = inf{L(h) : h € A(X),h > f}.
Diikaz. Pro f € Cy(X) definujme
p(f) :=sup{L(h) : h € A(X), h < f}.
Thned je vidét, ze pro A > 0 a f, g € Co(X) je
p(Af)=Xp(f) a p(f+g)=p(f)+p9)

tj. ze —p je sublinedrni. Ptitom —L = —p na A(X). Podle algebraické verze
Hahn-Banachovy véty existuje L rozsfieni L na Co(X) takové, ze —L < —p,
tj. L > p na Co(X). Je-li f >0, pak p(f) > 0 a tedy L > p > 0, takze L je
nezaporny.

Pokud jde o jednoznacnost, pak z nezapornosti plyne, ze je-li

sup{L(h) : h € A(X),h < f} =inf{L(h) : h € A(X),h > f}

pro kazdé f € Cy(X), je L(f) jednoznacné uréeno pro kazdé f € Cy(X). Necht
tedy naopak pro néjakou f € Cp(X) plati a < 3, kde a:= p(f) a

B :=inf{L(h):h e A(X),h > f}
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a necht a < < f je libovolné. Ozna¢me H podprostor Cy(X) generovany
A(X) a funkci f. Na H definujme linedrni funkcional L’ predpisem L'(g) :=
L(h) + Ay pro g = h+ Af. L' je dobte definovan, jelikoz f ¢ A(X) a tedy
vyjadieni g = h + Af je jednozna¢né. Necht g = h + Af. Pro A > 0 plati

L'(g) = L(h) + Ay = L(h) + Aa = p(h) + Ap(f) = p(h + Af) = p(g)
a pro A < 0 je (s vyuzitim toho, ze § = —p(—f))

L'(g) = L(h) + My > L(h) + A3 = p(h) + (=N)p(—f) = p(h) + p(Af) > p(g).

Je tedy L' > p na H a stejné jako v ditkazu existence existuje rozsffeni L na
celé Cy(X), pro které plati L > p na Cy(X). L je tedy opét nezaporny a navic
L(f) = 7. Cislo v ale bylo voleno libovolné mezi o a 3, takze rozsifeni nenf
jednoznacné. O]

Poznamka 6.10. Ptredchozi lemma je v mnohem obecnéjsi verzi uvedeno
v [8, str. 269].

Lemma 6.11. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdiné
konvexzniho prostoru E a M C X. Necht h € A(X) takovd, e h > a na M,
kde a € R. Pak h > a na conv(M).

Diikaz. Necht z € conv(M). Pak existuje net {z,} prvku z conv(M) takovy,
ze o — x. Je tedy x4 = Y0 Afy?, kde ny € Ny AY >0, D0 A = 1,
ye € M. Plati

Na

) = (3 N) = 3Nk = Y Ma=a
=1 =1

i=1
a jelikoz x, — x a h je spojitd, je h(z) > a. O

Véta 6.12. Necht X je uzaviend, omezend a konvexrni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E. Pak x € str extX, pravé kdyz e, je jediny prvek
MY (X)) reprezentugici x.

Dukaz. Symboly X a E budou v celém dukazu znacit mnozinu X a prostor
E s puvodni topologii, zatimco symboly (X,w) a (F,w) budou znacit tyto
mnoziny opattené slabou topologii prostoru E.

Necht z € strextX a p € M'(X) nechf reprezentuje z. Symbol E
nechf znacf ziplnéni prostoru (E,w) (viz Vétu 2.10) a X nechf znaci uzéver
(X,w) v E. Jelikoz X je omezend podmnozina prostoru E, je podle Véty
2.11 mnozina X kompaktni podmnozina E.
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Nejprve ukdzeme, ze x € ext X . Necht tomu tak pro spor neni. Pak existuji
Y,z € X, y# ztak, ze v = %y + %z. Necht U je uzaviené okoli bodu z v X
takové, ze y, z ¢ U. Z hustoty (X,w) v X plyne, Ze existuji nety {y.} a {25}
prvki z X \ U takové, ze y, — y a 25 — 2. Pak x € conv ({ya} U {2z3}).
Kdyby to totiz tak nebylo, existovalo by ¢ € (E)* a a € R tak, ze

p(z) < a < inf p(conv” ({ya} U {25}).

Pak by bylo ¢(y) < a nebo ¢(z) < a, coz by byl spor s tim, ze y, — y
a zg — z. Takze skutetné x € conv™ ({ya} U {25}).
Odtud

v € o™ ({ya} U {25}) = conv™ ({a} U {25}),

coz je spor, jelikoz x € str extX a tedy z ¢ conv™ (X \ U), odkud plyne
x ¢ conv ™ ({ya} U {z5}), protoze {ya} U {25} C X\ U. Je tedy z € extX.

Definujme nyni funkcional v na prostoru Cy(X ) piedpisem v/(f) := pu(f|x)-
Pak v je Radonova mira na kompaktu X. Jeji tézisté je bod z. Je-li totiz
¢ € (E)*, pak ¢|x € E* a tedy v(p) = u(elx) = p(z). Jelikoz z € extX,
je podle Véty 6.1 v(f) = f(x) pro kazdou f € Cy(X). Podle Lemmatu 6.8
je u(f) = f(z) pro kazdou f € Cy((X,w)), tj. pro kazdou slabé spojitou
omezenou funkci na X. Zbyvéa uz jen ukazat, ze u(g) = g(z) pro kazdou
g € Cp(X). Stejné jako v dikazu Lemmatu 6.8 se staci omezit na takové
g€Cy(X),2¢0<g<1ag(x)=0. Necht tedy g je takovd funkce a necht
e > 0. Oznatme U := {x € X : g(x) < ¢}. U je okoli bodu z a jelikoz z je
silné extremadlni, je U i slabym okolim z (existuje totiz béze okoli x tvorena
platky). (X,w) je Uplné reguldrni, mohu tedy zvolit f € Cp((X,w)) tak, ze
0<f<I1, f(r)=0a f=1na X \U.Pak g < f+ ¢, odkud

plg) < p(f +) = p(f) +¢ = fla) +c = <.

Takze u(g) =0 = g(z).

Jestlize x ¢ str ext X, existuje U okoli bodu x takové, ze x € conv(X \U).
X je uplné reguldrni, existuje tedy f € Cy(X) tak, ze f(x) =0a f =1 na
X\U. Jeli h > f, h € A(X), pak h > 1 na X \ U. Podle Lemmatu
6.11 je h > 1 na conv(X \ U) a jelikoz z € conv(X \ U), je h(z) > 1.
Definujme nezaporny linedrni funkcional L na A(X) predpisem L(h) := h(x)
pro h € A(X). Z ptedchoziho plyne, zZe

inf{L(h) : h € A(X),h > f} =inf{h(z) : h € A(X),h > f} > 1,
zatimco

sup{L(h) : h € A(X),h < f} =sup{h(z) :he€ A(X),h < f} < f(z) =0.
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Podle Lemmatu 6.9 lze L rozsitit vice zpusoby na nezaporny linearni funkci-
ondl na Cp(X). Jelikoz L(1) = 1, je kazdé toto rozsiteni prvkem M!(X). O
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7 Dodatky

V této kapitole shrneme vysledky tykajici se zobecnéni nékolika dalsich
tvrzeni z kompaktni teorie.

Krein-Milmanova véta

Zakladnim vysledkem v kompaktni teorii je Krein-Milmanova véta (viz
Vétu 3.1), podle které kazda kompaktni konvexni podmnozina lokélné kon-
vexniho prostoru je uzavienym konvexnim obalem svych extremalnich bodu.
Standardni piiklad uzaviené jednotkové koule v c¢j, kterd nemda zadny ex-
tremalni bod, ukazuje, Ze toto tvrzeni nelze prenést na uzaviené, omezené
a konvexni mnoziny. Jak jsme vidéli ve Vétée 3.10, Krein-Milmanova véta
Ize ekvivalentné vyslovit v tomto tvaru: kazdy bod konvexniho kompaktu je
této ekvivalence prinasi nasledujici véta, ktera byla v trochu jiné verzi doka-
zéna v [10]. Piipomenme jesté, Ze pro uplné reguldrni prostor T' znacime

Z:={f0): feq(D)}

Véta 7.1. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina lokdiné
konvexniho prostoru E a M C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i) X = conv(M),

i) ke kazdému r € X ewistuje mira p € M (X) reprezentujici bod x
nesend kazdou mnozZinou Z € Z takovou, Ze Z O M.

Diikaz. 1) = i): Necht z € X. Pak existuje net {z,,} prvku mnoziny conv(M)
tak, ze z, — x. Necht

To =Y Ny, kdeng €N, AT >0, Y A =1, i€ M.
i=1 =1

Mnozina p € M'(X) je podle Pozndmky 4.10 w*-kompaktni a jelikoz {uq},
kde fto = Y1 Afeya, je net v M'(X), existuje podnet {ug} a p e M'(X)

tak, ze ug < L
Necht ¢ € E*. Pak

ng ng
i) = Tim ps ) = Tim >~ Nz () = limp (D Ny ) = lim () = (),
=1 =1

takze p reprezentuje x.
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Necht Z € Z, Z D M. Pak z toho, ze ug <% 1, plyne
W(Z) > imsup ol Z2) = 1

(nerovnost plyne z Véty 4.3, rovnost pak z toho, ze 3 jsou neseny mnozinou
7). Takze p je nesena mnozinou Z.

i) = 1): Necht pro spor x € X \ conv(M). Podle predpokladu existuje
mira u € M (X) reprezentujici  nesend kazdou mnozinou Z € Z takovou,
ze Z D M. Podle separa¢ni verze Hahn-Banachovy véty pak existuji ¢ € £*
a a € R tak, ze

sup p(conv(M)) < a < ().

Jelikoz mnozina Zy := {z € X : p(z) < a} je prvkem systému Z a zfejmeé
Zy D M, je mira p nesend mnozinou Z. Plati tedy

u(w)z/xwduz/%soduﬁa«m),

coz je spor s tim, ze p reprezentuje x. O

Milmanova véta

Uzitecnym tvrzenim z kompaktni teorie je i Milmanova véta 3.9. Zopa-
kujme ji na tomto misté:

Véta 7.2 (Milman). Necht K je kompakini konvexni podmnoZina lokdlne
konvezniho prostoru E a M C K takovd, ze K = conv(M). Pak extK C M.

Plati tato véta pro uzavienou, omezenou a konvexni mnozinu namisto
kompaktni a konvexni? Odpovéd je zdporni. Staéi se podivat na Piiklad
6.2. V tomto prikladu je ukazano, ze bod 0 je extremalnim bodem mnoziny
X =conv({e; : : € N}), kde ¢; := (0,0,...,0,1,0,...) s hodnotou 1 na i-té
pozici. Mnozina {e; : i € N} je uzaviend (vzdalenost kazdych dvou prvku je
rovna 2), takze neplati extX C {e; : i € N}, prestoze X = conv({e; : i € N}).
Pritom mnozina X neni piilis patologicka, je naptiklad slabé kompaktni. To
plyne z toho, ze

X =conv({e; : i € N}) = conv® ({e; : i € N}) = conv® ({e; : i € N} U {0}),

a jelikoz e; = 0, je mnozina {e; : i € N} U {0} slabé kompaktni a uzaviené
(slabé uzaviené — to je ale to samé) konvexni obaly slabé kompaktnich
podmnozin Banachovych prostoru jsou opét slabé kompaktni. Je tedy i u-
zavienym konvexnim obalem svych extremalnich bodu. Nicméné analogie
Milmanovy véty plati pro silné extremélni body (zavedené v Definici 6.6)
misto extremalnich:
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Veéta 7.3. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina lokdlne
konvezniho prostoru E a M C X tak, ze X = conv(M). Pak str extX C M.

Diikaz. Necht x € str extX a U libovolné oteviené okoli z. Chceme ukézat, Ze
UNM # . Necht pro spor UNM = ). Pak X \U D M a tedy conv(X \U) D
conv(M). Jelikoz x ¢ conv(X \ U) z definice silné extremélniho bodu, je pak
ix ¢ conv(M), coz je spor s tim, ze X = conv(M). O

Poznamka 7.4. Vzhledem k predchozi vété nemuze byt bod 0 v Piikladu
6.2 silné extremalni. To plyne také tieba z Véty 6.12, jelikoz k tomuto bodu
existuje i jind reprezentujici mira nez €y, nebo se to da nahlédnout i piimo
z definice. Vezmeme-li totiz okolf 0 definované jako U := {z € X : [|z| < 1}
(sup-norma), je UN{e; : i € N} = () a tedy conv({e; : i € N}) = conv(X \U),
z ¢ehoz plyne 0 € conv(X \ U).

Problém: Plati str extX = ({M : M C X, M uzaviend, X = conv(M)},
tj. je mnozina str ext X maximalni mnozina spliujici zavér Véty 7.37
Obalky funkci

Podivejme se nyni na dulezity nastroj pouzivany v kompaktni teorii,
obalky funkci, v kontextu nekompaktnich mnozin.

Definice 7.5. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokalné
konvexniho prostoru E a necht f € Cy(X). Pak definujeme

f(x) :=inf{g(z): g > f,g € AX)}.
Analogicky se definuje f.

Zakladni vlastnosti obalek uvedené v nasledujicim lemmatu jsou stejné
jako v kompaktni teorii a ani dukaz se nijak nelisi, proto ho neuvadime.

Lemma 7.6. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E. Necht f € Cy(X). Pak f je omezend, konkdvni a sho-
ra polospojitd funkce na X. Ddle zobrazeni f — f je sublinedrni na Cy(X),
tj. pro kazdé X > 0 a pro kazdé f,g € Co(X) plati \f = \f a f +g< f+7.

Nasledujici véta ani jeji dukaz se od kompaktni verze také nelisi, jen je
treba uvazovat konecné aditivni miry misto Radonovych, takze dukaz opét
vynechdme. Dukaz kompaktni verze této véty lze nalézt v [15, str. 278], kde
je tato véta uvedena v obecnéjsi verzi pro funkéni prostory.
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Véta 7.7. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina lokdiné
konvexniho prostoru E a necht x € X a f € Cy(X). Pak

/), Fa)] = { [ 5 e M) representu }

Dulezitou vlastnosti obalek funkci, vyuzivanou v kompaktni teorii, je
rovnost

extK = () {zeK: flx)=F@)}= () {reK:f(x)=F)}
feC(K) Fomehi
kde K je konvexni kompakt (viz Vétu 3.16). Jak ukazuje nasledujici véta, toto
tvrzeni obecné pro nekompakty neplati. Pfipomenime, Ze mnozina str extX
byla zavedena v Definici 6.6. Prvni rovnost v této vété pochéazi od S. S. Khu-
rany, viz. [13].

Véta 7.8. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmmnoZina lokdiné
konvexniho prostoru E. Pak

strextX = () {z€X:fla)=Ffa)}= () {z€X:fl)=F)}
6 e,

Diikaz. Necht x € str extX. Pak podle Véty 6.12 je €, jediny prvek M!(X)

reprezentujici = a podle Véty 7.7 pro kazdou f € Cy(X) plati f(z) = f(x).

Mame tedy (druhd inkluze je zfejma)

str extX C ﬂ {reX: f(x)=f(x)}C m {r e X: f(x)= f(x)}.
rex)

K dokonceni dikazu staci pro x ¢ str extX najit f € Cp(X) konvexni
takovou, ze f(x) # f(x). Necht tedy x ¢ str extX, pak existuje U okoli
bodu z takové, ze z € conv(X \ U). Déle existuji pseudonormy ps, ..., p,
tak, ze

{y € X :max{p1(y —z),...,pn(y —2)} <1} C U.
Funkce
f(y) = maX{pl(y - {L’), Py — $)}

je konvexni (jelikoz kazdd pseudonorma je konvexni a maximum konvexnich
funkef je opét konvexni), lezi v Cp(X) (je maximem spojitych funkei) a plati
flz) =0a f >1na X\U. Jeli h > f, h € A(X), pak h > 1 na
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X \ U. Podle Lemmatu 6.11 je h > 1 na conv(X \ U), takze h(z) > 1. Tedy

f(z) >1>0= f(z) a tudiz

v¢ () {reX:flx)=F)}

fFeCp(X)

f konvexni

Meéritelnost mnoziny str extX

Jak jsme vidéli, nékteré vlastnosti extremalnich bodu kompaktnich mnozin
prebiraji pro nekompaktni mnoziny silné extremalni body. To samoziejmeé
neni ve sporu s kompaktni teorii, jelikoz pro kompaktni konvexni mnozinu X
je str extX = extX (viz Pozndmku 6.7). Neptekvapi tedy, ze tvrzeni, podle
kterého v metrizovatelném kompaktu je mnozina extremélnich bodu typu Gs,
lze pro metrizovatelné nekompaktni mnoziny dokézat pro silné extremalni
body. Pritom pro extremalni body takové tvrzeni jiz neplati, mnozina ex-
tremdlnich bodu nemusi byt ani borelovska. Priklad takové mnoziny (dokonce
slabé kompaktni podmnoziny Banachova prostoru) je uveden v [2, str. 214].

Véta 7.9. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E, kterd je navic metrizovatelnd. Pak str extX je mno-
Zina typu Gy.

Diikaz. Necht p je metrika na X generujici topologii na X. Ozna¢me ddle

U(x,r) :={y € X :p(y,z) <r}. Pron €N definujme
Foo=comv(X\U(z, 1)) a Fo:=\ex Fra

Pak pro kazdé n € N je F,, prunikem uzavienych mnozin, je to tedy uzaviena

mnozina. Ukazeme-li, ze str extX = X \ |J,cy Fn, bude ihned videét, ze

mnozina str extX je typu Gs.

Necht = € str extX. Pak z definice silné extremélnfho bodu plyne , Ze pro
kazdé n € N plati ¢ conv(X \U(z, 1)) a tedy « ¢ F,. Pak ale © & |, oy Fn-

Necht z ¢ str extX. Pak existuje okoli U bodu z tak, ze x € conv(X \U).
Existuje tedy ng € N tak, ze x € conv(X \ U(z, ;-)). Pak platf x € Fy,.
Je-li totiz y € X takové, ze z € U(y, ﬁ), pak z trojuhelnikové nerovnosti
Uy, 50-) C Uz, ;) atedy @ € conv(X \ U(y, 5,-)). Je-li y € X takové, ze
x ¢ Uly, ﬁ), pak samoziejmé x € conv(X \ Ul(y, ﬁ)) Je tedy = € Fyyyy
pro kazdé y € X a tedy x € ﬂyeX Fongy = Fany. Takze x € J, o Frn- O
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Choquetovo usporadani

Zminme se nakonec kratce o Choquetové uspotadani v nekompaktnim
kontextu. Stejné jako v kompaktni teorii, i v nekompaktni hraje dulezitou
roli, viz. napiiklad knihy [2] ¢i [21]. Choquetovo uspoiadani se, podobné jako
u Choquet-Bishop-de Leeuwovy véty z kompaktni teorie, vyuziva k hledani
mer, které lezi v jistém smyslu na extremalnich bodech dané mnoziny. Jelikoz
uzaviené, omezené a konvexni mnoziny nemuseji mit zadné extremalni body,
uvazuji se uzsi tridy mnozin s tak zvanou Radon-Nikodymovou vlastnosti
(viz. opét knihu [2]), které jich jiz maji dostatek. Tato problematika jiz ale
presahuje ramec této prace.

Definice 7.10. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnozina lo-
kalné konvexniho prostoru E a necht u,v € M}(X). Pak piseme p < v,
plati-li u(f) < v(f) pro kazdou f € Cy(X), kterd je konvexni. Relace < se
nazyva Choquetovo uspordaddni.

Nésledujici vétu uvedeme bez dukazu, lze jej najit v [21, str. 30].

Véta 7.11. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnozina lokdlné
konvexniho prostoru E. Pak relace < je castecné usporddani na mmnoziné

ML(X).

Néasledujici véta vyjadiuje intuitivné jasnou skutecnost, ze miry vetsi
v Choquetové uspotadéani jsou ”vyhnany vice do stran”. Ve Winklerové knize
[21, str. 57] je pro uplné lokalné konvexni prostory uvedeno mnohem obecnéjsi
tvrzeni, které ale vyzaduje ponékud komplikovany dikaz. Winkler dokazuje,
ze pokud pu,v jsou pravdépodobnostni tight miry na dplném lokélné kon-
vexnim prostoru spliujici p < v, a je-li M tzv. measure convexr mnozina
takové, ze v je nesena mnozinou M (v tom smyslu, ze v, (M) = 1), pak je ji ne-
sena i mira p. Ptitom measure conver mnoziny jsou takové mnoziny, ze kazdé
mnoziny jsou vzdy konvexni. Omezime-li se pouze na inkluzi uzavienych kon-
vexnich obalt nosic¢u téchto mér, nepotiebujeme jednak podminku uplnosti
a navic si vysta¢ime s dukazem o poznani jednodussim. Nosic¢ tight miry byl
definovan v Definici 4.13.

Véta 7.12. Necht X je uzaviend, omezend a konvexni podmnoZina lokdlné
konvexniho prostoru E a necht pu,v € M}(X) a p < v. Pak

conv (supt ) C conv(supt v).

Drikaz. Necht pro spor neplati conv(supt ) C conv(supt v), tedy necht exis-
tuje bod = € conv(supt ) tak, ze x ¢ conv(suptr). Podle separa¢ni verze
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Hahn-Banachovy véty pak existuje ¢ € E* a a € R takové, ze p(z) > a
a conv(suptv) C {¢ < a}. Definujme f := max{p — a,0}. Pak f € C)(X)
a f je konvexni funkce. Jelikoz f = 0 na mnoziné conv(suptv), je v(f) =
0. Protoze pu < v, dostavame piimo z definice Choquetova usporadani, ze
w(f) < v(f) = 0 a jelikoz f > 0, je u(f) > 0, takze p(f) = 0. Odtud
dostdvame, ze supt u C {f = 0} a jelikoz mnozina {f = 0} je uzaviena a
konvexni, je také conv(supt 1) C {f = 0}. To je ale spor s volbou bodu z. [

47
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Piehled nejpouzivanéjsich symbolu

N o mnozina prirozenych ¢isel
R mnozina realnych cisel
Fly oo restrikce funkce f na mnozinu Y
C(T) o prostor spojitych funkef na T'
Co(T) oo Banachuv prostor spojitych omezenych funkei na T
A(M) .o afinni funkce na M
XA v eee e charakteristickd funkce mnoziny A
conv (M) .o konvexni obal mnoziny M
CONV(M) oo uzavieny konvexni obal mnoziny M
Bx oo uzaviend jednotkova koule v prostoru X
B topologicky dudal prostoru F
U e e e e slaba topologie
To = @ konvergence ve slabé topologii
W slaba* topologie
Ve < 0 2P konvergence ve slabé* topologii
CO v vveeee posloupnosti redlnych ¢isel konvergujicich k nule
Cop - - - - posloupnosti realnych ¢isel s koneénym poctem nenulovych ¢lenu
R absolutné scitatelné posloupnosti realnych cisel
[ omezené posloupnosti realnych ¢isel
M(K) oo znaménkové Radonovy miry na kompaktu K
MHAYK) oo (nezaporné) Radonovy miry na kompaktu K
MY EK)............. pravdépodobnostni Radonovy miry na kompaktu K
M(T) oo znaménkové baireovské miry na T
ME(T) (nezaporné) baireovské miry na T
Mo(T) e o-aditivni miry na T’
Mo(T) r-aditivni miry na T’
M(T) tight miry na T’
MY TY oo pravdépodobnostni baireovské miry na T
MUT) oo pravdépodobnostni o-aditivn{ miry na T'
MYT) oo pravdépodobnostni 7-aditivn{ miry na T'
MUT) oo pravdépodobnostni tight miry na T’
177 norma miry g
o e Diracova mira v bodé x
ext X L extremalni body mnoziny X

strextX . ... silné extremdlni body mnoziny X
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