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Abstract: The thesis deals with a new approach to construction of con ence regions for multivariate
random variables and multivariate random samples. This canalso be viewed as one of the possible
generalizations of the notion of quantile into a multidimersional case.

The approach is based on the following: in the rst step, a cemed random vector is transformed
into polar (hyperspherical) coordinates. Afterwards, socalled directional quantiles are determined.
These are classical unidimensional quantiles for distribtion of the radius conditional on the angle
of the polar coordinates. Sample analogy of the directionajuantiles is estimated using trigonometrical
series with coe cients obtained by quantile regression.

The rst chapter deals with the choice of the origin for the catralization of the data. We examine
both theoretical and sample cases. We o er several variantsvith focus on the deepest point.

The second chapter concerns quantile regression with focum the aspects, which have an impact
on the properties of sample periodical regression quantige
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Uvod

Jednorozmirné kvantily dnes bezesporu patai k zakladnim crakteristikam popisu dat a na-
hodnych veliein. Jejich uplatnini je velmi tiroké, naméatkou zmidome, ¥e se napg. pouaivaji
p@i testech hypotéz, konstrukci kon denénich intervalu, de toeba také jako mira polohy jed-
norozmirnych dat. K jejimu uréeni mu¥eme pou¥sit median. Opti éasto pou¥sivanému pru-
miru m& tu vyhodu, ¥%e odlehla pozorovani na nij nemaji témig &eany vliv. Ke konstrukci
kon denéniho intervalu zase pou¥ijeme niktery z krajnich kantilu. Zde je typické pou%iti
97,5% a 2,5% kvantilu, které oddiluji 2,5% nejvittich a nejmentich hodnot.

V dnetni dobi se v mnoha situacich zaznamenéava nikolik velien vypovidajicich o pged-
mitu nateho zajmu. A tak by nds mohlo zajimat, zda je mo¥né pa@m kvantilu roztigit na vi-
cerozmirné nahodné velieiny a vybiry. Pro ni se vlastni pojeti mnohorozmirného kvantilu
a kon denéeni mno%iny slévaji.

Roztigeni kvantilu do vice rozmiru neni tak jednoduché a pmiati sebou celou gadu otazek.
Stejni jako jednorozmirny median le%ai v jistém smyslu uprosaed rozlo¥seni dat na reélné ose,
budeme i po mnohorozmirném medianu vy¥adovat, aby nijakym gusobem le%el uprostged.
Poznamenejme, ¥e pojmy median a 50% kvantil u% pro vicerozma data nemusi byt my*leno
to samé. Zatimco prvni z tichto pojmu je chdpén jako parametr polohy, druhy znaéi mno¥ainu,
ktera poddiliy 50% krajnich pozorovani. A to je vlastni kon denéni mno¥iina.

Medianu ve vice rozmirech je dnes vinovano pomirni mnoho literatury. Vittina de nic
je postavena na pojmu hloubka dat. Pomoci hloubky dat je takémo%¥uné de novat mnoho-
rozmirny kvantil. Jeho tvar vtak v mnoha pgipadech neni uspdojivy. Navic je tento pgistup
velmi vypoéetni naroeny.

Tato prace pginali novou mo¥nost zavedeni mnohorozmirnydkvantilu. Tento novy pgi-
stup je navic pomirni pgirozeny a tedy i snadno interpretovaelny. Vychézi z volby central-
niho bodu a nasledného hledani klasickych kvantilu ve viectsmirech (pgimkéch) od tohoto
bodu. Volbi tichto centralnich bodu je vinovana prvni kapit ola. Druha kapitola se zabyva
kvantilovou regresi jako¥sto nastroje, ktery pou¥ijeme k d@du nateho kvantilu pro ndhodné
vybiry. A koneéni tgeti kapitola popisuje samotnou konstrukci a vlastnosti jak teoretické, tak
vybirové varianty periodickych regresnich kvantilu



Kapitola 1

Parametry polohy pro vicerozmirna
data

V této kapitole popiteme nikolik mo¥anych zobecnini jednoramirného medianu pro viceroz-
mirné nahodné veliéiny, jako¥sto parametru polohy. Stejni ako jednorozmirny median dili
paimku na dvi éasti v kterych se bude vyskytovat pgibli¥ni plwvina pozorovani, je i pro tato
vicerozmirna rozligeni ¥dadouci, aby v nijakém smyslu le3salprostged rozlo¥seni dat. Tyto
body budou mit pgi konstrukci periodickych regresnich kvantiluvelice dule¥sitou Glohu. Bu-
dou toti%s jakymsi centrem kon denénich mno%¥in vybudovanyt nati metodou. Nabidneme
vice mo¥nosti pro vybir tohoto centrélniho bodu. Nejvitli duraz viak bude kladen nanej-
hlubti bod ktery se pro tyto Uéely jevi jako nejvhodnijti volba. M4 mno ho piknych vlastnosti,
navic je i dobge interpretovatelny.

1.1 Nejhlub?ti bod

Nejhlubti bod a poloprostorovou hloubku (halfspace depth) poprvé zavedl Tukey (1974).
Halfspace depth m& mnoho dobrych vlastnosti a je to zgejmi rjpou¥sivaniji popis hloubky
dat. Mezi jeji nejvitli vyhody patgi jeji robustnost (viz Do _noho & Gasko (1992)) a ekviva-
riance vzhledem k a nnim transformacim. Nevyhodou je, ¥%e pmoéary vypoéet nejhlubtiho
bodu je ve vyttich dimenzich a pro velké rozsahy vybiru éasavdosti naroény. Uspogadame-li
mnohorozmirna data podle jejich hloubky, dostaneme jakousanalogii jednorozmirného uspo-
gadaného vybiru. Bod s nejvitti hloubkou mu¥eme pova¥sovatzobecnini jednorozmirného
medianu.

De nice 1. Mijme p rozmirny ndhodny vektor X . Nejhlub'im bodem nazveme bod:

“=argmax min P(U™X 6 uT Y=argmax min P(u™X 6 u' )
2RP U2RP 2RP kuk=1

Eislo
depth( )= min Pu™X 6 u' )
ku k=1

nazveme hloubkou bodu.
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De nice 2. Nech»X 1;:::;X  je nahodny vybir z nijakého p rozmirného rozdileni. Vybi-
rovou hloubkou bodu 2 RP nazveme hodnotu vyrazu:

depth,( ) = {L‘Lrll cardfi : u™X ;6 u' g

Vybirovym nejhlubtim bodem (té% Tukey median) nazveme bod:

A pa— .
n =arg mzaR>§ depthy( ):

Pro ka¥.dy vektoru a ka¥.dy bod mno¥%inafx : u'x > u' g vymezuje poloprostor,
ktery je oddilen nadrovinou prochazejici bodem a je kolma na vektor u. Ze viech nadrovin
prochazejicich bodem vybereme tu, ktera vymezuje poloprostor s nejmenti poétem pzoro-
vani (nejmenti pravdipodobnosti vyskytu pozorovani). Pomoci ni pak uréime hloubku bodu.
Nutno poznamenat, %e jak by se mohlo zdat, neni hloubka zéalésjen na rozlo¥eni vyskytu
pozorovani ve smiru tohoto poloprostoru, ale na rozlo%eniyskytu pozorovani ve vtech mo¥-
nych smirech od bodu . Je zgejmé, ¥e éim vice jsme na pokrajiy rozlo¥seni pozorfvim
je hloubka bodu menti. Naopak, vzdalujeme-li se od pokrajuyhloubka bodu roste.

OznaémeH,. mno¥%inufy : uTy 6 u' g: Pak zgejmi plati:

N

= in Pn(H,. 1.1

n argmax min n(Hu; ) (L.1)

depthha( ) = n min Py(Hy: ); (1.2)
ku k=1

P
kde P,(A) = % L, 1fX i 2 Ag je empiricka pravdipodobnostni mira.

Neni-li nejhlubti bod uréen jednoznaéni (napg. pro diskrébi rozdileni), budeme de novat
nejhlubti bod jako prumir bodu s maximalni hloubkou. Poznamenejme jelti, ¥%e i pai jakém-
koliv jiném prozumnémy pravidlu pro ureeni jednoznaéného gjhlub'iho bodu (napg. ti%ailti
konvexniho polyedru generovaného body s maximalni hloubkg zustanou vtechny dule¥aité
vlastnosti zachovany. Je zgejmé, %e pp= 1 se bude nejhlubli bod shodovat s jednorozmir-
nym medianem.

Podivejme se nyni na nijaké u¥iiteené vlastnosti nejhlubtitn bodu.

Vita 1. Nech»p rozmirny nahodny vektor X ma spoijité rozdileni s hustotouf (x) a plati,
¥Yae mno¥%in® = fx : f(x) > Og je souvisla. Pak existuje pravi jeden nejhlubti bod.

Dukaz. Dukaz provedeme prop = 2. Pro vyl dimenze je postup analogicky. Uvidomme si,
¥se souvislost mno¥iryl  implikuje nasledujici vztah:
PluTc<u™ <u'b)>0;8u60;c;b2M : u'c<u'b (1.3)

Pgedpokladejme pro spor, ¥%e existuji nejméni 2 nejhlub?i log. Dva z nich si oznaémea
a b. Dale si oznaemed = depth(a) = depth(b) a t vektor kolmy k pgimce prochézejici body
a, b.

Uva¥aujme nejprve, %e existuje boal le%zici na Useecab takovy, Yse

r = arg I(rmi(rzll P(u'™X 6 u'o)
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neni nasobkemt (tj. pgimka vymezujici polorovinu s nejmenti pravdipodobnosti prochazejici
bodem ¢ neni rovnobi¥ana s Useékoab). Plati depth(o) 6 d. Zaroveo viak z (L3) plyne, Y%e
bui P(rTX 6 rTa) < depth(o), nebo PrTX 6 rTh) < depth(o). Tedy hloubka bodu a
nebob musi byt ostge menti ni¥d, tim se dostavame ke sporu.

Pokud takovy bod neexistuje, tj. pro libovolny bod o z Useékyab existuje k 2 R tak, ¥%e
plati
r=arg min P(uTX 6 u'o)= kt:
ku k=1

Tak%4e viechny body na Useéah maji stejnou hloubku a stejnou polorovinu vymezujici polo-
prostor s minimalni pravdipodobnosti prochazejici timito body. Oznaéme tento poloprostor
jako M. Pro libovolny bod c, ktery nele¥i na pgimce prochazejici bodsb a zaroved ne-
le¥si v polorovini M , nastava situace vyobrazena na obri_Tl1: pgimkhoddilujici polorovinu

s nejmen?i pravdipodobnosti pro bodc protina pgimku ab vni Useeku ab a tato polorovina
neobsahuje Useekab. V opaénych pgipadech bychom se podobni jako v pgedchozimsiavci,
za pomoci vztahu [I3), dostali ke sporu s hloubkou bodta, b. Tuto polorovinu si oznaeme
pismenemL. Déle, stejni jako na obr. [, budeH znaeit oblast mezi pgimkoul a pgimkou
prochazejici bodya, b.

Obréazek 1.1: Jednoznaénost nejhlubtiho bodu. Symbahin oznaeuje poloroviny s minimalni
pravdipodobnosti.

vlastnosti jako bod c. Ke ka¥adému prvku posloupnosti zaveime, podobni jak tomu bjo
pro bod c, nasledujici znaéeni:l; bude znaéit pgimku prochézejici bodent; a oddilujici
polorovinu L; s nejmen?i pravdipodobnosti pro tento bod. Usek mezi; a pgimkou prochazejici
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body a a b oznaemeH;.
Z vlastnosti hloubky dostavame:

P(Ln) 6 P(M)+P(Hp); 8n:
Z vlastnosti bodu mimo polorovinu M a diky faktu, %e pgimky maji nulovou miru, plyne:
nI!|{n P(H,) =0; nI!|1rn P(Lh)=1 PM):

Z toho dostavame:

nI'ilm (P(Ln) P(Hp)=1 PM)6 P(M):
Tak¥e PM) = % Viechny body na Useéceab maji tedy hloubku % Libovolna pgimka pro-
chazejici timito body, také musi dilit prostor na dvi poloro viny s pravdipodobnostni mirou
%. Vezmeme-li jeden takovy bod a libovolnou pgimku ruznobi¥su s useekouab, dostaneme
se diky (I.3) ke sporu s hloubkou ostatnich bodu na Useéab. O

Poznamka. Souvislost mno¥%inyM = fx : f(x) > 0g neni nutnou podminkou pro jedno-
znaenost nejhlubliho bodu. Pgedstavme si nahodny vektorasnomirnym rozdilenim na dvou
disjunktnich étvercich, tak jak je to zobrazeno na obl_TI12Pak bod S ma hloubku rovnou%.
Ostatni body maji hloubku ostge mendi.

Obrazek 1.2: Jednoznaéni uréeny nejhlubti bod pro rozdilehs nesouvislou mno%sinoiy .

Vita 2. Mijme p rozmirny ndhodny vektor X se spojitym rozdilenim. Pak nejhlubti bod je
ekvivariantni vuei libovolné a nni transformaci AX + b, kde A 2 RP P je regularni matice
ab2RP,

Jinymi slovy nejhlubli bod n&hodného vektorlAX + b je roven A "+ b, kde " znaéi nejhlub?i
bod vektoruX .

Dukaz.
maxmin P(vTAX 6 v' ) = max min P(vTAX 6 vTAA 1) (1.4)
2RP V2RP 2RP v2RP
= max mnPUu'™ 6 u’ ); (1.5)
2RP U2RP
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kdeu = vTA a = A ! . Regularnost matice A nam zaruéuje, ¥%e anni zobrazeni dané
maticemi A aA !je prosté a naRP. Proto je pgechod od[TK) KITLE) opravniny. Vyraz v {T3)
nabyva minima pro = "= A " kde " je vyraz, ktery minimalizuje vyraz na levé strani
v (CZ). "= A" je tedy nejhlublim bodem rozdileni ndhodného vektoruAX . Ekvivariance
vuéi posunuti o libovolny vektor b je zgejma. O

Z dukazu vity Zje vidit, %e také hloubka je invariantni vuéi a nnim transformacim.

Vita 3. Vybirovy nejhlubi bod (Tukey median) je ekvivariantni vué libovolné a nni trans-
formaci AX + b, kde A 2 RP P je regularni matice ab 2 RP.

Dukaz. V dukazu vity Zlstaéi misto pravdipodobnostni miry P pou3ait P,. O
Vita 4. Nech»X 1;:::;X  jsou nezavislé, X ; P; i =1;:;n. Pak pro libovolny bodx plati:
1 .
~depthy (x) "I depth(x) si:

Dukaz. Staéi si uvidomit, %e plati (pou¥ijeme de nici vybirové hlabky pomoci vztahu (I2)):

supjn *depthy( ) depth( )j 6 supjPn(Hu; ) P(Hu; )i
u;

a pro X j i;i.d: P plati: .

supiPa(A) P(A) T 0 Psi:
A
O
Z vity £lokam¥.iti plyne:
N nl!l N
no|! S
Jak ukad¥ae nésledujici vita, nejhlubli bod je pomirni robusthim odhadem.
Vita 5. Bod zlomu vybirového nejhlubtiho bodu je nejméni roverb%l.
Dukaz. Dukaz je uveden viDonoho & Gasko 1(1992). O

Ve skuteénosti jsme vittinou od této hranice pomirni vzdaleni. Da se ukazat, ¥%e pro na-
hodny vybir ze stgedovi symetrického rozdileni, tj. plati P(a + S)=P(a S); pro viechny
migitelné mno%inyS a nijaky bod a (steed symetrie), konverguje bod zlomu nejhlubtiho bodu
pro p > 2 s rostoucimn s.j. k 1=3.

Jakou hloubku mu¥eme oéekavat u nejhlubtiho bodu? iV _Donoho &asko (1992) je uka-
zano, ¥e maximalni hloubka le%i medi=(p + 1) e a dn=2e. Pgieéem¥ pro stgedovi symetricka
rozdileni konverguje n depth,("n) s.j. k 1=2.

Pgiklad 1 Stgedovi symetrické rozdileni

Uva%aujme rozdileni, které splouji pgedpoklady vity[dl. Sem apg. patgi i mnohorozmirné
normalni rozdileni. Nejhlubtim bodem takto rozdilenych veligin je stged symetrie. BUNO
uva¥aujme stgedovou symetrii kolen®. Pokud by nejhlubli bod, oznaeme si hoa, byl ruzny
od stgedu symetrie, pak by ale i bod a byl také nejhlubli a to je spor s tvrzenim vity 11
Ze stgedové symetrie také dostdvame, e ka¥add nadrovinachézejici stgedem, dili prostor
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na dva podprostory se stejnou pravdipodobnosti (rovné £2). Nejhlubti bod mé tedy v tomto
pwipadi hloubku 1=2.

Pokud by nejhlubti bod nebyl ureen jednoznaéni (napg. stgemi symetrické diskrétni
rozdileni), pak ke ka¥sdému bodu s maximalni hloubkou exisfe stgedovi symetricky bod
se stejnou hloubkou. Pgede nujeme-Ili nejhlubti bod jako tR4ilti konvexniho polyedru genero-
vaného timito body, pak se zgejmi bude shodovat se stgedem metrie.

Pgiklad 2 Exponencialni rozdileni
Mijme nahodny vektor X = (X1;X52). X1; X2 nezavislé, X; Exp( i) (fi(x) = e %),
i =1;2. Zkusme spoéitat nejhlubti bod.

Nejprve si uvidomme, %e pokudZ Exp(1), potom nahodna veliéinaY = 1Z ma
exponencialni rozdileni s parametrem . Staei tedy spoéitat nejhlubi bod pro ndhodny vektor
jeho¥ slo¥sky maji rozdileni s parametrem 1. Nejhlubti bod prvektor X dostaneme tudi¥
jako

A_ 1m1 0 N
0 1= ) /\2 ,

kde ("1;"%)7 je nejhlubli bod rozdileni nahodného vektoru se slo¥kami sxponencialnim
rozdilenim s parametry rovnhymi jedné. Jelti uveime jedno pomocné tvrzeni.

Lemma. Teoreticky nejhlubti bod dvojrozmirného nahodného vektar Z s nezavislymi sloys-
kami s exponencialnim rozdilenim s parametreml le%si na pgimce, = z;.

Dukaz. Pgedpokladejme, ¥%e nejhlubii bod {; 5)T le¥%i mimo tuto pgimku. Ze symetrie roz-
dileni vektoru Z kolem osyz, = z; dostavame, %e bod 6; 1)T musi mit stejnou hloubku

jako ( 1; 2)'. Je tedy také nejhlubti. To je spor s tvrzenim vity [ O

Staéi tedy poéitat hloubku jen pro body le¥ici na pgima@ = z;. Oznaémesi = 1= ».
Pou¥zijeme jinou parametrizaci: misto Pg'Z 6 u' ) budeme pogitat P@Z, 6 aZ; + b), kde
pgimkaz, = az; + b prochazi bodem (; )7. Tak¥%e plati = a + batedyb= (1 a).

Zajim4 nas tedy vypoéet PZ, 6 aZ; + (1 a)). Déle plati:

n;igz Pu'z6u’ )= min minfP(Z, 6 aZ,+ (1 a); P(Z2>azi+ (1 a)g (1.6)
u a.

Vypoéet P(Z, 6 aZ;+ (1 a)) provedeme zvlal» pro ruzné hodnoty parametrua:

1. 06 a6 1
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P(Zz 6 aZ1 +

2. 1<a

P(Z, 6

1
A aza7 (1 a)

0
1 a) = B e 2 dz,% e 2 dzy
0 0
2

1 e @+ (1 @) gz dzy

0
y

1 e 1 a) e z1(a+l) d21

0
e @ 9

l+a ’
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aZ;+ (1 a) = P(Z2> 521

aexpf (1 a)=ag
1+a '

)

V posledni rovnosti jsme vyu¥iili vysledku z pgedchozi éasti

3.a<0

P(Z,6 aZz;+ (1

a)) =

0 1
F a=a azi7(1 a)

e 22 dzzg e 2dz;

0 0
(¥ a)=a (¥ a)=a
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( 0 0
1 £ ae@ @1e @& . a8 1
1 e?(1+2); a= 1

Oznaéemep(a; )=P(Z,> az;+ (1 a)). Pak:

2 ael d@4e 1A 3<0,a6 1
e?(1+2); a= 1

e &2, 06 a6 1

1 aexpf (1 a)=ag. 1<a

1+a !
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Jak je vidit z (L&), bude nés zajimat prubih nasledujici funkce:
9(a; ) =min fp(a; );1 p(a; )g;

pro kterou plati:
depthe ((; )") = min g(a; ):
a.

Pro nalezeni nejhlubtiho bodu musime nejdgive najit minimm funkce g(a; ) v parametru
a. Pro vitli pgehlednost se nejdgive budeme zabyvat plochouad pgimkou, tj. funkci p(a; ).
Snadno se zjisti, %e je to funkce spojithd v prominndé pro libovolné > 0.

8
1 1 1La 1a 1
a 2 e @a+te @ + e T? (a+l)
e sa+te *2 (a+l) 2, a<0 a6 1
Q@fa; ) _ 0; a= 1
a
@ e *3a+1) ! e *a@@+1) % o06a61l
e *a (a+1) '+ e *a’ala+y) !
' +ae *2 (a+l1) %; a>1
n 0
Derivace je spojita funkce a je rovna nule proa 2 1 1—; 1— . Podivejme se nyni

podrobniji na prubih funkce p(a; ) v okoli tichto bodu. Nejhlubti bod by mil le¥%et nikde
mezi 0.5 a¥% 1, omezime se proto pgi vyletgovani prubihu furgjgen na tyto hodnoty parametru

l.a= 1
Daltimi vypoety zjistime, ¥%e

@pa; ) 23 372
1 @& @@ 3¢

[im
al

Tento vyraz je zaporny pro 2 (0; 1.5). Tak¥e bod -1 je bodem lokalniho maxima
aplatip( 1, )=e 2(1+2)

2. a= 1
Pro 2 (0:5;1) le¥i bod— vintervalu (0;1). Pro0 < a< 1— je derivace zaporna, praa
za timto bodem je kladna. Mame tedy bod lokalniho minima a dotvame p(:—; ) =
e 2.
3. a= T
Podobni jako v pgedchozim bodu zjistime, ¥se— je bodem lokalniho maxima ap(—; ) =

1 et?

Podivejme se jelti na limity v krajnich bodech:

1
=
D

Jim p(a; )

Jmpa; )

1]
0]
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Obrézek 1.3: Obsah plochy pod a nad pgimkoaz; + (1 a)

Vlastnosti funkce 1 p(a; ) ziskame snadno z vlastnosti funkcep(a; ): (1  p(a; ) je
s p(a; ) osovi soumirna podél pgimkyy = 1=2). Na obr. [L3 je k vidini prubih p(a; )
al p(a; )jako funkci prominné a.

Nas viak zajima funkceg(a; ) a také hodnoty prominné a v nich¥ nabyva svého minima.
Z vy'e napsaného plyne, %e to budou body: 1; 1 —; — 1 ;1.

Plati limg: 9o(a; ) =Ilima +1 9(a )=e = g(0; ) a vzhledem k tomu, ¥%e funkce
g(; ) naintervalu (0; +—) klesa tak se o body1 ;+1 nemusime zajimat.

Dale g(1—; )= 9g(+—; )= € 2?2 ag( L, )=1 e 2(1+2 ). Chceme najit bod
globalniho minima funkce g( ; ). Z obrazku [ je vidit, %e zgejmi pro hodnoty menti ne¥

N , - .. _ , _ 1 .
nijaké o bude g nabyvat minima pro a= 1 a pro ostatni hodnoty va= *—; ;—.

g(a; 0:75) g(a; 0:77) 1 e?(1 ¥2 ), el ?

Obrazek 1.4:g(a; ) pro dvi ruzné hodnoty a velikosti lokalnich (globalnich) extrému
funkce g

Velikosti lokalnich minim gjsourovny 1 e 2 (1+2 )a €' 2. Prvni z nich je funkci ros-
touci (pgipomeome, ¥e se zajimame jen o interval (0.5, 1))uhd funkci klesajici. Je zgejmé,
%e globalni minimum funkceg(a; ) v prominné ajerovnomin 1 e 2 (1+2 ); et 2
Oznaéme o bod v nim¥% se obi funkce protinaji, pak min1 e 2 (1+2 ); e 2 je
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pro 6 grostouciapro > g klesajici. Pro bod ¢ tedy plati:

n 0
argmax min 1 e?2(@1+2); e ?

o
1

arg max mzig minfP(Z,6 aZ;+ (1 a));,P(Z2>aZ;+ (1 a))g
a.

arg max_ min P(u'zZ 6 u'’ )
(7 )T u2R?

Teoretickym nejhlubtim bodem je tedy bod ( o; o), kde ¢ je @elenim rovnice:
1 e?2@+2 )= ¢ ?2 (1.7)
Rovnici (7)) nelze pgesni spoéitat. Numerickym gelenim vaice dostaneme

0:7630687272
0:45088

0
depth(( o; o)")

Vidime, %e ani vypoéet teoretického nejhlubtiho bodu nenfivialni zaleaitosti.

Pgimoéary vypoéet vybirového nejhlubliho bodu je velice éovi naroény. V 90. letech
minulého stoleti se objevilo nikolik pgesnych i aproximatvnich algoritmu, zalo¥enych na ge-
ometrickych vlastnostech hloubky, pro rychlejti vypoéet nejhlubtiho bodu.

Pro vypoéet pgesné hodnoty nejhlubliho bodu mu3seme vyu3ilgaitmy HALFMED,
LDEPTH a ISODEPTH. HALFMED a ISODEPTH funguji jen pro dvojro zmirna data,
LDEPTH pro p > 3 najde jen aproximaci nejhlubtiho bodu. HALFMED spoéita vybirovy
nejhlubti bod v éaseO(n?log?n). LDEPTH a ISODEPTH jsou pomalejti, ale pogad dosahuiji
vyrazni leptich vysledkl ne¥% pgimoéary algoritmusd(n® logn)).

V Struyf & Rousseeuw (2000) je popsan algoritmus DEEPLOC, kery dovede spoeéitat
aproximaci nejhlubtiho bodu pro p rozmirna data v éase O(5n°%3(mpnlogn + p?n) + mp3+
mpn), kde m je konstanta, ktera znaéi poéet smiru pomoci kterych algotimus poeita nejhlubti
bod. Vittinou se voli m = 500.

Pro vice ne% trojrozmirna data mu¥eme tedy pro vypoéet aprorace nejhlubliho bodu
pou¥it algoritmy DEEPLOC a LDEPTH. DEEPLOC je vtak podstatn i rychlejti. U obou
tichto algoritmu plati, %e s rostoucim n konverguje jimi spoétena aproximace ke skuteéné
hodnoti vybirového nejhlubtiho bodu.

Na |http://www.agoras.ua.ac.be/Locdept.htm je k stahnuti implementace tichto algo-
ritmu do fortranu a jejich podrobny popis.
Na |http://www.r-project.org/ se da stdhnout funkcebagplot.R ktera mimo jiné umi

spoeitat nejhlubti bod (pomoci algoritmu HALFMED) pro dvoj rozmirna data.

1.2 Simplexovy nejhlubti bod (Simplicial median)

Dalti mo¥nost zavedeni hloubky dat se da nalézt k_Liul (1990)Podivejme se na de nici
a nijaké zakladni vlastnosti simplexové hloubky.


http://www.agoras.ua.ac.be/Locdept.htm
http://www.r-project.org/
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Bod, ktery maximalizuje SD() nazveme nejhlubtim simplexovym bodem.

Jinymi slovy SD(x) se rovna pravdipodobnosti, %ex bude le¥et v ndhodném simplexu.
Je zgejmé, %e pkxk ! 1 |, kde k k je Euklidovsk& norma, plati SD(x) ! O.

De nice 4. Pro p rozmirny nahodny vybir X 1;:::;X  de nujeme vybirovou simplexovou
hloubku bodux jako:
n ! X
SDn(x) = p+1 1fx 2 S[Xi;::15X ., 19

16i1<i<i p+16n
Bod maximalizujici SD,( ) budeme nazyvat vybirovym nejhlub'im simplexovym bodem.
Pokud existuje vice bodu s maximalni hloubkou, budeme brat a nejhlub!i bod jejich
prumir.

V jednorozmirném pgipadi dostavame:

SD(x)

P(x 2 S[X1;X2])
P(X16 X6 X2)+P(X26 x6 X1)
2F(X)(1  F((x)):

Vyraz na pravé strani nabyva maxima pro F(x) = 1=2, tedy pro x rovné jednorozmirnému
medianu.

znaeni ureené q;:::; p+1 takove, ¥Yae ; > O;i = 1;:inp+ 1l 1+ it g = 1
pro které plati:
X = X1+ 2Xo+ 111+ pr1Xpe1

Odsud ihned dostavame ekvivarianci vuéi a nnim transformacim.

Jakou hloubku mu¥%eme oéekavat pro simplexovy nejhlubi b&dPro p rozmirny ndhodny
vektor X s absolutni spojitym Uhlovi symetrickym rozdilenim kolem b odu c (tj. ndhodné
vektory (X c¢)=kX cka (X c)=X ck jsou stejni rozdilené), plati SD(c) =2 P
aSD(x) 6 2 P8x 2 RP. Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme v_Liu (199D).

Tamté¥a je také uvedeno tvrzeni o konzistenci simplexové hibky. Pokud mame nahodny
vybir z rozdileni s omezenou hustotou, pak plati:

supjSDn(x) SD(x)j] ™ 0 sj
X

Nabyva-li navic SD() maxima v pravi jednom bodi  a hustota rozdileni je na okoli tohoto

bodu nenulova, pak plati:
N nl!l Sj
n H ey
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kde ", znaéi bod, ktery maximalizuje SDy( ).

Nevyhodou simplexové hloubky je, e se ti¥sko poéita. Jedimjgoritmus, ktery ho je
schopny spoéitat v rozumném éase, je algoritmus ISODEPTH (@amy té¥% jako AS 307). Ten
poeité i halfspace depth zavedenou v éadii1.1. Tento algdmus pracuje jen pro dvojrozmirné
vektory.

1.3 Mnohorozmirny median (Spatial median)

Mnohorozmirny median je asi nejpgirozenijtim zobecninim pdnorozmirného medianu. Neni
viak robustni a ani ekvivariantni vuéi vittini a nnich tran sformaci.

De nice 5. Pro nahodny vektor X de nujeme mnohorozmirny median jako

arg min EkX k:
2RP

Pro nadhodny vybir X 1;:::; X 5 de nujeme vybirovy mnohorozmirny median jako
X
arg min kX k:
2RP

k k znaéi Euklidovskou normu.

Bod zlomu tohoto odhadu je 1=n. Dal'i jeho nevyhodou je, ¥%e je ekvivariantni jen vuei
a nnim transformacim jako je rotace, pgetoéeni os a vynasaimi viech slo¥ek vektoru stejnym
eislem. Vuei ruzné zmini migitka jednotlivych slo¥sek nahodého vektoru u¥s ovtem invariantni
neni. Spoeitat jak vybirovy, tak i teoreticky mnohorozmirn y median je vittinou mo¥né jen
za pomoci pgibli¥anych numerickych metod.

Mezi jeho vyhody patai vcelku oéekavand vlastnost jednozmgnosti pro spojita rozdileni
(dukaz uveden napgiklad v_Milasevic & Ducharmel(1987)) a fak ¥%e ze viech mnohorozmir-
nych zobecnini medianu je mu vinovano asi nejvice literatury.

V jedné dimenzi jek k = j j, tak¥e mnohorozmirny median se v jednorozmirném pgipadi
shoduje s klasickym medianem.

1.4 Dal*i mo%snosti zavedeni mnohorozmirného medianu

Asi nejjednodutli mo¥anosti je median po slo¥kach. Je ho eelijednoduché spoéitat, neni vtak
ekvivariantni vueéi a nnim transformacim. Neobstoji ani pgi rotaci. Je ekvivariantni jen vueéi
zmini migitka jednotlivych slo¥ek ndhodného vektoru.

Mnoho daltich mo%anosti, zalo¥enych na ruznych de nicichdubky dat (Oja depth, Majo-
rity depth, Convex hull peeling depth, ..), se da nalézt viLiu, Jesse & Singhl(1999).
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Kapitola 2

Kvantilova regrese

Pgi konstrukci a zkoumani viastnosti periodickych regresith kvantill pou¥zijeme mechanismy
kvantilové regrese. V této kapitole by mil byt uveden vyéet zakladu a nikterych pro nas du-
le¥aitych vlastnosti kvantilové regrese. Uvedena a mnoha Hatvrzeni jsou uvedena viKoenker
(2005).

V roce 1978 Koenker a Basset roztigili pojem vybirového kvailu na regresni model. Jde
o vcelku pgirozené roztigeni, které v modelu jen s absolumiélenem dava vybirovy median.

Mijme regresni model:

Yi=x! +e;i=1;:0m

kde Yi1;:::;Yn jsou odezvy (nebo té¥% nahodna pozorovani), 2 RP; p < n je neznamy
parametr, x; 2 RP; i = 1;:::;n jsou regresory aei;:::;€, jsou nezavislé ndhodné chyby
s rozdilenim danym distribuéni funkci F, pro kterou plati F(0) = 1 =2. Regresni kvantil
de nujeme, pro 2 (0;1), jako nijaké geleni minimalizace:
2 3
X X
min 4 Yioox{bi+@ ) i x{bjS: (2.1)
i:Yi>xTb iYi<xb

Zavedeme-li funkci  nésledujicim zpusobem:
(uWy=u( Ifu< 0g);

mu¥.eme minimalizaci vI[Zl1l) pgepsat jako:

X Ty
' Yi xjb): 2.2
tgrz‘l:?r!) - ( | X ) ( )
Nech»xj; = 1; i = 1;:::;n. -kvantilovou regresni funkci nazveme (uva¥wujeme ji jako
funkci prominné x):
Qv( jx)= 1+ F 1)+ 1xp+ 15+ pXpl

Vektor A(n)( ), ktery je gelenim minimalizace [ZR), bude v tomto pgipadiodhadem vektoru
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Kvantilovd regrese a minimalizace [Z2) nam ale umo%0uje p&s mnohem zajimavijtich
modelu, ne¥ linedrniho modelu popsaného na pgedchézefiadédcich. Model nelineérni v pa-
rametru

Yi=o9o(xi; )+ e;i=1;10n
kde 2RP; xi2 R™; g:R™ RP! R; g ii:d: dostaneme minimalizaci:
X0

ggiRr; . (Yi  g(xi;b):

Kvantilové regrese se da ale i pou%it pgi odhadech v modeleshnestejni rozdilenymi
nezavislymi nahodnymi chybami. Napgiklad na model heterdedasticity, v kterém rozptyl
pozorované veliéinyY; zavisi na prominné x;, tvaru

Yi=x{ + (xi; )e;i=1;:n
kde g jsouiii:d: F, 2 R!je neznamy parametra : RP R'! R je nijakd nam znama
funkce. -kvantilova funkce ma tvar
Qv x)=xT + (x; )F Y()=( 1+ (X; )F () + X+ iiid pxp:
Odhad dostaneme minimalizaci
X

. omin i xib  (xi;0):
(bT:gT)T 2RO

Oznaéime-li (’\T; ATYT odhad ziskany touto minimalizaci, pak odhadQy ( jx) bude vypadat

Ay (jx)=("1+ (Gn) + “xa+ i+ “pxp

Nakonec uveime dule¥uity a zajimavy model s nezavislymi a negni rozdilenymi n&-
hodnymi chybami. Tohoto modelu budeme pou3iivat pgi odhadecperiodickych regresnich
kvantilu. Pgedpokladejme, ¥%e mame-kvantilovou funkci tvaru

Qv ( jx)=xT
To znamena, %e napg. plati model
Yi=x! +e;i=1;:0m; (2.3)
kde eq;:::; e, jsou nezavislé,e ma rozdileni dané distribuéni funkci Fj, pro kterou F;(0) =

napg. Bantli & Hallin! (1999) a Oberhofel (1982)), 3e za pomiri obecnych podminek je

A(n)( ) konzistentnim odhadem parametru

Vidime, %e pomoci kvantilové regrese dostaneme konzistefhbdhady pro pomirni tirokou
1kalu modelu. Natim cilem viak neni publikovat vyeet modeluv kterych se kvantilova regrese
chova phezkyy, ale spile ukazat, co a jakym zpusobem Ize v knllové regresi odhadovat.
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Podivejme se nyni na nijaké vlastnosti odhadup-rozmirného parametru  ziskanym gete-

programovani. U tichto Gloh je znamo, %e optimalni geleni Bdame v krajnich bodech (resp.
v linearni kombinaci krajnich bodu) mno¥iny omezeni. Tato lastnost implikuje nasledujici
vitu.

Vita 6. Oznaéme” 2 RP optimalni geteni Glohy [Z22) aQy ( jx) = xT . Pak Y; = Oy ( jxi)
pro alespoop prvkd (Yi;x[), tzn. %e -kvantilova funkce prochazi alespod pozorovanimi.
Pro vybir z absolutni spojitych rozdileni prochazi s pravdipodobnosti jedna pravip body.

Vybirovy -kvantil v jednorozmirném pgipadi splouje, ¥e pgibli%anin[ ] pozorovani le¥si
pod nim. Plati nijaké podobné tvrzeni i pro regresni kvantil? O tom vypovida nasledujici
dule¥.ita vita.

Vita 7. Oznaéme P, N a Z poéet kladnych, zapornych a nulovych prvku mwiny rezidui

N

fY; xiT ci=1;::0ng: Pokudxjp =1; i=1;:::;n, pak

N6n 6 N+Z

P6n(l )6P+Z

Tak¥e peibli¥anh  bodl (Yi;x[) le¥i pod regresni plochofi@y ( jx): x 2 RPg:

Od kvantilovych funkci je asi pgirozené oéekavat, %e pro libolnd ;; ,; 0< 1< ,<1
bude pro vtechnax platit: Qv ( 1jx) < Qv ( 2jx). A tak by bylo jisti nepgijemnym zjittinim,
e pro nijaké 1; » se odhadnuté regresni funkc€y ( 1jx) a Qv ( 2jx) nikde protinaji. Tento
paipad bohu¥el nelze zcela vylouéit.

Regresni funkceQy ( jx) je pro libovolné x neklesajici funkci prominné . Podivejme se
pro jaké hodnoty x Ize tuto vlastnost zarueéit i pro jeji odhad.

P
Vita 8. Oznaémex = % ", Xi: Pak Ay ( jx) je neklesajici funkci v prominné 2 (0;1):

Tvrzeni vity ndm samozgejmi nezaruéi, %€y ( jx) bude neklesajici v pro viechnax.
Ale je vidit, %e pokud bude tato vlastnost porulena, pak to po prozumniy rozmistina data
nastane pomirni daleko od x.

Jelti uveime vitu o ekvivarianci odhadu kvantilové regrese . Oznaéme”( ;Y ;X ) odhad
zalo%eny na pozorovanichY(; X ), X je matice jeji%. gaddky odpovidaji regresorum; a 'Y je
vektor pozorovani.

Vita 9. Nech»A 2 RP P je regularni matice, 2 RP, a > 0 a h neklesajici funkce. Pak
pro libovolné 2 (0;1) plati

() “(;aY;x)=a"(;Y;X)

iy “(; av;xX)= a"(:;Y;X)
i)y “(;Y +X ;X)= "(GYiX)+
v) “(;Y;XA)= A M ;Y;X)
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(V) Qney)( jx) = h(Qv ( jx))

Narozdil od odhadu metodou nejmentich étvercu, ktery je doscitlivy na odlehla pozo-
rovani Y;, je odhad kvantilové regrese velice robustni. Pgi posunutiakéhokoliv pozorovani
Y; libovolni daleko od regresni plochy se odhad nezmini. Tuto Vastnost pgesni popisuje
nasledujici vita.

Vita 10. Pro libovolnou diagonalni matici D, kterd ma na diagonale nezaporné prvky, plati
MOYX) = NGX Y X))+ DB X)),
kded =Y X "(:;Y;X) je vektor odhadu rezidui.

K podobnému zaviru, co se robustnosti tykd, dojdeme i vypoéem in uenéni funkce. Ta
je omezena ve velieini odpovidajici odezviY;. A to také znaéi malou citlivost na odlehlé
hodnoty Y;. Na druhou stranu neni omezend ve veliéini odpovidajici regsorum x; a tedy
odlehlé hodnoty x; mohou mit na odhad nikdy ne zanedbatelny vliv.
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Kapitola 3

Periodické regresni kvantily

V této kapitole se budeme vinovat novému zpusobu konstrukcekon denénich mno¥in na dané
hladini. Jak jeji konstrukci pro nahodné veliéiny se spojitym rozdilenim, tak pro jeji vybiro-
vou variantu, a na jejich vzajemny vztah. Postup je zalo¥en a transformaci vycentrovanych
dat do polarnich sougadnic a poté uréeni jakychsi smirovyclvantilu. V teoretickém pgipadi
to provedeme pomoci rozdileni podmininého volbou smiru (resp. volbou uhlu, ktery tento
smir urei) z daného centralniho bodu, ve vybirové varianti pomaoci kvantilové regrese a po-
u¥4iti trigonometrickych gad. Pro vycentrovani dat a tedy ueéeni bodu, ktery by byl pro nas
v nijakém smyslu stgedem natich dat, pou¥zjeme nijaky z paraetru polohy popsanych v kapi-
tole [. Pro vybir tohoto stgedu se mi zdal nejvhodnijti nejhlubli bod Bude proto v postupech
popsanych v nasledujicim textu pou¥.it tento bod.

3.1 Teoretické periodické regresni kvantily

Mijme k-rozmirny (k > 1) nahodny vektor X se spojitym rozdilenim danym hustotou f (x).
Oznaéme teoreticky nejhlubli bod tohoto rozdileni. Pro ka¥dou pol@gimku s poeatkem
v bodi  najdeme podmininé rozdileni (podmininé volbou této polopdmky) nahodné veli-
einy udavajici vzdalenost bodu le¥icich na této polopgimoa poéatku. Pokusme se nalézt
takovou hodnotu r pro kterou bude pravdipodobnost, 3%e vzdalenost bodu od po#&da je
menti ne¥s, rovna nijaké zvolené hodnoti 2 (0;1): To provedeme pomoci transformace
do polarnich sougadnic(v prostorech vylich dimenzi se pou3iiva té¥s oznaédripersférické
sougadnic®. Ka¥dy bod bude charakterizovan velieéinou udavajici vzdalenost od poéatku
auhly 1;:::; k 1, které udavaji smir, kterym se z poéatku vydavame. Tyto velieiny jsou
ureeny vztahy:

X1 = 1+ sin 1Sin o sin g 2SN K 1;
Xo = o5+ sin 1Sin 2  sin g 2€C0S ¢ 1;
Xk 1 = k1t sin 1cos 5;

Xk = K+ cos g
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kde
i2@; );i=1;::k 2 k12[0,2)a > O

Jakobian je roven

J= sin 1 sin i 2
Hustota vektoru (; 1::::; « )T =(; T)7T bude tedy rovna
p(r' ;i k1) =
=% Ljsin® 2y sin'y Sjf( 1+ rsin'1sin' 5 sin' g 2Sin' g 1iii1 K+ FCOS' 1)

Marginalni hustotu ndhodného vektoru je

71
s( )= p(r,")dr
0
A pro podmininou hustotu ndhodné veliéiny pgi daném ="' tedy plati
8
< p(r;")
. —— pros(' )60;
qiy=. sty P
-0 pros(' )=0:

Pro dané' a dané hledame hodnotur( j' ) pro kterou plati

rgit)
=PC 6r(j ) =")= q(rj" )dr = Q(r( j" )i" );
0
kde Q(j' ) znaéi distribuéni funkci velieginy pgi = ' . Oznagime-liQ (j' ) inverzi této
distribuéni funkce, pak de nujme smirovy -kvantil pro dané' jako
r(j')=Q *(j):

Nyni mu¥seme pgejit zpit ke kartézskym sougadnicim.

De nice 6. OznaémeM = fx : f(x) > 0g. Teoretickym periodickym regresnim kvantilem
nazveme mno¥inu

K()=d)\M ;
kde

Q)= fx 2R*: xq

1+ rsin' isin' ,  sin' g 2sin' ¢ 1;

Xo = 2+rsin‘1sin'2 sin'k chS'k 1,
(3.1)
Xk 1 = K 1t rsin' 1cos o;
Xk = g+ rcos i;
06 "1;:::;'k 26 ; 06 'k 1<2; 06r67r(] )

Ma mno¥inaK( ) vlastnosti, které bychom od kon denéni mno%iny mohli oeehvat?
Zkusme se podivat na nikteré jeji vlastnosti.
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Vita 11.
P(X 2K())=

Dukaz.

P(X 2K()) = POG6 1;:::; k26 ; 06 x 1<2; 06 671(j))
27Z Z rgi")
= alrj' )s(" )drd' 1:::d" ¢ 1

= s(" )d" 1:::d" 1

U
Vita 12. Mno%inaK( ) je omezena.
Dukaz. Okam%iti plyne z toho, %e pro spojita rozdileni platir( j' ) < +1 s.. 8" : O
Vita 13. Pokud0< ;< 5< 1;pakK( 1) K (1):
Dukaz. Zgejmé. O

Povrchem mno%inyK( ) nazveme plochu, ktera vznikne nahradime-li ve [[311) hodntu r
smirovym kvantilem r( j' ). Od povrchu kon denénich mno%in je asi pgirozené po¥adgva
aby byl spoijity, tj. aby funkce r( j' ) byla spojitou funkci prominné ' pro viechna 2 (0;1).
Navic je jelti dule¥ity tvar mno¥%inyM a poloha bodu vueéi této mno%aini. Smirové kvan-
tily hledame na polopgimkach zaéinajicich v bodi . Proto se omezime na tzv. hvizdicovité
mno¥iny. Jak bude vidit v pgikladu[@ pro jiné mno%iny nemusi no%inaK( ) mit zrovna
uspokojivy tvar.

De nice 7. Mno%inuS RK nazveme hvizdicovitou kolem , pokud pro ka%:d& 2 S, GUseéka
spojujici body a x je celd obsa¥ena 8.

A z konstrukce mno%4inyK ( ) je zgejmé nasledujici jednoduché tvrzeni.
Vita 14. Pokud je M hvizdicovitd, pak je i K( ) hvizdicovita.

Je z@ejmé, e pro hvizdicovité mno%ily mudse mit funkcer( j' ) nikolik bodu nespoiji-
tosti. Pokusme se situaci ilustrovat na nasledujicich tgdt pgikladech.

Pgiklad 3
Pgedstavme si vektor X;Y )T s rovnomirnym rozdilenim na dvou protilehlych kruhovych
vyseeich z jednotkového kruhu se stgedem v poeatku, tak jalejto zobrazeno na obr[311.
Nejhlubli bod se shoduje s poéatkem. Mno%inel je hvizdicovita kolem poeatku.

Hustota vektoru (X;Y )T pgetransformovaného do polarnich sougadnic je rovna

p(ri’ ) = lefﬂe 1, 200 =2][ [; 3=2g
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Obréazek 3.1: Teoreticky periodicky regresni kvantil pro rasnomirné rozdileni na kruhovych
vyseeéich.

Pro podmininou hustotu a distribuéni funkci plati

q(rj') = émze L 2[0=2][[;3=29
4

= 2r1fr6 1;' 2[0;,=2][ [; 3=2];

Qrj') = r21fr26 1, 2100, =2][ [; 3=2]g:

Z toho nakonec dostdvame -smirovy kvantil ve tvaru
. p— .,
r(j')y=" 1 200 =2][ [; 3=2]¢g:

K( ) se bude skladat ze dvou kruhovych vyseeéi o polom‘lrLP : Na obr. [3 je tmavi edou
barvou vybarvena mno%in& (0:5). r( j' ) je spoijita na intervalech (0; =2) a (; 3=2): Mimo
tyto intervaly neni de novana, proto¥e sdru¥end hustotp(r;' ) je zde nulova.

Pgiklad 4

Mijme znovu rovnomirné rozdileni, ale tel na mno%iini, kter& nema hvizdicovity tvar. Mno-
¥inaM vznikla vygiznutim dvou obdélniku z kruhu. Strana tohoto obdélniku rovnobi¥%na
s osouX je od ni vzdalena v pomiru 5/11 polomiru a ma velikost 10/11 polomiru kru%anice.
Situace je zobrazena na obr[Z312. Po deltim poeitani se dobmme k mno%4iniK (0:5) tvaru,
ktery je na obrazku vyznaéen tmavi ledou barvou. Oproti pged¢hozimu pgikladu u% tvar
zkonstruované kon deneni mno¥iny nemusi byt zrovna pro léoho pgijatelny. r(%j' ) je zde
de novana pro ' 2 [0;2 ), ale ma nikolik bodu nespojitosti.

Nasledujici pgiklad ilustruje, %e ani hvizdicovity tvar mro¥inyM spolu s vlastnosti, %e
bod je vnitgnim bodem mno¥inyM , nezarueuje spojitost smirového kvantilur( j) a ani
obzvla» pikny tvar mno¥iny K( ).
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Obrazek 3.2: Teoreticky periodicky regresni kvantil pro rosnomirné rozdileni na mno¥aini
nehvizdicovitého tvaru.

Pgiklad 5
Pro rovnomirné rozdileni na mno%ini tvaru vitrdku - viz obr. [E33 - dostaneme smirovy
kvantil podobnymi vypoéty jako v pgikladu B V tomto pgipadi je funkcer( j' ) de novana

Y

Obrazek 3.3: Nespojity teoreticky periodicky regresni kvatil pro rovnomirné rozdileni
na hvizdicovité mno¥aini.

pro viechna' 2 [0;2 ), v plistechy vitraku bude rovna r1p ~ a ve pstgeduy vitraku r2p .
r1 znaéi délku listu, ro polomir stgedu vitraku. Je tedy spojita mimo koneéni mnoho bodu.
Tyto body jsme dostali diky tvaru mno¥siny M , kde listy vitraku jsou vlastni kruhové vyseée
se stgedem v poeatku. Tak¥e bod nespoijitosti viastni ureujeolopgimku vymezujici okraj
tichto vyseéi. Na jedné strani od tohoto bodu hledame smirow kvantil podobni jako v kruhu
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0 polomiru ry, na druhé strani jako v kruhu o polomiru r,. Pro podobnou situaci, kdy by
listy vitraku nebyly kruhovymi vyseeemi se stgedem v poeatk, ale napg. obdélniky, bychom
u¥s dostali smirové kvantily spojité (v takové situaci by toti¥% polopgimka zaéinajici v poéatku
protinala okraj listu pravi v jednom bodi). Tmavi teda ploch a na obr.[33 opit vymezuje
mno%4inuK (0:5).

V pgedchéazejicich pgikladech jsme mimo jiné vidili, ¥%e sptopst funkce r( j) zavisi nejen
na typu rozdileni ndhodného vektoru, ale také na tvaru mno¥iy M a poloze bodu vuei
této mno¥aini.

Vita 15 (Spojitost). Nech» je mno¥%ind hvizdicovita kolem bodu a souvisla. Nech» je
f na ni spojita. Oznaéme@ hranici M . Pokud pro ka¥%dou pgimkluprochazejici bodem
plati, %e mno%ind\ @1 ma jen koneéni mnoho bodu, pak je povrch mno%irk( ) spojity
(tj. funkce r( j) je spojitda) pro viechna 2 (0;1).

Dukaz. Staéi ovigit, %e pro libovolnou pevni zvolenou hodnotw je

Zu
G:" 7t qfrj )dr=Q(u")
0

spojitou funkci. Pak ji% se da ukazat, ¥%e je spojita i funka® ( j' )= r( j' ) (jako funkce
prominné ' ) pro libovolnou pevni zvolenou hodnotu

Pro spojitost G potgebujeme ovigit integrovatelnost (absolutni)q(j' ) pro viechna '
(zoejmé), migitelnostq(j' ) pro s.v. ' (témig zgejmé) a spojitostq(rj) pro s.v. r. Diky

pgedpokladum vity plati pro libovolné ' ;'~

r rji'~)j = 6 konstr f(x) f(%):
jalrj ) a(rj=)i sC) () if(x)  f(x)j
Spojitost q(rj ) tedy plyne ze spojitosti f . O

Jelti uveime dule¥sitou vitu o ekvivarianci.

Vita 16 (Ekvivariance). Periodicky regresni kvantil je ekvivariantni vzhledem k annim
transformacim.

Dukaz. Ekvivariance vzhledem k posunuti, rotaci a pgeklopeni je &jma.

Libovolnou a nni transformaci se zobrazuje pgimka na pgimk Navic se zachovava rov-
nobi¥nost pgimek, rovin, atd. Diky tomu bude po obecné a nnitransformaci podmininé
rozdileni pgi pevné oproti puvodnimu jen nata¥.ené resp. z0¥%ené (ve smyslu vyoBeni
konstantou a > 1 resp. 0O<a < 1). Odtud a z konstrukce periodickych kvantilu u% je ekviva-
riance viditelna. O

Pgiklad 6 Exponencialni rozdileni _

Vra»me se k pgikladUJ2. Sougadnice nejhlubliho bodu jsou myw ¢ = 0:76307. Hustota
vektoru (X;Y)T je f(x;y) = e X YIfx > 0;y > Og. Nahodné veliginy a dostaneme
z pgechodu k polarnim sougadnicim

X
Y

o+ cOs;
o+ sin:
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Jejich sdru¥4end hustota je
p(r;' Y=re 20e rCS™*siN") 1 14+ rcos'> O o+ rsin'> Og:
Hustota p(r;' ) bude nenulova pro hodnoty';r takové, Ye:

1. Pokud"' 2 [0; =2), pakr > O:

2. Pro' 2[=2;2 )bude 0<r< =T
3. Pro' 2[3; 2 )budeO<r< W(’g)
Postupnymi vypoéty dojdeme k podmininé distribuéni funkci pgi daném ="' tvaru:
g i H(rj") pro 2 [0_; :?
Qrj' ) = L [1+ ey (cos’ +sin " )]expf @ (cos” +sin " )g pro® 2[=27
1 [+ ﬁﬁ(cos' +sin Hﬁrejx.;f W(cos' +sin ' )g pro 2 [% 1 2)

kdeH(rj")=1 [1+r(cos' +sin' )]expf r(cos' +sin' )g: Inverznifunkcik H(rj' ) bohu%ael
nelze vyjadait explicitni. A tak smirovy kvantil r( j' ) budeme hledat pro pevnou hodnotu
' jako numerické geteni rovnice

Q(rj" ) =

Exponencialni rozdileni splouje pgedpoklady vity o spojitosti, a tak dostavame, e kaivka,
kterou ziskdme pomocir( j' ) pgechodem zpit ke kartézskym sougadnicim, bude spojitd a
uzavgena. Vypoeétené kon deneni mno%iniK( ); = 0:1;0:2;:::;0:9 a nejhlubti bod jsou
zobrazeny na obr[3H4.

3.2 Vybirové periodické regresni kvantily

Funkce r( j' ) zavedena v pgedchozi kapitole je v dvojrozmirném pgipadi 2 periodickou
funkci v prominné ' . Za dosti obecnych pgedpokladu existuje Fourieruv rozvog( j' ), ktery
k této funkci konverguje stejnomirni. Pro nahodny vybir se t edy nabizi pou%iit k jejimu
odhadu trigonometrické gady s koneénym poétem seitancu. Kocienty této gady se budeme
sna¥iit ziskat pomoci kvantilové regrese.

Ve vicerozmirném pgipadi je situace podobnd. V textu se zamaime hlavni na trojroz-
mirny pgipad, kde se nejprve seznamime se zéklady Fouriergeh rozvoju funkci dvou pro-
minnych. Oproti dvojrozmirnému pgipadu budou na koe cienty trigonometrické gady, kte-
rou pou¥ijeme k odhadu, kladeny dal'i po¥adavky tak, aby keny odhad splooval podobné
vlastnosti jako jeho teoreticky protijlek. Princip konstr ukce trojrozmirnych vybirovych pe-
riodickych kvantilu Ize analogicky provést i pro vice ne¥ tojrozmirné nahodné vybiry.

Dvojrozmirny pgipad

Jelti ne¥s zaeneme popisovat konstrukci dvojrozmirnych peodickych kvantilu, pgipomedme
si nijaké z&kladni pojmy teorie Fourierovych gad jedné pronnné.
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Obrazek 3.4: Teoretické periodické regresni kvantily pro eponencialni rozdilenti, =
0:1;0:2;::::0:9

Mijme 2 -periodickou funkcif : R! R, ktera je lebesgueovsky integrovatelna na omeze-
nych intervalech. Fourierovymi koe cienty funkce f budeme rozumit éisla
A
1 2
n = = f(x)cosnx dx; n=0;1;:::;
0
Z,
n = - f(X)sinnxdx; n=1;2;::::
0
Fourierovou gadou funkcef nazveme gadu
0 p 3
) + ( ncosnx + psinnx): (3.2)
n=1
Uveime jelti pomirni silnou, ale pro dalti postup plni vyhov ujici, postaéujici podminku
pro konvergenci Fourierovy gady.

Vita 17. Nech»f splouje podminky popsané v Gvodu této sekce a nech» je navpojsa
a po eastech hladka (v tom smyslu, ¥%e existuje jen koneéni rhnobodu v kterych neexistuje
derivace funkce). Pak Fourierova gada funkcé konverguje stejnomirni k funkci f na R.
Poznamka. V éasti[31 jsme uvedli pgiklady nespojitych po éastech hlgeth smirovych kvan-
tilh. D& se ukazat, ¥e pro tyto funkce konverguje jejich gadedovi k funkci g, kde

9(x) = %hl!ir&(f (x+h)+ f(x h):
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Pro vittinu bi¥ni pouiivanych spojitych rozdileni jsou pgepoklady spojitosti a éasteéné
hladkosti spininy.

Fourierova gada smiroveho kvantilur( j' ) tedy za tichto pgedpokladu k nimu stejno-
mirni konverguje. Tuto gadu se pokusime odhadnout trigononetrickou gadou s koneénym
poétem séitancu. Pro nijakép 2 N;p< 1 a 2 (0;1) se tedy budeme sna¥.it ziskat odhad

koe cientu v gadi
xXP

ro( j')= ao+ (g cosj' + by sinj' ), (3.3)
j=1
tak aby byla co nejvice podobna funkcir( j' ):
Je ihned vidit, %e funkcer, splouje po¥sadavky, které bychom od odhadu funkce( ')
pairozeni oéekavali - spojitost a 2 periodicitu. Koe cienty v (I3)] se pokusime odhadnout
pomoci kvantilové regrese, jeji%. zaklady jsou popsany v kiple

Mijme dvojrozmirny nahodny vybir ( Xi:Yi)T; i = 1;::::n: Vybirovy neJthbll bod
tohoto vybiru oznaéme ("1; %) T: Paejdeme k dVOJrozmlrnemu vektoru R:F)T;i=1;:::;n
sploujicimu

Xi = N+ RycosFi:i=1::::n;
Y, = S+ RisinFi;i=1;::::n

aRi >0 F2[02);i=1;:;
Nyni mu¥eme pomoci kvantllove regrese odhadnoutregresni kvantil pro odezvu a regre-
sory tvaru

1 cosF; cos&Fi ::: cospFy sinFp sin2F; ::: sinpF;
% R2 § %1 cosF, cosF, :i: cospF, sinF, sin2F, ::: sinpF, § -
1 cosF, cos&F, ::: cospF, sinF, sin2F, ::: sinpFy

Postupujeme vlastni obdobni jako pgi odhadu koe cientt v modelu s polynomickou zavislosti
na jednom regresoru:Y; = o+ 1X;+ 2Xi2+ it pX +e;i=1;:::;n. Jen misto x¥
pou¥iijeme funkce cdex a sinkx.

Je zgejmé, ¥se pno musi platit podminka 2p+1 <n.

De nice 8. Oznaéme” = (" g; A M i IO)T 2 R2|O+l odhad minimalizaéni Glohy
(Z2) (kvantilova regrese) pro regresory a odezvu dané ) a dané . Vybirovym smirovym
-kvantilem gadup nazveme funkci

rp( j')="0+  Acosi' + jsinj"

Mno%¥inu

Ke( )= f(xy)T 2R?: x " + rcos’;
y = "2+ rsin;

06'< 2; 06r6ryj)g

nazveme vybirovym periodickym regresnim kvantilem.
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Jak ji% bylo geéeno, tak gad odhadu periodickych regresnich kvantilu je omezen shora
él’slem”Tl: Ve skuteenosti se budeme sna¥it volit gad daleko ni%sti. VIgaika, ¥e pro vybiry
ze spojitych rozdileni bude funkcerp( j' ) prochazet 2p+ 1 body. Eim vit!i je toto &islo, tim
vice body funkcery prochazi. A je z@ejmé, ¥e s rostoucim poetem tichto bodu sedmur , vice
a vice vinit. Pro krajni pgipad p = b”—zlc dostaneme velice pdivokouy funkci, ktera prochazi
viemi pozorovanymi body. Na druhou stranu pro p velmi malé (vzhledem kn) hrozi, %er,
bude pgilit hrubym odhademr. Uréit pro dané n velikost gadup neni jednoduché. Zatim si
gekneme, ¥@budeme volit vyrazni menti ne¥n. Poznamenejme, %e u¥ ppc= 10 je mnoYiina
viech funkci danych v (333) pomirni bohata.

Dale budeme po¥sadovat, aby platilo

n'l

pt1 a2 Bt o (3.5)

pro nijaké 0 <s 6 1.

Nasledujici tvrzeni okam¥aiti vyplyvaji z konstrukce vybirovych kvantilu.

Vita 18. Funkcerp( j) je spojita a2 periodicka.
Mno¥inaKp( ) je hvizdicovita a omezena.

Z vity Tldostavame nasledujici dule¥sitou vitu o poétu bodu I&4icich K,( ).

Vita 19. OznaemeN poeet bodu(Xi;Y;); i = 1;:::;n le¥icich ve vnitaku mno¥aing,( )
a Z poeet bodu le¥sicich na jeji hranici. Pak

n Z6 N6 nN:

Pro vybiry ze spojitych rozdileni je Z = 2p+1. Pokud navic budeme volit velikost gadp tak,
aby sploovala [35) pak

N 1

n

Posunuti, rotace, stejna zmina migitka viech slo¥ek nahodno vektoru (zviteni, zmen-
leni) a pgeklopeni kolem libovolné pgimky patgi mezi trarmfmace, které nijak vyrazni nemini
rozvr¥seni dat. A tak by asi bylo pgirozené od dobrych odhadueekavat, aby byly vueéi timto
transformacim ekvivariantni.

Ekvivariance vzhledem k posunuti je zgejma.
U stejné zminy migitka jednotlivych slo¥sek je situace takégdnoducha. Prok > 0 dosta-

charakterizujici jednotliva po&orovéni zustava stejny jeko v puvodnim vybiru. Vzdalenost
(kXi;KkY;) od steedu je rovna k2((X;i ")2+(Y; ")) = kRiproi=1;::::n.Azvity @
dostaneme, ¥e i odhad parametru (a tedy i vybirovy smirovy kvantil a periodicky regresni
kvantil) bude roven k nasobku odhadu v puvodnim vybiru.

Z popsaného postupu je vidit, %e pro ruznou zminu migitka jedotlivych slo¥ek u% ne-
mame zarueeno, ¥se mudaeme pou¥ait vitu o ekvivarianci regfeerodhadu. V tomto pgipadi
ji¥a odhad neni ekvivariantni.
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Situace se trochu komplikuje u ekvivariance vzhledem Kk rotai, kde u% nevystaéime s tvr-

o Uhel' o. Pgechodem k polarnim sougadnicim dostaneme vybiR{;F; ' o); i =1;:::;n:
Regresory budou v tomto pgipadi vypadat

. . 1
1 cosfF1 'o) ::: cosp(F1 ') sin(F1 '¢q) ::: sinp(Fi1 0)
%1 cosfFo ') i cosp(Fo ') sin(F2 ') i sinp(F2 ')
1 cosFn 'o) ::: cosp(Fn 'o) sin(Fn 'o) ::: sinp(Fn o)
Pou¥ijme podobné znaéeni jako v de nidl8 pro vektoc = (ag;as;:::;ap;by;:ii; k) =
(ag;a’;b")T 2 RZ*1: Minimalizaci (Z2) Ize psat
X
Jmin, ) (Ri o(Fi "o0); (3.6)
kde
xXP
g(; )= a+ @ cosj' + bysinj"
j=1
Pou¥.itim souétovych vzorcu pro funkce sin a cos dostanemeqir=1;:::;n
W - . -
gFi "oic) = at+ a@cosj(Fi o)+ hsinj(Fi ‘o)
j=1
= a+ aj (cosjFjcos]' o +sin jFsinj' o)
i=1
+ b (sinjFicos' o b cosjF;sinj' o)
xXP
= a+ (g cosj' o I sinj' o)cosjF;
j=1
+ (@ sinj' o+ Iy cosj' o)sinjF;
xXP
= ap+  ujcosjFi+ v sinjFi;
j=1
kde
u = @acosj' g bsinj' o; j=1;:i15p
Vi = @sinj' o+ bcosj' o; j=1;:p:

Mezi parametry u;;v; aa;; b je vzajemni jednoznaeny vztah a tak minimalizaci (38) Ize
psat
X T.T\T
min R;j Fi:(ag;u' ;v :
(ao;UT;VT)T2R2p+1 -1 ( | g( | (aO ) )
Oznaéme& = (‘ap; 0" ;¢T)T vektor, ktery je getenim této minimalizace. Je zoejmé, 3G€; &) =
ro( j'); tedy je rovna smirovému kvantilu puvodniho vybiru ( X;;Y;); i =1;:::;n: Nas ale
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g
Il

j cosj' o+ sin' o jJ=15:0p

Neord
|

N cosj' o Ojsinj' o5 j=1;:0p:

Polo¥:me® = (%9;81;:::; 80 01;::::%)T; pak -smirovy kvantil otoéeného vybiru je roven
g(; ). Déle plati

xP
g(; ») = %+ 8 cos' + B sinj'

j=1

= o+ (0j cosj' o +4%;sinj' o)cosj' + (¥ cosj' o 0 sinj' o)sinj'
1

= /a9t 0; (cosj' o cosj' sinj' gsinj' ) +%j(cosj' osinj' +sinj' ocosj' )
1

= %o+ Gjcosi(" +'o)+tYsinj(" + " o)
j=1
= g(" + & =rp(j +" o)
Tedy smirovy kvantil otoéeného vybiru vznikne posunutim smirového kvantilu puvodniho
vybiru.
Pai pgeklopeni kolem osy je i ty regresor tvaru

(1; cos( Fi);:::; cosp( Fi); sin( Fi);:::;sinp( Fi)):

(1; cosFj;:::; cospFi;sinFi;:::;sinpF):

A pro odhadnuty smirovy kvantil pgeklopeného vybiru g('; ") plati
xXP

"ag + & cosj' + f sinj'

1

a(s ™)

o+  #cosi( ')+ Bsinj( )

j=1
= g 5 M=rp(i )

Pgeklopeni kolem pgimky v obecné poloze dostaneme kombihagle popsanych transformaci.

Odvozené vztahy shrome v nasledujici viti.
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Vita 20. Periodicky regresni kvantil je ekvivariantni vzhledem k psunuti, stejné zmini mi-
gitka obou slo¥sek nahodného vybiru, otoeeni a pgeklopeni.néch»Ky( ) je vybirovy perio-

@) Pro Kg( ) posunutého vybiru o vektord plati
Ko( )= d+ Kp( ):
(i) Pro Kg( ) ziskané z vybiru(kXi;KkY;); i =1;:::;n, kdek 2 R plati

K3( )= kKp( ):

st
A= (s
as;t2 R, plati
Kp( )= AKp( ):
(iv) Pro K3( ) vybiru (X%Y9QT = Z(Xi;Yi)T; i = 1;:::;n; peeklopeného kolem pgimky
prochézejici poéatkem ve smiru vektory(u;v)T, kde
7 = vV u 10 vV u !
- u v 01 u v

plati
Ko( )= ZKp( ):

Tvrzeni vity L3Ju¥% bohu¥ael pro vybirovou variantu obecni nefati. Vita &k ekvivariance
vzhledem k otoéeni o libovolny Uhel ¢ nam zajit»uje, %e ke pzkgi¥eniy nedojde pro regresory
tvaru

xXn
(‘o) = E (1;(cos' ¢ sin' g)cosFi;:::;(cosp' o sinp' ) cospF;;
i=1

Tomu ale obecni neodpovida ¥%adny Ghel a tedy ani %adné poagini nahodného vybiru.
Nicméni tyto regresory nejsou a¥% tak vzdaleny od regesoru 8) a tak ke pzkgi¥seniy dochazi
vittinou jen zgidka.

Vicerozmirny pgipad

Jak ji¥s bylo geéeno, budeme uva¥sovat trojrozmirny pgipadvihy o konstrukci Fourierovych
rozvoju funkci dvou prominnych, o tvorbi regresoru a koneén ziskani samotného odhadu Ize
pgenést analogicky i do vytich dimenzi.
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Stejni jako ve dvojrozmirném pgipadi nejprve uvedeme nijaké nezbytné zéklady Fourie-
rovych rozvoju funkci dvou prominnych. Uvahy trochu vice rozepiteme, aby bylo patrné jak
postupovat u vybiru vyt dimenze ne¥a tai. Vtechny citovanépostupy a tvrzeni jsou k vidini
v Kufner & Kadlec| (1969).

Mijme Q = f(x;y) : 0<x< 2; 0<y< 2 g.RUva%ujme prostorL»(Q) vtech
migitelnych a integrovatelnych funkci s kvadratem na Q ( sz(x;y) dx dy < 1 ). Skalarni
souein funkcif;g 2 L,(Q) de nujeme pgedpisem

2 £,
i gi = . o f(xy)g(x;y) dx dy:

Podobni jako u funkci jedné prominné potgebujeme nalézt uply a ortonormalni trigono-
metricky systém funkci. Vzhledem k nimu pak provedeme rozvg funkce v gadu. V prostoru
Lo(Q) je takovym systémem soustava

1 .
emn (x;y) = 5~ €™ min 2 Z: (3.7)

Pro emn; m;n 2 Z tedy plati
1, pokudm=j an=Kk

B €kl = o jinak.
Fourierova gada funkcef 2 L»(Q) vzhledem k soustavi (324) bude mit tvar
1 X
Fay)= 5 Cn €7 (3.8)
mn=1
kde Z ) Z 5 .
Cmn = M emni = — f(x;y)e '(M*NY) gy dy:

2 o o

Tim mame dano vyjadgeni Fourierovy gady v komplexnim tvaruKvantilova regrese nam
viak neumo¥s0uje pracovat s komplexnimi regresory. Proto da v komplexnim tvaru musime
pgevést na reélny tvar. To provedeme pou¥itim formule

e = cosx + isin x
v (B8). Dostavame:

K1
f(xy) = "mn[ mn COSMX cosny + n COSMX Sinny

+ mn SiNmMx cosny + n Sinmx sinny];

kde prom;n 2 Z

mn = f (X;y) cosmx cosny dx dy;
f (x;y) cosmx sinny dx dy;
f (x;y)sin mx cosny dx dy;

f (X;y)sinmx sinny dx dy
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prom=n=0;

prom> 0, n=0aprom=0; n> 0

" W A Yeo)
NI AP

1 prom>0; n> 0

To je Fourierova gada vzhledem k soustavi funkci
COSMX €Oosny; cosmx sinny; sinmx cosny; sinmx sinny; m;n=0;1;2;::::

Tel ji¥a mu¥aeme pgistoupit ke konstrukci odhadu. Postup bude mnoha ohledech podobny

jako u dvojrozmirného pgipadu. Pro trojrozmirny nahodny vy bir (X1; X5 X%); i=1;:::;n
spoeteme vybirovy nejhlubti bod (“1;%: 3) a peejdeme k vyjadeeni v polarnich sougadnicich,
tj. k vybiru ( ri;* ;" 5); 1=1;::1;n sploujicimu

X1 = " +risintisin';

XL = " +risin'cos b; (3.9)

XL = "3+ricos |

pro' 2 (0; ); '52[0,2).
Nabizi se myllenka odhadnout smirovy kvantil r( j' 1;' »2), pro nijaké p;g n, trigono-
metrickou gadou
X xa
a( j'1;" 2) = (amn COSM' 1cOSN’ 2 + by cOSM' 1sinN’
m=0 n=0
+  Cpn SINM' 1cosn’ 2+ dpp SiNM' 1siNN' 5): (3.10)

Koe cienty amn; bmn; Cmn; dmn ziskdme pomoci kvantilové regrese pro odezvu

a pro regresory (za svislou éarou jsou uvedeny koe cienty gabvidajici danym regresorum):
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1; cos' '1 cos?2 ' : cosp' '1 Ago; @10, -1 Apo
cos '2 cos?2 ' cosq '2 ag1;:::;aoq
sin' '2 sin2 '2 sing’ '2 Po1;:: 1 bog
sin' ; sin2 4; sinp' 4; C10; %3 Cpo
cos' } cos' '2 cos2 } COS' '2 cosp' } cos' '2 a1 il ap:
cos' jcos2}; cos2!cos2); cosp' jcos2 Y, ap; il ap
cos' | cosq' L; cos2cosql; cosp' } cosq' b; iq; 1 Apg
cos jsin' 5 cos2sin'y; cosp' jsin' 5; bre; i boa
cos' }sin2}; cos2!sin2}; cosp' }sin2 %; bio; i b2
: . (3.11)
cos' }sing'},; cos2sinQg'}; cosp' | sinQg' }; brg; 120 bog
sin' jcos' 5;  sin2 cos' 3; sinp' j cos' 5; C11;::%;Cp1
sin' jcos2; sin2 }cos2}; sinp' } cos2 }; Ci12;::1;Cp2
sin' { cosq'L; sin2 | cosq' b; sinp' | cosq' ,; Ciqi "5 Cpg
HOR T ISR H I el |- H I P T T N S
sin’ jsin’ ;. sin 2 1Sin" 5 sinp’ 1 sin’ 5; di1;::0;dp
sin"jsin2 %; sin2 4sin2}; sinp' | sin2 }; dio;:i;dp2
sin' i sing'L; sin2 ! sing'}; sinp' | sing'}) Oig; i i dng
proi =1;:::;n.

Jada (3I0) je spojita a 2 -periodicka v obou prominnych. Tyto vlastnosti viak nestaéi.
Pgi odhadu vzhledem k regresorum[{3711) toti¥% opomijime riédujici dva problémy:

(i) Jak ji¥a bylo geéeno gad&(3110) je Deriodicka v prominné ' ;. Po pgechodu k polarnim
sougadnicim viak tato Uhlova velieina nabyva hodnot jen v itervalu (0; ). Nabizi se
tedy otazka, zda je pro hodnoty' ;1 2 (; 2 ) wada [37ID) de novdna dobge a pokud ne,
tak jak ji pro tyto hodnoty de novat.

(ii) Druhy problém se také hlavni tyka této uhlové velieiny. Transformace musi byt dobge
de novana, tj. ka¥sdému bodu pgigadit pravi jeden bod. Dale msi byt prostd na ote-
vgené mno¥ini pravdipodobnostni miry 1. Proto pgi transfanaci vyluéujeme pgimku
uréenou osouxs, tedy mno¥sinuf (0;0;t) : t 2 Rg. V polarnich sougadnicich Ize body
z této mno%¥iny vyjadgit pro libovolnou hodnotu' ; jako mno%inuf(r; 0;' 2) : r >
Og[f (r; ;" 2): r> 0g. Podobni jako v pgedchozim bodu budeme po¥.adovat, aby se
odhad pro' 1 =0; choval rozumni.

Oba dva vy'e popsané problémy jsou zapgieininé vlastnostnpolarnich sougadnic. Staéi si
uvidomit, jak jsou data v polarnich sougadnicich charakteizovana. Pro bod (@; b; 9, ktery ma
ve vyjadgeni v polarnich sougadnicich danyni{3.9) sougadgi(;' 1;' 2) dostaneme polohu
bodu v prostoru nasledujicim zpusobem (viz také obrazek=3)5
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Uhlova veliéina' , udava o jaky uhel pootoéime kolem osys; polorovinu danou osamix,
a x3 s hranici v osexs. V této otoéené polorovini pootoéime kladnou poloosxs o Uhel dany
' 1. Polohu bodu(a; b; 9 najdeme na této otoéené poloose ve vzdalenostiod poéatku.

Z toho pro (i) vyplyva, %e bod s polarnimi sougadnicemi( + ;' 2); 2 (0; ), mapo pge-

chodu ke kartézskym sougadnicim stejné koordinaty jako bodr; ;' 2+ ). Rozligime-li
tedy vybirovy smirovy kvantil r( ' 1;' 2) pro hodnoty ' ; 2 (; 2 ) musi platit:

r¢j + ;" 2)=r(] o+ ), 2(0; ) (3.12)

@ada (310) toto obecni sploovat nemusi. Podivejme se jak bdou vypadat koe cienty
Fourierova rozvoje funkcef 2 L,(Q), ktera splouje (3132).

z 2 z 2
mn = f (Xx;y) cosmx cosny dx dy
2 2,
= f (x;y)cosmx cosny dy dx
0 , 0 - ,
+ f(2 X;y + )cosmx cosny dy dx
z z,°
= f (x;y)cosmx cosny dy dx
0 . 0 ,
f(u;y+ )cosm(2 u)cosny dy du
z z,°
= f (x;y)cosmx cosny dy dx
°z %z,
+ f (u;v)cosmucosn(v  )dv du
z °z,
= f (X;y)cosmx cosny dy dx
0 0 7 7 .
+( )" f (u;v)cosmu cosnv dv du
°z z,

1+( 1M f (x;y) cosmx cosny dy dx
0 o
0; pron liché
6 0; pron sudé
K vypoétu jsme pouili vztahy

cosm(2 u) = cos mu; cosn(v )=( 1)"cosnv:
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Obrazek 3.5: Reprezentace bodu v polarnich sougadnicich.

Podobni dojdeme ke vztahum pro zbyvajici koe cienty. Plati

0; pron liché

mno 60; pron sudé arovné 0

0; pron liché

mn- 6 0; pron sudé arovné 0

0; pron sudé arovné 0

mno 60; pron liché

0; pron sudé arovné 0

mn 6 0; pron liché

(3.13)

Podminka (313) Ize také pgepsat do tvaru

r¢j'u'2)=r(j2 ‘"1 +'2)

Upravami gady (3-10) dostaneme

g( j2 "1 +'2)=
X xa
= ( 1)"amn cosm' 1cosn' >+ ( 1)"bypn cosm' gsinn'

m=0 n=0

+( D" ey sinm' pcosn’ o+ ()" dm, sinm' g sinn’
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A je ihned vidit, %e tato gada bude rovndg( |' 1;' 2) pro koe cienty amn; bnn; Cmn; dmn
sploujici (313). Pro odhadr( j' 1;' 2) tedy pou¥ijeme jen ty regresory z[{371), které odpo-
vidaji timto nenulovym koe cientum.

Z popisu problému (i) je vidit, ¥%e bod le¥ici na kladné polee x3 Ize v polarnich sou-
gadnicich charakterizovat nezavisle na hodnoti , pomoci sougadnicK O;' ). Podobni bod
na zaporné poloose pomocir( ;"' ). Z toho pro smirovy kvantil dostavame, %er( jO;' 2)
ar(j;" 2)jsou konstantnimi funkcemi prominné ' ,. Dosazenim do Fourierova rozvoje
r( j' 1;' 2) pro libovolné ' , dostavame

X1 x1
r( jo;" 2) = ( mncoSN' 2+ mpsinn' )

m=0,n=0 ! ! #
X1 X1 X1

= mn cosn' o+ mn Sinn' 5
n=0 m=0 " ! m=0 ! #
X1 X1 X1 X1

= mo + mn COSN' 2+ mn  Sinn'
m=0 n=1 m=0 m=0

Zavedenim parametrizaénich podminek

K1
mn = 0; pron sudé a nenulové
m=0
K1
mn = 0; pron sudé a nenulové
m=0
dostavame
K1
r( jo;' 2) = mo; ‘22 R
m=0
Podobni pro ' 1 =
Xt X1
r( j;" 2) = ( D™( mncosn' 2+ mpsSinn' o)
m=0,n=0
X1 X1 ! X1 ! #
= ( D™ mn cosn' 2+ ( D™ mn sinn'
n=0 m=0 " m:q | #
X1 X1 X1 ' X1 '
= ( D™ mo+ ( D™ mn cosn' 2+ ( D™ mn sinn'
m=0 n=1 m=0 m=0
a znovu pomoci podminek
K1
( D)™ mn = 0; pron sudé anenulové
m=0
K1
( D™ nn = 0; pron sudé anenulové

m=0
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dostavame konstantnost funkcer( j; ).
Je zgejmé, ¥e zavedenim podminek

( 1)™bmn

m=0

dostaneme po¥sadovanou konstantnost pro; =0;

0 (3.14)

i pro gadu [3I0).

Zkusme se nyni podivat, jak by mily vypadat regresory pro natodhad. U podminek [3TB)
je situace vcelku jasna. U [(3IH) je postup nepatrni komplitovanijti. Pgedpokladejme nejprve,
Yse gad odhadp je sudé éislo. Z podminky[[314) pro koe cientyan,, mame

dpn = don Qn

dp 1n

Po dosazeni do druhé rovnice pro tento koe cient dostavame

don ain + axn

a po upravi
dp 1;n = @Qn Azn

Po dosazeni do vyrazu proap, ziskame

Aon = don QAzn  Qun

Analogické vztahy plati i pro koe cienty bnn .

asn + 111+ ( aon

ap 3n: (3.15)

ap 2in: (3.16)

Seitance z [[3D) v nich%s se vyskytuji koe cientamn, pro pevné nenulovén budou, po do-

sazeni pgedchozich vztahu a Upravéch, vypadat

xP
amn COSM' 1 cosn’' » =
m=0

cosn' » f agn[l
+ agn[cos3 3
+ il +ap gp[cosp 3) 1

cosp' 1] + aip[cos' 1

Podobni pro liché p plati

A 1n = don axn

don = din  azn

cosP 1)' 1]+ as[cos4

cosp 1) 1]+ aznfcos2 1 cosp' 1]
cosp' 1]
cosPp 1) 1]+ ap zn[cospe 2)' 1 cosp' 4] @

dp 3,
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a
xXP
amn COSM' 1 cosn’' » =
m=0
cosn' » f apn[l cosfp 1) 1]+ ainfcos' 1 cosp' 1]+ azxn[cos2 1 cosfp 1) 1]
+ asp[cos3 1 cosp' 1]+ asn[cosd y; cosp 1) 4] (3.17)
+ il +ag gn[cosp 3) 1 cosp 1) 1]+ @y 2n[cosp 2)' 1 cosp' 1] O

Vztahy pro koe cienty by, dostaneme z pgedchozich zaminaay,, zabn, a cosn' , zasinn' ;.

Odsud ji% vidime, jak budou vypadat regresory pro nad' odhadPro sudé p bude i-ty
regresor tvaru

[1 cos' i;cos2t; i, pls

(1 cosp'j)cos2b; (cos' ) cosp 1) j)cos2b; i _ '
2in; (cos(p 3)') cosp 1) j)cos2); (cos(pp 2)' ) cosp'j)cos2;

(1 cosp'})cos4b; (cos'y cosp 1) j)cos4dl; i _ _
2in; (cos(p 3)'y cosp 1) j)cos4l; (cos(pp 2) Y cosp'j)cos4

(1 cosp'y)sin2 b; (cos' | cosp 1) j)sin2 b; i _ '
2iny (cos(p 3)'y cosp 1) ))sin2 L; (cosp 2)') cosp'})sin2 b;

cospp 1) §)sind L; :::

(1 cosp' |)sin4 L; (cos'

. 1 > X : ) )
2iiy (cos(p 3)'y cosp 1) h)sind l; (cosp 2)'| cosp'})sind b; (3.18)
sin' { cos' ; sin2 }cos' }; :::; sinp' | cos' ;
sin' 1 cos3; sin2 {cos3L; :::; sinp' {cos3;
sin' [sin' L; sin2 {sin' L; :::; sinp' | sin' L;
sin' 1sin3 }; sin2 {sin3%; :::; sinp' {sin3 L;
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To odpovida koe cientum

[ ao0; ai0; @0; i1 @po;
do2; AQu2; il Qp 32, p 225
Qo4; 814; 1115 @p 34 G 24,

boz; b2y tii0 By 320 By 22

boa; bua; iii5 by 340 by 24

' (3.19)
Ci1; C215 555 Cp1s

C13; Co3, ::i; Cpa,

di1; d21; :i:y dpa;

di3; d23; :::; dps;
]

Regresory pro lichép snadno ziskame z vyrazul[37) a tak je ji% nebudeme vypisdva

Poznamka. Viimnime si, %e soustaval(3B) je ortogonalni, ale ji% neniplnd. Oznaéime-li
hjj eleny této soustavy, pak Fourierovy koe cienty smiroveho kantilu r budou zgejmi rovny
hr;h j i.

Oznaéme vektor v [3IB)h a divejme se na nij jako funkci dvou prominnych' 1; ' ,. Dale
oznaéme, pro 2 (0;1), odhad vektoru (ZI9) ziskany kvantilovou regresi pro rgresory dané

de nujme trojrozmirny  -smirovy kvantil jako

. X N
rpg( J' 1" 2) = i()hi(" 15" 2):

Dale pak trojrozmirny vybirovy periodicky regresni  kvantil Kyq( ) jako uzavir mno¥iny

A M « ! H 1 H ) .
f(X1;X2;X3) 1 X1 = "1+ rpg( ' 1" 2)sin’ gsin' p;
N - 1 HT ' .
X2 = 2+ TIpg( J' 1;" 2)sin’ 1coS' 2;
A M . ! 1 .
X3 = 3+ TIpg( ] 1;' 2)cos' g;

"120; ;' 221[0;2 )g

Vity 18] I9lplati i pro trojrozmirny kvantil. Ekvivariance v zhledem k posunuti a stejné
zmini migitka se uk&¥e analogicky jako ve dvojrozmirném ppadi (vita Z0).

Ekvivariance vzhledem k otoeeni plati jen pgi rotaci kolem sy x3, tedy rotaci danou
zminou Uhlu ' . Uka¥se se to podobnym zpusobem jako v dvojrozmirném pgipad?gi otoéeni
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nahodneho vybiru kolem osyxs o tuhel pgejdeme k nahodnému vybiru, ktery ma polarni
sougadnicer(;' §;' L, );i=1;::;n. Vezmemem =1; n = 2, pak ¢i2 = di2 = 0. Zamigime
se jen na séitance pro tyto hodnotym; n. Dostdvame
ajp [cos' | cosp 1) i]cos2(L )+ bipfcos' | cosp 1) 4] sin2¢h )
= (a;2c0s2 bypsin2)[cos' i cosp 1) jlcos2 )
+ (apsin2 + bipcos2)cos' | cosp 1) i]sin2}
=ad,[cos' i cosp 1) iJcos2h + B, [cos’] cosp 1) i]sinZ L:

Z tohoto by, analogicky jako v dvojrozmirném pgipadi, mila byt dokazovana vlastnost patrna.
Pro ostatni hodnoty m; n je postup stejny.

Jelti bychom se ale mili pgesvideit, zda koe cienty a%,,,, &8,,, %, d%,, splouji podminky
@13) a (312). O tom se pgesvidéime snadno. Nulovoaty, ; bn, implikuje nulovost a2, ; B, .
Podobni tak u ostatnich koe cientu. Déle

xP 0 xP _ xP
ap, =cosn amn  SiNn bnn =0:
m=0 m=0 m=0

Znovu si vystaéime s tvrzenim, %e u ostatnich koe cientt a dihé podminky v (314) budeme
postupovat zcela analogicky.

Vzhledem k tomu, %@ pq( JO; ) arpg( j; ) jsou konstantnimi funkcemi, tak ihned mu¥seme
vyloueéit, ¥%e by odhad byl ekvivariantni vuei rotaci v Ghlovéveliéini ' 1:

Jelti pgedtim ne¥ uvedeme konkrétni pgiklady vybirovych pédickych kvantilu pro ur-
eita rozdileni se podivejme na metody, které mohou nijakym pusobem zleptit jejich odhad.

3.3 Metody pro zlepteni odhadu vybirovych periodickych kva n-
tili

1. Normalizace migitka

Mijme dva body v rovini, pro které po transformaci do polarni ch sougadnic plati, ¥%e vzdale-
nost obou bodu od poeatku je rovna nijakémur. Rozdil uhlu uréujici tyto body oznaéme .
Je z@ejme, e s rostoucimse bude vzdalenost tichto dvou bodu zvitlovat, pgiéem¥a v gra-
kém vyjadgeni, kde sougadnicemi tichto bodu jsou vzdalenbed poéatku a Uhel, bude jejich
vzdélenost stejna. Podobni dva body blizko stgedu sviraji ¥'i uhel ne% stejni vzdalené dva
body dale od stgedu. Tato vlastnost se pomirni nepgijemni pomitne pgi transformaci od-
hadu smiroveho kvantilu rp( j' ) zpit do kartézskych sougadnic. Nepatrné zvinini v nizkych
hodnotach r,, se po transformaci projevi jako pomirni vyrazné. Naopak provysokeé hodnoty
rp bude i vice patrné zvinini po transformaci méni vyrazné. Pomamenejme jelti, %e neni
dule¥ita velikost hodnotr, ale rozdily v jejich hodnotach. Proto bude vybirovy periodicky
regresni kvantil pro hodnoty bli%e stgedu mnohem vyraznijzvininy ne¥s pro hodnoty dale
od stgedu. Nabizi se tedy hledat takové transformace pozoranych dat, pro které by byl
smirovy kvantil podobny konstantni funkci. Najit takovou t ransformaci je ve vittini pgipadu
témig nemo¥ané. Proto je vyhodna alespoo nésledujici jednacha transformace.

Pokud je vybirova varianéni matice ndhodného vybiru ruzné d jednotkové matice, mu¥e byt
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vyhodné pgejit vhodnou linearni transformaci k vybiru, jeb% vybirova varianéni matice je
jednotkova. Pokud takova linearni transformace neexistg, pgejdeme alespoo k vybiru jeho¥a
slo¥sky budou mit jednotkovy rozptyl. Tedy k vybiru, kde papeani jeho k-té slo¥sky, pr&k =

A2 znaeéi nijaky odhad rozptyluk-té slo¥iky ndhodného vektoru.

To je vyhodné zejména u elipticky soumirnych rozdileni (napg. normalni rozdileni). Smi-
rovy kvantil, ktery ma po transformaci do kartézskych sougalnic elipticky tvar, ma toti¥
Fouriertiv rozvoj s nekoneénym poetem séitancu. Po normalaci migitka mé periodicky re-
gresni kvantil tvar kru¥snice a to odpovida konstantnimu smiovému kvantilu a jeho odhadu
jen absolutnim élenem.

2. Linearni transformace

Dalti mo¥anosti je pou%iit na data linearni transformace vukierym nejsou vybirové periodické
regresni kvantily ekvivariantni. Jedna se hlavni o pgechodk jiné ne¥% ortonormalni soustavi
sougadnic. Tim dojde v nikterych mistech k rozta¥eni rozvexi dat a v jinych k zU%eni
rozvr¥seni dat. Vittinou plati nasledujici pravidlo, jeho¥platnost je zpusobena zminou pomiru
vzdélenosti od stgedu v tichto oblastech.

V mistech, kde vlivem transformace dat dochazi k rozta%emizvr¥seni dat je novy odhad oproti
puvodnimu vice zvininy. A naopak v mistech, kde dochazi k &nirozvr¥seni dat, bude odhad
méni zvininy.
3. Regresory pro symetricky periodicky regresni kvantil
Uva¥aujme dvojrozmirny pgipad a periodicky regresni kvantiosovi soumirny kolem pgimky
prochézejici nejhlubtim bodem. Diky vlastnosti ekvivariance vzhledem k otoéeni, mudeme
vybir otoeit tak, aby body le%iici na této pgimce mily po pgeabdu k polarnim sougadnicim
velieéinu udavajici uhel rovnou nule. Smirovy kvantil r( j' ) bude v tomto pgipadi sudou
funkci. Pro sinové koe cienty Fourierova rozvoje plati

122

ji= - r( j')sin(j' )d' =0; j=1;2;::::
0

Da se tedy pgedpokladat, ¥e by i odhadnuté sinove koe cienbyly blizké nule a proto smirovy
kvantil budeme odhadovat trigonometrickou gadou

. X) .
ro( j')="ap+ 4 cosj"
j=1

Pgi mentich rozsazich vybiru je to vyhodné, proto¥se nam to uo¥ni menti navyleni gadp.
Pro velké rozsahy je to také vyhodné, nebo» pro ziskani stejrkvalitniho odhadu nam staéi
poloviéni poéet regresoru. A vypoeéet je tedy méni éasovi i pani»ovi naroeny.

Pged pou%iitim tohoto postupu bychom se mili pgesvidéit o syatrii nahodného vybiru.

po vhodném pgetoéeni a posunuti, pou¥it nijaky z neparamékych testu symetrie kolem
paimkyX, = X1, tedy test hypotézy F (x1;X2) = F(X2;x1). Napg. Wilcoxiv nebo znaménkovy
test symetrie ndhodného vybiru Z; = X3 X} kolem nuly.
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Ve vice rozmirech je situace podobna. Uveime jelti jak bychom postupovali ve trojroz-
mirném pgipadu. Po vhodném pgetoéeni dojdeme k vektoru s rditenim, jeho¥s periodicky
regresni kvantil je zrcadlovi symetricky kolem roviny uréené osouxs a nejhlub!im bodem.
Pak ji% jen vektor otoéime kolemxs tak, aby body le¥ici v této rovini mily nulovou Uhlovou
veliéinu ' . Nyni je smirovy kvantil pro pevné ' ; sudou funkci v prominné' ». Pro koe cienty
Fourierovy rozvoje, v nich% se vyskytuji eleny siji », plati

12222
= r( j' 1;' 2)cosm' ¢sinn' »>d' 1d' >
° 2
122 2
= 5 r( j' 1;' 2)sinn’ 2d' » cosm' 1d' 4
0 0
122
= 5 Ocosm' 1d' 1 =0;
120222
m = r( j' 1;' 2)sinm' ysinn' >d' 1d' 2,=0:

0 0
Tedy podobni jako v dvojrozmirném pgipadi budeme hledat jen odhady koe cientu n

a mn -

3.4 \Volba gaddu p a konzistence vybirového periodického re-
gresniho kvantilu

O volbi gadu ji% bylo nico geéeno v éasti pojednavajici o dvogmirnych periodickych regres-
nich kvantilech. Po¥adavek[{315) na rychlost konvergenceadu p k nekoneénu Ize pou¥iit také
u vicerozmirnych kvantilu. A stejni jako u dvojrozmirného p gipadu nam zaruéi, %e pro poéet
bodu N le%icich uvnitg vybirového kvantilu plati

N 1
el
Je jasné, e velikost gaqu(resp. p; g budeme volit nejen v zavislosti na poéetu pozorovani,

ale také na pgedpokladaném rozdileni z kterého vybir pochdza dokonce také na hodnoti
parametru . Vitlinou plati, %e s rostoucim volime i vitli velikost gadu p (viz napg. obr.
Z3). U rozdileni, ktera maji jen po éastech hladky kvantil (Exponenciélni rozdileni) bude
potgeba zvylit gad odhadu, abychom Iépe vystihli tvar kvaniiu v tichto bodech. To ovlem
bude na Ukor celého odhadu, ktery bude v ostatnich bodech vézvininy. Proto se dé ti%ko
ureit nijaké pravidlo pro volbu gddu odhadu. Uvedeme tabulku s doporuéenimi pro volbu
gédu pro ruzné rozsahy vybiru. Pro zjednoduleni ve trojroznirném pgipadi klademep = q.

Rozsah vybiru | 500 1000 5000 10000 50000
Dvojrozmirny pgipad | 2{9 3{15 6{20 7{24 10{30
Trojrozmirny pgipad | 1{4 2{6 3{10 4{13 6{18

Tabulka 3.1: Volba g&du odhadup pro ruzné rozsahy vybiru.

Jelti se ve zkratce zmidme o mo¥anosti dukazu konzistence. Ydeme z modelu [ZB) v kvan-
tilové regresi, ktery vlastni pou¥sivame k natemu odhadu. Pedpokladejme, ¥%e mame nahodny



3.5. PAR POZNAMEK 46

vybir sploujici pro 2 (0;1) po pgechodu do polarnich sougadnic

371, pak e ma rozdileni dané distribueni funkci
Fix)= Qx+r(j )ij i)

Tedy plati podminka Fi(0) = z modelu {Z3).

Uva¥aujeme nijaky trigonometricky systém a rozviomer ( j ) ve Fourierovu gadu vzhledem
k tomuto systému. Nekoneény vektor koe cientt tohoto rozvoje oznaéme ( ). Vektor ziskany
odhadem v modelu

oznaéme’\l( ). | znaei gad odhadu a&i(') znaei east trigonometrického systému pro hodnotu
" i, vzhledem ke kterému jsme provadili Fouriertuv rozvoj, majici | prvku (napg. po vhodném
pgeuspogédani prvnich prvku). Jde-li n k nekoneénu, pujde i gad odhadli k nekoneénu.

Princip dukazu konzistence viBantli & Hallin|(1999) a Oberhofer (1982) pak zgejmi pujde,
s nemalymi technickymi poti%emi, pgenést i na zde popsanyipad. Dostali bychom

p

() ! ()

n!l

N

tedy konvergenci v pravdipodobnostiri( j' )k r( j ).

3.5 Par poznamek

1. Proé nejhlubti bod?

Hloubka bodu v jisttm smyslu vypovid4 o poétu pozorovani v ngnéni pgiznivém smiru
od tohoto bodu (poloprostor v jeho¥s hranici le%i tento bod amim¥4 le¥i nejmen?i poéet pozo-
rovani). Nejhlubli bod je takovy, pro ktery v nejméni pgiznivém smiru le%ai nejvice pozorovani.
Toto je velice vyhodné pgi odhadu smirového kvantilu, ktery dostdvame z dat transformo-
vanych do polarnich sougadnic. Vezmeme-li toti% dileni iervalu [0; 2 ] takové, ¥ae jednotlivé
Useky dileni jsou stejni dlouhé, pak vzhledem k popsané vilasosti nejhlubtiho bodu, bude
poéet bodu v jednotlivych Usecich (body, jejich%: Uhlova saadnice padne do tohoto Useku)
pro vittinu prozumnychy rozdileni viceméni podobny. Tedy, %e i v tom Useku kam padne
nejméni pozorovani, jsme na tom stéle lépe, ne¥ kdybychom ahli jiny ne¥s nejhlubti bod.

Na druhou stranu, diky vlastnosti polarnich sougadnic popané v Uvodu eastC3ZB, mudse byt
rozlo¥eni bodu v polarnich sougadnicich pro nijaké hodnoghlu ' v jistém smyslu pgidkéy
a pro jiné pzahultinéy (napg. exponencialni rozdileni, Usk kolem ' = % - obr. B3). A to
svadi k mylence, %e odhad,( j' ) mu¥%e byt pro nijaké hodnoty' meni pgesny.

Ale toto gidké rozlo3seni dat v polarnich sougadnicich pro&ité hodnoty Ghlu ' je zpuso-
beno spile vittim rozptylem vzdalenosti od poéatkur pro tyto hodnoty Ghlu. Tedy pozorovani
jsou vice rozhazena ve smiru vzdalenosti a ne v uhlové veliéini' . A vzhledem k tvrzeni vity
[Md mu¥eme tedy oéekavat, ¥e bude odhad v oblastech s pgidkyozjo¥senim stejni pgesny
jako v oblastech s phustymy rozlo%enim dat.
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Poznamka. (Uhlovy nejhlubti bod) . Jisti zajimavou variantou volby steedu pro transfor-
maci do polarnich sougadnic by mohla byt modi kace nejhluffio bodu, nazvime ji teeba
Uhlovy nejhlubti bod. Ve dvojrozmirném pgipadi de nujme Glovou hloubku bodu, pro nijaké
pevni zvolené' o, nasledujicim zpusobem:

Pgedstavme si vyseé uréenou dvima polopgimkami, které syimijaky pevni zvoleny thel
o a maji poeatek v tomto bodi. Uhlovou hloubkou nazveme poéetdu le¥sicich v takové vy-
seei, kterd obsahuje nejmenti poéet bodd. Uhlovym nejhiuibt bodem nazveme bod s nejvitti
Ghlovou hloubkou. Uhel o zvolime v zavislosti na rozsahu vybiru a typu rozdileni.

Tento postup se dé zobecnit i na prostory vy!tich dimenzi. Na@. v trojrozmirném pgipadi
bychom misto vyseée pou%ili rotaeni ku¥sel.

Takto de novany nejhlubli bod ndm zgejmi zaruei jelti rovnamirnijti rozvr¥eni bodu
po pgechodu do polarnich sougadnic (ve smyslu bddu 1) a tedgpti odhad.

2. Robustnost
Velkou vyhodou periodickych regresnich kvantilu je robusnhost. Pgi jejich konstrukci vyu-
Ysivdme jen robustnich statistickych odhadu. O robustnostnejhlubiho bodu vypovida jeho
bod zlomu - viz vita Bl Napg. ve dvojrozmirném pgipadi mu¥.emaejméni tgetinu pozorovani
nahradit nekoneénou hodnotou ne¥ vybirovy nejhlubti bod pliétney do nekoneéna. To znaei
velmi malou citlivost na odlehla pozorovani.

Po pgechodu k polarnim sougadnicim, kde za stged bereme prdgjhlubli bod, pou¥ijeme
k nalemu odhadu dalti velmi robustni metodu - kvantilovou regresi. O ni vime (viz kapitola
@), %€ jeji in ueneni funkce je omezena ve veliéini odpovigizi odezvi. Té v polarnich sou-
gadnicich odpovidaji veliéinyr; vzdalenosti od poééatku. Odlehlost pozorovani se po pgechod
k polarnim sougadnicim projevi jen pravi na této velieini. Fakt, ¥e kvantilova regrese mu¥e
byt citliva na odlehlé hodnoty regresort (neomezena in uereni funkce v této veliéini) neni
pro nas vyznamny, jeliko¥% regresory pou¥sivané k natemu odluavznikaji z omezenych funkci
cos a sin. Navic nam vita[ID zarueuje, ¥%e vybirovy periodickyegresni kvantil se nezmini
budeme-li libovolny poéet pozorovani, kterd le¥i mimo nij psunovat o libovolnou vzdalenost
dale ve smiru od nejhlubtiho bodu.

Dohromady tedy ziskavame velice robustni odhad, ktery je mbp citlivy i dokonce na vitti
poéet odlehlych pozorovani.

3. Vypoeetni a pami»ova naroenost

O vypoéetni éasové naroenosti nejhlubtiho bodu ji%4 bylo pefindno v sekc[LIL. Pami»ové na-
roky algoritmu DEEPLO&HALFMERteré pou¥ivame, nepotgebuji 0 moc vice pamiti ne¥s ko-
lik zabiraji jejich vstupni data. Pro menti rozsahy dat (do 5000) oba algoritmy, na poéitagi

s 2 GHz procesorem a 512 Mb operaéni pamiti, napoeéitaly nejbobti bod témig okam¥aiti.
Pro trojrozmirny vybir o rozsahu 80000, vypoéet algoritmem DEEPLOGY ale trval pgibli¥ani
5 hodin.

Kvantilova regrese vittinou pou¥iiva simplexového algorinu. Vypoeéet je tedy pomirni
rychly. Konstrukce vybirovych kvantilu viak vy¥aduje odhad velkého poétu parametru (napg.
pro trojrozmirna data a¥% nikolik stovek) a tedy vypoeet mu¥aebyt pomirni éasovi naroeny.
V programu Rjsou proto k dispozici dalti algoritmy, které provadi vypoeet rychleji (ale nikdy
jsou jen pgibli¥ané).
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3.6 Pgiklady vybirovych kvantilu

V této easti ukd¥eme jak mohou vypadat vybirové periodickéegresni kvantily pro vybiry vy-
generované z exponencialniho a normalniho rozdileni. Nakeec uvedeme jeden menti pgiklad
aplikace na realna data.

Exponencialni rozdileni { dvojrozmirny pgipad

V nasledujicich pgikladech byl generovan nahodny vybir X;;yi), kde X;, y; jsou nezavislé
a maji exponencialni rozdileni s parametrem 1.

Obr. B8 { BIQ jsou zhotoveny pro rozsah vybiru 500. Pro dvojozmirna data mu3eme
takovy rozsah pova¥sovat za velmi maly. | pgesto vidime, ¥estiivame pomirni pikny odhad,
ktery si poradi i s oblastmi, kde neni teoreticky kvantil hladky:.

Na vittini obrazcich je vidit, %e kvantil je vice zvininy v ob lastech, kde je bli%e stgedu
(nejhlublimu bodu). To je zpusobeno mechanismy, které jsoypopsany v bodulll eastC3IB.

Obr. B8 ukazuje dvi krajni, ale jelti pgijatelné volby gadu odhadu. Kvantil na levém
obrazku je pgilit zakulaceny, na pravém pgilit zvininy.

Na obr.[33 je zase vidit nutnost volby vytiho gddu odhadu s pstoucim

Pro kvantily na obr. 8ZI0byl navic pou%it odhad pro symetriky kvantil. Ten je symetricky
kolem pgimkyy = x. Smirovy kvantil je tedy symetricky kolem uhlu % . Po rotaci dat o tento
Uhel se stane sudou funkci. A plati pro nij viastnosti popsaré v bodi 3 éastil33. Ziskany odhad
je vyobrazen na levém obrazku. Oproti odhadu bez symetrie ddo k pgijemnému zlepteni.
Pravy obrazek ukazuje vliv linearni transformace - data