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Abstract: The thesis deals with a new approach to construction of con�dence regions for multivariate
random variables and multivariate random samples. This canalso be viewed as one of the possible
generalizations of the notion of quantile into a multidimensional case.

The approach is based on the following: in the �rst step, a centred random vector is transformed
into polar (hyperspherical) coordinates. Afterwards, so-called directional quantiles are determined.
These are classical unidimensional quantiles for distribution of the radius conditional on the angle
of the polar coordinates. Sample analogy of the directionalquantiles is estimated using trigonometrical
series with coe�cients obtained by quantile regression.

The �rst chapter deals with the choice of the origin for the centralization of the data. We examine
both theoretical and sample cases. We o�er several variantswith focus on the deepest point.

The second chapter concerns quantile regression with focuson the aspects, which have an impact
on the properties of sample periodical regression quantiles.

The third and most exhaustive chapter is devoted to periodical regression quantiles construction
and properties. Both theoretical and sample variants and their relationship are described. Several exam-
ples are o�ered in the end of the chapter.
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Úvod

Jednorozmìrné kvantily dnes bezesporu patøí k základním charakteristikám popisu dat a ná-
hodných velièin. Jejich uplatnìní je velmi ¹iroké, namátko u zmiòme, ¾e se napø. pou¾ívají
pøi testech hypotéz, konstrukci kon�denèních intervalù, ale tøeba také jako míra polohy jed-
norozmìrných dat. K jejímu urèení mù¾eme pou¾ít medián. Oproti èasto pou¾ívanému prù-
mìru má tu výhodu, ¾e odlehlá pozorování na nìj nemají témìø ¾ádný vliv. Ke konstrukci
kon�denèního intervalu zase pou¾ijeme nìkterý z krajních kvantilù. Zde je typické pou¾ití
97,5% a 2,5% kvantilù, které oddìlují 2,5% nejvìt¹ích a nejmen¹ích hodnot.

V dne¹ní dobì se v mnoha situacích zaznamenává nìkolik velièin vypovídajících o pøed-
mìtu na¹eho zájmu. A tak by nás mohlo zajímat, zda je mo¾né pojem kvantilu roz¹íøit na ví-
cerozmìrné náhodné velièiny a výbìry. Pro nì se vlastnì pojetí mnohorozmìrného kvantilu
a kon�denèní mno¾iny slévají.

Roz¹íøení kvantilu do více rozmìrù není tak jednoduché a pøiná¹í sebou celou øadu otázek.
Stejnì jako jednorozmìrný medián le¾í v jistém smyslu uprostøed rozlo¾ení dat na reálné ose,
budeme i po mnohorozmìrném mediánu vy¾adovat, aby nìjakým zpùsobem le¾el uprostøed.
Poznamenejme, ¾e pojmy medián a 50% kvantil u¾ pro vícerozmìrná data nemusí být my¹leno
to samé. Zatímco první z tìchto pojmù je chápán jako parametr polohy, druhý znaèí mno¾inu,
která þoddìlíÿ 50% krajních pozorování. A to je vlastnì kon� denèní mno¾ina.

Mediánu ve více rozmìrech je dnes vìnováno pomìrnì mnoho literatury. Vìt¹ina de�nic
je postavena na pojmu hloubka dat. Pomocí hloubky dat je takémo¾né de�novat mnoho-
rozmìrný kvantil. Jeho tvar v¹ak v mnoha pøípadech není uspokojivý. Navíc je tento pøístup
velmi výpoèetnì nároèný.

Tato práce pøiná¹í novou mo¾nost zavedení mnohorozmìrnýchkvantilù. Tento nový pøí-
stup je navíc pomìrnì pøirozený a tedy i snadno interpretovatelný. Vychází z volby centrál-
ního bodu a následného hledání klasických kvantilù ve v¹echsmìrech (pøímkách) od tohoto
bodu. Volbì tìchto centrálních bodù je vìnována první kapit ola. Druhá kapitola se zabývá
kvantilovou regresí jako¾to nástroje, který pou¾ijeme k odhadu na¹eho kvantilu pro náhodné
výbìry. A koneènì tøetí kapitola popisuje samotnou konstrukci a vlastnosti jak teoretické, tak
výbìrové varianty periodických regresních kvantilù.
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Kapitola 1

Parametry polohy pro vícerozmìrná
data

V této kapitole popí¹eme nìkolik mo¾ných zobecnìní jednorozmìrného mediánu pro víceroz-
mìrné náhodné velièiny, jako¾to parametru polohy. Stejnì jako jednorozmìrný medián dìlí
pøímku na dvì èásti v kterých se bude vyskytovat pøibli¾nì polovina pozorování, je i pro tato
vícerozmìrná roz¹íøení ¾ádoucí, aby v nìjakém smyslu le¾ely uprostøed rozlo¾ení dat. Tyto
body budou mít pøi konstrukci periodických regresních kvantilùvelice dùle¾itou úlohu. Bu-
dou toti¾ jakýmsi centrem kon�denèních mno¾in vybudovaných na¹í metodou. Nabídneme
více mo¾ností pro výbìr tohoto centrálního bodu. Nejvìt¹í dùraz v¹ak bude kladen na nej-
hlub¹í bod, který se pro tyto úèely jeví jako nejvhodnìj¹í volba. Má mno ho pìkných vlastností,
navíc je i dobøe interpretovatelný.

1.1 Nejhlub¹í bod

Nejhlub¹í bod a poloprostorovou hloubku (halfspace depth) poprvé zavedl Tukey (1974).
Halfspace depth má mnoho dobrých vlastností a je to zøejmì nejpou¾ívanìj¹í popis hloubky
dat. Mezi její nejvìt¹í výhody patøí její robustnost (viz Do noho & Gasko (1992)) a ekviva-
riance vzhledem k a�nním transformacím. Nevýhodou je, ¾e pøímoèarý výpoèet nejhlub¹ího
bodu je ve vy¹¹ích dimenzích a pro velké rozsahy výbìru èasovì dosti nároèný. Uspoøádáme-li
mnohorozmìrná data podle jejich hloubky, dostaneme jakousi analogii jednorozmìrného uspo-
øádaného výbìru. Bod s nejvìt¹í hloubkou mù¾eme pova¾ovat za zobecnìní jednorozmìrného
mediánu.

De�nice 1. Mìjme p rozmìrný náhodný vektor X . Nejhlub¹ím bodem nazveme bod:

�̂ = arg max
� 2 Rp

min
u 2 Rp

P(u T X 6 u T � ) = arg max
� 2 Rp

min
ku k=1

P(u T X 6 u T � )

Èíslo
depth(� ) = min

ku k=1
P(u T X 6 u T � )

nazveme hloubkou bodu� .
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De�nice 2. Nech»X 1; : : : ; X n je náhodný výbìr z nìjakého p rozmìrného rozdìlení. Výbì-
rovou hloubkou bodu� 2 Rp nazveme hodnotu výrazu:

depthn (� ) = min
ku k=1

cardf i : u T X i 6 u T � g:

Výbìrovým nejhlub¹ím bodem (té¾ Tukey median) nazveme bod:

�̂ n = arg max
� 2 Rp

depthn (� ):

Pro ka¾dý vektoru a ka¾dý bod� mno¾inaf x : u T x > u T � g vymezuje poloprostor,
který je oddìlen nadrovinou procházející bodem� a je kolmá na vektor u . Ze v¹ech nadrovin
procházejících bodem� vybereme tu, která vymezuje poloprostor s nejmen¹í poètem pozoro-
vání (nejmen¹í pravdìpodobností výskytu pozorování). Pomocí ní pak urèíme hloubku bodu.
Nutno poznamenat, ¾e jak by se mohlo zdát, není hloubka závislá jen na rozlo¾ení výskytu
pozorování ve smìru tohoto poloprostoru, ale na rozlo¾ení výskytu pozorování ve v¹ech mo¾-
ných smìrech od bodu � . Je zøejmé, ¾e èím více jsme na þokrajiÿ rozlo¾ení pozorování, tím
je hloubka bodu men¹í. Naopak, vzdalujeme-li se od þokrajùÿ, hloubka bodù roste.

OznaèmeHu ;� mno¾inuf y : u T y 6 u T � g: Pak zøejmì platí:

�̂ n = arg max
� 2 Rp

min
ku k=1

Pn (Hu ;� ) (1.1)

depthn (� ) = n min
ku k=1

Pn (Hu ;� ); (1.2)

kde Pn (A) = 1
n

P n
i =1 I f X i 2 Ag je empirická pravdìpodobnostní míra.

Není-li nejhlub¹í bod urèen jednoznaènì (napø. pro diskrétní rozdìlení), budeme de�novat
nejhlub¹í bod jako prùmìr bodù s maximální hloubkou. Poznamenejme je¹tì, ¾e i pøi jakém-
koliv jiném þrozumnémÿ pravidlu pro urèení jednoznaèného nejhlub¹ího bodu (napø. tì¾i¹tì
konvexního polyedru generovaného body s maximální hloubkou) zùstanou v¹echny dùle¾ité
vlastnosti zachovány. Je zøejmé, ¾e prop = 1 se bude nejhlub¹í bod shodovat s jednorozmìr-
ným mediánem.

Podívejme se nyní na nìjaké u¾iteèné vlastnosti nejhlub¹ího bodu.

Vìta 1. Nech»p rozmìrný náhodný vektor X má spojité rozdìlení s hustotouf (x ) a platí,
¾e mno¾inaM = f x : f (x ) > 0g je souvislá. Pak existuje právì jeden nejhlub¹í bod.

Dùkaz. Dùkaz provedeme prop = 2. Pro vy¹¹í dimenze je postup analogický. Uvìdomme si,
¾e souvislost mno¾inyM implikuje následující vztah:

P(u T c < u T X < u T b) > 0; 8u 6= 0; c; b 2 M : u T c < u T b (1.3)

Pøedpokládejme pro spor, ¾e existují nejménì 2 nejhlub¹í body. Dva z nich si oznaèmea
a b. Dále si oznaèmed = depth(a) = depth(b) a t vektor kolmý k pøímce procházející body
a, b.

Uva¾ujme nejprve, ¾e existuje bodo le¾ící na úseèceab takový, ¾e

r = arg min
ku k=1

P(u T X 6 u T o)
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není násobkemt (tj. pøímka vymezující polorovinu s nejmen¹í pravdìpodobností procházející
bodem c není rovnobì¾ná s úseèkouab). Platí depth(o) 6 d. Zároveò v¹ak z (1.3) plyne, ¾e
buï P( r T X 6 r T a) < depth(o), nebo P(r T X 6 r T b) < depth(o). Tedy hloubka bodu a
nebo b musí být ostøe men¹í nì¾d, tím se dostáváme ke sporu.

Pokud takový bod neexistuje, tj. pro libovolný bod o z úseèkyab existuje k 2 R tak, ¾e
platí

r = arg min
ku k=1

P(u T X 6 u T o) = kt :

Tak¾e v¹echny body na úseèceab mají stejnou hloubku a stejnou polorovinu vymezující polo-
prostor s minimální pravdìpodobností procházející tìmito body. Oznaème tento poloprostor
jako M . Pro libovolný bod c, který nele¾í na pøímce procházející bodyab a zároveò ne-
le¾í v polorovinì M , nastává situace vyobrazená na obr. 1.1: pøímkal oddìlující polorovinu
s nejmen¹í pravdìpodobností pro bodc protíná pøímku ab vnì úseèku ab a tato polorovina
neobsahuje úseèkuab. V opaèných pøípadech bychom se podobnì jako v pøedchozím odstavci,
za pomoci vztahu (1.3), dostali ke sporu s hloubkou bodùa, b. Tuto polorovinu si oznaème
písmenemL. Dále, stejnì jako na obr. 1.1, bude H znaèit oblast mezi pøímkoul a pøímkou
procházející bodya, b.

H

c1

2

l

c

c min

min

min

min
a

L

M

b

l

l

1

2

Obrázek 1.1: Jednoznaènost nejhlub¹ího bodu. Symbolmin oznaèuje poloroviny s minimální
pravdìpodobností.

Vezmìme posloupnost bodùcn ; n = 1 ; : : : ; 1 le¾ících vH a vycházející z boduc, která
bude konvergovat k nìjakému bodu na úseèceab. Body cn ; n = 1 ; : : : ; 1 budou mít stejné
vlastnosti jako bod c. Ke ka¾dému prvku posloupnosti zaveïme, podobnì jak tomu bylo
pro bod c, následující znaèení:l i bude znaèit pøímku procházející bodemci a oddìlující
polorovinu L i s nejmen¹í pravdìpodobností pro tento bod. Úsek mezil i a pøímkou procházející
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body a a b oznaèmeH i .
Z vlastností hloubky dostáváme:

P(L n ) 6 P(M ) + P( Hn ); 8n:

Z vlastností bodù mimo polorovinu M a díky faktu, ¾e pøímky mají nulovou míru, plyne:

lim
n!1

P(Hn ) = 0 ; lim
n!1

P(L n ) = 1 � P(M ):

Z toho dostáváme:
lim

n!1
(P(L n ) � P(Hn)) = 1 � P(M ) 6 P(M ):

Tak¾e P(M ) = 1
2 . V¹echny body na úseèceab mají tedy hloubku 1

2 . Libovolná pøímka pro-
cházející tìmito body, také musí dìlit prostor na dvì poloro viny s pravdìpodobnostní mírou
1
2 . Vezmeme-li jeden takový bod a libovolnou pøímku rùznobì¾nou s úseèkouab, dostaneme
se díky (1.3) ke sporu s hloubkou ostatních bodù na úseèceab.

Poznámka. Souvislost mno¾inyM = f x : f (x ) > 0g není nutnou podmínkou pro jedno-
znaènost nejhlub¹ího bodu. Pøedstavme si náhodný vektor s rovnomìrným rozdìlením na dvou
disjunktních ètvercích, tak jak je to zobrazeno na obr. 1.2.Pak bodS má hloubku rovnou 1

2 .
Ostatní body mají hloubku ostøe men¹í.

S

Obrázek 1.2: Jednoznaènì urèený nejhlub¹í bod pro rozdìlení s nesouvislou mno¾inouM .

Vìta 2. Mìjme p rozmìrný náhodný vektor X se spojitým rozdìlením. Pak nejhlub¹í bod je
ekvivariantní vùèi libovolné a�nní transformaci AX + b, kde A 2 Rp� p je regulární matice
a b 2 Rp.
Jinými slovy nejhlub¹í bod náhodného vektoruAX + b je roven A �̂ + b, kde �̂ znaèí nejhlub¹í
bod vektoruX .

Dùkaz.

max
� 2 Rp

min
v 2 Rp

P(vT AX 6 vT � ) = max
� 2 Rp

min
v 2 Rp

P(vT AX 6 vT AA � 1� ) (1.4)

= max
� 2 Rp

min
u 2 Rp

P(u T X 6 u T � ); (1.5)
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kde u = vT A a � = A � 1� . Regulárnost matice A nám zaruèuje, ¾e a�nní zobrazení dané
maticemi A a A � 1 je prosté a naRp. Proto je pøechod od (1.4) k (1.5) oprávnìný. Výraz v (1.5)
nabývá minima pro � = �̂ = A � 1�̂ , kde �̂ je výraz, který minimalizuje výraz na levé stranì
v (1.4). �̂ = A �̂ je tedy nejhlub¹ím bodem rozdìlení náhodného vektoruAX . Ekvivariance
vùèi posunutí o libovolný vektor b je zøejmá.

Z dùkazu vìty 2 je vidìt, ¾e také hloubka je invariantní vùèi a�nním transformacím.

Vìta 3. Výbìrový nejhlub¹í bod (Tukey median) je ekvivariantní vùèi libovolné a�nní trans-
formaci AX + b, kde A 2 Rp� p je regulární matice a b 2 Rp.

Dùkaz. V dùkazu vìty 2 staèí místo pravdìpodobnostní míry P pou¾ít Pn .

Vìta 4. Nech»X 1; : : : ; X n jsou nezávislé,X i � P; i = 1 ; ::; n. Pak pro libovolný bodx platí:

1
n

depthn (x ) n!1�! depth(x ) s:j:

Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e platí (pou¾ijeme de�nici výbìrové hloubky pomocí vztahu (1.2)):

sup
�

jn� 1depthn (� ) � depth(� )j 6 sup
u ;�

jPn (Hu ;� ) � P(Hu ;� )j

a pro X i i:i:d: P platí:
sup

A
jPn (A) � P(A)j n!1�! 0 P s:j:

Z vìty 4 okam¾itì plyne:
�̂ n

n!1�! �̂ s:j:

Jak uká¾e následující vìta, nejhlub¹í bod je pomìrnì robustním odhadem.

Vìta 5. Bod zlomu výbìrového nejhlub¹ího bodu je nejménì roven 1
p+1 .

Dùkaz. Dùkaz je uveden v Donoho & Gasko (1992).

Ve skuteènosti jsme vìt¹inou od této hranice pomìrnì vzdáleni. Dá se ukázat, ¾e pro ná-
hodný výbìr ze støedovì symetrického rozdìlení, tj. platí P(a + S) = P( a � S); pro v¹echny
mìøitelné mno¾inyS a nìjaký bod a (støed symetrie), konverguje bod zlomu nejhlub¹ího bodu
pro p > 2 s rostoucímn s.j. k 1=3.

Jakou hloubku mù¾eme oèekávat u nejhlub¹ího bodu? V Donoho &Gasko (1992) je uká-
záno, ¾e maximální hloubka le¾í mezidn=(p + 1) e a dn=2e. Pøièem¾ pro støedovì symetrická
rozdìlení konverguje n� 1depthn (�̂ n ) s.j. k 1=2.

Pøíklad 1 Støedovì symetrické rozdìlení
Uva¾ujme rozdìlení, které splòují pøedpoklady vìty 1. Sem napø. patøí i mnohorozmìrné
normální rozdìlení. Nejhlub¹ím bodem takto rozdìlených velièin je støed symetrie. BÚNO
uva¾ujme støedovou symetrii kolem0. Pokud by nejhlub¹í bod, oznaème si hoa, byl rùzný
od støedu symetrie, pak by ale i bod� a byl také nejhlub¹í a to je spor s tvrzením vìty 1.
Ze støedové symetrie také dostáváme, ¾e ka¾dá nadrovina procházející støedem, dìlí prostor
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na dva podprostory se stejnou pravdìpodobností (rovné 1=2). Nejhlub¹í bod má tedy v tomto
pøípadì hloubku 1=2.

Pokud by nejhlub¹í bod nebyl urèen jednoznaènì (napø. støedovì symetrické diskrétní
rozdìlení), pak ke ka¾dému bodu s maximální hloubkou existuje støedovì symetrický bod
se stejnou hloubkou. Pøede�nujeme-li nejhlub¹í bod jako tì¾i¹tì konvexního polyedru genero-
vaného tìmito body, pak se zøejmì bude shodovat se støedem symetrie.

Pøíklad 2 Exponenciální rozdìlení
Mìjme náhodný vektor X = ( X 1; X 2). X 1; X 2 nezávislé, X i � Exp(� i ) ( f i (x) = � i e� � i x ),
i = 1 ; 2. Zkusme spoèítat nejhlub¹í bod.

Nejprve si uvìdomme, ¾e pokudZ � Exp(1), potom náhodná velièina Y = 1
� Z má

exponenciální rozdìlení s parametrem� . Staèí tedy spoèítat nejhlub¹í bod pro náhodný vektor
jeho¾ slo¾ky mají rozdìlení s parametrem 1. Nejhlub¹í bod pro vektor X dostaneme tudí¾
jako

�̂ =
�

1=� 1 0
0 1=� 2

� �
�̂ 1

�̂ 2

�
;

kde (�̂ 1; �̂ 2)T je nejhlub¹í bod rozdìlení náhodného vektoru se slo¾kami s exponenciálním
rozdìlením s parametry rovnými jedné. Je¹tì uveïme jedno pomocné tvrzení.

Lemma. Teoretický nejhlub¹í bod dvojrozmìrného náhodného vektoru Z s nezávislými slo¾-
kami s exponenciálním rozdìlením s parametrem1 le¾í na pøímcez2 = z1.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e nejhlub¹í bod (� 1; � 2)T le¾í mimo tuto pøímku. Ze symetrie roz-
dìlení vektoru Z kolem osy z2 = z1 dostáváme, ¾e bod (� 2; � 1)T musí mít stejnou hloubku
jako (� 1; � 2)T . Je tedy také nejhlub¹í. To je spor s tvrzením vìty 1.

Staèí tedy poèítat hloubku jen pro body le¾ící na pøímcez2 = z1. Oznaème si� = � 1 = � 2.
Pou¾ijeme jinou parametrizaci: místo P(u T Z 6 u T � ) budeme poèítat P(Z2 6 aZ1 + b), kde
pøímka z2 = az1 + b prochází bodem (�; � )T . Tak¾e platí � = a� + b a tedy b = � (1 � a).
Zajímá nás tedy výpoèet P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)). Dále platí:

min
u 2 R2

P(u T Z 6 u T � ) = min
a2 R

minf P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) ; P(Z2 > aZ1 + � (1 � a))g (1.6)

Výpoèet P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) provedeme zvlá¹» pro rùzné hodnoty parametrua:

1. 0 6 a 6 1
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P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) =

1Z

0

0

B
@

az1+ � (1� a)Z

0

e� z2 dz2

1

C
A e� z1 dz1

=

1Z

0

�
1 � e� (az1 + � (1� a))

�
e� z1 dz1

= 1 � e� � (1� a)

1Z

0

e� z1 (a+1) dz1

= 1 �
e� � (1� a)

1 + a
:

2. 1 < a

P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) = P( Z2 >
1
a

Z1 �
� (1 � a)

a
)

=
aexpf � (1 � a)=ag

1 + a
:

V poslední rovnosti jsme vyu¾ili výsledku z pøedchozí èásti.

3. a < 0

P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) =

=

� � (1� a)=aZ

0

0

B
@

az1+ � (1� a)Z

0

e� z2 dz2

1

C
A e� z1 dz1

=

� � (1� a)=aZ

0

ez1 dz1 � e� � (1� a)

� � (1� a)=aZ

0

e� z1 (a+1) dz1

=

(
1 � 1

1+ a

�
a e� (1� a)=a + e � � (1� a)

�
; a 6= � 1

1 � e� 2� (1 + 2 � ); a = � 1

Oznaèmep(a; � ) = P( Z2 > aZ1 + � (1 � a)). Pak:

p(a; � ) =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

1
1+ a

�
a e� (1� a)=a + e � � (1� a)

�
; a < 0; a 6= � 1

e� 2� (1 + 2 � ); a = � 1

e� � (1 � a )

1+ a ; 0 6 a 6 1

1 � a expf � (1� a)=ag
1+ a ; 1 < a
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Jak je vidìt z (1.6), bude nás zajímat prùbìh následující funkce:

g(a; � ) = min f p(a; � ); 1 � p(a; � )g ;

pro kterou platí:
depthP (( �; � )T ) = min

a2 R
g(a; � ):

Pro nalezení nejhlub¹ího bodu musíme nejdøíve najít minimum funkce g(a; � ) v parametru
a. Pro vìt¹í pøehlednost se nejdøíve budeme zabývat plochou nad pøímkou, tj. funkcí p(a; � ).
Snadno se zjistí, ¾e je to funkce spojitá v promìnnéa pro libovolné � > 0.

@p(a; � )
@a

=

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

� �
� � a � 1 � � 1� a

a2

�
e� 1� a

a a + e � 1� a
a + � e� � + � a

�
(a + 1) � 1

�
�

e� 1� a
a a + e � � + � a

�
(a + 1) � 2 ; a < 0; a 6= � 1

0; a = � 1

� e� � + � a (a + 1) � 1 � e� � + � a (a + 1) � 2; 0 6 a 6 1

� e� � + � a � 1
(a + 1) � 1 + � e� � + � a � 1

a� 1 (a + 1) � 1

+ ae� � + � a � 1
(a + 1) � 2 ; a > 1

Derivace je spojitá funkce a je rovna nule proa 2
n

� 1; 1� �
� ; �

1� �

o
. Podívejme se nyní

podrobnìji na prùbìh funkce p(a; � ) v okolí tìchto bodù. Nejhlub¹í bod by mìl le¾et nìkde
mezi 0.5 a¾ 1, omezíme se proto pøi vy¹etøování prùbìhu funkce jen na tyto hodnoty parametru
� :

1. a = � 1
Dal¹ími výpoèty zjistíme, ¾e

lim
a!� 1

@2p(a; � )
@a2

=
2� 3 � 3� 2

3e2�

Tento výraz je záporný pro � 2 (0; 1:5). Tak¾e bod -1 je bodem lokálního maxima
a platí p(� 1; � ) = e � 2� (1 + 2 � )

2. a = 1� �
�

Pro � 2 (0:5; 1) le¾í bod1� �
� v intervalu (0 ; 1). Pro 0 < a < 1� �

� je derivace záporná, proa
za tímto bodem je kladná. Máme tedy bod lokálního minima a dostáváme p( 1� �

� ; � ) =
� e1� 2� .

3. a = �
1� �

Podobnì jako v pøedchozím bodu zjistíme, ¾e�
1� � je bodem lokálního maxima ap( �

1� � ; � ) =
1 � � e1� 2�

Podívejme se je¹tì na limity v krajních bodech:

lim
a!1

p(a; � ) = 1 � e� �

lim
a!�1

p(a; � ) = e � �
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Obrázek 1.3: Obsah plochy pod a nad pøímkouaz1 + � (1 � a)

Vlastnosti funkce 1 � p(a; � ) získáme snadno z vlastností funkcep(a; � ): (1 � p(a; � ) je
s p(a; � ) osovì soumìrná podél pøímky y = 1=2). Na obr. 1.3 je k vidìní prùbìh p(a; � )
a 1 � p(a; � ) jako funkcí promìnné a.

Nás v¹ak zajímá funkceg(a; � ) a také hodnoty promìnné a v nich¾ nabývá svého minima.
Z vý¹e napsaného plyne, ¾e to budou body:� 1; 1� �

� ; �
1� � ; �1 ; 1 .

Platí lim a!�1 g(a; � ) = lim a! + 1 g(a; � ) = e � � = g(0; � ) a vzhledem k tomu, ¾e funkce
g(�; � ) na intervalu (0 ; 1� �

� ) klesá tak se o body�1 ; + 1 nemusíme zajímat.
Dále g( 1� �

� ; � ) = g( �
1� � ; � ) = � e1� 2� a g(� 1; � ) = 1 � e� 2� (1 + 2 � ). Chceme najít bod

globálního minima funkce g(�; � ). Z obrázku 1.4 je vidìt, ¾e zøejmì pro hodnoty� men¹í ne¾
nìjaké � 0 bude g nabývat minima pro a = � 1 a pro ostatní hodnoty � v a = 1� �

� ; �
1� � .

0.45

0.46

0.47

0.48

0.49

0.5

±10 ±8 ±6 ±4 ±2 0 2 4 6 8

a

0.45

0.46

0.47

0.48

0.49

0.5

±10 ±8 ±6 ±4 ±2 0 2 4 6 8

a

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

g(a;0:75) g(a;0:77) 1 � e� 2� (1 + 2 � ); � e1� 2�

Obrázek 1.4: g(a; � ) pro dvì rùzné hodnoty � a velikosti lokálních (globálních) extrémù
funkce g

Velikosti lokálních minim g jsou rovny 1� e� 2� (1+2 � ) a � e1� 2� . První z nich je funkcí ros-
toucí (pøipomeòme, ¾e se zajímáme jen o interval (0.5, 1)), druhá funkcí klesající. Je zøejmé,
¾e globální minimum funkceg(a; � ) v promìnné a je rovno min

�
1 � e� 2� (1 + 2 � ); � e1� 2�

	
.

Oznaème � 0 bod v nìm¾ se obì funkce protínají, pak min
�

1 � e� 2� (1 + 2 � ); � e1� 2�
	

je
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pro � 6 � 0 rostoucí a pro � > � 0 klesající. Pro bod� 0 tedy platí:

� 0 = arg max
�

min
n

1 � e� 2� (1 + 2 � ); � e1� 2�
o

= arg max
�

min
a2 R

minf P(Z2 6 aZ1 + � (1 � a)) ; P(Z2 > aZ 1 + � (1 � a))g

= arg max
� =( �;� )T

min
u 2 R2

P(u T Z 6 u T � )

Teoretickým nejhlub¹ím bodem je tedy bod (� 0; � 0)T , kde � 0 je øe¹ením rovnice:

1 � e� 2� (1 + 2 � ) = � e1� 2� (1.7)

Rovnici (1.7) nelze pøesnì spoèítat. Numerickým øe¹ením rovnice dostaneme

� 0
:= 0 :7630687272;

depth(( � 0; � 0)T ) := 0 :45088:

Vidíme, ¾e ani výpoèet teoretického nejhlub¹ího bodu není triviální zále¾itostí.

Pøímoèarý výpoèet výbìrového nejhlub¹ího bodu je velice èasovì nároèný. V 90. letech
minulého století se objevilo nìkolik pøesných i aproximativních algoritmù, zalo¾ených na ge-
ometrických vlastnostech hloubky, pro rychlej¹í výpoèet nejhlub¹ího bodu.

Pro výpoèet pøesné hodnoty nejhlub¹ího bodu mù¾eme vyu¾ít algoritmy HALFMED,
LDEPTH a ISODEPTH. HALFMED a ISODEPTH fungují jen pro dvojro zmìrná data,
LDEPTH pro p > 3 najde jen aproximaci nejhlub¹ího bodu. HALFMED spoèítá výbìrový
nejhlub¹í bod v èaseO(n2 log2 n). LDEPTH a ISODEPTH jsou pomalej¹í, ale poøád dosahují
výraznì lep¹ích výsledkù ne¾ pøímoèarý algoritmus (O(n5 logn)).

V Struyf & Rousseeuw (2000) je popsán algoritmus DEEPLOC, který dovede spoèítat
aproximaci nejhlub¹ího bodu pro p rozmìrná data v èaseO(5n0:3(mpn logn + p2n) + mp3 +
mpn), kde m je konstanta, která znaèí poèet smìrù pomocí kterých algoritmus poèítá nejhlub¹í
bod. Vìt¹inou se volí m = 500.

Pro více ne¾ trojrozmìrná data mù¾eme tedy pro výpoèet aproximace nejhlub¹ího bodu
pou¾ít algoritmy DEEPLOC a LDEPTH. DEEPLOC je v¹ak podstatn ì rychlej¹í. U obou
tìchto algoritmù platí, ¾e s rostoucím n konverguje jimi spoètená aproximace ke skuteèné
hodnotì výbìrového nejhlub¹ího bodu.

Na http://www.agoras.ua.ac.be/Locdept.htm je k stáhnutí implementace tìchto algo-
ritmù do fortranu a jejich podrobný popis.

Na http://www.r-project.org/ se dá stáhnout funkcebagplot.R, která mimo jiné umí
spoèítat nejhlub¹í bod (pomocí algoritmu HALFMED) pro dvoj rozmìrná data.

1.2 Simplexový nejhlub¹í bod (Simplicial median)

Dal¹í mo¾nost zavedení hloubky dat se dá nalézt v Liu (1990).Podívejme se na de�nici
a nìjaké základní vlastnosti simplexové hloubky.

http://www.agoras.ua.ac.be/Locdept.htm
http://www.r-project.org/
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De�nice 3. Mìjme X 1; : : : ; X p+1 i.i.d. na Rp. OznaèmeS[X 1; : : : ; X p+1 ] simplex s vrcholy
X 1; : : : ; X p+1 (tj. S[X 1; : : : ; X p+1 ] je mno¾ina v¹ech konvexních kombinacíX 1; : : : ; X p+1 ).
Pak simplexovou hloubkou bodux 2 Rp rozumíme:

SD(x ) = P( x 2 S[X 1; : : : ; X p+1 ])

Bod, který maximalizuje SD(�) nazveme nejhlub¹ím simplexovým bodem.

Jinými slovy SD(x ) se rovná pravdìpodobnosti, ¾ex bude le¾et v náhodném simplexu.
Je zøejmé, ¾e prokx k ! 1 , kde k � k je Euklidovská norma, platí SD(x ) ! 0.

De�nice 4. Pro p rozmìrný náhodný výbìr X 1; : : : ; X n de�nujeme výbìrovou simplexovou
hloubku bodux jako:

SDn (x ) =
�

n
p + 1

� � 1 X

16 i 1<:::<i p+1 6 n

I f x 2 S[X i 1 ; : : : ; X i p+1 ]g

Bod maximalizující SDn (�) budeme nazývat výbìrovým nejhlub¹ím simplexovým bodem.

Pokud existuje více bodù s maximální hloubkou, budeme brát za nejhlub¹í bod jejich
prùmìr.

V jednorozmìrném pøípadì dostáváme:

SD(x) = P( x 2 S[X 1; X 2])

= P( X 1 6 x 6 X 2) + P( X 2 6 x 6 X 1)

= 2F (x)(1 � F (x)) :

Výraz na pravé stranì nabývá maxima pro F (x) = 1 =2, tedy pro x rovné jednorozmìrnému
mediánu.

Máme-li body x 1; : : : ; x p+1 , pak x 2 S[x 1; : : : ; x p+1 ] právì tehdy, kdy¾ existují jedno-
znaènì urèené � 1; : : : ; � p+1 takové, ¾e� i > 0; i = 1 ; : : : ; p + 1; � 1 + � 2 : : : + � p+1 = 1,
pro které platí:

x = � 1x 1 + � 2x 2 + : : : + � p+1 x p+1

Odsud ihned dostáváme ekvivarianci vùèi a�nním transformacím.

Jakou hloubku mù¾eme oèekávat pro simplexový nejhlub¹í bod? Pro p rozmìrný náhodný
vektor X s absolutnì spojitým úhlovì symetrickým rozdìlením kolem b odu c (tj. náhodné
vektory (X � c)=kX � ck a � (X � c)=kX � ck jsou stejnì rozdìlené), platí SD(c) = 2 � p

a SD(x ) 6 2� p 8x 2 Rp. Dùkaz tohoto tvrzení nalezneme v Liu (1990).
Tamté¾ je také uvedeno tvrzení o konzistenci simplexové hloubky. Pokud máme náhodný

výbìr z rozdìlení s omezenou hustotou, pak platí:

sup
x

jSDn (x ) � SD(x )j n!1�! 0 s:j:

Nabývá-li navíc SD(�) maxima v právì jednom bodì � a hustota rozdìlení je na okolí tohoto
bodu nenulová, pak platí:

�̂ n
n!1�! � s:j:;
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kde �̂ n znaèí bod, který maximalizuje SDn (�).

Nevýhodou simplexové hloubky je, ¾e se tì¾ko poèítá. Jedinýalgoritmus, který ho je
schopný spoèítat v rozumném èase, je algoritmus ISODEPTH (známý té¾ jako AS 307). Ten
poèítá i halfspace depth zavedenou v èásti 1.1. Tento algoritmus pracuje jen pro dvojrozmìrné
vektory.

1.3 Mnohorozmìrný median (Spatial median)

Mnohorozmìrný medián je asi nejpøirozenìj¹ím zobecnìním jednorozmìrného mediánu. Není
v¹ak robustní a ani ekvivariantní vùèi vìt¹inì a�nních tran sformací.

De�nice 5. Pro náhodný vektor X de�nujeme mnohorozmìrný medián jako

arg min
� 2 Rp

EkX � � k:

Pro náhodný výbìr X 1; : : : ; X n de�nujeme výbìrový mnohorozmìrný medián jako

arg min
� 2 Rp

nX

i =1

kX i � � k:

k � k znaèí Euklidovskou normu.

Bod zlomu tohoto odhadu je 1=n. Dal¹í jeho nevýhodou je, ¾e je ekvivariantní jen vùèi
a�nním transformacím jako je rotace, pøetoèení os a vynásobení v¹ech slo¾ek vektoru stejným
èíslem. Vùèi rùzné zmìnì mìøítka jednotlivých slo¾ek náhodného vektoru u¾ ov¹em invariantní
není. Spoèítat jak výbìrový, tak i teoretický mnohorozmìrn ý medián je vìt¹inou mo¾né jen
za pomoci pøibli¾ných numerických metod.

Mezi jeho výhody patøí vcelku oèekávaná vlastnost jednoznaènosti pro spojitá rozdìlení
(dùkaz uveden napøíklad v Milasevic & Ducharme (1987)) a fakt, ¾e ze v¹ech mnohorozmìr-
ných zobecnìní mediánu je mu vìnováno asi nejvíce literatury.

V jedné dimenzi je k �k = j � j , tak¾e mnohorozmìrný medián se v jednorozmìrném pøípadì
shoduje s klasickým mediánem.

1.4 Dal¹í mo¾nosti zavedení mnohorozmìrného mediánu

Asi nejjednodu¹¹í mo¾ností je medián po slo¾kách. Je ho velice jednoduché spoèítat, není v¹ak
ekvivariantní vùèi a�nním transformacím. Neobstojí ani pøi rotaci. Je ekvivariantní jen vùèi
zmìnì mìøítka jednotlivých slo¾ek náhodného vektoru.

Mnoho dal¹ích mo¾ností, zalo¾ených na rùzných de�nicích hloubky dat (Oja depth, Majo-
rity depth, Convex hull peeling depth, . . .), se dá nalézt v Liu, Jesse & Singh (1999).
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Kapitola 2

Kvantilová regrese

Pøi konstrukci a zkoumání vlastností periodických regresních kvantilù pou¾ijeme mechanismy
kvantilové regrese. V této kapitole by mìl být uveden výèet základù a nìkterých pro nás dù-
le¾itých vlastností kvantilové regrese. Uvedená a mnohá dal¹í tvrzení jsou uvedena v Koenker
(2005).

V roce 1978 Koenker a Basset roz¹íøili pojem výbìrového kvantilu na regresní model. Jde
o vcelku pøirozené roz¹íøení, které v modelu jen s absolutním èlenem dává výbìrový medián.

Mìjme regresní model:
Yi = x T

i � + ei ; i = 1 ; : : : ; n;

kde Y1; : : : ; Yn jsou odezvy (nebo té¾ náhodná pozorování),� 2 Rp; p < n je neznámý
parametr, x i 2 Rp; i = 1 ; : : : ; n jsou regresory ae1; : : : ; en jsou nezávislé náhodné chyby
s rozdìlením daným distribuèní funkcí F , pro kterou platí F (0) = 1 =2. Regresní � � kvantil
de�nujeme, pro � 2 (0; 1), jako nìjaké øe¹ení minimalizace:

min
b2 Rp

2

4�
X

i :Yi > x T
i b

jYi � x T
i bj + (1 � � )

X

i :Yi < x T
i b

jYi � x T
i bj

3

5 : (2.1)

Zavedeme-li funkci � � následujícím zpùsobem:

� � (u) = u(� � I f u < 0g);

mù¾eme minimalizaci v (2.1) pøepsat jako:

min
b2 Rp

nX

i =1

� � (Yi � x T
i b): (2.2)

Nech» x i 1 = 1 ; i = 1 ; : : : ; n. � -kvantilovou regresní funkcí nazveme (uva¾ujeme ji jako
funkci promìnné x ):

QY (� jx ) = � 1 + F � 1(� ) + � 1x1 + : : : ; + � pxp:

Vektor �̂
(n)

(� ), který je øe¹ením minimalizace (2.2), bude v tomto pøípadìodhadem vektoru
(� 1 + F � 1(� ); � 2; : : : ; � p).
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Kvantilová regrese a minimalizace (2.2) nám ale umo¾òuje popis mnohem zajímavìj¹ích
modelù, ne¾ lineárního modelu popsaného na pøedcházejících øádcích. Model nelineární v pa-
rametru � :

Yi = g(x i ; � ) + ei ; i = 1 ; : : : ; n;

kde � 2 Rp; x i 2 Rm ; g : Rm � Rp ! R; ei i:i:d: dostaneme minimalizací:

min
b2 Rp

nX

i =1

� � (Yi � g(x i ; b)) :

Kvantilové regrese se dá ale i pou¾ít pøi odhadech v modelechs nestejnì rozdìlenými
nezávislými náhodnými chybami. Napøíklad na model heteroskedasticity, v kterém rozptyl
pozorované velièinyYi závisí na promìnné x i , tvaru

Yi = x T
i � + � (x i ; 
 )ei ; i = 1 ; : : : ; n

kde ei jsou i:i:d: F , 
 2 Rl je neznámý parametr a� : Rp � Rl ! R je nìjaká nám známá
funkce. � -kvantilová funkce má tvar

QY (� jx ) = x T � + � (x ; 
 )F � 1(� ) = ( � 1 + � (x ; 
 )F � 1(� )) + � 2x2 + : : : + � pxp:

Odhad dostaneme minimalizací

min
(bT ;gT )T 2 Rp+ l

nX

i =1

� � (Yi � x T
i b � � (x i ; g)) :

Oznaèíme-li (̂�
T

; 
̂ T )T odhad získaný touto minimalizací, pak odhadQY (� jx ) bude vypadat

Q̂Y (� jx ) = ( �̂ 1 + � (x ; 
̂ )) + �̂ 2x2 + : : : + �̂ pxp:

Nakonec uveïme dùle¾itý a zajímavý model s nezávislými a nestejnì rozdìlenými ná-
hodnými chybami. Tohoto modelu budeme pou¾ívat pøi odhadech periodických regresních
kvantilù. Pøedpokládejme, ¾e máme� -kvantilovou funkci tvaru

QY (� jx ) = x T � :

To znamená, ¾e napø. platí model

Yi = x T
i � + ei ; i = 1 ; : : : ; n; (2.3)

kde e1; : : : ; en jsou nezávislé,ei má rozdìlení dané distribuèní funkcí Fi , pro kterou Fi (0) = � ,

i = 1 ; : : : ; n. Oznaème�̂
(n)

(� ) vektor øe¹ící minimalizaèní problém (2.2). Dá se ukázat (viz
napø. Bantli & Hallin (1999) a Oberhofer (1982)), ¾e za pomìrnì obecných podmínek je

�̂
(n)

(� ) konzistentním odhadem parametru � .

Vidíme, ¾e pomocí kvantilové regrese dostaneme konzistentní odhady pro pomìrnì ¹irokou
¹kálu modelù. Na¹ím cílem v¹ak není publikovat výèet modelùv kterých se kvantilová regrese
chová þhezkyÿ, ale spí¹e ukázat, co a jakým zpùsobem lze v kvantilové regresi odhadovat.
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Podívejme se nyní na nìjaké vlastnosti odhadup-rozmìrného parametru � získaným øe¹e-
ním minimalizaèního problému (2.2). Pøedpokládejme, ¾e máme odezvyYi ; i = 1 ; : : : ; n a jim
odpovídající regresoryx i 2 Rp; i = 1 ; : : : ; n. Problém (2.2) lze pøevést na úlohu lineárního
programování. U tìchto úloh je známo, ¾e optimální øe¹ení hledáme v krajních bodech (resp.
v lineární kombinaci krajních bodù) mno¾iny omezení. Tato vlastnost implikuje následující
vìtu.

Vìta 6. Oznaème�̂ 2 Rp optimální øe¹ení úlohy (2.2) aQ̂Y (� jx ) = x T �̂ . Pak Yi = Q̂Y (� jx i )
pro alespoò p prvkù (Yi ; x T

i ), tzn. ¾e� -kvantilová funkce prochází alespoòp pozorováními.
Pro výbìr z absolutnì spojitých rozdìlení prochází s pravdìpodobností jedna právìp body.

Výbìrový � -kvantil v jednorozmìrném pøípadì splòuje, ¾e pøibli¾nì [n� ] pozorování le¾í
pod ním. Platí nìjaké podobné tvrzení i pro regresní kvantil? O tom vypovídá následující
dùle¾itá vìta.

Vìta 7. Oznaème P, N a Z poèet kladných, záporných a nulových prvkù mno¾iny reziduí
f Yi � x T

i �̂ : i = 1 ; : : : ; ng: Pokud x i 1 = 1 ; i = 1 ; : : : ; n, pak

N 6 n� 6 N + Z

a
P 6 n(1 � � ) 6 P + Z:

Tak¾e pøibli¾nìn� bodù (Yi ; x T
i ) le¾í pod regresní plochouf Q̂Y (� jx ) : x 2 Rpg:

Od kvantilových funkcí je asi pøirozené oèekávat, ¾e pro libovolná � 1; � 2; 0 < � 1 < � 2 < 1
bude pro v¹echnax platit: QY (� 1jx ) < Q Y (� 2jx ). A tak by bylo jistì nepøíjemným zji¹tìním,
¾e pro nìjaká� 1; � 2 se odhadnuté regresní funkcêQY (� 1jx ) a Q̂Y (� 2jx ) nìkde protínají. Tento
pøípad bohu¾el nelze zcela vylouèit.

Regresní funkceQY (� jx ) je pro libovolné x neklesající funkcí promìnné� . Podívejme se
pro jaké hodnoty x lze tuto vlastnost zaruèit i pro její odhad.

Vìta 8. Oznaème�x = 1
n

P n
i =1 x i : Pak Q̂Y (� j �x ) je neklesající funkcí v promìnné � 2 (0; 1):

Tvrzení vìty nám samozøejmì nezaruèí, ¾êQY (� jx ) bude neklesající v� pro v¹echna x .
Ale je vidìt, ¾e pokud bude tato vlastnost poru¹ena, pak to pro þrozumnìÿ rozmístìná data
nastane pomìrnì daleko od �x .

Je¹tì uveïme vìtu o ekvivarianci odhadu kvantilové regrese . Oznaème�̂ (� ; Y ; X ) odhad
zalo¾ený na pozorováních (Y ; X ), X je matice její¾ øádky odpovídají regresorùmx i a Y je
vektor pozorování.

Vìta 9. Nech»A 2 Rp� p je regulární matice, 
 2 Rp, a > 0 a h neklesající funkce. Pak
pro libovolné � 2 (0; 1) platí

(i) �̂ (� ; aY ; X ) = a�̂ (� ; Y ; X )

(ii) �̂ (� ; � aY ; X ) = � a�̂ (� ; Y ; X )

(iii) �̂ (� ; Y + X
 ; X ) = �̂ (� ; Y ; X ) + 


(iv) �̂ (� ; Y ; X A) = A � 1�̂ (� ; Y ; X )
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(v) Qh(Y ) (� jx ) = h(QY (� jx ))

Narozdíl od odhadu metodou nejmen¹ích ètvercù, který je dost citlivý na odlehlá pozo-
rování Yi , je odhad kvantilové regrese velice robustní. Pøi posunutíjakéhokoliv pozorování
Yi libovolnì daleko od regresní plochy se odhad nezmìní. Tuto vlastnost pøesnì popisuje
následující vìta.

Vìta 10. Pro libovolnou diagonální matici D , která má na diagonále nezáporné prvky, platí

�̂ (� ; Y ; X ) = �̂ (� ; X �̂ (� ; Y ; X ) + D û ; X );

kde û = Y � X �̂ (� ; Y ; X ) je vektor odhadu reziduí.

K podobnému závìru, co se robustnosti týká, dojdeme i výpoètem in
uenèní funkce. Ta
je omezená ve velièinì odpovídající odezvìYi . A to také znaèí malou citlivost na odlehlé
hodnoty Yi . Na druhou stranu není omezená ve velièinì odpovídající regresorùm x i a tedy
odlehlé hodnoty x i mohou mít na odhad nìkdy ne zanedbatelný vliv.
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Kapitola 3

Periodické regresní kvantily

V této kapitole se budeme vìnovat novému zpùsobu konstrukcekon�denèních mno¾in na dané
hladinì. Jak její konstrukci pro náhodné velièiny se spojitým rozdìlením, tak pro její výbìro-
vou variantu, a na jejich vzájemný vztah. Postup je zalo¾en na transformaci vycentrovaných
dat do polárních souøadnic a poté urèení jakýchsi smìrovýchkvantilù. V teoretickém pøípadì
to provedeme pomocí rozdìlení podmínìného volbou smìru (resp. volbou úhlù, který tento
smìr urèí) z daného centrálního bodu, ve výbìrové variantì pomocí kvantilové regrese a po-
u¾ití trigonometrických øad. Pro vycentrování dat a tedy urèení bodu, který by byl pro nás
v nìjakém smyslu støedem na¹ich dat, pou¾ijeme nìjaký z parametrù polohy popsaných v kapi-
tole 1. Pro výbìr tohoto støedu se mi zdál nejvhodnìj¹í nejhlub¹í bod. Bude proto v postupech
popsaných v následujícím textu pou¾it tento bod.

3.1 Teoretické periodické regresní kvantily

Mìjme k-rozmìrný ( k > 1) náhodný vektor X se spojitým rozdìlením daným hustotou f (x ).
Oznaème� teoretický nejhlub¹í bod tohoto rozdìlení. Pro ka¾dou polopøímku s poèátkem
v bodì � najdeme podmínìné rozdìlení (podmínìné volbou této polopøímky) náhodné veli-
èiny udávající vzdálenost bodù le¾ících na této polopøímceod poèátku. Pokusme se nalézt
takovou hodnotu r pro kterou bude pravdìpodobnost, ¾e vzdálenost bodù od poèátku je
men¹í ne¾r , rovna nìjaké zvolené hodnotì � 2 (0; 1): To provedeme pomocí transformace
do polárních souøadnic(v prostorech vy¹¹ích dimenzí se pou¾ívá té¾ oznaèeníhypersférické
souøadnice). Ka¾dý bod bude charakterizován velièinou� udávající vzdálenost od poèátku
a úhly � 1; : : : ; � k� 1, které udávají smìr, kterým se z poèátku vydáváme. Tyto velièiny jsou
urèeny vztahy:

X 1 = � 1 + � sin � 1 sin � 2 � � � sin � k� 2 sin � k� 1;

X 2 = � 2 + � sin � 1 sin � 2 � � � sin � k� 2 cos� k� 1;
...

X k� 1 = � k� 1 + � sin � 1 cos� 2;

X k = � k + � cos� 1;



3.1. TEORETICKÉ PERIODICKÉ REGRESNÍ KVANTILY 22

kde
� i 2 (0; � ); i = 1 ; : : : ; k � 2; � k� 1 2 [0; 2� ) a � > 0:

Jakobián je roven
J = � k� 1 sink� 2 � 1 � � � sin � k� 2:

Hustota vektoru ( �; � 1; : : : ; � k� 1)T = ( �; � T )T bude tedy rovna

p(r; ' 1; : : : ; ' k� 1) =

= r k� 1 j sink� 2 ' 1 � � � sin ' k� 2j f (� 1 + r sin ' 1 sin ' 2 � � � sin ' k� 2 sin ' k� 1; : : : ; � k + r cos' 1):

Marginální hustotu náhodného vektoru � je

s(' ) =

+ 1Z

0

p(r; ' ) dr:

A pro podmínìnou hustotu náhodné velièiny � pøi daném� = ' tedy platí

q(r j' ) =

8
<

:

p(r; ' )
s(' )

pro s(' ) 6= 0 ;

0 pro s(' ) = 0 :

Pro dané ' a dané� hledáme hodnotur (� j' ) pro kterou platí

� = P( � 6 r (� j' )j� = ' ) =

r (� j ' )Z

0

q(r j' ) dr = Q(r (� j' )j' );

kde Q(�j ' ) znaèí distribuèní funkci velièiny � pøi � = ' . Oznaèíme-li Q� 1(�j ' ) inverzi této
distribuèní funkce, pak de�nujme smìrový � -kvantil pro dané ' jako

r (� j' ) = Q� 1(� j' ):

Nyní mù¾eme pøejít zpìt ke kartézským souøadnicím.

De�nice 6. OznaèmeM = f x : f (x ) > 0g. Teoretickým periodickým regresním kvantilem
nazveme mno¾inu

K(� ) = C(� ) \ M ;

kde

C(� ) = f x 2 Rk : x1 = � 1 + r sin ' 1 sin ' 2 � � � sin ' k� 2 sin ' k� 1;

x2 = � 2 + r sin ' 1 sin ' 2 � � � sin ' k� 2 cos' k� 1;
... (3.1)

xk� 1 = � k� 1 + r sin ' 1 cos' 2;

xk = � k + r cos' 1;

0 6 ' 1; : : : ; ' k� 2 6 �; 0 6 ' k� 1 < 2�; 0 6 r 6 r (� j' )g

Má mno¾inaK(� ) vlastnosti, které bychom od kon�denèní mno¾iny mohli oèekávat?
Zkusme se podívat na nìkteré její vlastnosti.
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Vìta 11.
P(X 2 K (� )) = �:

Dùkaz.

P(X 2 K (� )) = P(0 6 � 1; : : : ; � k� 2 6 �; 0 6 � k� 1 < 2�; 0 6 � 6 r (� j� ))

=

2�Z

0

�Z

0

� � �

�Z

0

r (� j ' )Z

0

q(r j' )s(' ) dr d' 1 : : : d' k� 1

= �

2�Z

0

�Z

0

� � �

�Z

0

s(' ) d' 1 : : : d' k� 1

= �:

Vìta 12. Mno¾inaK(� ) je omezená.

Dùkaz. Okam¾itì plyne z toho, ¾e pro spojitá rozdìlení platír (� j' ) < + 1 s.j. 8' :

Vìta 13. Pokud 0 < � 1 < � 2 < 1; pak K(� 1) � K (� 1):

Dùkaz. Zøejmé.

Povrchem mno¾inyK(� ) nazveme plochu, která vznikne nahradíme-li ve (3.1) hodnotu r
smìrovým kvantilem r (� j' ). Od povrchu kon�denèních mno¾in je asi pøirozené po¾adovat,
aby byl spojitý, tj. aby funkce r (� j' ) byla spojitou funkcí promìnné ' pro v¹echna � 2 (0; 1).
Navíc je je¹tì dùle¾itý tvar mno¾inyM a poloha bodu� vùèi této mno¾inì. Smìrové kvan-
tily hledáme na polopøímkách zaèínajících v bodì� . Proto se omezíme na tzv. hvìzdicovité
mno¾iny. Jak bude vidìt v pøíkladu 4 pro jiné mno¾iny nemusí mno¾inaK(� ) mít zrovna
uspokojivý tvar.

De�nice 7. Mno¾inuS � Rk nazveme hvìzdicovitou kolem� , pokud pro ka¾déx 2 S, úseèka
spojující body � a x je celá obsa¾ena vS.

A z konstrukce mno¾inyK(� ) je zøejmé následující jednoduché tvrzení.

Vìta 14. Pokud je M hvìzdicovitá, pak je i K(� ) hvìzdicovitá.

Je zøejmé, ¾e pro hvìzdicovité mno¾inyM mù¾e mít funkcer (� j' ) nìkolik bodù nespoji-
tosti. Pokusme se situaci ilustrovat na následujících tøech pøíkladech.

Pøíklad 3
Pøedstavme si vektor (X; Y )T s rovnomìrným rozdìlením na dvou protilehlých kruhových
výseèích z jednotkového kruhu se støedem v poèátku, tak jak je to zobrazeno na obr. 3.1.
Nejhlub¹í bod se shoduje s poèátkem. Mno¾inaM je hvìzdicovitá kolem poèátku.

Hustota vektoru ( X; Y )T pøetransformovaného do polárních souøadnic je rovna

p(r; ' ) =
r

2�
I f r 2 6 1; ' 2 [0; �= 2] [ [�; 3�= 2]g:
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Y

X0

Obrázek 3.1: Teoretický periodický regresní kvantil pro rovnomìrné rozdìlení na kruhových
výseèích.

Pro podmínìnou hustotu a distribuèní funkci platí

q(r j' ) =
r

2�
1

4�

I f r 2 6 1; ' 2 [0; �= 2] [ [�; 3�= 2]g

= 2 r I f r 2 6 1; ' 2 [0; �= 2] [ [�; 3�= 2]g;

Q(r j' ) = r 2 I f r 2 6 1; ' 2 [0; �= 2] [ [�; 3�= 2]g:

Z toho nakonec dostáváme� -smìrový kvantil ve tvaru

r (� j' ) =
p

� I f ' 2 [0; �= 2] [ [�; 3�= 2]g:

K(� ) se bude skládat ze dvou kruhových výseèí o polomìru
p

� : Na obr. 3.1 je tmavì ¹edou
barvou vybarvena mno¾inaK(0:5). r (� j' ) je spojitá na intervalech (0; �= 2) a (�; 3�= 2): Mimo
tyto intervaly není de�nována, proto¾e sdru¾ená hustotap(r; ' ) je zde nulová.

Pøíklad 4
Mìjme znovu rovnomìrné rozdìlení, ale teï na mno¾inì, která nemá hvìzdicovitý tvar. Mno-
¾inaM vznikla vyøíznutím dvou obdélníkù z kruhu. Strana tohoto obdélníku rovnobì¾ná
s osouX je od ní vzdálena v pomìru 5/11 polomìru a má velikost 10/11 polomìru kru¾nice.
Situace je zobrazena na obr. 3.2. Po del¹ím poèítání se dobereme k mno¾inìK(0:5) tvaru,
který je na obrázku vyznaèen tmavì ¹edou barvou. Oproti pøedchozímu pøíkladu u¾ tvar
zkonstruované kon�denèní mno¾iny nemusí být zrovna pro leckoho pøijatelný. r ( 1

2 j' ) je zde
de�nována pro ' 2 [0; 2� ), ale má nìkolik bodù nespojitosti.

Následující pøíklad ilustruje, ¾e ani hvìzdicovitý tvar mno¾inyM spolu s vlastností, ¾e
bod � je vnitøním bodem mno¾inyM , nezaruèuje spojitost smìrového kvantilu r (� j�) a ani
obzvlá¹» pìkný tvar mno¾iny K(� ).
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Y

X0

Obrázek 3.2: Teoretický periodický regresní kvantil pro rovnomìrné rozdìlení na mno¾inì
nehvìzdicovitého tvaru.

Pøíklad 5
Pro rovnomìrné rozdìlení na mno¾inì tvaru vìtráku - viz obr. 3.3 - dostaneme smìrový
kvantil podobnými výpoèty jako v pøíkladu 3. V tomto pøípadì je funkce r (� j' ) de�nována

0 X

Y

Obrázek 3.3: Nespojitý teoretický periodický regresní kvantil pro rovnomìrné rozdìlení
na hvìzdicovité mno¾inì.

pro v¹echna ' 2 [0; 2� ), v þlistechÿ vìtráku bude rovna r1
p

� a ve þstøeduÿ vìtráku r2
p

� .
r1 znaèí délku listu, r2 polomìr støedu vìtráku. Je tedy spojitá mimo koneènì mnoho bodù.
Tyto body jsme dostali díky tvaru mno¾iny M , kde listy vìtráku jsou vlastnì kruhové výseèe
se støedem v poèátku. Tak¾e bod nespojitosti vlastnì urèujepolopøímku vymezující okraj
tìchto výseèí. Na jedné stranì od tohoto bodu hledáme smìrový kvantil podobnì jako v kruhu
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o polomìru r1, na druhé stranì jako v kruhu o polomìru r2. Pro podobnou situaci, kdy by
listy vìtráku nebyly kruhovými výseèemi se støedem v poèátku, ale napø. obdélníky, bychom
u¾ dostali smìrové kvantily spojité (v takové situaci by toti¾ polopøímka zaèínající v poèátku
protínala okraj listu právì v jednom bodì). Tmavì ¹edá ploch a na obr. 3.3 opìt vymezuje
mno¾inuK(0:5).

V pøedcházejících pøíkladech jsme mimo jiné vidìli, ¾e spojitost funkce r (� j�) závisí nejen
na typu rozdìlení náhodného vektoru, ale také na tvaru mno¾iny M a poloze bodu� vùèi
této mno¾inì.

Vìta 15 (Spojitost) . Nech» je mno¾inaM hvìzdicovitá kolem bodu� a souvislá. Nech» je
f na ní spojitá. Oznaème@M hranici M . Pokud pro ka¾dou pøímkul procházející bodem�
platí, ¾e mno¾inal \ @M má jen koneènì mnoho bodù, pak je povrch mno¾inyK(� ) spojitý
(tj. funkce r (� j�) je spojitá) pro v¹echna � 2 (0; 1).

Dùkaz. Staèí ovìøit, ¾e pro libovolnou pevnì zvolenou hodnotuu je

G : ' 7!

uZ

0

q(r j' ) dr = Q(uj' )

spojitou funkcí. Pak ji¾ se dá ukázat, ¾e je spojitá i funkceQ� 1(� j' ) = r (� j' ) (jako funkce
promìnné ' ) pro libovolnou pevnì zvolenou hodnotu � .

Pro spojitost G potøebujeme ovìøit integrovatelnost (absolutní) q(�j ' ) pro v¹echna '
(zøejmé), mìøitelnost q(�j ' ) pro s.v. ' (témìø zøejmé) a spojitostq(r j�) pro s.v. r . Díky
pøedpokladùm vìty platí pro libovolné ' ; ~'

jq(r j' ) � q(r j ~' )j =

�
�
�
�
p(r; ' )
s(' )

�
p(r; ~' )
s( ~' )

�
�
�
� 6 konst r k� 1 jf (x ) � f (~x )j:

Spojitost q(r j�) tedy plyne ze spojitosti f .

Je¹tì uveïme dùle¾itou vìtu o ekvivarianci.

Vìta 16 (Ekvivariance). Periodický regresní kvantil je ekvivariantní vzhledem k a�nním
transformacím.

Dùkaz. Ekvivariance vzhledem k posunutí, rotaci a pøeklopení je zøejmá.
Libovolnou a�nní transformací se zobrazuje pøímka na pøímku. Navíc se zachovává rov-

nobì¾nost pøímek, rovin, atd. Díky tomu bude po obecné a�nnítransformaci podmínìné
rozdìlení � pøi pevné� oproti pùvodnímu jen nata¾ené resp. zú¾ené (ve smyslu vynásobení
konstantou a > 1 resp. 0< a < 1). Odtud a z konstrukce periodických kvantilù u¾ je ekviva-
riance viditelná.

Pøíklad 6 Exponenciální rozdìlení
Vra»me se k pøíkladu 2. Souøadnice nejhlub¹ího bodu jsou rovny � 0

:= 0 :76307. Hustota
vektoru (X; Y )T je f (x; y) = e � x � y I f x > 0; y > 0g. Náhodné velièiny � a � dostaneme
z pøechodu k polárním souøadnicím

X = � 0 + � cos�;

Y = � 0 + � sin �:
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Jejich sdru¾ená hustota je

p(r; ' ) = r e� 2� 0 e� r (cos ' +sin ' ) I f � 0 + r cos' > 0; � 0 + r sin ' > 0g:

Hustota p(r; ' ) bude nenulová pro hodnoty '; r takové, ¾e:

1. Pokud ' 2 [0; �= 2), pak r > 0:

2. Pro ' 2 [�= 2; 5
4 � ) bude 0 < r < � 0

cos(' � � ) .

3. Pro ' 2 [5
4 �; 2� ) bude 0 < r < � 0

cos(' � 3
2 � )

.

Postupnými výpoèty dojdeme k podmínìné distribuèní funkci � pøi daném� = ' tvaru:

Q(r j' ) =

8
>>><

>>>:

H (r j' ) pro ' 2 [0; �= 2)
H (r j ' )

1� [1+ � 0
cos( ' � � ) (cos ' +sin ' )] exp f� � 0

cos( ' � � ) (cos ' +sin ' )g
pro ' 2 [�= 2; 5

4 � )

H (r j ' )

1� [1+ � 0
cos( ' � 3

2 � )
(cos ' +sin ' )] exp f� � 0

cos( ' � 3
2 � )

(cos ' +sin ' )g
pro ' 2 [5

4 �; 2� )

kde H (r j' ) = 1 � [1+ r (cos' +sin ' )] expf� r (cos' +sin ' )g: Inverzní funkci k H (r j' ) bohu¾el
nelze vyjádøit explicitnì. A tak smìrový kvantil r (� j' ) budeme hledat pro pevnou hodnotu
' jako numerické øe¹ení rovnice

Q(r j' ) = �:

Exponenciální rozdìlení splòuje pøedpoklady vìty o spojitosti, a tak dostáváme, ¾e køivka,
kterou získáme pomocír (� j' ) pøechodem zpìt ke kartézským souøadnicím, bude spojitá a
uzavøená. Vypoètené kon�denèní mno¾inyK(� ); � = 0 :1; 0:2; : : : ; 0:9 a nejhlub¹í bod jsou
zobrazeny na obr. 3.4.

3.2 Výbìrové periodické regresní kvantily

Funkce r (� j' ) zavedená v pøedchozí kapitole je v dvojrozmìrném pøípadì 2� periodickou
funkcí v promìnné ' . Za dosti obecných pøedpokladù existuje Fourierùv rozvojr (� j' ), který
k této funkci konverguje stejnomìrnì. Pro náhodný výbìr se t edy nabízí pou¾ít k jejímu
odhadu trigonometrické øady s koneèným poètem sèítancù. Koe�cienty této øady se budeme
sna¾it získat pomocí kvantilové regrese.

Ve vícerozmìrném pøípadì je situace podobná. V textu se zamìøíme hlavnì na trojroz-
mìrný pøípad, kde se nejprve seznámíme se základy Fourierových rozvojù funkcí dvou pro-
mìnných. Oproti dvojrozmìrnému pøípadu budou na koe�cient y trigonometrické øady, kte-
rou pou¾ijeme k odhadu, kladeny dal¹í po¾adavky tak, aby získaný odhad splòoval podobné
vlastnosti jako jeho teoretický protìj¹ek. Princip konstr ukce trojrozmìrných výbìrových pe-
riodických kvantilù lze analogicky provést i pro více ne¾ trojrozmìrné náhodné výbìry.

Dvojrozmìrný pøípad

Je¹tì ne¾ zaèneme popisovat konstrukci dvojrozmìrných periodických kvantilù, pøipomeòme
si nìjaké základní pojmy teorie Fourierových øad jedné promìnné.
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Obrázek 3.4: Teoretické periodické regresní kvantily pro exponenciální rozdìlení, � =
0:1; 0:2; : : : ; 0:9

Mìjme 2 � -periodickou funkci f : R ! R, která je lebesgueovsky integrovatelná na omeze-
ných intervalech. Fourierovými koe�cienty funkce f budeme rozumìt èísla

� n =
1
�

Z 2�

0
f (x) cosnx dx; n = 0 ; 1; : : : ;

� n =
1
�

Z 2�

0
f (x) sin nx dx; n = 1 ; 2; : : : :

Fourierovou øadou funkcef nazveme øadu

� 0

2
+

1X

n=1

(� n cosnx + � n sinnx) : (3.2)

Uveïme je¹tì pomìrnì silnou, ale pro dal¹í postup plnì vyhov ující, postaèující podmínku
pro konvergenci Fourierovy øady.

Vìta 17. Nech»f splòuje podmínky popsané v úvodu této sekce a nech» je navíc spojitá
a po èástech hladká (v tom smyslu, ¾e existuje jen koneènì mnoho bodù v kterých neexistuje
derivace funkce). Pak Fourierova øada funkcef konverguje stejnomìrnì k funkci f na R.

Poznámka. V èásti 3.1 jsme uvedli pøíklady nespojitých po èástech hladkých smìrových kvan-
tilù. Dá se ukázat, ¾e pro tyto funkce konverguje jejich øadabodovì k funkci g, kde

g(x) =
1
2

lim
h! 0+

(f (x + h) + f (x � h)) :
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Pro vìt¹inu bì¾nì pou¾ívaných spojitých rozdìlení jsou pøedpoklady spojitosti a èásteèné
hladkosti splnìny.

Fourierova øada smìrového kvantilu r (� j' ) tedy za tìchto pøedpokladù k nìmu stejno-
mìrnì konverguje. Tuto øadu se pokusíme odhadnout trigonometrickou øadou s koneèným
poètem sèítancù. Pro nìjakép 2 N; p < 1 a � 2 (0; 1) se tedy budeme sna¾it získat odhad
koe�cientù v øadì

rp(� j' ) = a0 +
pX

j =1

(aj cosj' + bj sin j' ); (3.3)

tak aby byla co nejvíce podobná funkcir (� j' ):
Je ihned vidìt, ¾e funkcerp splòuje po¾adavky, které bychom od odhadu funkcer (� j' )

pøirozenì oèekávali - spojitost a 2� periodicitu. Koe�cienty v (3.3) se pokusíme odhadnout
pomocí kvantilové regrese, její¾ základy jsou popsány v kapitole 2.

Mìjme dvojrozmìrný náhodný výbìr ( X i ; Yi )T ; i = 1 ; : : : ; n: Výbìrový nejhlub¹í bod
tohoto výbìru oznaème (�̂ 1; �̂ 2)T : Pøejdeme k dvojrozmìrnému vektoru (Ri ; Fi )T ; i = 1 ; : : : ; n
splòujícímu

X i = �̂ 1 + Ri cosFi ; i = 1 ; : : : ; n;

Yi = �̂ 2 + Ri sinFi ; i = 1 ; : : : ; n

a Ri > 0; Fi 2 [0; 2� ); i = 1 ; : : : ; n:
Nyní mù¾eme pomocí kvantilové regrese odhadnout� -regresní kvantil pro odezvu a regre-

sory tvaru
0

B
B
B
@

R1

R2
...

Rn

1

C
C
C
A

;

0

B
B
B
@

1 cosF1 cos 2F1 : : : cospF1 sinF1 sin 2F1 : : : sinpF1

1 cosF2 cos 2F2 : : : cospF2 sinF2 sin 2F2 : : : sinpF2
...
1 cosFn cos 2Fn : : : cospFn sinFn sin 2Fn : : : sinpFn

1

C
C
C
A

(3.4)

Postupujeme vlastnì obdobnì jako pøi odhadu koe�cientù v modelu s polynomickou závislostí
na jednom regresoru:Yi = � 0 + � 1X i + � 2X 2

i + : : : + � pX p
i + ei ; i = 1 ; : : : ; n. Jen místo xk

pou¾ijeme funkce coskx a sinkx.
Je zøejmé, ¾e prop musí platit podmínka 2p + 1 < n .

De�nice 8. Oznaème�̂ = ( �̂ 0; �̂ 1; : : : ; �̂ p; �̂ 1; : : : ; �̂ p)T 2 R2p+1 odhad minimalizaèní úlohy
(2.2) (kvantilová regrese) pro regresory a odezvu dané v (3.4) a dané� . Výbìrovým smìrovým
� -kvantilem øádup nazveme funkci

rp(� j' ) = �̂ 0 +
pX

j =1

�̂ j cosj' + �̂ j sin j':

Mno¾inu

Kp(� ) = f (x; y)T 2 R2 : x = �̂ 1 + r cos';

y = �̂ 2 + r sin ';

0 6 ' < 2�; 0 6 r 6 rp(� j' )g

nazveme výbìrovým periodickým regresním kvantilem.
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Jak ji¾ bylo øeèeno, tak øád odhadup periodických regresních kvantilù je omezen shora
èíslem n� 1

2 : Ve skuteènosti se budeme sna¾it volit øád daleko ni¾¹í. Vìta6 øíká, ¾e pro výbìry
ze spojitých rozdìlení bude funkcerp(� j' ) procházet 2p+ 1 body. Èím vìt¹í je toto èíslo, tím
více body funkcerp prochází. A je zøejmé, ¾e s rostoucím poètem tìchto bodù se bude rp více
a více vlnit. Pro krajní pøípad p = bn� 1

2 c dostaneme velice þdivokouÿ funkci, která prochází
v¹emi pozorovanými body. Na druhou stranu pro p velmi malé (vzhledem k n) hrozí, ¾erp

bude pøíli¹ hrubým odhademr . Urèit pro dané n velikost øádup není jednoduché. Zatím si
øekneme, ¾ep budeme volit výraznì men¹í ne¾n. Poznamenejme, ¾e u¾ prop = 10 je mno¾ina
v¹ech funkcí daných v (3.3) pomìrnì bohatá.

Dále budeme po¾adovat, aby platilo

p n!1�! 1 a
p
ns

n!1�! 0 (3.5)

pro nìjaké 0 < s 6 1.

Následující tvrzení okam¾itì vyplývají z konstrukce výbìrových kvantilù.

Vìta 18. Funkce rp(� j�) je spojitá a 2� periodická.
Mno¾inaKp(� ) je hvìzdicovitá a omezená.

Z vìty 7 dostáváme následující dùle¾itou vìtu o poètu bodù le¾ících vKp(� ).

Vìta 19. OznaèmeN poèet bodù(X i ; Yi ); i = 1 ; : : : ; n le¾ících ve vnitøku mno¾inyKp(� )
a Z poèet bodù le¾ících na její hranici. Pak

n� � Z 6 N 6 n�:

Pro výbìry ze spojitých rozdìlení je Z = 2p+ 1 . Pokud navíc budeme volit velikost øádup tak,
aby splòovala (3.5) pak

N
n

n!1�! �:

Posunutí, rotace, stejná zmìna mìøítka v¹ech slo¾ek náhodného vektoru (zvìt¹ení, zmen-
¹ení) a pøeklopení kolem libovolné pøímky patøí mezi transformace, které nijak výraznì nemìní
rozvr¾ení dat. A tak by asi bylo pøirozené od dobrých odhadù oèekávat, aby byly vùèi tìmto
transformacím ekvivariantní.

Ekvivariance vzhledem k posunutí je zøejmá.

U stejné zmìny mìøítka jednotlivých slo¾ek je situace také jednoduchá. Prok > 0 dostá-
váme náhodný výbìr (kX i ; kYi ); i = 1 ; : : : ; n. Výbìrový nejhlub¹í bod bude ( k�̂ 1; k�̂ 2)T . Úhel
charakterizující jednotlivá pozorování zùstává stejný jako v pùvodním výbìru. Vzdálenost

(kX i ; kYi ) od støedu je rovna
q

k2((X i � �̂ 1)2 + ( Yi � �̂ 2)2) = kR i pro i = 1 ; : : : ; n. A z vìty 9
dostaneme, ¾e i odhad parametru� (a tedy i výbìrový smìrový kvantil a periodický regresní
kvantil) bude roven k násobku odhadu v pùvodním výbìru.

Z popsaného postupu je vidìt, ¾e pro rùznou zmìnu mìøítka jednotlivých slo¾ek u¾ ne-
máme zaruèeno, ¾e mù¾eme pou¾ít vìtu o ekvivarianci regresního odhadu. V tomto pøípadì
ji¾ odhad není ekvivariantní.
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Situace se trochu komplikuje u ekvivariance vzhledem k rotaci, kde u¾ nevystaèíme s tvr-
zením vìty 9. Nech» náhodný výbìr (X 0

i ; Y 0
i ); i = 1 ; : : : ; n vznikne rotací pùvodního výbìru

o úhel ' 0. Pøechodem k polárním souøadnicím dostaneme výbìr (Ri ; Fi � ' 0); i = 1 ; : : : ; n:
Regresory budou v tomto pøípadì vypadat

0

B
B
B
@

1 cos(F1 � ' 0) : : : cosp(F1 � ' 0) sin(F1 � ' 0) : : : sinp(F1 � ' 0)
1 cos(F2 � ' 0) : : : cosp(F2 � ' 0) sin(F2 � ' 0) : : : sinp(F2 � ' 0)
...
1 cos(Fn � ' 0) : : : cosp(Fn � ' 0) sin(Fn � ' 0) : : : sinp(Fn � ' 0)

1

C
C
C
A

Pou¾ijme podobné znaèení jako v de�nici 8 pro vektorc = ( a0; a1; : : : ; ap; b1; : : : ; bp) =
(a0; aT ; bT )T 2 R2p+1 : Minimalizaci (2.2) lze psát

min
c2 R2p+1

nX

i =1

� � (Ri � g(Fi � ' 0; c)) ; (3.6)

kde

g('; c) = a0 +
pX

j =1

aj cosj' + bj sin j':

Pou¾itím souètových vzorcù pro funkce sin a cos dostaneme pro i = 1 ; : : : ; n

g(Fi � ' 0; c) = a0 +
pX

j =1

aj cosj (Fi � ' 0) + bj sin j (Fi � ' 0)

= a0 +
pX

j =1

aj (cosjF i cosj' 0 + sin jF i sin j' 0)

+ bj (sin jF i cosj' 0 � bj cosjF i sin j' 0)

= a0 +
pX

j =1

(aj cosj' 0 � bj sin j' 0) cosjF i

+ ( aj sin j' 0 + bj cosj' 0) sin jF i

= a0 +
pX

j =1

uj cosjF i + vj sin jF i ;

kde

uj = aj cosj' 0 � bj sin j' 0; j = 1 ; : : : ; p

vj = aj sin j' 0 + bj cosj' 0; j = 1 ; : : : ; p:

Mezi parametry uj ; vj a aj ; bj je vzájemnì jednoznaèný vztah a tak minimalizaci (3.6) lze
psát

min
(a0 ;u T ;v T )T 2 R2p+1

nX

i =1

� � (Ri � g(Fi ; (a0; u T ; vT )T ):

Oznaème&̂= ( â0; û T ; v̂T )T vektor, který je øe¹ením této minimalizace. Je zøejmé, ¾eg('; &̂) =
rp(� j' ); tedy je rovna smìrovému kvantilu pùvodního výbìru ( X i ; Yi ); i = 1 ; : : : ; n: Nás ale



3.2. VÝBÌROVÉ PERIODICKÉ REGRESNÍ KVANTILY 32

zajímají odhady parametrù aj ; bj ; j = 1 ; : : : ; p v otoèeném výbìru (X 0
i ; Y 0

i ); i = 1 ; : : : ; n. Ty
získáme ze vztahù

âj = ûj cosj' 0 + v̂j sin j' 0; j = 1 ; : : : ; p

b̂j = v̂j cosj' 0 � ûj sin j' 0; j = 1 ; : : : ; p:

Polo¾me
̂ = ( â0; â1; : : : ; âp; b̂1; : : : ; b̂p)T ; pak � -smìrový kvantil otoèeného výbìru je roven
g('; 
̂ ). Dále platí

g('; 
̂ ) = â0 +
pX

j =1

âj cosj' + b̂j sin j'

= â0 +
pX

j =1

(ûj cosj' 0 + v̂j sin j' 0) cosj' + ( v̂j cosj' 0 � ûj sin j' 0) sin j'

= â0 +
pX

j =1

ûj (cosj' 0 cosj' � sin j' 0 sin j' ) + v̂j (cosj' 0 sin j' + sin j' 0 cosj' )

= â0 +
pX

j =1

ûj cosj (' + ' 0) + v̂j sin j (' + ' 0)

= g(' + ' 0; &̂) = rp(� j' + ' 0):

Tedy smìrový kvantil otoèeného výbìru vznikne posunutím smìrového kvantilu pùvodního
výbìru.

Pøi pøeklopení kolem osyy je i � tý regresor tvaru

(1; cos(� � Fi ); : : : ; cosp(� � Fi ); sin(� � Fi ); : : : ; sinp(� � Fi )) :

To se dá pøepsat do tvaru

(1; � cosFi ; : : : ; � cospFi ; sinFi ; : : : ; sinpFi ):

Oznaèíme-li �̂ = ( â0; â1; : : : ; âp; b̂1; : : : ; b̂p)T odhad vektoru � v pùvodním výbìru, pak odhad
v pøeklopeném výbìru bude


̂ = ( â0; � â1; : : : ; � âp; b̂1; : : : ; b̂p)T :

A pro odhadnutý smìrový kvantil pøeklopeného výbìru g('; 
̂ ) platí

g('; 
̂ ) = â0 +
pX

j =1

� âj cosj' + b̂j sin j'

= â0 +
pX

j =1

âj cosj (� � ' ) + b̂j sin j (� � ' )

= g(� � '; �̂ ) = rp(� j� � ' ):

Pøeklopení kolem pøímky v obecné poloze dostaneme kombinací vý¹e popsaných transformací.

Odvozené vztahy shròme v následující vìtì.
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Vìta 20. Periodický regresní kvantil je ekvivariantní vzhledem k posunutí, stejné zmìnì mì-
øítka obou slo¾ek náhodného výbìru, otoèení a pøeklopení. Tj. nech»Kp(� ) je výbìrový perio-
dický regresní � -kvantil výbìru (X i ; Yi ); i = 1 ; : : : ; n. Pak

(i) Pro K0
p(� ) posunutého výbìru o vektord platí

K0
p(� ) = d + Kp(� ):

(ii) Pro K0
p(� ) získané z výbìru(kX i ; kYi ); i = 1 ; : : : ; n, kde k 2 R platí

K0
p(� ) = kKp(� ):

(iii) Pro K0
p(� ) otoèeného výbìru(X 0

i ; Y 0
i )T = A(X i ; Yi )T ; i = 1 ; : : : ; n; kde

A =
�

s � t
t s

�

a s; t 2 R, platí
K0

p(� ) = AKp(� ):

(iv) Pro K0
p(� ) výbìru (X 0

i ; Y 0
i )T = Z (X i ; Yi )T ; i = 1 ; : : : ; n; pøeklopeného kolem pøímky

procházející poèátkem ve smìru vektoru(u; v)T , kde

Z =
�

v u
� u v

� �
� 1 0

0 1

� �
v u

� u v

� � 1

platí
K0

p(� ) = Z Kp(� ):

Tvrzení vìty 13 u¾ bohu¾el pro výbìrovou variantu obecnì neplatí. Vìta 8 a ekvivariance
vzhledem k otoèení o libovolný úhel' 0 nám zaji¹»uje, ¾e ke þzkøí¾eníÿ nedojde pro regresory
tvaru

� (' 0) =
1
n

nX

i =1

(1; (cos' 0 � sin ' 0) cosFi ; : : : ; (cosp' 0 � sinp' 0) cospFi ;

(cos' 0 + sin ' 0) sin Fi ; : : : ; (cosp' 0 + sin p' 0) sin pFi ):

Tomu ale obecnì neodpovídá ¾ádný úhel a tedy ani ¾ádné pozorování náhodného výbìru.
Nicménì tyto regresory nejsou a¾ tak vzdáleny od regesorù v (3.4) a tak ke þzkøí¾eníÿ dochází
vìt¹inou jen zøídka.

Vícerozmìrný pøípad

Jak ji¾ bylo øeèeno, budeme uva¾ovat trojrozmìrný pøípad. Úvahy o konstrukci Fourierových
rozvojù funkcí dvou promìnných, o tvorbì regresorù a koneènì získání samotného odhadu lze
pøenést analogicky i do vy¹¹ích dimenzí.
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Stejnì jako ve dvojrozmìrném pøípadì nejprve uvedeme nìjaké nezbytné základy Fourie-
rových rozvojù funkcí dvou promìnných. Úvahy trochu více rozepí¹eme, aby bylo patrné jak
postupovat u výbìrù vy¹¹í dimenze ne¾ tøi. V¹echny citovanépostupy a tvrzení jsou k vidìní
v Kufner & Kadlec (1969).

Mìjme Q = f (x; y) : 0 < x < 2�; 0 < y < 2� g. Uva¾ujme prostorL 2(Q) v¹ech
mìøitelných a integrovatelných funkcí s kvadrátem na Q (

R
Q f 2(x; y) dx dy < 1 ). Skalární

souèin funkcí f; g 2 L 2(Q) de�nujeme pøedpisem

hf; g i =
Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y)g(x; y) dx dy:

Podobnì jako u funkcí jedné promìnné potøebujeme nalézt úplný a ortonormální trigono-
metrický systém funkcí. Vzhledem k nìmu pak provedeme rozvoj funkce v øadu. V prostoru
L 2(Q) je takovým systémem soustava

emn (x; y) =
1

2�
e i( mx + ny ) ; m; n 2 Z: (3.7)

Pro emn ; m; n 2 Z tedy platí

hemn ; ejk i =
�

1; pokud m = j a n = k
0; jinak.

Fourierova øada funkcef 2 L 2(Q) vzhledem k soustavì (3.7) bude mít tvar

f (x; y) =
1

2�

+ 1X

m;n = �1

cmn emx + ny ; (3.8)

kde

cmn = hf; emn i =
1

2�

Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) e� i( mx + ny ) dx dy:

Tím máme dáno vyjádøení Fourierovy øady v komplexním tvaru.Kvantilová regrese nám
v¹ak neumo¾òuje pracovat s komplexními regresory. Proto øadu v komplexním tvaru musíme
pøevést na reálný tvar. To provedeme pou¾itím formule

e ix = cos x + i sin x

v (3.8). Dostáváme:

f (x; y) =
+ 1X

m;n =0

"mn [� mn cosmx cosny + � mn cosmx sinny

+ 
 mn sinmx cosny + � mn sinmx sinny];

kde pro m; n 2 Z

� mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dx dy;

� mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) cosmx sinny dx dy;


 mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) sin mx cosny dx dy;

� mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) sin mx sinny dx dy
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a

"mn =

8
>>>>><

>>>>>:

1
4

pro m = n = 0 ;

1
2

pro m > 0; n = 0 a pro m = 0 ; n > 0;

1 pro m > 0; n > 0:

To je Fourierova øada vzhledem k soustavì funkcí

cosmx cosny; cosmx sinny; sinmx cosny; sinmx sinny; m; n = 0 ; 1; 2; : : : :

Teï ji¾ mù¾eme pøistoupit ke konstrukci odhadu. Postup budev mnoha ohledech podobný
jako u dvojrozmìrného pøípadu. Pro trojrozmìrný náhodný vý bìr ( X i

1; X i
2; X i

3); i = 1 ; : : : ; n
spoèteme výbìrový nejhlub¹í bod (�̂ 1; �̂ 2; �̂ 3) a pøejdeme k vyjádøení v polárních souøadnicích,
tj. k výbìru ( r i ; ' i

1; ' i
2); i = 1 ; : : : ; n splòujícímu

X i
1 = �̂ 1 + r i sin ' i

1 sin ' i
2;

X i
2 = �̂ 2 + r i sin ' i

1 cos' i
2; (3.9)

X i
3 = �̂ 3 + r i cos' i

1

pro ' i
1 2 (0; � ); ' i

2 2 [0; 2� ).
Nabízí se my¹lenka odhadnout smìrový kvantil r (� j' 1; ' 2), pro nìjaké p; q � n, trigono-

metrickou øadou

g(� j' 1; ' 2) =
pX

m=0

qX

n=0

(amn cosm' 1 cosn' 2 + bmn cosm' 1 sinn' 2

+ cmn sinm' 1 cosn' 2 + dmn sinm' 1 sinn' 2): (3.10)

Koe�cienty amn ; bmn ; cmn ; dmn získáme pomocí kvantilové regrese pro odezvu

r i ; i = 1 ; : : : ; n

a pro regresory (za svislou èarou jsou uvedeny koe�cienty odpovídající daným regresorùm):
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(1; cos' i
1; cos 2' i

1; : : : ; cosp' i
1; a00; a10; : : : ; ap0

cos' i
2; cos 2' i

2; : : : ; cosq' i
2; a01; : : : ; a0q

sin ' i
2; sin 2' i

2; : : : ; sinq' i
2; b01; : : : ; b0q

sin ' i
1; sin 2' i

1; : : : ; sinp' i
1; c10; : : : ; cp0

cos' i
1 cos' i

2; cos 2' i
1 cos' i

2; : : : ; cosp' i
1 cos' i

2; a11; : : : ; ap1

cos' i
1 cos 2' i

2; cos 2' i
1 cos 2' i

2; : : : ; cosp' i
1 cos 2' i

2; a12; : : : ; ap2
...

...
cos' i

1 cosq' i
2; cos 2' i

1 cosq' i
2; : : : ; cosp' i

1 cosq' i
2; a1q; : : : ; apq

cos' i
1 sin ' i

2; cos 2' i
1 sin ' i

2; : : : ; cosp' i
1 sin ' i

2; b11; : : : ; bp1

cos' i
1 sin 2' i

2; cos 2' i
1 sin 2' i

2; : : : ; cosp' i
1 sin 2' i

2; b12; : : : ; bp2
...

...
cos' i

1 sinq' i
2; cos 2' i

1 sinq' i
2; : : : ; cosp' i

1 sinq' i
2; b1q; : : : ; bpq

sin ' i
1 cos' i

2; sin 2' i
1 cos' i

2; : : : ; sinp' i
1 cos' i

2; c11; : : : ; cp1

sin ' i
1 cos 2' i

2; sin 2' i
1 cos 2' i

2; : : : ; sinp' i
1 cos 2' i

2; c12; : : : ; cp2
...

...
sin ' i

1 cosq' i
2; sin 2' i

1 cosq' i
2; : : : ; sinp' i

1 cosq' i
2; c1q; : : : ; cpq

sin ' i
1 sin ' i

2; sin 2' i
1 sin ' i

2; : : : ; sinp' i
1 sin ' i

2; d11; : : : ; dp1

sin ' i
1 sin 2' i

2; sin 2' i
1 sin 2' i

2; : : : ; sinp' i
1 sin 2' i

2; d12; : : : ; dp2
...

...
sin ' i

1 sinq' i
2; sin 2' i

1 sinq' i
2; : : : ; sinp' i

1 sinq' i
2) d1q; : : : ; dpq

(3.11)

pro i = 1 ; : : : ; n.
Øada (3.10) je spojitá a 2� -periodická v obou promìnných. Tyto vlastnosti v¹ak nestaèí.

Pøi odhadu vzhledem k regresorùm (3.11) toti¾ opomíjíme následující dva problémy:

(i) Jak ji¾ bylo øeèeno øada (3.10) je 2� periodická v promìnné ' 1. Po pøechodu k polárním
souøadnicím v¹ak tato úhlová velièina nabývá hodnot jen v intervalu (0; � ). Nabízí se
tedy otázka, zda je pro hodnoty ' 1 2 (�; 2� ) øada (3.10) de�nována dobøe a pokud ne,
tak jak ji pro tyto hodnoty de�novat.

(ii) Druhý problém se také hlavnì týká této úhlové velièiny. Transformace musí být dobøe
de�novaná, tj. ka¾dému bodu pøiøadit právì jeden bod. Dále musí být prostá na ote-
vøené mno¾inì pravdìpodobnostní míry 1. Proto pøi transformaci vyluèujeme pøímku
urèenou osoux3, tedy mno¾inuf (0; 0; t) : t 2 Rg. V polárních souøadnicích lze body
z této mno¾iny vyjádøit pro libovolnou hodnotu ' 2 jako mno¾inuf (r; 0; ' 2) : r >
0g [ f (r; �; ' 2) : r > 0g. Podobnì jako v pøedchozím bodu budeme po¾adovat, aby se
odhad pro ' 1 = 0 ; � choval rozumnì.

Oba dva vý¹e popsané problémy jsou zapøíèinìné vlastnostmipolárních souøadnic. Staèí si
uvìdomit, jak jsou data v polárních souøadnicích charakterizována. Pro bod (a; b; c), který má
ve vyjádøení v polárních souøadnicích daným (3.9) souøadnice (r; ' 1; ' 2) dostaneme polohu
bodu v prostoru následujícím zpùsobem (viz také obrázek 3.5):
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Úhlová velièina ' 2 udává o jaký úhel pootoèíme kolem osyx3 polorovinu danou osamix2

a x3 s hranicí v osex3. V této otoèené polorovinì pootoèíme kladnou poloosux3 o úhel daný
' 1. Polohu bodu(a; b; c) najdeme na této otoèené poloose ve vzdálenostir od poèátku.

Z toho pro (i) vyplývá, ¾e bod s polárními souøadnicemi (r; � + �; ' 2); � 2 (0; � ), má po pøe-
chodu ke kartézským souøadnicím stejné koordináty jako bod(r; � � �; ' 2 + � ). Roz¹íøíme-li
tedy výbìrový smìrový kvantil r (� j' 1; ' 2) pro hodnoty ' 1 2 (�; 2� ) musí platit:

r (� j� + �; ' 2) = r (� j� � �; ' 2 + � ); � 2 (0; � ): (3.12)

Øada (3.10) toto obecnì splòovat nemusí. Podívejme se jak budou vypadat koe�cienty
Fourierova rozvoje funkcef 2 L 2(Q), která splòuje (3.12).

� mn =
Z 2�

0

Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dx dy

=
Z �

0

� Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dy

�
dx

+
Z 2�

�

� Z 2�

0
f (2� � x; y + � ) cosmx cosny dy

�
dx

=
Z �

0

� Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dy

�
dx

�
Z 0

�

� Z 2�

0
f (u; y + � ) cosm(2� � u) cosny dy

�
du

=
Z �

0

� Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dy

�
dx

+
Z �

0

� Z 3�

�
f (u; v) cosmu cosn(v � � ) dv

�
du

=
Z �

0

� Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dy

�
dx

+ ( � 1)n
Z �

0

� Z 3�

�
f (u; v) cosmu cosnv dv

�
du

= (1 + ( � 1)n )
Z �

0

Z 2�

0
f (x; y) cosmx cosny dy dx

=
�

0; pro n liché
6= 0 ; pro n sudé:

K výpoètu jsme pou¾ili vztahy

cosm(2� � u) = cos mu; cosn(v � � ) = ( � 1)n cosnv:
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r

x

x

x1

2

3

1

2

Obrázek 3.5: Reprezentace bodù v polárních souøadnicích.

Podobnì dojdeme ke vztahùm pro zbývající koe�cienty. Platí

� mn =
�

0; pro n liché
6= 0 ; pro n sudé a rovné 0

� mn =
�

0; pro n liché
6= 0 ; pro n sudé a rovné 0


 mn =
�

0; pro n sudé a rovné 0
6= 0 ; pro n liché

� mn =
�

0; pro n sudé a rovné 0
6= 0 ; pro n liché

(3.13)

Podmínka (3.12) lze také pøepsat do tvaru

r (� j' 1; ' 2) = r (� j2� � ' 1; � + ' 2):

Úpravami øady (3.10) dostaneme

g(� j2� � ' 1; � + ' 2) =

=
pX

m=0

qX

n=0

(� 1)namn cosm' 1 cosn' 2 + ( � 1)n bmn cosm' 1 sinn' 2

+ ( � 1)n+1 cmn sinm' 1 cosn' 2 + ( � 1)n+1 dmn sinm' 1 sinn' 2:
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A je ihned vidìt, ¾e tato øada bude rovnág(� j' 1; ' 2) pro koe�cienty amn ; bmn ; cmn ; dmn

splòující (3.13). Pro odhad r (� j' 1; ' 2) tedy pou¾ijeme jen ty regresory z (3.11), které odpo-
vídají tìmto nenulovým koe�cientùm.

Z popisu problému (ii) je vidìt, ¾e bod le¾ící na kladné poloose x3 lze v polárních sou-
øadnicích charakterizovat nezávisle na hodnotì' 2 pomocí souøadnic (r; 0; ' 2). Podobnì bod
na záporné poloose pomocí (r; �; ' 2). Z toho pro smìrový kvantil dostáváme, ¾er (� j0; ' 2)
a r (� j�; ' 2) jsou konstantními funkcemi promìnné ' 2. Dosazením do Fourierova rozvoje
r (� j' 1; ' 2) pro libovolné ' 2 dostáváme

r (� j0; ' 2) =
+ 1X

m=0

+ 1X

n=0

(� mn cosn' 2 + � mn sinn' 2)

=
+ 1X

n=0

" 
+ 1X

m=0

� mn

!

cosn' 2 +

 
+ 1X

m=0

� mn

!

sinn' 2

#

=
+ 1X

m=0

� m0 +
+ 1X

n=1

" 
+ 1X

m=0

� mn

!

cosn' 2 +

 
+ 1X

m=0

� mn

!

sinn' 2

#

:

Zavedením parametrizaèních podmínek
+ 1X

m=0

� mn = 0 ; pro n sudé a nenulové;

+ 1X

m=0

� mn = 0 ; pro n sudé a nenulové

dostáváme

r (� j0; ' 2) =
+ 1X

m=0

� m0; ' 2 2 R:

Podobnì pro ' 1 = �

r (� j�; ' 2) =
+ 1X

m=0

+ 1X

n=0

(� 1)m (� mn cosn' 2 + � mn sinn' 2)

=
+ 1X

n=0

" 
+ 1X

m=0

(� 1)m � mn

!

cosn' 2 +

 
+ 1X

m=0

(� 1)m � mn

!

sinn' 2

#

=
+ 1X

m=0

(� 1)m � m0 +
+ 1X

n=1

" 
+ 1X

m=0

(� 1)m � mn

!

cosn' 2 +

 
+ 1X

m=0

(� 1)m � mn

!

sinn' 2

#

a znovu pomocí podmínek
+ 1X

m=0

(� 1)m � mn = 0 ; pro n sudé a nenulové;

+ 1X

m=0

(� 1)m � mn = 0 ; pro n sudé a nenulové
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dostáváme konstantnost funkcer (� j�; �).
Je zøejmé, ¾e zavedením podmínek

pX

m=0

amn = 0 ;

pX

m=0

bmn = 0 ;

pX

m=0

(� 1)m amn = 0 ;

pX

m=0

(� 1)m bmn = 0 (3.14)

dostaneme po¾adovanou konstantnost pro' 1 = 0 ; � i pro øadu (3.10).

Zkusme se nyní podívat, jak by mìly vypadat regresory pro ná¹odhad. U podmínek (3.13)
je situace vcelku jasná. U (3.14) je postup nepatrnì komplikovanìj¹í. Pøedpokládejme nejprve,
¾e øád odhadup je sudé èíslo. Z podmínky (3.14) pro koe�cientyamn máme

apn = � a0n � a1n � : : : � ap� 1;n

Po dosazení do druhé rovnice pro tento koe�cient dostáváme

a0n � a1n + a2n � a3n + : : : + ( � a0n � a1n � : : : � ap� 1;n ) = 0

a po úpravì
ap� 1;n = � a1n � a3n � : : : � ap� 3;n : (3.15)

Po dosazení do výrazu proapn získáme

apn = � a0n � a2n � a4n � : : : � ap� 2;n : (3.16)

Analogické vztahy platí i pro koe�cienty bmn .
Sèítance z (3.10) v nich¾ se vyskytují koe�cientyamn pro pevné nenulovén budou, po do-

sazení pøedchozích vztahù a úpravách, vypadat

pX

m=0

amn cosm' 1 cosn' 2 =

cosn' 2 f a0n [1 � cosp' 1] + a1n [cos' 1 � cos(p � 1)' 1] + a2n [cos 2' 1 � cosp' 1]

+ a3n [cos 3' 1 � cos(p � 1)' 1] + a4n [cos 4' 1 � cosp' 1]

+ : : : + ap� 3;n [cos(p � 3)' 1 � cos(p � 1)' 1] + ap� 2;n [cos(p � 2)' 1 � cosp' 1] g:

Podobnì pro liché p platí

ap� 1;n = � a0n � a2n � : : : � ap� 3;n ;

apn = � a1n � a3n � a5n � : : : � ap� 2;n
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a

pX

m=0

amn cosm' 1 cosn' 2 =

cosn' 2 f a0n [1 � cos(p � 1)' 1] + a1n [cos' 1 � cosp' 1] + a2n [cos 2' 1 � cos(p � 1)' 1]

+ a3n [cos 3' 1 � cosp' 1] + a4n [cos 4' 1 � cos(p � 1)' 1] (3.17)

+ : : : + ap� 3;n [cos(p � 3)' 1 � cos(p � 1)' 1] + ap� 2;n [cos(p � 2)' 1 � cosp' 1] g:

Vztahy pro koe�cienty bmn dostaneme z pøedchozích zámìnouamn zabmn a cosn' 2 za sinn' 2.

Odsud ji¾ vidíme, jak budou vypadat regresory pro ná¹ odhad.Pro sudé p bude i -tý
regresor tvaru

[ 1; cos' i
1; cos 2' i

1; : : : ; p' i
1;

(1 � cosp' i
1) cos 2' i

2; (cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1) cos 2' i
2; : : :

: : : ; (cos(p � 3)' i
1 � cos(p � 1)' i

1) cos 2' i
2; (cos(p � 2)' i

1 � cosp' i
1) cos 2' i

2;

(1 � cosp' i
1) cos 4' i

2; (cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1) cos 4' i
2; : : :

: : : ; (cos(p � 3)' i
1 � cos(p � 1)' i

1) cos 4' i
2; (cos(p � 2)' i

1 � cosp' i
1) cos 4' i

2;

...

(1 � cosp' i
1) sin 2' i

2; (cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1) sin 2' i
2; : : :

: : : ; (cos(p � 3)' i
1 � cos(p � 1)' i

1) sin 2' i
2; (cos(p � 2)' i

1 � cosp' i
1) sin 2' i

2;

(1 � cosp' i
1) sin 4' i

2; (cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1) sin 4' i
2; : : :

: : : ; (cos(p � 3)' i
1 � cos(p � 1)' i

1) sin 4' i
2; (cos(p � 2)' i

1 � cosp' i
1) sin 4' i

2;

...

sin ' i
1 cos' i

2; sin 2' i
1 cos' i

2; : : : ; sinp' i
1 cos' i

2;

sin ' i
1 cos 3' i

2; sin 2' i
1 cos 3' i

2; : : : ; sinp' i
1 cos 3' i

2;

...

sin ' i
1 sin ' i

2; sin 2' i
1 sin ' i

2; : : : ; sinp' i
1 sin ' i

2;

sin ' i
1 sin 3' i

2; sin 2' i
1 sin 3' i

2; : : : ; sinp' i
1 sin 3' i

2;

... ]

(3.18)
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To odpovídá koe�cientùm

[ a00; a10; a20; : : : ; ap0;

a02; a12; : : : ; ap� 3;2; ap� 2;2;

a04; a14; : : : ; ap� 3;4; ap� 2;4;
...

b02; b12; : : : ; bp� 3;2; bp� 2;2;

b04; b14; : : : ; bp� 3;4; bp� 2;4;
...

c11; c21; : : : ; cp1;

c13; c23; : : : ; cp3;
...

d11; d21; : : : ; dp1;

d13; d23; : : : ; dp3;
... ]

(3.19)

Regresory pro lichép snadno získáme z výrazu (3.17) a tak je ji¾ nebudeme vypisovat.

Poznámka. V¹imnìme si, ¾e soustava (3.18) je ortogonální, ale ji¾ neníúplná. Oznaèíme-li
hij èleny této soustavy, pak Fourierovy koe�cienty smìrového kvantilu r budou zøejmì rovny
hr; h ij i .

Oznaème vektor v (3.18)h a dívejme se na nìj jako funkci dvou promìnných ' 1; ' 2. Dále
oznaème, pro� 2 (0; 1), odhad vektoru (3.19) získaný kvantilovou regresí pro regresory dané
v (3.18) a odezvur i ; i = 1 ; : : : ; n jako �̂ (� ). Pak analogicky jako v dvojrozmìrném pøípadì
de�nujme trojrozmìrný � -smìrový kvantil jako

rpq(� j' 1; ' 2) =
X

i

�̂ i (� )hi (' 1; ' 2):

Dále pak trojrozmìrný výbìrový periodický regresní � kvantil Kpq(� ) jako uzávìr mno¾iny

f (x1; x2; x3) : x1 = �̂ 1 + rpq(� j' 1; ' 2) sin ' 1 sin ' 2;

x2 = �̂ 2 + rpq(� j' 1; ' 2) sin ' 1 cos' 2;

x3 = �̂ 3 + rpq(� j' 1; ' 2) cos' 1;

' 1 2 [0; � ]; ' 2 2 [0; 2� )g

Vìty 18, 19 platí i pro trojrozmìrný kvantil. Ekvivariance v zhledem k posunutí a stejné
zmìnì mìøítka se uká¾e analogicky jako ve dvojrozmìrném pøípadì (vìta 20).

Ekvivariance vzhledem k otoèení platí jen pøi rotaci kolem osy x3, tedy rotaci danou
zmìnou úhlu ' 2. Uká¾e se to podobným zpùsobem jako v dvojrozmìrném pøípadì. Pøi otoèení
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náhodného výbìru kolem osy x3 o úhel � pøejdeme k náhodnému výbìru, který má polární
souøadnice (r i ; ' i

1; ' i
2 � � ); i = 1 ; : : : ; n. Vezmemem = 1; n = 2, pak c12 = d12 = 0. Zamìøíme

se jen na sèítance pro tyto hodnotym; n. Dostáváme

a12 [cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1] cos 2(' i
2 � � ) + b12 [cos' i

1 � cos(p � 1)' i
1] sin 2(' i

2 � � )

= ( a12 cos 2� � b12 sin 2� ) [cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1] cos 2' i
2

+ ( a12 sin 2� + b12 cos 2� ) [cos' i
1 � cos(p � 1)' i

1] sin 2' i
2

= a0
12 [cos' i

1 � cos(p � 1)' i
1] cos 2' i

2 + b0
12 [cos' i

1 � cos(p � 1)' i
1] sin 2' i

2:

Z tohoto by, analogicky jako v dvojrozmìrném pøípadì, mìla být dokazovaná vlastnost patrná.
Pro ostatní hodnoty m; n je postup stejný.

Je¹tì bychom se ale mìli pøesvìdèit, zda koe�cienty a0
mn , b0

mn , c0
mn , d0

mn splòují podmínky
(3.13) a (3.14). O tom se pøesvìdèíme snadno. Nulovostamn ; bmn implikuje nulovost a0

mn ; b0
mn .

Podobnì tak u ostatních koe�cientù. Dále
pX

m=0

a0
mn = cos n�

pX

m=0

amn � sinn�
pX

m=0

bmn = 0 :

Znovu si vystaèíme s tvrzením, ¾e u ostatních koe�cientù a druhé podmínky v (3.14) budeme
postupovat zcela analogicky.

Vzhledem k tomu, ¾erpq(� j0; �) a rpq(� j�; �) jsou konstantními funkcemi, tak ihned mù¾eme
vylouèit, ¾e by odhad byl ekvivariantní vùèi rotaci v úhlovévelièinì ' 1:

Je¹tì pøedtím ne¾ uvedeme konkrétní pøíklady výbìrových periodických kvantilù pro ur-
èitá rozdìlení se podívejme na metody, které mohou nìjakým zpùsobem zlep¹it jejich odhad.

3.3 Metody pro zlep¹ení odhadu výbìrových periodických kva n-
tilù

1. Normalizace mìøítka
Mìjme dva body v rovinì, pro které po transformaci do polární ch souøadnic platí, ¾e vzdále-
nost obou bodù od poèátku je rovna nìjakémur . Rozdíl úhlù urèující tyto body oznaème� .
Je zøejmé, ¾e s rostoucímr se bude vzdálenost tìchto dvou bodù zvìt¹ovat, pøièem¾ v gra�c-
kém vyjádøení, kde souøadnicemi tìchto bodù jsou vzdálenost od poèátku a úhel, bude jejich
vzdálenost stejná. Podobnì dva body blízko støedu svírají vìt¹í úhel ne¾ stejnì vzdálené dva
body dále od støedu. Tato vlastnost se pomìrnì nepøíjemnì promítne pøi transformaci od-
hadu smìrového kvantilu rp(� j' ) zpìt do kartézských souøadnic. Nepatrné zvlnìní v nízkých
hodnotách rp se po transformaci projeví jako pomìrnì výrazné. Naopak pro vysoké hodnoty
rp bude i více patrné zvlnìní po transformaci ménì výrazné. Poznamenejme je¹tì, ¾e není
dùle¾itá velikost hodnotrp, ale rozdíly v jejích hodnotách. Proto bude výbìrový periodický
regresní kvantil pro hodnoty blí¾e støedu mnohem výraznìjizvlnìný ne¾ pro hodnoty dále
od støedu. Nabízí se tedy hledat takové transformace pozorovaných dat, pro které by byl
smìrový kvantil podobný konstantní funkci. Najít takovou t ransformaci je ve vìt¹inì pøípadù
témìø nemo¾né. Proto je výhodná alespoò následující jednoduchá transformace.

Pokud je výbìrová varianèní matice náhodného výbìru rùzná od jednotkové matice, mù¾e být
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výhodné pøejít vhodnou lineární transformací k výbìru, jeho¾ výbìrová varianèní matice je
jednotková. Pokud taková lineární transformace neexistuje, pøejdeme alespoò k výbìru jeho¾
slo¾ky budou mít jednotkový rozptyl. Tedy k výbìru, kde pozorování jeho k-té slo¾ky, prok =
1; : : : ; p, mají tvar:

~X i
k = X i

k=�̂ k ; i = 1 ; : : : ; n;

�̂ 2
k znaèí nìjaký odhad rozptyluk-té slo¾ky náhodného vektoru.

To je výhodné zejména u elipticky soumìrných rozdìlení (napø. normální rozdìlení). Smì-
rový kvantil, který má po transformaci do kartézských souøadnic eliptický tvar, má toti¾
Fourierùv rozvoj s nekoneèným poètem sèítancù. Po normalizaci mìøítka má periodický re-
gresní kvantil tvar kru¾nice a to odpovídá konstantnímu smìrovému kvantilu a jeho odhadu
jen absolutním èlenem.

2. Lineární transformace
Dal¹í mo¾ností je pou¾ít na data lineární transformace vùèikterým nejsou výbìrové periodické
regresní kvantily ekvivariantní. Jedná se hlavnì o pøechodk jiné ne¾ ortonormální soustavì
souøadnic. Tím dojde v nìkterých místech k rozta¾ení rozvr¾ení dat a v jiných k zú¾ení
rozvr¾ení dat. Vìt¹inou platí následující pravidlo, jeho¾platnost je zpùsobena zmìnou pomìru
vzdáleností od støedu v tìchto oblastech.

V místech, kde vlivem transformace dat dochází k rozta¾ení rozvr¾ení dat je nový odhad oproti
pùvodnímu více zvlnìný. A naopak v místech, kde dochází k zú¾ení rozvr¾ení dat, bude odhad
ménì zvlnìný.

3. Regresory pro symetrický periodický regresní kvantil
Uva¾ujme dvojrozmìrný pøípad a periodický regresní kvantil osovì soumìrný kolem pøímky
procházející nejhlub¹ím bodem. Díky vlastnosti ekvivariance vzhledem k otoèení, mù¾eme
výbìr otoèit tak, aby body le¾ící na této pøímce mìly po pøechodu k polárním souøadnicím
velièinu udávající úhel rovnou nule. Smìrový kvantil r (� j' ) bude v tomto pøípadì sudou
funkcí. Pro sinové koe�cienty Fourierova rozvoje platí

� j =
1
�

Z 2�

0
r (� j' ) sin(j' ) d' = 0 ; j = 1 ; 2; : : : :

Dá se tedy pøedpokládat, ¾e by i odhadnuté sinové koe�cientybyly blízké nule a proto smìrový
kvantil budeme odhadovat trigonometrickou øadou

rp(� j' ) = â0 +
pX

j =1

âj cosj':

Pøi men¹ích rozsazích výbìrù je to výhodné, proto¾e nám to umo¾ní men¹í navý¹ení øádup.
Pro velké rozsahy je to také výhodné, nebo» pro získání stejnì kvalitního odhadu nám staèí
polovièní poèet regresorù. A výpoèet je tedy ménì èasovì i pamì»ovì nároèný.

Pøed pou¾itím tohoto postupu bychom se mìli pøesvìdèit o symetrii náhodného výbìru.
Pro náhodný výbìr ( X i

1; X i
2); i = 1 ; : : : ; n z rozdìlení daného distribuèní funkcí F mù¾eme,

po vhodném pøetoèení a posunutí, pou¾ít nìjaký z neparametrických testù symetrie kolem
pøímkyx2 = x1, tedy test hypotézy F (x1; x2) = F (x2; x1). Napø. Wilcoxùv nebo znaménkový
test symetrie náhodného výbìru Z i = X i

1 � X i
2 kolem nuly.
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Ve více rozmìrech je situace podobná. Uveïme je¹tì jak bychom postupovali ve trojroz-
mìrném pøípadu. Po vhodném pøetoèení dojdeme k vektoru s rozdìlením, jeho¾ periodický
regresní kvantil je zrcadlovì symetrický kolem roviny urèené osoux3 a nejhlub¹ím bodem.
Pak ji¾ jen vektor otoèíme kolemx3 tak, aby body le¾ící v této rovinì mìly nulovou úhlovou
velièinu ' 2. Nyní je smìrový kvantil pro pevné ' 1 sudou funkcí v promìnné ' 2. Pro koe�cienty
Fourierovy rozvoje, v nich¾ se vyskytují èleny sinj' 2, platí

� mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
r (� j' 1; ' 2) cosm' 1 sinn' 2 d' 1 d' 2

=
1
� 2

Z 2�

0

� Z 2�

0
r (� j' 1; ' 2) sin n' 2 d' 2

�
cosm' 1 d' 1

=
1
� 2

Z 2�

0
0 cosm' 1 d' 1 = 0 ;

� mn =
1
� 2

Z 2�

0

Z 2�

0
r (� j' 1; ' 2) sin m' 1 sinn' 2 d' 1 d' 2 = 0 :

Tedy podobnì jako v dvojrozmìrném pøípadì budeme hledat jen odhady koe�cientù � mn

a 
 mn .

3.4 Volba øádu p a konzistence výbìrového periodického re-
gresního kvantilu

O volbì øádu ji¾ bylo nìco øeèeno v èásti pojednávající o dvojrozmìrných periodických regres-
ních kvantilech. Po¾adavek (3.5) na rychlost konvergence øádu p k nekoneènu lze pou¾ít také
u vícerozmìrných kvantilù. A stejnì jako u dvojrozmìrného p øípadu nám zaruèí, ¾e pro poèet
bodù N le¾ících uvnitø výbìrového kvantilu platí

N
n

n!1�! �:

Je jasné, ¾e velikost øádup (resp.p; q) budeme volit nejen v závislosti na poètu pozorování,
ale také na pøedpokládaném rozdìlení z kterého výbìr pochází a dokonce také na hodnotì
parametru � . Vìt¹inou platí, ¾e s rostoucím � volíme i vìt¹í velikost øádu p (viz napø. obr.
3.9). U rozdìlení, která mají jen po èástech hladký kvantil (Exponenciální rozdìlení) bude
potøeba zvý¹it øád odhadu, abychom lépe vystihli tvar kvantilu v tìchto bodech. To ov¹em
bude na úkor celého odhadu, který bude v ostatních bodech více zvlnìný. Proto se dá tì¾ko
urèit nìjaké pravidlo pro volbu øádu odhadu. Uvedeme tabulku s doporuèeními pro volbu
øádu pro rùzné rozsahy výbìru. Pro zjednodu¹ení ve trojrozmìrném pøípadì klademe p = q.

Rozsah výbìru 500 1000 5000 10000 50000
Dvojrozmìrný pøípad 2{9 3{15 6{20 7{24 10{30
Trojrozmìrný pøípad 1{4 2{6 3{10 4{13 6{18

Tabulka 3.1: Volba øádu odhadup pro rùzné rozsahy výbìru.

Je¹tì se ve zkratce zmiòme o mo¾nosti dùkazu konzistence. Vyjdeme z modelu (2.3) v kvan-
tilové regresi, který vlastnì pou¾íváme k na¹emu odhadu. Pøedpokládejme, ¾e máme náhodný
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výbìr splòující pro � 2 (0; 1) po pøechodu do polárních souøadnic

r i = r (� j' i ) + ei ; i = 1 ; : : : ; n;

kde ei ; i = 1 ; : : : ; n jsou nezávislé, ale nemusí být stejnì rozdìlené. Pou¾ijeme-li znaèení z èásti
3.1, pak ei má rozdìlení dané distribuèní funkcí

Fi (x) = Q(x + r (� j' i ) j' i ):

Tedy platí podmínka Fi (0) = � z modelu (2.3).
Uva¾ujeme nìjaký trigonometrický systém a rozviòmer (� j�) ve Fourierovu øadu vzhledem

k tomuto systému. Nekoneèný vektor koe�cientù tohoto rozvoje oznaème� (� ). Vektor získaný
odhadem v modelu

r i = bT x (l )
i + ei ; i = 1 ; : : : ; n;

oznaème�̂ l (� ). l znaèí øád odhadu ax (l )
i znaèí èást trigonometrického systému pro hodnotu

' i , vzhledem ke kterému jsme provádìli Fourierùv rozvoj, mající l prvkù (napø. po vhodném
pøeuspoøádání prvníchl prvkù). Jde-li n k nekoneènu, pùjde i øád odhadul k nekoneènu.

Princip dùkazu konzistence v Bantli & Hallin (1999) a Oberhofer (1982) pak zøejmì pùjde,
s nemalými technickými potí¾emi, pøenést i na zde popsaný pøípad. Dostali bychom

�̂ l (� )
P

�!
n!1

� (� );

tedy konvergenci v pravdìpodobnosti r l (� j' ) k r (� j' ).

3.5 Pár poznámek

1. Proè nejhlub¹í bod?
Hloubka bodu v jistém smyslu vypovídá o poètu pozorovaní v nejménì pøíznivém smìru
od tohoto bodu (poloprostor v jeho¾ hranici le¾í tento bod a vnìm¾ le¾í nejmen¹í poèet pozo-
rování). Nejhlub¹í bod je takový, pro který v nejménì pøíznivém smìru le¾í nejvíce pozorování.
Toto je velice výhodné pøi odhadu smìrového kvantilu, který dostáváme z dat transformo-
vaných do polárních souøadnic. Vezmeme-li toti¾ dìlení intervalu [0; 2� ] takové, ¾e jednotlivé
úseky dìlení jsou stejnì dlouhé, pak vzhledem k popsané vlastnosti nejhlub¹ího bodu, bude
poèet bodù v jednotlivých úsecích (body, jejich¾ úhlová souøadnice padne do tohoto úseku)
pro vìt¹inu þrozumnýchÿ rozdìlení víceménì podobný. Tedy, ¾e i v tom úseku kam padne
nejménì pozorování, jsme na tom stále lépe, ne¾ kdybychom zvolili jiný ne¾ nejhlub¹í bod.

Na druhou stranu, díky vlastnosti polárních souøadnic popsané v úvodu èásti 3.3, mù¾e být
rozlo¾ení bodù v polárních souøadnicích pro nìjaké hodnotyúhlu ' v jistém smyslu þøídkéÿ
a pro jiné þzahu¹tìnéÿ (napø. exponenciální rozdìlení, úsek kolem ' = 5

4 � - obr. 3.7). A to
svádí k my¹lence, ¾e odhadrp(� j' ) mù¾e být pro nìjaké hodnoty ' ménì pøesný.

Ale toto øídké rozlo¾ení dat v polárních souøadnicích pro urèité hodnoty úhlu ' je zpùso-
beno spí¹e vìt¹ím rozptylem vzdálenosti od poèátkur pro tyto hodnoty úhlu. Tedy pozorování
jsou více rozházena ve smìru vzdálenostir a ne v úhlové velièinì ' . A vzhledem k tvrzení vìty
10 mù¾eme tedy oèekávat, ¾e bude odhad v oblastech s þøídkýmÿrozlo¾ením stejnì pøesný
jako v oblastech s þhustýmÿ rozlo¾ením dat.
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Poznámka. (Úhlový nejhlub¹í bod) . Jistì zajímavou variantou volby støedu pro transfor-
maci do polárních souøadnic by mohla být modi�kace nejhlub¹ího bodu, nazvìme ji tøeba
úhlový nejhlub¹í bod. Ve dvojrozmìrném pøípadì de�nujme úhlovou hloubku bodu, pro nìjaké
pevnì zvolené' 0, následujícím zpùsobem:

Pøedstavme si výseè urèenou dvìma polopøímkami, které svírají nìjaký pevnì zvolený úhel
' 0 a mají poèátek v tomto bodì. Úhlovou hloubkou nazveme poèet bodù le¾ících v takové vý-
seèi, která obsahuje nejmen¹í poèet bodù. Úhlovým nejhlub¹ím bodem nazveme bod s nejvìt¹í
úhlovou hloubkou. Úhel' 0 zvolíme v závislosti na rozsahu výbìru a typu rozdìlení.

Tento postup se dá zobecnit i na prostory vy¹¹ích dimenzí. Napø. v trojrozmìrném pøípadì
bychom místo výseèe pou¾ili rotaèní ku¾el.

Takto de�novaný nejhlub¹í bod nám zøejmì zaruèí je¹tì rovnomìrnìj¹í rozvr¾ení bodù
po pøechodu do polárních souøadnic (ve smyslu bodu 1) a tedy ilep¹í odhad.

2. Robustnost
Velkou výhodou periodických regresních kvantilù je robustnost. Pøi jejich konstrukci vyu-
¾íváme jen robustních statistických odhadù. O robustnostinejhlub¹ího bodu vypovídá jeho
bod zlomu - viz vìta 5. Napø. ve dvojrozmìrném pøípadì mù¾emenejménì tøetinu pozorování
nahradit nekoneènou hodnotou ne¾ výbìrový nejhlub¹í bod þulétneÿ do nekoneèna. To znaèí
velmi malou citlivost na odlehlá pozorování.

Po pøechodu k polárním souøadnicím, kde za støed bereme právì nejhlub¹í bod, pou¾ijeme
k na¹emu odhadu dal¹í velmi robustní metodu - kvantilovou regresi. O ní víme (viz kapitola
2), ¾e její in
uenèní funkce je omezená ve velièinì odpovídající odezvì. Té v polárních sou-
øadnicích odpovídají velièinyr i vzdálenosti od poèátku. Odlehlost pozorování se po pøechodu
k polárním souøadnicím projeví jen právì na této velièinì. Fakt, ¾e kvantilová regrese mù¾e
být citlivá na odlehlé hodnoty regresorù (neomezená in
uenèní funkce v této velièinì) není
pro nás významný, jeliko¾ regresory pou¾ívané k na¹emu odhadu vznikají z omezených funkcí
cos a sin. Navíc nám vìta 10 zaruèuje, ¾e výbìrový periodickýregresní kvantil se nezmìní
budeme-li libovolný poèet pozorování, která le¾í mimo nìj posunovat o libovolnou vzdálenost
dále ve smìru od nejhlub¹ího bodu.

Dohromady tedy získáváme velice robustní odhad, který je málo citlivý i dokonce na vìt¹í
poèet odlehlých pozorování.

3. Výpoèetní a pamì»ová nároènost
O výpoèetní èasové nároènosti nejhlub¹ího bodu ji¾ bylo pojednáno v sekci 1.1. Pamì»ové ná-
roky algoritmù DEEPLOCa HALFMED, které pou¾íváme, nepotøebují o moc více pamìti ne¾ ko-
lik zabírají jejich vstupní data. Pro men¹í rozsahy dat (do 5000) oba algoritmy, na poèítaèi
s 2 GHz procesorem a 512 Mb operaèní pamìti, napoèítaly nejhlub¹í bod témìø okam¾itì.
Pro trojrozmìrný výbìr o rozsahu 80000, výpoèet algoritmem DEEPLOCu¾ ale trval pøibli¾nì
5 hodin.

Kvantilová regrese vìt¹inou pou¾ívá simplexového algoritmu. Výpoèet je tedy pomìrnì
rychlý. Konstrukce výbìrových kvantilù v¹ak vy¾aduje odhad velkého poètu parametrù (napø.
pro trojrozmìrná data a¾ nìkolik stovek) a tedy výpoèet mù¾ebýt pomìrnì èasovì nároèný.
V programu Rjsou proto k dispozici dal¹í algoritmy, které provádí výpoèet rychleji (ale nìkdy
jsou jen pøibli¾né).
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3.6 Pøíklady výbìrových kvantilù

V této èásti uká¾eme jak mohou vypadat výbìrové periodické regresní kvantily pro výbìry vy-
generované z exponenciálního a normálního rozdìlení. Nakonec uvedeme jeden men¹í pøíklad
aplikace na reálná data.

Exponenciální rozdìlení { dvojrozmìrný pøípad

V následujících pøíkladech byl generován náhodný výbìr (x i ; yi ), kde x i , yi jsou nezávislé
a mají exponenciální rozdìlení s parametrem 1.

Obr. 3.6 { 3.10 jsou zhotoveny pro rozsah výbìru 500. Pro dvojrozmìrná data mù¾eme
takový rozsah pova¾ovat za velmi malý. I pøesto vidíme, ¾e dostáváme pomìrnì pìkný odhad,
který si poradí i s oblastmi, kde není teoretický kvantil hladký.

Na vìt¹inì obrázcích je vidìt, ¾e kvantil je více zvlnìný v ob lastech, kde je blí¾e støedu
(nejhlub¹ímu bodu). To je zpùsobeno mechanismy, které jsoupopsány v bodu 1 èásti 3.3.

Obr. 3.8 ukazuje dvì krajní, ale je¹tì pøijatelné volby øádu odhadu. Kvantil na levém
obrázku je pøíli¹ zakulacený, na pravém pøíli¹ zvlnìný.

Na obr. 3.9 je zase vidìt nutnost volby vy¹¹ího øádu odhadu s rostoucím � .
Pro kvantily na obr. 3.10 byl navíc pou¾it odhad pro symetrický kvantil. Ten je symetrický

kolem pøímkyy = x. Smìrový kvantil je tedy symetrický kolem úhlu 5
4 � . Po rotaci dat o tento

úhel se stane sudou funkcí. A platí pro nìj vlastnosti popsané v bodì 3 èásti 3.3. Získaný odhad
je vyobrazen na levém obrázku. Oproti odhadu bez symetrie do¹lo k pøíjemnému zlep¹ení.
Pravý obrázek ukazuje vliv lineární transformace - data byla nejprve transformována maticí
se sloupci (5; 2)T a (2; 5)T (to jsou zároveò smìry na které pøechází zobrazení osx a y).
Potom, stejnì jako pøedtím, byl pou¾it odhad pro symetrickýkvantil. Vidíme, ¾e do¹lo k jevùm
popsaných v bodì 2 èásti 3.3. Je¹tì dodejme, ¾e byl odhadován95% kvantil, kterému pro takto
malý rozsah odpovídá pøibli¾nì 475 pozorování le¾ících uvnitø.

Na obr. 3.11 jsou k vidìní odhadnuté kvantily pro rozsah výbì ru 50000.
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Obrázek 3.6: Výbìrový a teoretický 0:5{kvantil pro exponenciální rozdìlení. Rozsah výbìru
500, øád rozvoje 9.
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Obrázek 3.8: Výbìrové 0:5-kvantily pro øád 4 a øád 13. Rozsah výbìru 500.
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Obrázek 3.9: Výbìrové kvantily pro � = 0 :05; 0:25; 0:5; 0:75 a 0:95. Øád volen 4; 7; 9; 9
a 11. Exponenciální rozdìlení. Rozsah výbìru 500.
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Obrázek 3.10: Výbìrové 0:95-kvantily. Pou¾ity odhady pro symetrický kvantil. Napravo navíc
data pøed odhadem pro¹la lineární transformací. Øád volen 11. Rozsah výbìru 500.
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Obrázek 3.11: Výbìrové kvantily pro � = 0 :05; 0:1; 0:25; 0:5; 0:75 a 0:95. Øád volen
17; 20; 24; 22; 24 a 25. Exponenciální rozdìlení. Rozsah výbìru 50000.
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Obrázek 3.12: Výbìrové kvantily pro výbìr z dvojrozmìrného normálního rozdìlení s nulo-
vou støední hodnotou a variaèní maticí s 3 a 1 na diagonále a mimodiagonálními prvky 0.5.
Velikost výbìru 1000. Pro odhad byl pou¾it postup bodu 1 z sekce 3.3 (pøe¹li jsme k výbìru
s jednotkovou výbìrovou varianèní maticí pomocí Choleského rozkladu výbìrové matice pù-
vodního výbìru). Pro hodnoty � rovné 0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75 a 0.95 volen øád 3, 3, 4, 5
a 5.
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Exponenciální rozdìlení { trojrozmìrný pøípad

Pro pøíklady byl simulován náhodný výbìr z trojrozmìrného r ozdìlení, jeho¾ slo¾ky jsou
navzájem nezávislé a mají exponenciální rozdìlení s parametrem 1. Rozsah výbìru byl volen
2000.

Obr. 3.13 { 3.15 jsou zobrazeny odhady pro nijak neupravený výbìr. Na posledním ob-
rázku je dobøe patrné výrazné zvlnìní v oblastech blízko nejhlub¹ího bodu. To je zpùsobené
mechanismy popsanými v èásti 3.3.

Pro odhad na obr. 3.16 byl výbìr nejdøíve otoèen tak, ¾e smìr osy x3 pøechází na smìr
daný spojnicí nejhlub¹ího bodu a poèátku kartézských souøadnic. Oproti pøedchozímu odhadu
jsou patrné výrazné hrboly právì v tomto smìru (odpovídá ' 2 = � ). Na druhou stranu
se odhad výraznì zlep¹il v oblastech blízkých nejhlub¹ímu bodu. Obr. 3.17 ukazuje odhad
po otoèení a pak následném þzú¾eníÿ. Toto þzú¾eníÿ je urèenomaticí se sloupci (1; 0:05; 0:05)T ,
(0:05; 1; 0:05)T a (0:05; 0:05; 1)T .
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Obrázek 3.13: Výbìrový smìrový 0.5-kvantil pro trojrozmìr ný výbìr z exponenciálního roz-
dìlení s parametrem 1. Rozsah výbìru 2000. Øádyp = q = 4.
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Obrázek 3.14: Výbìrový 0.5-kvantil pro trojrozmìrný výbìr z exponenciálního rozdìlení s pa-
rametrem 1. Rozsah výbìru 2000. Øádyp = q = 4. Pohled þzepøeduÿ.
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Obrázek 3.15: Výbìrový 0.5-kvantil pro trojrozmìrný výbìr z exponenciálního rozdìlení s pa-
rametrem 1. Rozsah výbìru 2000. Øádyp = q = 4. Pohled þzezaduÿ.
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Obrázek 3.16: Výbìrový kvantil odhadnutý z otoèeného výbìru pro øády p = 5 a q = 4.
Rozsah výbìru 2000.
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Obrázek 3.17: Výbìrový kvantil odhadnutý z otoèeného a zároveò þzú¾enéhoÿ výbìru pro øády
p = 5 a q = 4. Rozsah výbìru 2000.
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Normální rozdìlení { trojrozmìrný pøípad
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Obrázek 3.18: 75% kvantily pro výbìr z normálního rozdìlení s nulovou støední hodnotou
a varianèní maticí s diagonálními prvky 4, 2, 1. Mimodiagonální prvky jsou rovné 0.5. Rozsah
výbìru 5000. Podobnì jako v dvojrozmìrném pøípadu jsme na data nejprve aplikovali line-
ární transformaci urèenou maticí z Choleského rozkladu výbìrové varianèní matice (výbìrová
varianèní matice transformovaného výbìru je jednotková). Horní obrázek zobrazuje odhad
pro øádyp = q = 8. Dolní p = q = 3. Pro vy¹¹í hodnoty p; q se tvar kvantilu nijak výraznì
nemìní, jen je více þhrbolatýÿ. V takovém pøípadì je lep¹í volit men¹í hodnoty øádù.
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Pøíklad - porodní váha a délka

Nakonec uveïme pøíklad kvantilu zhotoveného pro reálná data. Zajímáme se o 75% kvantil
porodní délky a hmotnosti u dìtí. K dispozici máme 847 pozorování pro hochy a 786 pro dívky.
Aèkoliv jsou tyto velièiny spojité, tak pro pou¾ití na¹í metody nemusí být zrovna nejvhodnìj¹í,
jeliko¾ porodní délka se zaokrouhlovala na celé centimetry. A vzhledem k rozmezí, ve kterém
se tato velièina pohybuje, má témìø diskrétní charakter. Ale i pøesto docházíme k pomìrnì
rozumným výsledkùm.

Podobnì jako v uvedených pøíkladech na normální rozdìlení pøejdeme nejprve k výbìru
s jednotkovou varianèní maticí. Po získání odhadu, pro který byl jak pro chlapce tak pro dívky
volen øádp = 4, se vrátíme zpìt k pùvodnímu výbìru.

Klasickým parametrickým odhadem pøi pøedpokladech normálního rozdìlení bychom do-
stali mno¾inu tvaru elipsy. A odhad by navíc byl ovlivnìn nìk olika vzdálenìj¹ími pozorová-
ními. Navíc data mají tu vlastnost, ¾e s rostoucí porodní délkou roste i výbìrový rozptyl
velièiny udávající porodní hmotnost. Pro taková data by eliptický tvar kon�denèní mno¾iny
nebyl pøíli¹ vhodný. Na obr. 3.20 je vidìt, ¾e ná¹ odhad si s touto vlastností pomìrnì dobøe
poradí.

Zamìøme se na chvíli na maximální a minimální hodnotu souøadnice pro porodní délku,
které je¹tì le¾í v periodickém kvantilu (tedy budeme se zajímat o rozmezí kvantilu odpoví-
dající této velièinì). Oznaème je xmax a xmin . Tyto hodnoty budou v¾dy velmi blízko celým
èíslùm. Je to zpùsobené diskrétním charakterem velièiny udávající porodní délku a tím, ¾e
kvantil v¾dy prochází urèitým poètem bodù (viz vìta 19). xmax a xmin le¾í v blízkosti dvou
tìchto bodù a jejich hodnota je vlastnì tìmito body urèena. A tak rozmezí kvantilu ve veli-
èinì porodní délka bude v¾dy vymezeno pøibli¾nì celými èísly, i kdy¾ teoreticky by mohlo být
urèeno libovolnými èísly. Nicménì pro tímto zpùsobem mìøená a zaznamenávaná data tato
vlastnost není nièemu na ¹kodu.

Nakonec se podívejme je¹tì na jednu nepøíjemnost, která je opìt zpùsobena diskrétním
charakterem porodní délky. Levá dolní èást kvantilu u hochùje jakoby mírnì vychýlena na-
pravo. Kvantil odhadujeme ve smìrech od nejhlub¹ího bodu (èervená hvìzdièka), tedy jakoby
na pøímkách procházejících nejhlub¹ím bodem. Pøièem¾ je dùle¾itý poèet bodù le¾ících v tìsné
blízkosti takových pøímek. Vzdálenost bodù od sebe není a¾ tak podstatná. Diskrétní charak-
ter se projeví v þøádkovitémÿ uspoøádání dat a platí, ¾e co øádek, to jeden bod le¾ící v blízkosti
pøímky. A napø. jihozápadozápadním smìrem od nejhlub¹ího bodu protneme ménì þøádkùÿ
ne¾ tøeba smìrem urèeným spojnicí nejhlub¹ího bodu a bodu s porodní hmotností 3000 g
a délkou 41 cm. Oznaèíme-lil poèet øádkù, který nìjaký smìr protíná, pak 75% kvantil bude
le¾et v blízkosti prùseèíku s [0:75l ]-tým øádkem ve smìru od nejhlub¹ího bodu. Proto na od-
had mají pomìrnì velký vliv vzdálenìj¹í pozorování, která n abývají hodnot porodní délky
kolem 40 cm. Jejich vliv na odhad ale není zpùsobený jejich odlehlostí, nýbr¾ tím, ¾e více
z nich v¾dy le¾í v nìjakém smìru od nejhlub¹ího bodu. Tyto body navíc datùm dávají a¾
témìø þnehvìzdicovitý charakterÿ. Pro data þneøádkovitéhoÿ (a tedy spojitého) charakteru
by k tomuto vychýlení zøejmì nedo¹lo.
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Obrázek 3.19: 75% kvantil pro porodní délku a hmotnost u hochù. Hodnoty namìøeny u 847
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