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Kapitola 1

Uvod

Cilem této prace je seznamit ¢tenafe s pouzitim globalnich podminek a ceny
v uloze casového grafu a navrhnout nové podminky a metody pro filtraci
domén proménnych na zakladé ceny.

Prace predpoklada u ¢tenate zakladni znalosti z oboru informatiky, slozitosti
a programovani s omezujicimi podminkami. Nepfedpokldda znalost tlohy
casového grafu. VSechny netrivialni pojmy jsou v praci vysvétleny.

Druhé kapitola je vénovana stru¢nému tivodu do problematiky programovani
s omezujicimi podminkami a zaroven vymezuje potiebné pojmy.

Ve tieti kapitole je zadefinovan ¢asovy graf a jeho feSeni. Nasledné je zde pro-
blém c¢asového grafu zformulovan pomoci prostfedki programovani s omezu-
jicimi podminkami.

Ve ¢étvrté kapitole je zavedena procesni sit a vnofeny casovy graf jako spe-
cialni ptipad casového grafu. Tyto struktury jsou déale podrobné rozebrany
a jsou predvedeny algoritmy pro hledani jejich feSeni. Obdobné, ovSsem ne
zcela stejné struktura jsou popsany v [1]. V zavéru této kapitoly potom pfi-
nasim dikaz NP-uplnosti problému globalni konzistence proménné time ve
vnoreném casovém grafu.

Pata kapitola je vénovana hledani optiméalniho feseni vnofeného c¢asového
grafu, tj. takového FeSeni, které méa nejmensi cenu. Zde pfinasim nové me-
tody filtrace domén proménnych valid a time zalozené na specifické strukture
vnoreného casového grafu.



Kapitola 2

Programovani s omezujicimi
podminkami

2.1 Uvod

Programovani s omezujicimi podminkami predstavuje diky své univerzalnosti
uziteCny nastroj pro feseni celé fady realnych problémt z nejriiznéjsich obort.
Byva s tspéchem pouzivan v planovani, rozvrchovani, umeélé inteligenci, po-
¢itacové grafice apod.

Zakladni myslenkou je popis problému pomoci proménnych a podminek nad
nimi. Kazda proménnd mé prifazenu mnozinu hodnot, kterych mize naby-
vat. Tuto mnoZinu nazyviame doména. Resenim je potom takové ohodnoceni
proménnych, které spliiuje vSechny podminky. V nasem pripadé bude pro-
ménnych i podminek vzdy konecné mnoho. Stejné tak domény proménnych
budou vzdy konecné.

Podminky vyjadiuji jaké kombinace hodnot proménnych jsou pro feseni pii-
pustné. Mohou byt zadany jak explicitné mnozinou pripustnych kombinaci
hodnot, tak implicitné formuli napt. x + y + 2z < 9, apod.

Popis problému omezujicich podminek je tak zalozen pouze na matematic-
kych pojmech a je nezavisly na jakémkoliv programovacim jazyce. Neni ani
urcen zpusob jakym méa byt feseni hledano.

Problémy s omezujicimi podminkami se nejcastéji fesi prohledavanim pro-
storu vSech moznych ohodnoceni proménnych spolecné s konzisten¢nimi tech-
nikami. Prohledavaci algoritmus postupné zkousi dosazovat proménnym hod-
noty z jejich domén a kontroluje, zda jsou splnény vsechny podminky. Konzis-
tenc¢ni techniky vyfazuji nekompatibilni hodnoty z domén proménnych a tak



zmensuji prohledavany prostor. Vzdy po urceni hodnoty néjaké proménné se
tato hodnota propaguje do domén ostatnich proménnych, to znamena z do-
mén ostatnich proménnych se vyfadi hodnoty, které jsou s ni nekompatibilni.

Protoze i pres tyto metody je prostor moznych ohodnoceni proménnych ob-
vykle prili§ veliky na to, aby mohl byt prohledan cely, pouzivaji fesici al-
goritmy heuristiky pro urceni poradi prohledavanjch hodnot. V nékterych
pripadech pouzitd metoda ani nezarucuje, ze se prohleda prostor cely. Ta-
kovy algoritmus se oznacuje jako netplny. Netplny algoritmus muze nékteré
feseni opomenout a nedokéze vyloucit existenci feseni. Uplny je naproti tomu
takovy algoritmus, ktery zarucuje prohledani celého prostoru moznych reseni.

Zakladni literaturou v oboru programovani s omezujicimi podminkami jsou
publikace [4] a [11].

2.2 Problém spliovani podminek

Programovanim s omezujicimi podminkami se obvykle oznacuje cely védecky
obor. Ustiednim problémem tohoto oboru je problém spliiovani podminek.
Formalni vymezeni tohoto pojmu uvadi nasledujici definice.

Definice 2.1 Problém spliiovani podminek (Constraint Satisfaction Pro-
blem — CSP) je dvojice (V,C'), kde V' je koneénd mnoZina proménnych. Kazdd
promeénnd v € V. mad pritazenu konecnou doménu hodnot D,. C je konecnd
mnozina omezujicich podminek nad proménnymi z mnozZiny V. Proménne,

ktere se vyskytuji v podmince ¢ € C, tvori mnozinu V.., pro kaZdou podminku
ceC.

Priklad 2.1
P =(V.C)
V={AB,C}
Ds={1,2,3,4,56}
D =1{1,3,5}
De =1{1,2,4,5,9,10,11,12,13}
C={(A=B),(A+ B+C=12),(C #£5)}
Hledame tedy pro poménné A, B, C takové hodnoty z jejich domén, aby

platily podminky A = B, A+ B + C = 12, C' # 5. Snadno nahlédneme,
ze jedind dvé feseni jsou A=1,B=1,C=10a A=5B=5C =2.



Unarni podminku lze rovnou zanést do domény a naopak na doménu lze
pohlizet jako na unarni podminku.

Casto je vyhodné, aby podminka svazovala pouze dvé proménné. Takové pod-
minky se nazyvaji binarni podminky. Libovolny problém spliovani podminek
lze prevést na problém splinovani podminek s pouze binarnimi podminkami.
Problém splinovani podminek s bindrnimi podminkami lze znazornit pomoci

neorientovaného multi-grafu, kde uzly predstavuji proménné a hrany pied-
stavuji podminky.

Problém splnovani podminek s podminkami vétsi arity nez 2 lze znazornit
pomoci neorientovaného multi-hypergrafu, kde proménné jsou predstavovany
uzly a podminky jsou predstavovany hyperhranami.

A

A=B A+B+C =12

Oc

B

Obrazek 2.1: Graf znazornujici CSP z prikladu 2.1

Ohodnoceni problému spliiovani podminek je ptifazeni hodnot proménnym.
Proménnym se prifazuji hodnoty z jejich domén. Formalné jde o substituci
o ={v/dy,ve/ds, ... ,v,/d,}, kde {v1,v9,...,v,} CV ad; € D, pro kazdé
1 =1,2,...,n. Pfitazuje-li ohodnoceni ¢ hodnotu vSem proménnym z mno-
ziny V', jedna se o tipIné ohodnoceni. Pokud prifazuje ohodnoceni ¢ hodnotu
pouze nékterym proménnym z mnoziny V', mluvime o castecném ohodno-
ceni. Nékdy se pojmem castecné ohodnoceni mysli pouze omezeni domén
nékterych proménnych, nemusi se proménnym pfimo piifadit hodnota.

Definice 2.2 Reseni problému spliiovini podminek P = (V,C) je tiplné
ohodnoceni proménnych V', které splnuje vsechny podminky ¢ € C'. MnoZinu
vSech Tesent problému P znacime Sol(P).



Priklad 2.2
Resenim CSP z piikladu 2.1 jsou substituce

o1 = {A/1, B/1,C/10}
oy = {A/5,B/5,C/2}

A mnozina vsech feseni je
SOZ(P) = (01? 02) = {{A/L B/lv 0/10}7 {A/57 B/5> 0/2}}

Jak jsme mohli i na piikladu 2.1 vidét, neni nijak zaruceno, Ze problém P
néjaké reseni mit bude, nebo ze bude mit pouze jedno. Problém P mtize mit
vice Teseni, nebo naopak nemusi mit zadné.

2.3 Vybrané konzistenéni techniky

Jak jiz bylo zminéno konzistenéni techniky vyrazuji z domén proménnych ta-
kové hodnoty, kterych pii daném c¢astecném ohodnoceni nemizou tyto pro-
ménné nabyvat, protoze by tim byla porusena néktera podminka. Tim se
zmensi prohledavany prostor a fesici algoritmus nemusi zkouset dosazovat
hodnoty, které se pii daném castecném ohodnoceni nemtzou stat soucasti
reseni.

Jak postupuje prohledavani prostoru feseni, domény proménnych se rizné
zmensuji popf. se navraceji na ptivodni obsah. Je vhodné zavést termin ak-
tualni doména, ktery bude oznacovat doménu proménné nad kterou pracuji
konzistenc¢ni algoritmy. Piivodni doménou potom budeme oznacovat doménu,
kterou méla proménna pred zacatkem feseni tlohy. Tato doména je v celém
pribéhu feseni llohy neménné.

Asi nejpouzivanéjsi konzisten¢éni technikou je hranova konzistence — Arc Con-
sistency — AC. Tuto techniku lze pro jeji jednoduchost snadno implementovat
a pritom ma relativné znacnou uc¢innost.

Hranova konzistence ve své zakladni verzi pracuje pouze s binarnimi pod-
minkami. Uvazujme problém spliiovani podminek P = (V, (). Tento pro-
blém lze reprezentovat multi-grafem G = (Vg, Eg). UvaZujme orientovany
multi-graf G’ = (V’', E’), ktery vznikne z multi-grafu G nahrazenim kazdé
neorientované hrany multi-grafu G dvéma orientovanymi hranami. Hranova
konzistence pro kazdou hranu (u,v) € E' v multi-grafu G’, kterd reprezen-
tuje podminku ¢ € C' omezi aktualni doménu D, proménné u tak, aby pro



libovolnou hodnotu v’ € D, proménné u existovala v aktualni doméné D,
proménné v hodnota v’ takové, Ze podminka ¢ pro pfifazeni v = u’,v = v/
plati. Jinymi slovy hranova konzistence vyradi z aktualni domény D, takové
hodnoty, které z hlediska podminky ¢ nemaji v doméné D, podporu. Hranu
(u,v) potom nazyvame hranové konzistentni hranou.

Hranovou konzistenci 1ze zobecnit i pro podminky s aritou vétsi nez 2. V ta-
kovém ptipadé hranova konzistence pii revizi podminky ¢ € C' omezi pro
kazdou proménnou u € V, ktera se vyskytuje v podmince ¢, jeji aktualni
doménu D, tak, aby pro kazdou hodnotu v’ € D, existovaly hodnoty v ak-
tualnich doménach ostatnich proménnych, které se vyskytuji v podmince c,
takové, Ze pii jejich dosazeni spolu s dosazenim u = v’ je podminka ¢ splnéna.

Hranovéa konzistence pro podminky s aritou vétsi nez 2 se nazyva zobecnéna
hranova konzistence — generalized arc consistency — GAC.

Problém spliiovani podminek P = (V, C) je hranové konzistentni, pravé kdy?z
je hranové konzistentni kazda podminka ¢ € C.

vz

Nejcastéjsi implementaci techniky hranové konzistence je algoritmus AC3 [7].
Tento algoritmus udrzuje frontu ) hran, které je tfeba zrevidovat. Na zacatku
jsou v @ vSechny hrany. Poté je vzdy vybrana hrana (u,v) ze zac¢atku fronty
@, zrevidovana a pokud se zmensila doména D,, jsou na konec fronty @)
pridany hrany, které je tfeba znovu zrevidovat. To znamend vSechny hrany
vedouci do vrcholu u s vyjimkou hrany (v,u). Pfesny popis metody AC3
podava algoritmus 2.1.

Algoritmus 2.1 AC3 pro binarni podminky
Require: G' = (V’, E') je orientovany graf reprezentujici CSP P = (V, C)
Q — £
while () not empty do
(u,v) = first-out(Q);
revise-domain (D, (u, v));
if was-revised(D,) then
if D, = () then
fail;
end if
V(wu)er [wee @ = add-to-end(Q, (w, w))
end if
end while

Problém spliiovani podminek P = (V, (') je globdlné konzistentni, pravé kdy?z
pro kazdou hodnotu v’ € D, libovolné proménné u € V| existuji hodnoty



Algoritmus 2.2 AC3 — revise-domain()

revise-domain(D,, (u, v))
deleted «— false;
for all x € D, do
if v aktualni doméné D, neexistuje hodnota pro v takova, aby pri
u = x podminka reprezentovand hranou (u,v) platila then
delete x from D,;
deleted — true; {Zdznam pro was-revised(D,)}
end if
end for

v doménéch v8ech ostatnich proménnych z mnoziny V' takové, Ze spolu s u’
tvori feseni problému P.

Globalni konzistence neznamena, ze libovolné tplné ohodnoceni problému
P je feSenim. Vybér hodnoty v’ z domény D, ndm omezi ostatni domény.
Vzdy v nich ale bude existovat néjaka hodnota, kterou miizeme vybrat. Po
ohodnoceni libovolné dalsi proménné se opét miizou zmensit domény jesté ne-
ohodnocenych proménnych. Globalni konzistence zarucuje, ze vzdy budeme
moci ohodnotit dalsi zatim neohodnocenou proménnou a tak postupné ziskat
uplné ohodnoceni, které bude feSenim problému P.

Pokud je problém globalné konzistentni, je i hranové konzistentni. Opacna
implikace neplati. Napt. problém na obrazku 2.3 je hranové konzistentni, ale
neni globalné konzistentni.

X427

XY Y #£2
'Y
A\ 4

Dx ={1,2} Dy = {1,2} Dy ={1,2}

Obrazek 2.2: Hranové konzistentni CSP jesté nemusi byt globdlné konzis-
tentni

Kromé hranové konzistence existuji i dalsi konzistenc¢ni techniky jako je napt.
konzistence po cesté — PC, k-konzistence, popt. silna k-konzistence. K hra-
nové konzistenci a konzistenci po cesté existuji i varianty, které kontroluji
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konzistenci jen ve sméru néjakého usporadani proménnych. Takové konzis-
tence se nazyvaji smérova hranova konzistece, popi. smérova konzistence po
cesté.

2.4 Globalni podminky

P1i teseni problému spliiovani podminek je ¢asto vyhodné pouzit néjakou
podminku zvlast a zachovat tak jeji specidlnost misto toho, abychom ji na-
hradili sadou jednodusich podminek. Typickym pripadem takové podminky
je podminka alldifferent, ktera je podrobné rozebrana v [10]. Tato podminka
pro splnéni vyzaduje, aby vSechny ji svazané proménné mély riiznou hod-
notu. Podminku alldifferent 1ze sice nahradit sadou podminek v; # wvs,
V] F U3,...,Up 1 F Upn_2,Un_1 F# Up & pro jejich propagaci pouzit néktery
obecny konzistencni algoritmus, ale pouziti specialnich metod piimo pro pod-
minku alldifferent dava lepsi vysledky. Propagace je rychlejsi a omezi domény
proménnych vice.

Takovéto podminky, které obvykle sdruzuji nékolik jednodusich podminek
a které pouzivaji pro propagaci specialni algoritmus, se nazyvaji globalni
podminky. Globalni podminka fesi podproblém celého problému splnovani
podminek. Na rozdil od jednoduchych podminek se globalni podminka diva
na podproblém jako na celek a vyuziva sémantiky podminky, coz vede k lepsi
propagaci (odstrani vice nekonzistentnich hodnot z domén proménnych, nebo
je odstrani rychleji). Dalsi vyhodou je snazsi popis problému jednou globalni
podminkou nez sadou jednoduchych podminek.

Napi. u CSP problému z obrazku 2.3 je vyhodnéjsi pouzit globalni pod-
minku alldifferent(X,Y, Z) misto podminek X # Y, X # ZY # Z. Pouziti
globalni podminky zjisti neexistenci feseni hned po provedeni propagace pod-
minky alldifferent(X,Y, Z), zatimco pii pouziti jednoduchych podminek se
neexistence teseni odhali az pozdéji pti backtrackingu pres vSechna mozné
prifazeni.

Mezi dalsi pouzivané globalni podminky, patii kromé jiz zminované pod-
minky alldifferent podminka atleast(k,y, X1, ..., X,). Tato podminka pro
svoje splnéni vyzaduje, aby alesponn k z proménnych Xi, X5,..., X, naby-
valo hodnoty y.

Podminka Symetric Alldifferent — symalldiff (x1, 2, ..., x,) je obdoba pod-
minky alldifferent. Navic ale, pokud je hodnota z; = j, pozaduje aby x; = i.
Tato podminka je uzitecna napf. pii rozvrhovani sportovnich utkani, kdy
urcuje, které tymy hraji proti sobé.
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Dalsi globalni podminkou je podminka kardinality — Global Cardinality Con-
straint — gce(X, [, u) (viz [9]), kde X = { X1, Xo, ..., Xo.}, L ={l1,lo, ..., I},
u = {uy, us, ..., uy}t. Podminka gcc(X, [, u) pro svoje splnéni vyzaduje, aby
hodnoty d nabyvalo minimalné /; a maximalné u; proménnych z mnoziny X.

Podminka regular(A, z1, xs, . . ., x,) pro svoje splnéni vyzaduje, aby slovo tvo-
fené hodnotami x1, z, ..., x, bylo pfijato koneénym automatem A.

Lze snadno vymyslet fadu dalsich globalnich podminek. Pii feseni konkrétni
ulohy se casto zkonstruuje globalni podminka piimo pro danou tlohu.

Globalni podminka se propaguje obdobné jako jednoduchd podminka. V al-
goritmu hranové konzistence sta¢i upravit funkei revise-domain() tak, aby
pii propagaci jednoduché podminky provadéla ptivodni algoritmus a pfi pro-
pagaci globalni podminky provadéla specialni algoritmus prislusné globalni
podminky. Je potieba ovsem vyftesit implementacni detaily tohoto nahrazeni,
zejména fakt, ze globalni podminka svazuje vice proménnych.

2.5 Cena reseni

Pokud existuje vice nez jedno Feseni, piirozené miizeme chtit vybrat z nich
néjaké nejlepsi. K tomu, aby bylo mozno feseni mezi sebou porovnavat, se
obvykle zavadi objektivni funkce neboli cena feSeni [5|. Optimélni FeSeni je
potom takové, pro které nabyva objektivni funkce svého minima pfes mno-
zinu vSech feSeni.

V nékterych pripadech nepozadujeme nalezeni optimalniho feSeni, ale spo-
kojime se s feSenim, kde je cena pfijatelné nizka (nizsi nez néjaka hranice).

Definice 2.3 Objektivni funkce f(X) — R je funkce z mnoZiny reseni pro-
blému splnovani podminek do prostoru redalnych cisel.

Pro konkrétni tilohu lze zadefinovat objektivni funkci i jinak. Naptiklad jako
funkci do prostrou celych ¢isel, ¢ jako funci do prostoru RJ. Vzdy to ale
bude funkce z mnoziny vsech feseni problému spliiovani podminek.

Problém spliovani podminek s cenou se nazyva Constraint Optimization
Problem — COP.
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Kapitola 3

Casovy graf

3.1 Uvod

Programovani s omezujicimi podminkami nalezlo velké uplatnéni pii feseni
problémi planovani. V planovacim problému je tkolem najit ¢asovy plan pro
vykonéani jednotlivych aktivit tak, aby byly splnény pozadované podminky.
Neni nutné vykonat vSechny aktivity, staci vykonat néjakou jejich podmno-
zinu. Je ale tfeba splnit vsechny podminky. Ty mizou mit v podstaté libo-
volnou formu. Nékteré typy téchto podminek si rozebereme podrobnéji.

Dependencéni podminka je podminka, ktera udava zavislosti aktivit. Pokud
bude néjaka aktivita vykonana, musi byt aktivity, které jsou s ni svazany de-
penden¢nimi podminkami také vykonany. Dependen¢ni podminky jsou smeé-
rové. Tedy existuje-li podminka udavajici, Ze pii vykonani aktivity A musi
byt také vykonana aktivita B, neznamena to automaticky, Ze pfi vykonani
aktivity B musi byt vykonana i aktivita A.

Preceden¢ni podminka je podminka, kterda urcuje poradi vykonani aktivit.
Typicky udava, ze néktera aktivita se muze zacit vykonavat az poté, co jina
aktivita jiz skoncila.

Temporalni podminka oproti precedenc¢ni podmince navic udava i cas, ktery
musi minimalné, popf. maximalné uplynout, nez miize byt zapocato vyko-
navani druhé aktivity. Tedy start; — end; € (a,b), kde start; je ¢as zacatku
vykonévani aktivity j, end; je ¢as konce vykondvani aktivity i a (a,b) je
interval udavajici ¢asové rozpéti. Temporalni podminka v sobé v podstaté
obsahuje skrytou preceden¢ni podminku, nebot casovy interval (a,b), kde
a,b € R U co vylucuje, aby byla aktivita ¢ provedena diive nez aktivita j.
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Precedenc¢ni podminku lze ekvivalentné reprezentovat temporalni podminkou
s intervalem (0, 00).

Pti reprezentaci planovaciho problému jako problému spliiovani podminek se
obvykle aktivita reprezentuje pomoci dvou ¢asovych okamziki a to ¢asu zaha-
jeni a casu ukonceni vykonavani aktivity. Tyto casové okamziky jsou potom
svazany temporalni podminkou, ktera reprezentuje ¢as potiebny k vykonani
dané aktivity. Protoze aktivita nemusi byt ve vysledném planu obsazZena,
zavadi se pro kazdou aktivitu proménna valid s doménou {0, 1}. Tato pro-
ménna udava, jestli je dana aktivita obsazena ve vysledném casovém planu.
Proménné valid jsou potom svazany dependenc¢nimi a jinymi podminkami.

Dalsi zptisob, jak reprezentovat planovaci problémy, je reprezentace pomoci
orientovaného casového grafu. Vrcholy tohoto grafu reprezentuji jednotlivé
casové okamziky a orientované hrany reprezentuji temporalni podminky mezi
nimi. Dependenc¢ni a pripadné dalsi podminky nejsou v grafu zachyceny a jsou
uvedeny zvlast. Vzdy ovSem zalezi na konkrétnim problému, ktery fesime.
Casovy graf potom mtZzeme definovat takovym zpiisobem, ktery bude fese-
nému problému odpovidat nejlépe. V nasledujici sekci predstavime casovy
graf, ktery bude kromé temporalnich podminek reprezentovat i podminky
dependencni.

Casovy graf zavedeme jako souvisly acyklicky orientovany graf, kde vrcholy
¢asového grafu budou reprezentovat ¢asové okamziky. Takovym casovym oka-
mzikem by mohl byt napt. ¢as zahajeni vykonavani néjaké aktivity, nebo cas
ukonceni vykonavani néjaké aktivity. Orientované hrany casového grafu bu-
dou reprezentovat temporalni podminky. Kazdé hrané (v, vy) bude pfifazen
casovy interval, ktery bude udéavat jaky ¢as musi uplynout od casového oka-
mziku prifazeného vrcholu v, do ¢asového okamziku prirazeného vrcholu vs.

Regenim ¢asového grafu bude néjaky jeho podgraf, kterjy bude mit ke kaz-
dému vrcholu pritazen prislusny cas. Tyto casy budou muset samoziejmé
spliiovat pfislusné temporalni podminky. Navic pokud v ¢asovém grafu po-
vede z vrcholu vy jen jedna hrana (vy,vs), bude to znamenat, ze pokud je
vrchol v; nebo vy obsazen v FeSeni, musi byt v feseni obsazen i druhy z obou
vrcholt. Pokud z vrcholu v; povede hran vice, budeme takovou situaci nazy-
vat rozvétveni. U kazdého rozvétveni bude uvedeno jestli se jedné o paralelni
nebo alternativni rozvétveni.

U paralelniho rozvétveni se bude pozadovat, aby v feSeni byl bud vrchol v,
spolu se vsemi vrcholy, do kterych vedou z vrcholu v, hrany, nebo aby v feseni
nebyl ani vrchol vy, ani zadny z vrcholl, do kterych vedou z vrcholu v; hrany.
Toto rozvétveni reprezentuje pripad, kdy se urcity kol sestava z vice ukold,
které je potfeba provést. Nezalezi ale na poradi provadéni dil¢ich tkoli.
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U alternativniho rozvétveni se bude pozadovat, aby v feSeni byl bud vrchol
vy a zaroven prave jeden z vrcholi, do kterych vedou z v; hrany, nebo aby
v TeSeni nebyl ani vrchol vy, ani zadny z vrcholi, do kterych vedou z vrcholu
v, hrany. Toto rozvétveni reprezentuje pripad, kdy si lze vybrat zptisob jak
urcity tkol provést.

Obdobné pravidla budou platit i pro vrcholy, do kterych povede vice hran.
Tyto podminky ve své podstaté zachycuji specialni dependencni vazby mezi
vrcholy casového grafu.

Navic bude mit kazdy vrchol pfitazeny dalsi atributy, které budou udavat
jaky cas je pro dany vrchol nejvhodnéjsi. Pokud bude danému vrcholu pii-
fazen jiny nez optimalni c¢as, zapocita se jista penalizace. Jednotliva feseni
¢asového grafu bude tedy mozné vzajemné porovnavat pravé podle souctu
téchto penalizaci. Kromé uz zminéné ceny, kterd se zapocita, pokud bude
vrcholu prifazen jiny nez optimalni c¢as, bude mit také kazdy vrchol udanu
dalsi cenu, ktera se zapocita vzdy, kdyz je vrchol vybran do feseni. To umozni
reprezentaci pfipadu, kdy je néjaka alternativa vyhodnéjsi nez jina. Vrcholy,
které reprezentuji vyhodnéjsi alternativu, budou mit mensi cenu.

Casovy graf bude mit jeden pocatecni a koncovy vrchol. Pokud bychom po-
zadovali vice pocatecnich vrcholli, mizeme zavést jeden fiktivni pocatecni
vrchol a vSechny vrcholy, které reprezentuji skutecny pocatecni cas, s nim
spojit hranami (0, c0). Vzniklé rozvétveni potom oznacime jako alternativni,
popf. paralelni podle toho, jaka bude konkrétni tiloha. Obdobny postup lze
pouzit i pro koncovy vrchol.

Formalni vymezeni ¢asového grafu je podano v nasledujici sekci.

3.2 Definice ¢asového grafu

Necht G = (V, E) je orientovany, acyklicky graf.

Podgraf grafu G nazveme vystupni rozvétveni, pokud se sklada z vrcholi

u,v1,...,0, kde n > 1 takovych, ze v grafu G existuje hrana (u,v;) pro
i=1,2,...,n a zarovén vrchol u nem4 jiné vystupni hrany nez (u, v;).
Podgraf grafu G nazveme vstupni rozvétveni, pokud se skldda z vrcholi
u,v,...,v, kde n > 1 takovych, Ze v grafu G existuje hrana (v;,u) pro
i=1,2,...,n a zaroven vrchol u nemé jiné vstupni hrany nez (v;, u).

Vrchol u nazveme zakladni vrchol rozvétveni, vrchol v; nazveme vrchol vétve
1. Rozvétveni se nazyva vstupni nebo vystupni proto, ze vsechny vétve vcha-
zeji nebo vychazeji ze zédkladniho vrcholu. V dalsim textu budeme nékdy pro
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strucnost nazyvat celé rozvétveni podle jeho zédkladniho vrcholu, tedy misto
rozvétveni se zakladnim vrcholem u budeme psat jenom rozvétveni u.

Poznamenejme, ze vrchol v grafu G mize byt zakladnim vrcholem zaroven
vstupniho i vystupniho rozvétveni.

Oznacenim Ny rozumime mnozinu pfirozenych ¢isel s nulou.

Definice 3.1 Casovy graf je acyklicky orientovany graf G = (V, E), ktery
ma prdave jeden vrchol vy € V', do kterého nevede Zddna hrana, a prdve jeden
vrchol vy € V', ze kterého nevede Zadnd hrana. Vrchol vy se nazyvd pocatecni
vrchol casového grafu. Vrchol vy se nazyvd koncovy vrchol ¢asového grafu.
Kazdy vrchol v € V' grafu G ma prirazeny ndsledujici atributy.

release-time € Ny uddvd cas, kdy nejdrive muze byt uloha reprezentovand
vrcholem v zpracovdna

deadline € Ny uddvd cas, kdy nejpozdéji mize byt uloha reprezentovand
vrcholem v zpracovdna

cost € Ny udavd cenu za zpracovdani ulohy reprezentované vrcholem v
due-date € Ny uddva cas, kdy ma byt uloha zpracovina, aby byla cena 0.

penalty-early € Ny uddvd cenu za jednotku casu, pokud je uloha zpraco-
vana drive neZ uddvd due-date.

penalty-late € Ny uddvd cenu za jednotku casu, pokud je uloha zpracovana
pozdéji nez uddva due-date.

branching-in € {PAR,ALT} uddvd u zdkladnich vrcholi vstupniho rozvét-
vent, jestli se jednd o rozvétveni paralelni nebo alternativni. U jinych
vrcholu nemd viyznam.

branching-out € {PAR,ALT} uddvd u zdkladnich vrcholi vystupniho roz-
vétvent, jestli se jednd o rozvétvent paralelni nebo alternativni. U jinych
vrcholu nemd viyznam.

Mezi témito atributy plati vztah release-time < due-date < deadline.

Kazdd hrana md pritazen uzavieny casovy interval (a,b), kde a,b € NoU{oo},
0<a<hb.
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Casovy interval u hran bychom mohli zavést i jako otevieny ¢ polouzavieny.
Protoze je ale jeho doména diskrétni, zavedeme bez (ijmy na obecnosti kraje
intervalu jako uzaviené.

Pozadavek na pravé jeden pocatecni vrchol ¢asového grafu neni az tak sva-
zujici, uvédomime-li si, ze v pripadech, kdy potfebujeme vice pocatecnich
vrcholil, mizeme zavést jeden fiktivni pocatecni vrchol u a vSechny skutecné
pocatecni vrcholy s nim spojit hranami. Vznikne tak vystupni rozvétveni u.
Toto rozvétveni bude paralelni nebo alternativni, podle toho pozadujeme-li
aby se uplatnily vSechny skutecné pocatecni vrcholy ¢i pouze jeden z nich.

Pozadujeme-li, aby v pripadé paralelniho rozvétveni byl vSsem vrcholtim vétvi
prifazen stejny ¢asovy okamzik, pfifadime hrandm rozvétveni u ¢asovy inter-
val (0,0). Muze-li byt vrcholu kazdé vétve piitazen libovolny ¢as, pfifadime
hrandm rozvétveni u Casovy interval (0, 00). Samozfejmé mizeme podle na-
sich potfeb pritadit hrandm i jiné ¢asové intervaly. Ostatni atributy vrcholi
pritadime libovolné podle nasich potieb.

Obdobny trik pouzijeme, pozadujeme-li vice koncovych vrcholi.

V dalsim textu budeme atribut variable u vrcholu v oznacovat variable(v),
tedy napi. atribut cost u vrcholu v budeme znacit cost(v). Toto oznaceni
budeme pouzivat vzdy, bude-li tieba uptesnit, o ktery vrchol se jedna.

Definice 3.2 ReSenim ¢asového grafu G = (V, E) se rozumi nalezeni pod-
grafu G' = (V' E") grafu G a nalezeni parametru time pro kazdy vrchol
podgrafu G' tak, aby byly splnény ndsledujici podminky

Pokud mezi vrcholy vi,ve € V' vedla v grafu G hrana, musi bijt tato hrana i
soucasti grafu G'.

Formalnée
(’Ul,’Ug) € EN {Ul,UQ} C V= (Ul,’Ug) S E

Necht uw € V' je zdkladnim vrcholem vstupniho rozvétvend, kde vy, vq, ..., Up
jsou vrcholy jeho vétvi. Potom

e Ma-li atribut branching-in(u) hodnotu PAR, pak miZe nastat pouze je-
den z téchto dvou pripadi

— Graf G' obsahuje vSechny vrcholy w,vi,vy ..., Up,.

— Graf G' neobsahuje Zadny z vrcholi u, vy, vy ..., Uy.

e Mad-li atribut branching-in(u) hodnotu ALT, pak miZe nastat pouze je-
den z téchto dvou pripadi
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— Graf G' obsahugje vrchol u a prdvé jeden z vrcholi vy, v, . .., v,.

— Graf G' neobsahuje Zadny z vrcholi u, vy, vg, . .., v,.

Necht u € V' je zdkladnim vrcholem vistupniho rozvétvent, kde vy, va, . .., v,
jsou vrcholy jeho vétvi. Potom

e Mad-li atribut branching-out(u) hodnotu PAR, pak miZe nastat pouze
jeden z téchto dvou pripadi
— Graf G' obsahuje vSechny vrcholy w,vi,vy ..., Up.
— Graf G' neobsahuje Zadny z vrcholi w, vy, vy .. ., Uy.
e Ma-li atribut branching-out(u) hodnotu ALT, pak miZe nastat pouze
jeden z téchto dvou pripadi
— Graf G' obsahuje vrchol u a pravé jeden z vrcholi vy, v, . . ., v,.

— Graf G' neobsahuje Zadny z vrcholi u, vy, va, . .., v,.

Necht u,v € V' jsou vrcholy spojené hranou, kterd neni vétvi Zddného rozvét-
vent, pak muze nastat pouze jeden z téchto dvou pripadi

e Graf G' obsahuje oba vrcholy u,v.

e Graf G' neobsahuje Zddny z vrcholi u,v.

time wuddvd cas, kdy bude uloha reprezentovand vrcholem zpracovdna.
Pritazent je korektni pokud plati

o release-time(v) < time(v) < deadline(v)

e Pro kazdé dva vrcholy vy, ve grafu G' spojené hranou (vy,vs) s ca-
sovym intervalem (a,b) musi byt time(vy) — time(vy) € (a,b).

Z definice feSeni ¢asového grafu vyplyvé, Ze prazdny graf G' = (0, 0) je trivi-
alnim fesenim libovolného ¢asového grafu.

V zadani ¢asového grafu byva proto obykle pfimo predepsina mnozina vr-
cholii, které musi byt obsazeny v FeSeni, tj. v grafu G'. Tento pozadavek je
prirozeny, odpovida potiebé dosahnout néjakého cile, kdy plan urcuje jakym
zptsobem bude tohoto cile dosazeno. Napt. zadavatel potiebuje vyrobit le-
tadlo a tento vyrobni proces se skladéd z mnoha c¢innosti, které lze provadét
nékolika zptisoby a mohou byt provedeny v rtizném poradi. Nicméné plan,
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kdy vysledny graf je prazdny a letadlo tedy neni vyrobeno, neni uspokojivy.
Tedy néektera cinnost, typicky expedice letadla zakaznikovi, se oznadci jako
nutnad a ji prislusna aktivita musi byt ve vysledném grafu obsazena. Diky
dependen¢nim podminkam, které jsou v casovém grafu vyjadieny pravidly
alternativnich a paralelnich rozvétveni, byva potom vynucena piitomnost i
dalsich aktivit.

Pochopitelné casovy graf miize mit vice nez jedno feseni nebo nemusi mit
zadné Teseni. Pokud ma feseni vice, je vhodné mit néjaky parametr pro jejich
porovnavani. Timto parametrem bude pro nas cena reseni.

Cenou vrcholu v rozumime cenu price(v), kterou v feSeni G' = (V', E') pti
umisténi vrcholu v € V' v daném c¢ase zaplatime. Cena vrcholu v, ktery je
umistén v feSeni G’ v Case time, je

e price(v) = cost(v)
pokud je time(v) = due-date(v)

e price(v) = cost(v) + penalty-late(v) - (time(v) — due-date(v))
pokud je time(v) > due-date(v)

e price(v) = cost(v) + penalty-early(v) - (due-date(v) — time(v))
pokud je time(v) < due-date(v)

Cenu vrcholu lze vyjadrit jednim vzorcem jako

price = cost + penalty-late - max (0, time — due-date)

+ penalty-early - max (0, due-date — time)

Cenou feseni ¢asového grafu G = (V, E') rozumime soucet cen vSech vrcholi
v € V obsazenych v feseni.

Optimalni Feseni je takové fesSeni, které ma ze vsSech feSeni daného grafu
nejmensi moznou cenu.

3.3 Formulace problému c¢asového grafu jako
CSP

Problém casového grafu lze formulovat pomoci prostiedktt problému spliio-
vani podminek. Takovato reprezentace nam umozni pouzit pro hledani reseni
casového grafu prostiredky programovani s omezujicimi podminkami. Jak dale
uvidime, je formulace problému ¢asového grafu formou CSP velmi prirozena.
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Reseni ¢asového grafu G se skldda ze dvou ¢asti. Nalezeni podgrafu G’ a
urceni Casu pro kazdy vrchol podgrafu G’.

Podivejme se nejprve na nalezeni podgrafu G’. Protoze s kazdymi dvéma vr-
choly podgrafu GG, obsahuje podgraf G’ i pfipadnou hranu mezi nimi, stac¢i
urc¢it mnozinu vrcholt, kterou podgraf G’ obsahuje. To miZeme snadno re-
prezentovat pomoci proménné valid, kterou pritadime kazdému vrcholu ca-
sového grafu GG. Doménou proménné walid bude mnozina {0,1}. Hodnota
0 znamena, ze dany vrchol nepatii do feSeni, zatimco hodnota 1 proménné
valid(v) znamend, Ze vrchol v do TeSeni patii.

Proménné walid jednotlivych vrcholt grafu G svazeme podminkami, které
plati pro feSeni casového grafu. Tedy

Je-li vrchol u zakladnim vrcholem vstupniho rozvetvent, kde vy, va, . .., v, jSou
vrcholy jeho vétvi, potom

e Ma-li atribut branching-in(u) hodnotu PAR, priddme podminku
valid(u) = valid(vy) = valid(ve) = - - - = valid(vy,)
e Ma-li atribut branching-in(u) hodnotu ALT, pridame podminku

valid(u) = > | valid(v;)

Je-li vrchol u zakladnim vrcholem vystupniho rozvétveni, kde vy,vs, ..., v,
jsou vrcholy jeho vétvi, potom

e Ma-li atribut branching-out(u) hodnotu PAR, priddme podminku
valid(u) = valid(vy) = valid(ve) = - - - = valid(vy,)
e Mad-li atribut branching-out(u) hodnotu ALT, pridame podminku

valid(u) = Y"1 | valid(v;)

Jsou-li u a v vrcholy spojené hranou, kterd neni vetvi Zadného rozvéetvent,
pridame podminku valid(u) = valid(v).

Tyto podminky presné koresponduji s podminkami, které musi splnit vrcholy
podgrafu G’, tak aby byl podgraf G’ feSenim ¢asového grafu G.

Nyni se podivejme na urceni ¢asu pro kazdy vrchol podgrafu G’. Umisténi
vrcholu v Case budeme reprezentovat proménnou time prifazenou danému
vrcholu. Doménou proménné time(v) bude mozny ¢as pro umisténi vrcholu v.
V obecném piipadé to bude interval (0, c0).
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Proménné time jednotlivych vrchol grafu G potom svazeme nésledujicimi
podminkami.

e Pro kazZdy vrchol v v grafu G pridame podminku
(valid(v) = 1) — (release-time(v) < time(v) < deadline(v))

e Pro kazdé dva vrcholy vy, vy grafu G spojené hranou (vi,vs) s ¢asovgm
intervalem (a,b) priddime podminku

(valid(v1) = valid(ve) = 1) — (a < time(vy) — time(vy) < b)

Podminku valid(v) — (release-time(v) < time(v) < deadline(v)) mizeme za
predpokladu valid(v) = 1 upravit na release-time(v) < time(v) < deadline(v)
a tuto podminku miizeme dale, jako unarni podminku, pfimo promitnout do
domény proménné time(v). Tato tprava pozaduje, aby valid(v) = 1. Pokud
by ale platilo valid(v) = 0, vrchol v ve vysledném feseni nebude obsazen,
a tak nas doména jeho proménné time nebude zajimat. Doménu proménné
time(v) tedy mizeme omezit na interval (release-time(v), deadline(v)). Toto
omezeni domény proménné time muzeme udélat pro kazdy vrchol grafu G.

V dalsim textu budeme pro hledani feseni ¢asového grafu pouzivat tuto CSP
formulaci, protoze ndm to umoznuje pouzit prostiredky, které programovani
s omezujicimi podminkami nabizi.

3.4 NP-uplnost problému valid

Pokud dostaneme zadan néjaky casovy graf, jako prvni budeme chtit obvykle
zjistit, které vrcholy by mohly pattit do feseni. Jinymi slovy, budeme se snazit
nalézt globalné konzistentni ohodnoceni proménnych wvalid u jednotlivych
vrcholti ¢asového grafu.

Nicméné jak je ukazano v [2], rozsifeni ¢aste¢ného ohodnoceni proménnych
valid, tak, aby toto ¢astecné ohodnoceni bylo globalné konzistentni, je NP-
uplna uloha.

Véta 3.1 (Bartak, Cepek, Surynek [2]) Rozsiveni ¢dstecného ohodnocent
proménné valid na globalne konzistentni cdstecné ohodnoceni je NP-uplny
problém.
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Diikaz: viz [2]. n

V dalsi ¢asti proto zavedeme jista omezeni struktury casového grafu tak, aby
problém konzistence proménné wvalid v ¢asovém grafu s omezenou strukturou
byl fesitelny v polynomialnim case.
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Kapitola 4

Procesni sit

4.1 Definice procesni sité a vnoreného caso-
vého grafu

Protoze dle véty 3.1 je problém konzistence proménné valid v obecném pti-
padé prilis slozity, zavedeme v této kapitole vnoreny casovy graf, coz bude
casovy graf s omezenou strukturou. Struktura ¢asového grafu bude omezena
takovym zptusobem, aby rozsifeni ¢astecného ohodnoceni proménné valid na
globalné konzistentni bylo proveditelné v polynomialnim case a zaroven aby
vyjadrovaci schopnost vnoreného c¢asového grafu byla dostatecna pro prak-
tické ucely.

Protoze se budeme v celé kapitole zabyvat predevsim strukturou grafu a
konzistenci proménné valid, nebudou nas v tuto chvili zajimat ty atributy
vrcholll ¢asového grafu, které neovliviiuji strukturu grafu. Zavedeme proto
procesni sit, coz bude vnofeny Casovy graf, ktery bude mit u svych vrchola
pouze ty atributy, které jsou nezbytné pro urceni struktury grafu. Vnofeny
Casovy graf potom zadefinujeme jako procesni sit, kterd bude mit u svych
vrcholtl i ostatni zbylé atributy ¢asového grafu.

Definice 4.1 Procesni sit je acyklicky orientovany graf G = (V, E), kde
kazdy vrchol v € V. md pritazeny ndsledujici atributy

branching-in € {PAR,ALT} uddvd u zdkladnich vrcholi vstupniho rozvét-

vent, jestli se jednd o rozvetveni paralelni, nebo alternativni. U jinych
vrcholi nemd viyznam.
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branching-out € {PAR,ALT} uddvd u zdkladnich vrcholi vystupniho roz-
vetvent, jestli se jednd o rozvetveni paralelni, nebo alternationi. U ji-
nych vrcholi nemad vyznam.

a ktery vzniknul pomoci téchto pravidel

1. Graf G = ({v},0) je procesnd sit.

2. Z procesni sitée G = (V, E) odstranime libovolny vrchol v € V' se vsemi
jeho hranami a priddme vrcholy vy, ve s hranou (vy,vs). Ddle pro kaz-
dou hranu (z,v), kterd byla v pivodnim grafu, priddime hranu (x,v1) a
pro kaZdou hranu (v,y), kterd byla v pivodnim grafu, pridame hranu
(v2,y). Byl-li vrchol v zakladnim vrcholem vystupniho rozvétvent, bude
mit vrchol vy hodnotu parametru branching-out stejnou jako mél vr-
chol v. Byl-li vrchol v zdkladnim vrcholem vstupniho rozvétveni, bude
mit vrchol v1 hodnotu parametru branching-in stejnou jako mel vrchol
v. Ostatni parametry priddvanych vrchold urcime libovolné.

0v:>i

Obrazek 4.1: Ilustrace kroku 2 definice procesni sité

3. Z procesni sité¢ G = (V, E) odstranime vrchol v € V takovy, Ze do
vrcholu v vede maximadlné jedna hrana a z vrcholu v vede mazximdlné
jedna hrana. Priddme vrcholy u, w,vy, ..., v,, kden > 1 a hrany (u, v;)
a (v;,w) pro kazdé i z mnoziny {1,2,...n}. Ddle pro pripadnou hranu
(x,v), kterd byla v pivodnim grafu, pridame hranu (x,u) a pro pripad-
nou hranu (v,y), kterd byla v pivodnim grafu, priddime hranu (w,y).
Parametry branching-out(u) a branching-in(w) zvolime tak, aby oba
meli stejnou hodnotu. Ostatni parametry pridanych vrcholi zvolime li-
bovolne.

Obrazek 4.1 ilustruje pouziti kroku 2 definice procesni sité. Obréazek 4.2 po-
tom ukazuje pouziti kroku 3 definice procesni sité.
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Obrazek 4.2: Tlustrace kroku 3 definice procesni sité

Definice 4.2 Vnoreny casovy graf je procesni sit, kde kaZdy vrchol md p7i-
razenu stejnou mmnozinu atributi jako vrchol v casovém grafu. Tyto atributy
maji stejny vyznam jako stejnojmenné atributy z definice casového grafu.

V dal$im textu se budeme zabyvat procesni siti. Protoze je ale procesni sit
ve své podstaté vnoreny casovy graf, kde jsou u vrcholi vynechany nékteré
atributy, budou nésledujici tvrzeni platit i pro vnofeny c¢asovy graf.

V procesni siti mize do vrcholu vchéazet i z vrcholu vychazet libovolny pocet
hran, ale jak ndm ukéze nasledujici lemma, nemuze existovat vrchol v takovy,
ze by do n€¢j vedla vice nez jedna hrana a zaroven by z néj vedla vice nez
jedna hrana.

Lemma 4.1 V procesni siti neexistuje vrchol, do ktercho by vedla vice nez
)
jedna hrana a zarovén by z ného vedla vice neZ jedna hrana.

Dikaz: Lemma dokazeme matematickou indukci podle délky postupu, kte-
rym byla procesni sif vytvorena. Procesni sif tvofend jednim vrcholem lemma
trivialné splnuje.

Nyni predpokladejme, Ze sif G lemma 4.1 spliiuje. Sit G’, kterd vznikne ze
sit¢ G provedenim kroku 2 definice, bude lemma 4.1 také spliiovat, nebot
z vrcholu v; vede pouze jedna vystupni hrana, do vrcholu v, vede pouze
jedna vstupni hrana a ostatni vrcholy grafu G’ maji stejné vstupni a vystupni
hrany jako v grafu G.

Sit G”, kter& vznikne ze sité G provedenim kroku 3 definice, bude lemma
4.1 také spliiovat, nebot do vrcholu u grafu G” vede maximélné jedna hrana,
protoze do vrcholu v grafu G vedla maximalné jedna hrana. Z vrcholu w
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grafu G” vede maximéalné jedna hrana, protoze z vrcholu v grafu G vedla
maximalné jedna hrana. Kazdy z vrcholt vy, vs, . . . v, mé pravé jednu vstupni
a pravé jednu vystupni hranu. Ostatni vrcholy grafu G” maji stejné vstupni
a vystupni hrany jako v grafu G. n

Casovy graf byl definovan jako acyklicky orientovany graf s pravé jednim
pocatecnim a pravé jednim koncovym vrcholem. Procesni sit je také acyklicky
orientovany graf a jak nam ukaze nasledujici lemma, ma také pravé jeden
pocatecni a praveé jeden koncovy vrchol.

Lemma 4.2 Graf vznikly postupem v definici 4.1 je souvisly a md prdaveé
jeden pocdtecni a prdve jeden koncovy vrchol.

Diikaz: Lemma dokazeme matematickou indukci podle délky postupu, kte-
rym byla procesni sit vytvofena. Procesni sit tvofend jednim vrcholem lemma
spliiuje.

Pro indukéni krok predpokladejme, Ze sit G lemma 4.2 splituje. Ozna¢me s
pocateéni vrchol sité G a t koncovy vrchol sité G. Uvazujme sit G', kterd
vznikne ze sité G provedenim kroku 2 definice. Protoze misto kazdé hrany
(x,v) bude do sité G’ pfidana hrana (x,v;) a misto kazdé hrany (v, y) bude
do sité G’ pfidana hrana (ve,y) a vrcholy vy, v9 jsou spojeny hranou (vq, vs),
bude sit G’ souvisld. Zéaroveii bude mit kazdy vrchol © # vy, x # vq v siti G’
stejny pocet vstupnich a vystupnich hran, jako mél v siti G. Vrchol v; nemtize
byt koncovym vrcholem, protoZe obsahuje vystupni hranu (v;,v3). Vrchol
v; bude pocateénim vrcholem sité G’ jen tehdy, byl-li vrchol v pocateénim
vrcholem sité GG. V opacném piipadé bude mit vrchol v; v siti G’ vstupni
hrany z vrchold, ze kterych vedly v siti G hrany do vrcholu v. Vrchol vy
nemtze byt pocateénim vrcholem, protoZze obsahuje vstupni hranu (vq,vs).
Vrchol vy bude koncovym vrcholem sité G’ jen tehdy, byl-li vrchol v koncovym
vrcholem sité G. V opacném piipadé bude mit vrchol vy v siti G' vystupni
hrany do vrcholi, do kterych vedly v siti G hrany z vrcholu v. Sit G’ tedy
bude mit pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy vrchol.

Nyni uvazujme sit G”, ktera vznikne ze sité G provedenim kroku 3 definice.
Protoze misto kazdé hrany (z,v) bude do sité G” pfidana hrana (z, u) a misto
kazdé hrany (v,y) bude do sité G” pfiddna hrana (w,y) a vrcholy u, w jsou
spojeny hranami (u, v1), (v, w) bude sit G’ souvisla. Zaroven bude mit kazdy
vrchol x # u,x # w,x # v1,...,T # v, v siti G” stejny pocet vstupnich a
vystupnich hran, jako mél v siti G. Vrcholy vy, vs, ..., v, nemtizou byt ani
pocateénimi ani koncovymi vrcholy sité G”, protoze kazdy z nich obsahuje
vstupni i vystupni hranu. Vrchol © nemtize byt koncovym vrcholem, protoze
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obsahuje vystupni hrany. Vrchol v bude poc¢ataénim vrcholem sité G” jen
tehdy, byl-li vrchol v poc¢atecnim vrcholem sité G. V opa¢ném pripadé bude
mit vrchol u v siti G” vstupni hrany z vrcholi, ze kterych vedly v siti G hrany
do vrcholu v. Vrchol w nemiize byt pocatecnim vrcholem, protoze obsahuje
vstupni hrany. Vrchol w bude koncovym vrcholem sité G” jen tehdy, byl-li
vrchol v koncovym vrcholem sité GG. V opac¢ném pripadé bude mit vrchol w v
siti G” vystupni hrany do vrchold, do kterych vedly v siti G hrany z vrcholu
v. Sit G” tedy bude mit pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy vrchol.
]

Struktura procesni sité je ve své podstaté tvofena systémem do sebe vno-
fenych podgrafii. Tato vnofeni jsou pridavana krokem 3 definice procesni
sité. Tento krok odstrani jeden vrchol z procesni sité a na jeho misto vlozi
podgraf. Tento podgraf budeme nazyvat vnoreni. V dalSich krocich tvorby
procesni sité se ale miize toto vnoreni jesté zménit. Jednotlivé vrcholy mohou
byt odstranény a na jejich misto ptidany bud dalsi vnoteni (bod 3 definice),
nebo cesty (bod 2 definice).

Zavedeme tedy pojem vnoreni formalné pomoci orientované cesty, ktera se
v pocatecnim vrcholu vnoreni rozvétvi a v koncovém vrcholu vnoreni opét
spoji.

Jesté nez pristoupime k definice vnoreni, zavedeme pojem vzdalenost vrcholi.

Nejkratsi vzdalenost vrcholi u a v je poCet hran v nejkratsi orientované cesté
z vrcholu u do vrcholu v. Nejkratsi vzdalenost vrchold u a v budeme znacit
dist(u, v).

Protoze procesni sit je souvisly acyklicky orientovany graf, mizeme zavést
pojem nejdelsi vzdalenost.

Nejdelsi vzdalenost vrcholi u a v je pocet hran v nejdelsi orientované cesté
z vrcholu u do vrcholu v. Nejdelsi vzdalenost vrcholi u a v budeme znacit
distmax(u, v).

Budeme-li v dalsim textu mluvit pouze o vzdalenost, mame na mysli nejkratsi
vzdalenost.

Nyni tedy zavedme pojem vnoreni.

Necht méme procesni sit G = (V, E) a v ni libovolné dané vystupni roz-
vétveni. Ozna¢me u jeho zakladni vrchol a vy, vs, ..., v, vrcholy jeho vétvi.
Mnozina vrcholi W, obsahuje takové vrcholy w € V', Ze kazda orientovana
cesta zacinajici v libovolném z vrcholi v; a koncici v koncovém vrcholu grafu
G musi projit vrcholem w. ProtoZe procesni sit G ma dle lemmatu 4.2 jeden
koncovy vrchol ¢t a t € W, je mnozina W, neprazdné. Vrchol wy, € W, je
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takovy vrchol z mnoziny W, ke kterému mé vrchol u nejmensi vzdalenost.
Formalné
wo = argmin(dist(u, w))
weWy,
Takovy vrchol existuje jen jeden, jak ukaze lemma 4.3. Podgraf G’ grafu G
obsahujici vrcholy u a wy a vSechny orientované cesty zacinajici ve vrcholu
u a koncici ve vrcholu wy se nazyva vnoreni.

Vrchol u se nazyva pocatecni vrchol vnoreni a vrchol wy se nazyva koncovy
vrchol vnoreni. Vnofeni budeme obvykle pojmenovavat po jeho pocateénim
vrcholu, tedy napt. vnoreni s poc¢atecnim vrcholem u budeme oznacovat jako
vnofeni u.

Vrcholem uvnitf vnofeni u s poc¢atecnim vrcholem u a koncovym vrcholem v
rozumime takovy vrchol w, Ze w # u,w # v a zaroven existuje orientovana
cesta z vrcholu u do vrcholu w a orientovana cesta z vrcholu w do vrcholu v.

Lemma 4.3 Koncovy vrchol vnorent je urcen jednoznacné.

Diikaz: Predpokladejme, ze by existovaly dva vrcholy wy € W, w; € W pro
néz by platilo

wo = argmin(dist(u, w))

’LUEWLL

wy = argmin(dist(u, w))
’LUEWLL

wy # Wi

Uvazujme nejkratsi orientovanou cestu Cy z vrcholu u do vrcholu wy. Protoze
vSechny vystupni hrany z vrcholu u vedou do vrcholi v;, musi tato cesta projit
nékterym vrcholem v;. Oznac¢me ho v¢,. Zaroven tato cesta neobsahuje vrchol
w1, protoze by to byl spor s definici wy. Nyni uvazujme prodlouzeni cesty Cy
do koncového vrcholu ¢ procesni sité . Toto prodlouzeni existuje, protoze
diky wo € W existuje cesta z vrcholu wy do vrcholu t. Protoze w; € W a
cesta Cj obsahuje vrchol v¢,, musi prodlouzeni cesty Cyy obsahovat vrchol w.
Tedy existuje orientovana cesta z vrcholu wy do vrcholu wy.

Nyni uvazujme nejkratsi orientovanou cestu C z vrcholu v do vrcholu w;. Pri
pouziti stejné argumentace jako v predchozim pripadé dostaneme, Ze cesta
(' neobsahuje vrchol wy, ale prodlouzeni cesty € do koncového vrcholu ¢
musi vrcholem wy projit. Existuje tedy orientovana cesta z vrcholu w; do
vrcholu wy. Coz je spor s acykli¢nosti procesni sité. n

Nasledujici dvé lemmata dokazuji vztahy mezi poc¢atecnim a koncovym vr-
cholem kazdého vnoreni.
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Lemma 4.4 Koncovy vrchol vnorent je vidy zakladni vrchol néjakého vstup-
niho rozvétvend.

Dikaz: Pokud koncovy vrchol v vnofeni u s po¢atecnim vrcholem u neni za-
kladni vrchol vstupniho rozvétveni, mé dle definice maximalné jednu vstupni
hranu. Pokud nema zadnou vstupni hranu, nemtze byt koncovym vrcholem
vnofeni, protoze pres néj nemiize vést orientovand cesta. Predpokladejme
nyni, ze vrchol v ma pravé jednu vstupni hranu. Ozna¢me ji (w,v). Protoze
kazda orientovana cesta, ktera vede pres vrchol v musi vést i pres vrchol w,
je w € W. Zaroven je vrchol w o jednu hranu blize vrcholu w, coz je spor s
tvrzenim, Ze vrchol v je koncovy vrchol vnofeni u. [

Lemma 4.5 Pro libovolné vnoreni s pocatecnim vrcholem u a koncovym vr-
cholem w plati branching-out(u) = branching-in(w).

Dikaz: Lemma dokazeme indukci podle délky postupu tvorby procesni sité.
Oznac¢me n pocet krokt, kterymi byla procesni sit G' vytvorena.

Pro n = 1 procesni sit tvofena pouze jednim vrcholem (dle bodu 1 definice
procesni sit€) lemma trividlné spliiuje, protoZze zadné vnoreni neobsahuje.

Méjme nyni libovolnou procesni sit G, kterd byla vytvofena pomoci n kroki,
kde n > 1. Uvazujme procesni sit G', ktera vznikla provedenim prvnich n—1
kroki z tohoto postupu. Tato sif dle indukéniho predpokladu lemma 4.5
spliiuje.

Pro n > 1 nemitize byt poslednim krokem postupu tvorby grafu G bod 1
definice.

Uvazujme nejprve piipad, kdy je poslednim krokem tvorby sité G bod 2
definice. Pokud vrchol v z tohoto bodu nebyl zakladnim vrcholem rozvét-
veni, nebudou ani vrcholy vy, vs zadkladnimi vrcholy rozvétveni a graf G
bude mit u vSech zakladnich vrcholl rozvétveni stejné hodnoty parametrt
branching-in, branching-out jako mél graf G'. A protoze pocatecni i koncovy
vrchol vnoteni je vzdy zakladni vrchol rozvétveni, bude lemma 4.5 platit i
pro graf G.

Byl-li vrchol v vrcholem vstupniho rozvétveni, budou vSechny jeho vstupni
hrany (x,v) nahrazeny hranami (x, v;). Vrchol v; tedy bude v grafu G zéklad-
nim vrcholem vstupniho rozvétveni se stejnymi vétvemi, jako mél v grafu G’
vrchol v. Zaroven dle definice bude mit vrchol v; v grafu G stejnou hodnotu
parametru branching-in jako mél vrchol v v grafu G'.
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Byl-li vrchol v vrcholem vystupniho rozvétveni, budou vSechny jeho vystupni
hrany (v, y) nahrazeny hranami (v, y). Vrchol vy tedy bude v grafu G zéklad-
nim vrcholem vystupniho rozvétveni se stejnymi vétvemi, jako mél v grafu G’
vrchol v. Zaroven dle definice bude mit vrchol vy v grafu G stejnou hodnotu
parametru branching-out jako mél vrchol v v grafu G'.

Graf G tedy bude mit u vSech zakladnich vrcholti vstupniho rozvétveni stej-
nou hodnotu parametru branching-in jako mél graf G’ a u vSech zakladnich
vrcholl vystupniho rozvétveni stejnou hodnotu parametru branching-out
jako mél graf G'. Tedy lemma 4.5 bude platit i pro graf G.

Nyni uvazujme ptipad, kdy je poslednim krokem tvorby sité G' bod 3 definice.
Vrchol v z tohoto bodu nemiize byt zakladnim vrcholem rozvétveni, tedy ne-
muize byt ani pocatecnim, ani koncovym vrcholem vnotreni. Pro nové vzniklé
vnofeni v grafu G tvofené vrcholy w,w, vy, ..., v,, plati branching-out(u) =
branching-in(w) pfimo z definice procesni sité. Ostatni zakladni vrcholy roz-
vétveni maji stejnou hodnotu parametra branching-in a branching-out jako
mély v grafu G'. Lemma 4.5 tedy plati i pro graf G. n

4.2 Rozpoznani procesni sité

Potfebujeme-li u néjakého grafu G = (V, ) rozpoznat, jestli se jedna o pro-
cesni sit, tedy jestli byl vytvofen postupem popsanym v definici 4.1, miZeme
pouzit nasledujici algoritmus.

Algoritmus 4.1 dostane na vstupu libovolny orientovany graf G = (V, E) a
udaje o typech jednotlivych rozvétveni. Jeho vystupem bude informace, jestli
je tento graf GG procesni sif.

Algoritmus 4.1

1. Kazdou hranu, ktera odpovida néjaké vétvi paralelniho rozvétveni ozna-
¢ime znackou PAR a kazdou hranu, ktera odpovida néjaké vétvi alter-
nativniho rozvétveni oznac¢ime znackou ALT. Pokud by méla néjaka
hrana dostat obé znacky, graf G neni procesni siti. Zbylé hrany ozna-
¢ime znackou EQ.

2. Pro vSechny hrany (z,y) oznacené EQ provedeme

e Pro kazdou hranu (y, 2) z grafu G pfidame do grafu G hranu (z, 2)
se stejnou znackou, jako méla hrana (y, z).
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e Odstranime vrchol y véetné vsech hran, které ho obsahuji.

3. Necht vy, vy, ..., v, jsou vrcholy takové, ze pro kazdé v; graf G obsahuje
hrany (z,v;) a (v, y) pro néjaké pevné z,y a zaroven graf G neobsahuje
zadné dalsi hrany incidentni s vrcholy vy, vs, . .., v,. Navic pro vSechna
v; maji vSechny tyto hrany stejnou znacku (PAR ¢i ALT). Z vrcholu x ne-
vede zZadna dalsi hrana kromé hran (z,v;) a do vrcholu y nevede zadna
dalsi hrana kromé hran (v;,y). Potom provedeme nésledujici ipravu

e Pro kazdou hranu (y, z) z grafu G pfidame do grafu G hranu (z, z)
se stejnou znackou, jako méla hrana (y, 2).

e Odstranime vrcholy y,v1,vs,...,v, véetné vSech hran, které je
obsahuji.

Tento krok opakujeme, dokud existuji vrcholy spliujici jeho podminku.

4. Pokud zbyde vic nez jeden vrchol, graf GG neni procesni siti. Pokud zbyl
pravé jeden vrchol, graf G je procesni sit.

Lemma 4.6 Algoritmus 4.1 oznaci orientovany graf G = (V, E) za procesni
stt pravé tehdy, pokud byl vytvoten postupem definovanym v definici 4.1.

Dikaz: Protoze algoritmus 4.1 v krocich 2, 3 graf bud zmensi, nebo postoupi
do dalsiho kroku, je ziejmé, ze skonci po konecném poctu kroki.

Ukazme, ze pokud algoritmus 4.1 skondi s jedinym vrcholem, graf je procesni
sit. Staci, kdyZ vezmeme postup algoritmu pozpatku. Zacneme s jednim vr-
cholem, ktery je podle kroku 1 v definici 4.1 procesni siti. Misto jedné iterace
kroku 3 algoritmu 4.1 provedeme krok 3 v definici 4.1, misto jedné iterace
kroku 2 algoritmu 4.1 provedeme krok 2 v definici 4.1.

Nyni ukazme, ze algoritmus 4.1 skonci s jedinym vrcholem pro kazdou pro-
cesni sit. Tuto implikaci dokdZzeme matematickou indukei podle poc¢tu kroki
postupu, kterym byla procesni sit G vytvorena. Pro procesni sit G tvofenou
jednim vrcholem algoritmus spravné urci, Ze se jednéd o procesni sit.

Nyni uvazujme procesni sit G, kterou lze vytvorit n kroky, kde n > 1. Prvni
krok algoritmu 4.1 oznackuje vSechny hrany jednoznacn€, protoze nové za-
kladni vrcholy rozvétveni se pridavaji jen v kroku 3 definice procesni sité
a tento krok vylucuje, aby vrchol vétve vystupniho rozvétveni byl zaroven
zékladnim vrcholem vstupniho rozvétveni. Tedy kazda hrana musi patfit ma-
ximéalné jednomu rozvétveni.
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Algoritmus 4.1 Rozpoznani procesni sité

Require: G = (V| E) je orientovany graf
{— Step 1}
for all e € E do
{Funkce mark-edge(e) priradi hrané e znacku PAR, ALT, nebo EQ.}
{Pokud to nelze vrati false.}
if not mark-edge(e) then
fail;
end if
end for
{— Step 2}
for all (z,y) € E, edge-has-EQ-mark(z,y) do
for all (y,z) € E do
add-edge-with-mark(G, (z, z), get-mark(y, 2) );
end for
delete-vertex-with-edges(G, y);
end for
{— Step 3}
while find-subgraph-step3( x,y,vq,...,v, € V) do
for all (y,z) € F do
add-edge-with-mark(G, (z, z), get-mark(y, 2) );
end for
delete-vertexes-with-edges(G, y, v1, vg, . . ., Uy );
end while
{— Step 4}
if card(V) > 1 then
fail;
else
exit;

end if
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V dalsi fazi algoritmus 4.1 provede tpravu grafu G (provede jednu iteraci
kroku 2 nebo 3) ¢imz vyrobi graf G’. DokaZme nyni, Ze tento graf G’ je
procesni sit, kterou lze vytvorit maximalné n — 1 kroky.

Uvazujme nejprve piipad, kdy v grafu G neni zadnad hrana se znackou EQ
a algoritmus 4.1 provede jednu iteraci kroku 3. V tomto pfipadé je podgraf
tvofeny vrcholy x,y, vy, vs,...v, odstranén a nahrazen jednim vrcholem .
Tato uprava odpovida jednomu kroku v procesu tvorby sité GG dle bodu 3
definice procesni sité. Tedy vysledny graf G’ odpovid4 procesni siti, kterd by
vznikla kdybychom v procesu tvorby sité G tento krok vynechali.

Nyni uvazuje pfipad, kdy algoritmus 4.1 provede jednu iteraci kroku 2. V
tomto piipadé je z grafu G odstranéna hrana (x,y) spolu s vrcholem y.
Vznikly graf ozna¢me G’. Najdéme krok v postupu tvorby procesni sité G,
ktery tuto hranu (z,y) pfidal.

Pokud byla hrana (z,y) pfidana v néjakém kroku bodem 2 definice procesni
sité jako hrana (vq, v3), mizeme tento krok z postupu tvorby procesni sité G
vynechat. V dalsich krocich tvorby procesni sité G, které by pfipadné nasledo-
valy za vynechanym krokem, pouzijeme vrchol v z vynechaného kroku vsude
tam, kde by se pouzily vrcholy v; nebo vy z vynechaného kroku. Vysledna
procesni sit, kterou jsme takto dostali, vznikla n — 1 kroky a je izomorfni s
grafem G'.

Hrana (z,y) nemohla byt v postupu tvorby procesni sité GG pridana jako
hrana (u,v;) nebo (v;,w) z bodu 3 definice procesni sité, protoze takova
hrana by dostala znacku PAR nebo ALT.

Byla-li hrana (x,y) pfidana v bodé 2 definice procesni sité jako hrana (x, v;),
oznacme jako (z’,y’) hranu (z,v) ktera byla v tomto kroku odstranéna. Ob-
dobné, byla-li hrana (z,y) pfiddna v bodé 2 definice procesni sité jako hrana
(v2,y), oznacime jako (z’,y’) hranu (v,y) kterd byla v tomto kroku odstra-
néna.

Byla-li hrana (z,y) pfiddna v bodé 3 definice procesni sité jako hrana (x, u),
ozna¢ime jako (2,%y') hranu (x,v), kterd byla v tomto kroku odstranéna.
Byla-li hrana (z,y) pfidana v bodé 3 definice procesni sité jako hrana (w,y),
oznacime jako (2',y') hranu (v,y), ktera byla v tomto kroku odstranéna.

Rozborem pfipadi snadno nahlédnéme, ze znacka hrany (z',y’), kterou by
pridélil algoritmus 4.1 v kroku 1, je stejna jako znacka u hrany (x,y).

Déle budeme hledat misto vzniku hrany (z’,y’) stejné, jako jsme hledali
misto vzniku hrany (z,y). Takto rekurentné postupujeme az nalezneme krok
v postupu tvorby sité G, kde je pfidana hrana (xg,yy) (coZ muiZe byt hrana
(«',y"), («",y") ¢ néjakd dalsi hrana urcend rekurentnim postupem) jako
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hrana (v1,v9) v bodu 2 definice procesni sité. Hrana (¢, y9) nemize byt pii-
déna v kroku 3 definice procesni sité jako hrana (u,v;) nebo (v;, w), protoze
takova hrana by dostala v kroku 1 algoritmu znacku PAR, popi. ALT.

Tento krok v postupu tvorby procesni sité G vynechame a jak uz bylo po-
psano vyse, v dalsich krocich postupu tvorby sité GG, které by nasledovaly za
vynechanym krokem, pouzijeme vrchol v z vynechaného kroku vsSude tam,
kde by se pouzily vrcholy v; nebo v, z vynechaného kroku. Vysledna procesni
sit, kterou jsme takto dostali, vznikla n — 1 kroky a je izomorfni s grafem G'.
]

4.3 Konzistence proménné valid v procesni siti

V nasledujicim textu ukazeme, Ze rozsitit castecné ohodnoceni proménné
valid na globalné konzistentni lze v procesni siti a tedy i ve vnofeném casovém
grafu provést v polynomialnim case.

Pro diikaz nékterych tvrzeni pouzijeme matematickou indukci podle hloubky
vnoreni. Hloubka vnofeni bude pfirozené ¢islo, prifazené kazdému vnofeni,
které bude udavat kolik do sebe vnotrenych vnoreni je uvniti. Tedy vnoreni
s hloubkou 1 nebude obsahovat zadné dalsi vnofeni. Vnofeni s hloubkou 2
bude obsahovat libovolny pocet vnoteni s hloubkou maximalné 1. Vnoreni
s hloubkou 3 bude obsahovat libovolny pocet vnoreni s hloubkou maximalné
2, ale zaroven alespon jedno vnofeni s hloubkou 2, atd.

Hloubku vnoteni zavedeme pomoci hloubky vrcholu.

Definice 4.3 Hloubka vrcholu je celé c¢islo prirazené vrcholu procesni sité
G nasledovné. UvazZujme postup tvorby procesni sité G podle definice. Vrchol
v v kroku 1 md hloubku 0. V kroku 2 budou mit vrcholy vy, ve stejnou hloubku
jako mel vrcholv. V kroku 3 budou mit vrcholy u,w stejnou hloubku jako mél
vrchol v a vrcholy vy, vs, . .., v, budou mit hloubku o 1 vétsi neZ mél vrchol v.

Hloubku vrcholu v budeme znadit depth(v). Takto definovand hloubka ma
nasledujici vlastnosti.

Lemma 4.7 V procesni siti G = (V, E) plati

1. Pocatecént vrchol sité G ma hloubku 0.

2. Je-li u zakladni vrchol vystupniho rozvétvent, maji vrcholy vétvi hloubku
o 1 veétsi, neZ je hloubka u.
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3. Je-li u zakladnim vrcholem vstupniho rozvétveni, potom md u hloubku
o 1 mensi, neZ je hloubka vrcholu libovolné jeho veétve.

4. Vede-li z vrcholu u orientovand hrana do vrcholu v a vrchol u nent
zakladnim vrcholem vystupniho rozvétveni a vrchol v neni zakladnim
vrcholem vstupniho rozvétvent, md vrchol v stejnou hloubku jako vrchol
u.

Lemma 4.7 nam umoznuje urcit hloubku procesni sité jenom na zakladé topo-
logie sité. Neni potfeba védét, jakym postupem byla sif vytvorena. Zaroven
je z lemmatu 4.7 ziejmy postup, jak hloubku vrcholu uréit. Staci postupovat
od pocatecniho vrcholu ve sméru orientovanych hran a u kazdé orientované
hrany (z,y) ur¢it hloubku vrcholu y podle hloubky vrcholu x.

Koncovy vrchol v procesni siti ma také hloubku 0. Toto tvrzeni dokazeme
pozdéji.

Diikaz: Prvni bod dokazeme indukci podle délky postupu, kterym byla pro-
cesni sit vytvofena. Procesni sif tvofend pouze jednim vrcholem (dle bodu 1
definice procesni sité) ma poc¢ateéni vrchol s hloubkou 0. Mé&me nyni libovol-
nou procesni sit GG, ktera byla vytvorena pomoci n krokt. Uvazujme procesni
sit G, ktera vznikla provedenim prvnich n — 1 krokt z tohoto postupu. Tato
sit mé dle indukéniho pfedpokladu pocatecni vrchol s hloubkou 0. Pron > 1
nemuze byt poslednim krokem postupu tvorby grafu G' bod 1. Pokud po-
sledni krok tvorby sité G neovlivni pocatecni vrchol sité G’, bude mit sift G
pocatecni vrchol s hloubkou 0. Déle tedy uvazujme, ze posledni krok tvorby
grafu GG odstrani poc¢atecni vrchol grafu G'. Je-li posledni krok tvorby sité G
bod 2 definice, bude pocatecnim vrcholem sité G vrchol v; z tohoto kroku.
Tento vrchol bude mit hloubku 0, protoze vrchol v mél hloubku 0. Je-li po-
sledni krok tvorby sité G bod 3 definice, bude pocate¢nim vrcholem sité G

vrchol u z tohoto kroku. Tento vrchol bude mit hloubku 0, protoze vrchol v
mél hloubku 0.

Druhy a treti bod dokazeme stejnou indukci. V procesni siti tvorené pouze
jednim vrcholem oba body plati. Mé&jme nyni libovolnou procesni sit G, ktera
byla vytvorena pomoci n krokt. Uvazujme procesni sit G', ktera vznikla pro-
vedenim prvnich n—1 krokt z tohoto postupu. V této siti oba body lemmatu
plati. Pro n > 1 nemiiZe byt poslednim krokem postupu tvorby grafu G' bod
1. Predpokladejme nyni, ze poslednim krokem je bod 2 z definice procesni
sité. Protoze provedenim tohoto kroku zadné nové rozvétveni nevznikne ani
nezanikne a oba pridané vrcholy budou mit stejnou hloubku jako odstranény
vrchol v a budou spojeny jen s takovymi vrcholy, se kterymi byl spojen vr-
chol v, budou oba body lemmatu 4.7 platit i pro graf G. Pokud je poslednim
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krokem postupu bod 3 z definice procesni sité, zistane platnost obou bodu
také zachovana. Odstranény vrchol v nemize byt zédkladnim vrcholem néja-
kého rozvétveni, protoze ma dle predpokladu v bodé 3 definice procesni sité
maximalné jednu vstupni a maximalné jednu vystupni hranu. Je-li vrchol v
vrcholem vétve néjakého rozvétveni, zaujme jeho misto vrchol u nebo w a to
se stejnou hloubkou jako mél vrchol v. Zaroven oba body plati i uvniti pfi-
daného podgrafu tvoreného vrcholy u,w, vy, ..., v, a to dle definice hloubky
vrcholu.

Ctvrty bod lemmatu dokézeme opét indukei dle délky postupu, kterym byla
procesni sit vytvorena. Procesni sit tvofend pouze jednim vrcholem tento bod
spliiuje. Mé&jme nyni libovolnou procesni sit G, ktera byla vytvorena pomoci
n kroki. Uvazujme procesni sit G’, kterd vznikla provedenim prvnich n — 1
krokt z tohoto postupu. Tato sit dle indukéniho predpokladu ¢tvrty bod lem-
matu 4.7 spliiuje. Pro n > 1 nemutze byt poslednim krokem postupu tvorby
grafu G bod 1. Pfedpoklddejme nyni, ze poslednim krokem je bod 2 z definice
procesni sité. Provedenim tohoto kroku se platnost ¢tvrtého bodu lemmatu
4.7 neporusi, protoze oba pfidané vrcholy budou mit stejnou hloubku jako
odstranény vrchol a budou spojeny hranou jen s takovymi vrcholy, se kte-
rymi byl spojen odstranény vrchol. Rovnost hloubek z bodu 4 lemmatu 4.7
tedy ztstane zachovana. Nyni predpokadejme, ze poslednim krokem postupu
tvorby grafu G je bod 3 z definice procesni sité. Pfidané vrcholy v a w budou
mit stejnou hloubku jako odstranény vrchol v. Protoze vrchol u je zakladnim
vrcholem vystupniho rozvétveni a vrchol w je zdkladnim vrcholem vstupniho
rozvétveni, nespliuji vrcholy u a w v hranach (u,v;) a (v;, w) predpoklady z
bodu 4 lemmatu 4.7. Ostatni hrany vrchold u a w, kde je predpoklad bodu
4 lemmatu 4.7 pro vrcholy u a w splnén, vedou jen do takovych vrcholi, se
kterymi byl spojen i odstranény vrchol v. Rovnost hloubek z bodu 4 tedy
zustane zachovana.

Lemma 4.8 Pocdtecni a koncovy vrchol vnoreni md stejnou hloubku.

Dikaz: Lemma dokazeme indukci podle délky postupu tvorby procesni sité.
Procesni sit tvofena pouze jednim vrcholem lemma trividlné spliiuje, protoze
zaddné vnoreni neobsahuje.

Pro induké¢ni krok predpokladejme, ze sit GG, kterd byla vytvofena postupem
délky n, lemma 4.8 spliuje.

Uvazujme sit G’, kterd vznikne ze sité G provedenim kroku 2 definice pro-
cesni sité. Provedenim tohoto kroku zadné nové vnotfeni nevznikne, ani zadné

36



vnotreni nezanikne a oba pridané vrcholy v, v, budou mit stejnou hloubku
jako odstranény vrchol v. Byl-li vrchol v pocatecnim nebo koncovym vrcho-
lem néjakého vnofeni, zaujme jeho misto vrchol v; nebo v, a to se stejnou
hloubkou. Lemma 4.8 tak bude platit i pro graf G’.

Nyni uvazujme sit G”, ktera vznikne ze sité G provedenim kroku 3 definice
procesni sité. Vnofeni, ktera obsahoval uz graf G maji z indukéniho predo-
pkladu stejnou hloubku pocatecniho a koncového vrcholu. Odstranény vrchol
v nemiize byt pocatecnim ani koncovym vrcholem néjakého vnotreni, protoze
ma dle pfedpokladu v bodé 3 definice procesni sité maximalné jednu vstupni
a maximalné jednu vystupni hranu. V nové pfidaném vnoieni je hloubka
pocatecniho a koncového vrcholu stejna dle definice hloubky vrcholu. Tedy
lemma 4.8 bude platit i pro graf G”. [

Lemma 4.9 Pocdtecni a koncovy vrchol procesni sité md hloubku 0.
Dikaz: Lemma je primym disledkem lemmat 4.7 a 4.8. [

Lemma 4.10 Méjme procesni sit G = (V, E). Potom kazdy vrchol v € V
md hloubku depth(v) > 0.

Diikaz: Tvrzeni ptimo vyplyva z definice hloubky vrcholu. [

Lemma 4.11 Necht v procesni siti mdme vnoteni s pocdtecnim vrcholem u
a koncovym vrcholem v. Potom v tomto vnorent existuje alespon jeden vrchol
w, pro ktery plati w # u,w # v.

Diikaz: Lemma vyplyva z definice vnofeni. u je zakladni vrchol rozvétveni
a libovolny vrchol vétve tohoto rozvétveni spliuje podminku kladenou na
vrchol w, protoze rozvétveni méa dle definice vzdy vice nez jednu vétev. m

Lemma 4.12 Necht v procesni siti mdme vnoteni s pocdtecnim vrcholem
vs a koncovym vrcholem v;. Potom pro libovolny vrchol v; z tohoto vnoteni
takovy, Ze v; # vs,v; # vy plati depth(v;) > depth(vs).

Diikaz: Lemma dokézeme indukci podle délky postupu tvorby procesni sité.
Procesni sif tvofend pouze jednim vrcholem lemma trivialné splituje, protoze
zadné vnoreni neobsahuje.

Pro induké¢ni krok predpokladejme, ze sit GG, kterd byla vytvofena postupem
délky n, lemma 4.12 spliuje.
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Uvazujme sit G’, kterd vznikne ze sité G provedenim kroku 2 definice pro-
cesni sité. Protoze provedenim tohoto kroku zadné nové vnoreni nevznikne,
ani zadné vnoreni nezanikne a oba pfidané vrcholy vy, v, budou mit stejnou
hloubku jako odstranény vrchol v, bude lemma 4.12 platit i pro graf G'.

Nyni uvazujme sit G”, kterd vznikne ze sité G provedenim kroku 3 definice
procesni sité. Ve vnotenich grafu G”, ktera jsou shodné s jim pfislusnym vno-
fenim grafu G (tedy provedenim kroku 3 definice procesni sité se nezménila)
plati lemma 4.12 diky indukénimu predpokladu.

Dle definice hloubky vrcholu plati lemma 4.12 uvniti pravé pridaného vnoreni
tvofeného vrcholy w, w, vy, ..., v,.

Odstranény vrchol v nemohl byt poc¢ateénim ani koncovym vrcholem néja-
kého vnotreni, protoze mél dle predpokladu v bodé 3 definice procesni sité
maximalné jednu vstupni a maximalné jednu vystupni hranu.

Byl-li vrchol v v grafu G uvnitt néjakého vnofeni v, s poc¢ateénim vrcholem
v,, a koncovym vrcholem v,,, bude v grafu G nerovnost depth(v}) > depth(v,)
platit dle indukéniho pfedpokladu pro vSechny vrcholy v z vnofeni vy, kde
Vi # Uy, U # v, a v) neni zZaddny z vrcholt w, w, vy, ..., v,. Dale bude tato
nerovnost platit pro vrcholy u a w, protoze tyto vrcholy maji v grafu G” stej-
nou hloubku, jako mél v grafu G vrchol v. A protoze nerovnost je tranzitivni
relace a vrcholy u a w maji stejnou hloubku, jako mél vrchol v, bude tato
nerovnost platit i pro vrcholy v; uvnitt podgrafu u, w, v, ..., v,.

Tedy lemma 4.12 plati i pro graf G”. [

Hloubkou vnofeni u rozumime ptirozené ¢islo branching-depth(u), definované
jako branching-depth(u) = depth(v) — depth(u), kde u je pocateéni vrchol
vnotreni u a v je vrchol ve vnofeni u s nejvétsi hloubkou. Lemma 4.12 ndm
zarucuje, ze branching-depth(u) > 0.

Vztah mezi hodnotami walid u vrcholi v procesni siti popisuje nasledujici
lemma.

Lemma 4.13 Méjme procesni sit G = (V,E) a v ni néjaké vnoreni u.
Oznacéme pocdtecni vrchol tohoto vnoteni u a koncovy vrchol tohoto vno-
rent w. Dale oznacme v libovolny vrchol, ktery se nalézda uvnitr vnoreni .
Potom plati

e valid(u) = valid(w)

e valid(v) =1 — wvalid(u) = valid(w) =1
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Dikaz: Lemma dokazeme matematickou indukci pres hloubku vnoreni. Vno-
feni hloubky 0 nemuze existovat. ProtoZze kazdé vnofeni u’ obsahuje vr-
chol, ktery mé hloubku vétsi nez pocatecni vrchol vnofeni u’, miize vnoreni
hloubky n obsahovat vnofeni s hloubkou maximalné n — 1.

Dokazme lemma 4.13 pro vnofeni hloubky 1. Toto vnofeni nemtize obsaho-
vat zadné jiné vnoreni. A tedy vrchol v,v # u,v # w ve vnofeni u nemuze
byt zékladnim vrcholem rozvétveni. Ozna¢me v;; vrcholy vétvi vystupniho
rozveétveni vrcholu u. Protoze vrchol v; ; nemize byt zakladnim vrcholem roz-
vétveni ma pouze jednoho néslednika. Pokud tento néaslednik neni koncovym
vrcholem vnoreni u, ozna¢me ho v; 5. Obecné bude vrchol ve vétvi ¢, ktery je
vzdalen j hran od vrcholu u oznacen v; ;.

Z definice ¢asového grafu vyplyva, ze pro dané ¢ je V;valid(v; ;) = valid(v; j4+1)
a tedy Vjvalid(v; ;) = valid(v;1). Vrchol v; ; takovy, Ze jeho naslednikem je
vrchol w oznacme v; 145 Plati valid(v;1) = valid(v; jast)

@ V3,1 = VU3,last

Obrazek 4.3: Dikaz lemmatu 4.13 — Oznaceni vrcholt ve vnofeni u

Je-li valid(u) = 0, potom vSechny vrcholy vétvi v; ; musi mit valid(v; ;) = 0.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze ¥;valid(v; q5t) = 0 a tedy valid(w) nemtize mit
hodnotu 1. Zaroven méa kazdy vrchol v ve vnofeni u hodnotu wvalid(v) = 0.

Je-li valid(u) = 1 a branching-out(u) = branching-in(w) = PAR, je
ViVjvalid(v; 1) = valid(v; ;) = valid(v; jast) = 1

a tedy i valid(w) = 1.

Je-li valid(u) = 1 a branching-out(u) = branching-in(w) = ALT, existuje k

takové, ze V;valid(vy1) = valid(vy ;) = valid(vyast) = 1. Pro ¢ # k potom
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plati
V#kvjvalid(vi,l) = valz’d(vm) = valid(vi7last) =0

a tedy valid(w) = 1. Lemma tedy pro vnofeni hloubky 1 plati. Druhy bod
lemmatu vyplyva z implikace valid(u) = 0 — wvalid(v) = 0 uvedené vyse, kde
v je libovolny vrchol z vnoreni u.

Uvazujme nyni vnofeni u hloubky n. Podle indukéniho predpokladu, lemma
4.13 plati pro vSechna vnoteni hloubky n — 1. Pouzijme obdobné oznaceni
pro vrcholy v jednotlivych vétvich jako v pfedchézejicim textu. Vrchol vétve
rozvétveni u budeme znacit v; ;. Ma-li vrchol v; ; pouze jednoho néaslednika,
budeme tohoto naslednika znacit v; ;1. Je-1i vrchol v; ; vrcholem vystupniho
rozvétveni, je toto rozvétveni pocatecnim vrcholem néjakého vnotreni hloubky
maximélné n — 1. Potom koncovy vrchol tohoto vnofeni budeme znacit v; 1,
dle indukéniho pfedpokladu plati valid(v; j) = valid(v; j4+1). Plati tedy i

V. V,valid(v; 1) = valid(v; ;) = valid(v; jast)

P1i pouziti stejné argumentace, jako v dikazu pro ptipad vnofeni hloubky
1 vyplyva valid(u) = valid(w). Je-li valid(u) = walid(v) = 0, je potom i
V; jvalid(v; ;) = 0. Je-li navic vrchol v; j po¢ate¢nim nebo koncovym vrcholem
néjakého vnofeni u’ uvnit¥ vnofeni u, je valid(v') = 0 pro kazdy vrchol o'
uvnitf vnofeni u'. Tedy kazdy vrchol v uvnitf vnofeni u ma wvalid(v) = 0.
Tim je dokdzan druhy bod lemmatu. n

Jak ukaze nasledujici véta 4.14, pokud k podminkdm ze sekce 3.3, které
svazuji proménné valid jednotlivych vrcholi, pfidame podminky z lemmatu
4.13, dostaneme takovou mnozinu podminek, ze kazdé hranové konzistentni
ohodnoceni proménné valid bude zaroven globalné konzistentni.

Zajisténi hranove konzistentniho ohodnoceni znamené, Ze se domény promén-
nych wvalid u vrchol procesni sité G omezi tak, aby pro kazdou podminku
c platilo, ze vybereme-li si z domény nékteré proménné obsazené v c libo-
volnou hodnotu, bude mozné ohodnotit i ostatni proménné vyskytujici se
v podmince ¢ hodnotami z jejich domén tak, aby podminka c platila.

fipomenme, Ze pro zajisténi hranové zisten xistuje velké Zstvi
Pripomenme, Ze pro zajisténi hranové konzistence existuje velké mmnozst
polynomiélnich algoritmii. Mezi nejpopularnéjsi patii algoritmus AC3.

Jak tedy bude v dalsim textu ukazano, globalni konzistence proménné valid
lze dosdhnout pomoci algoritmu hranové konzistence a tedy v polynomialnim
case.

Méjme procesni sit G = (V, E) a k ni pfifazeny nasledujici CSP problém
P=(V'C"
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o Ke kazdému vrcholu v € V bude v P promeénnd valid(v), kterd bude
mit doménu {0, 1}.

s

e Pro kaZdou hranu (v1,v2) € E, kterd neni soucdsti Zadného rozvétvent,

bude v P podminka
valid(vy) = valid(vs)

e Pro kazZdé vnoteni u v procesni siti G oznacme u pocdtecni a w kon-
covy vrchol vnoteni u. Vrcholy vétvi vystupniho rozvétveni u oznacme
V1, Vg, - - ., Uy. Vrcholy vétvi vstupniho rozvétveni w oznacmery,ro, ..., Ty.

V probléemu P bude ndsledujici podminka

valid(u) = valid(w)
Mayji-li atributy branching-out(u), branching-in(w) hodnotu PAR, bu-
dou v P nasledujici podminky

valid(u) = valid(vy) = valid(ve) = - - - = valid(vy,)

valid(w) = valid(ry) = valid(ry) = - - - = valid(r,)
Mayji-li atributy branching-out(w), branching-in(w) hodnotu ALT, bu-
dou v P nasledujici podminky

valid(u) = > | valid(v;)

valid(w) = ", valid(r;)

Véta 4.14 Pro predchozi CSP formulaci problému procesni site G plati, Ze
kazZdé hranové konzistentni ohodnoceni je zaroven globdlne konzistentni.

Dikaz: Vétu dokazeme matematickou indukei pfes maximalni hloubku vno-
feni sité G.

UvaZzujme nejprve procesni sit G s maximalni hloubku vnofeni 0. Tato sit ne-
obsahuje zadné vnoreni. Protoze kazdé hranové konzistentni ohodnoceni musi
spliiovat podminky wvalid(v;) = wvalid(v;), které plati mezi vrcholy spojené
hranami, je doména vSech proménnych valid(v) stejnd. Tedy kazdé hranové
konzistentni ohodnoceni je zaroven globalné konzistentni.

Nyni dokéazeme, ze véta 4.14 plati uvnitt libovolného vnoreni u hloubky 1.
7 definice hloubky vnofeni vyplyva, ze vnoreni hloubky 1 nemiize obsahovat
zéddné dalsi vnoreni. Jako vétev vnoreni u budeme oznacovat orientovanou
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cestu z pocatecniho vrcholu rozvétveni u do koncového vrcholu tohoto roz-
vétveni.

Je-li vnoreni u hloubky 1 paralelni, maji pfi hranové konzistentnim ohodno-
ceni vSechny vrcholy ve vnofeni stejnou doménu proménné valid. Tedy kazdé
hranové konzistentni ohodnoceni je globalné konzistentni.

Je-1i vnofeni u hloubky 1 alternativni, maji pii hranové konzistentnim ohod-
noceni vsSechny vrcholy kazdé vétve s vyjimkou pocatecniho a koncového
vrcholu vnofeni stejnou doménu proménné wvalid. Zaroven ma pii hranove
konzistentnim ohodnoceni diky podmince valid(u) = wvalid(w) stejnou do-
ménu pocatecni a koncovy vrchol vnofeni u.

Nyni ukazme, ze tvrzeni 4.14 plati pro alternativni vnofeni u hloubky 1. Pfed-
pokladejme, ze mame hranové konzistentni ohodnoceni vnoreni u a vyberme
u libovolného vrcholu v pro proménnou valid(v) z jeji domény hodnotu h.
Ukézeme, ze 1ze konzistentné ohodnotit i ostatni vrcholy vnofeni u. Ozna¢me
u; vrcholy vétvi rozvétveni u.

Necht vrchol v neni poc¢ateénim ani koncovym vrcholem vnofeni u. VSechny
vrcholy, které jsou ve stejné vétvi jako je v, maji diky hranové konzistenci stej-
nou doménu proménné valid. Oznac¢me j index vrcholu u;, ktery se nachézi
ve stejné vétvi jako vrchol v. Vrchol u; bude mit stejnou doménu proménné
valid jako ma vrchol v a tedy ho lze konzistentné ohodnotit. Protoze je ohod-
noceni hranové konzistentni, lze pro vrchol u a pro ostatni vrcholy u; nalézt
hodnoty konzistentni s pfifazenim valid(v) = valid(u;) = h. Protoze vrcholy
ve stejné vétvi maji stejnou doménu proménné valid a pro kazdy vrchol u; 1ze
nalézt hodnotu valid(u;) konzistentni s p¥itazenim wvalid(v) = h, 1ze nalézt
pro kazdy vrchol v;, ktery je uvnitf vnofeni u hodnotu valid(v;), ktera bude
konzistentni s pfifazenim valid(v) = h. Diky podmince valid(u) = valid(w),
kde u je pocatecni a w koncovy vrchol vnofeni u, lze pti hranové konzistent-
nim ohodnoceni nalézt hodnotu valid(w) konzistentni s valid(v) = h.

Nyni predpokladejme, Ze vrchol v je bud pocatecnim, nebo koncovym vrcho-
lem vnofeni u. Diky podmince valid(u) = valid(w), kde u je poc¢ateéni a w
koncovy vrchol vnofeni u, budou mit oba vrcholy stejnou hodnotu proménné
valid. Protoze jsou domény proménnych valid hranové konzistentni, 1ze najit
hodnoty wvalid(u;) konzistentni s pfifazenim valid(u) = valid(w) = h a pro-
toze vrcholy ve stejné vétvi maji stejnou doménu proménné valid, lze najit
konzistentni hodnotu valid(v;) pro kazdy vrchol v; uvnitt vnofeni u.

Nyni uvazujme sit G s maximalni hloubkou vnofeni n, kde n > 0. V této siti
ozna¢me u; vnoreni, které maji hloubku n. V kazdém vnofeni u; nalezneme
takova vnoifeni w; ;, které maji hloubku 1 a pokud bychom pfi pevném ¢ pro
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kazdé j vnofeni w;; nahradili jednim vrcholem, zmensi se hloubka vnofeni
u; o 1.

Toto nahrazeni miizeme vzdy udélat, nebot hodnoty valid poc¢atecniho a kon-
cového vrcholu libovolného vnoteni jsou vzdy stejné a zaroven si odpovidaji i
domény téchto proménnych. Déle vrcholy uvnitt vnofeni nejsou spojeny zad-
nou podminkou s vrcholy vné vnoreni, takze hodnota vrcholt vné vnoreni
nemuze byt zaménou ovlivnéna.

Uvazujme sit G’, ktera touto tpravou vznikne. Tato sit bude mit hloubku
n— 1.

Z induk¢niho predpokladu plyne, Ze pro sit G’ je kazdé hranové konzistentni
ohodnoceni zaroven globalné konzistentni.

Protoze véta 4.14 plati jak v grafu G’, tak uvniti libovolného vnofeni hloubky

1 a vrcholy uvnitf vnofeni nejsou spojeny zadnou podminkou s vrcholy vné
vnoreni, plati i v grafu G. n

4.4 Konzistence proménné time ve vnoreném
casovém grafu

A7 dosud jsme se zabyvali procesni siti. Nyni se zaméfime na vnoreny ¢asovy
graf, ktery méa oproti procesni siti navic ke kazdému vrcholu pfitazenou pro-
ménnou time. Proménné time prifazené jednotlivym vrcholiim jsou svazany
nasledujicimi podminkami

e Pro kazdy vrchol v v grafu G plati podminka
valid(v) = 1 — (release-time(v) < time(v) < deadline(v)) (P1)

e Pro kazdé dva vrcholy vy, vy grafu G spojené hranou (vi,vs) s ¢asovym
intervalem (a,b) plati podminka

valid(vy) = valid(ve) = 1 — (a < time(vy) — time(vy) < b)  (P2)

Pokud u néjakého vrcholu v je valid(v) = 0, mize proménna time(v) naby-
vat libovolné hodnoty, protoze obé podminky budou trivialné splnény. Pokud
u vrcholu v nezname hodnotu proménné wvalid, nemiizeme omezit doménu
proménné time, protoze kazda hodnota z domény proménné time je konzis-
tentni v pripadé, kdy wvalid(v) = 0.
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Protoze ale vrcholy, které maji valid = 0, v feseni nebudou, mtzeme prvni
podminku upravit na release-time(v) < time(v) < deadline(v). Pro vrcholy,
kde walid = 1 se nic neméni a u vrchold, kde valid = 0 nds doména proménné
time nezajima.

Druhou podminku lze u hran (vy,vs), kde v; ani v, nejsou zakladnim vrcho-
lem rozvétveni upravit na tvar a < time(ve)—time(vy) < b a takto upravenou
podminku pouzit k propagaci. Pokud dojde k vyprazdnéni domény time(v;),
odstrani se z domény proménné valid(v) hodnota 1, protoze uzel, u kterého
nelze konzistentné urcit hodnotu proménné time, nemiize byt v feseni obsa-
zen (a tedy hodnota jeho proménné valid nemize byt 1). Tuto propagaci lze
délat jen mezi takovymi uzly, které maji v doméné proménné valid obsazenu
hodnotu 1. Jak uz bylo zminéno diive, uzly, které maji valid = 0, v Teseni
obsazeny nebudou a hodnota jejich proménné time nas nezajima.

Stejnym zptisobem lze upravit druhou podminku i pro hrany paralelniho roz-
vétveni. Nelze ovSem tuto tpravu pouzit pro rozvétveni alternativni. Pokud
nevime, kterd vétev bude do TeSeni vybrana, musime pro omezeni domény
zékladniho uzlu pouzit sjednoceni vSech moznosti. Pokud bychom napt. u al-
ternativniho vystupniho rozvétveni u omezili doménu zakladniho uzlu u pod-
minkami a; < time(u) — time(v;) < b;, pro vSechna i takova, ze 1 € valid(v;),
kde v; je uzel vétve, dostali bychom priinik domén a nikoliv jejich sjednoceni.

Domény proménné time(v;), kde v; je vrchol vétve alternativniho rozvétveni,
ale takto omezovat lze, nebot pokud je vrchol v; vybran, musi byt vybran i
zékladni vrchol rozvétveni.

Protoze je pro revizi hrany nutné znat, je-li hrana soucasti néjakého rozvét-
veni, vytvorime pro kazdé rozvétveni u v grafu GG globalni podminku, ktera
zajisti konzistenci proménnych time u vrcholt rozvétveni u.

Nasledujici algoritmus provadi hranovou konzistenci nad predchozimi pod-
minkami. Nekontroluje ale kazdou hodnotu z domény proménné time, ome-
zuje pouze horni a dolni okraj této domény. Tento postup se nazyva okrajova
konzistence — bounds consistency [8]. Algoritmus nedéla globalni konzistenci
proménné time a jak ukazeme dale, zajisténi globalni konzistence proménné
time je NP-uplna tloha.

Na vstupu ocekava algoritmus 4.2 vnoreny casovy graf G' s ¢aste¢nym ohod-
nocenim proménné time. Po skonceni algoritmu 4.2 budou domény proménné
time omezeny tak, ze graf G bude okrajové konzistentni.

Algoritmus 4.2

Doménu proménné time(v) u kazdého vrcholu omezime intervalem
(release-time(v), deadline(v)). Tim bude splnéna podminka P1.

44



Zavedeme nasledujici znaceni. Méjme néjaké rozvétveni. Oznacme u jeho zé-
kladni vrchol a vy, vs,...,v, vrcholy jeho vétvi. Casovy interval pfifazeny
vétvi (u,v;) ozna¢me (a;, b;). Doménu proménné time(v;) oznacme D(v;),
tedy napf. doménu proménné time(v;) budeme znacit D(v;). Doménu pro-
ménné valid(v;) budeme znacit V(v;). Dale ozna¢me d(v;) dolni mez D(v;))
a h(v;) horni mez D(v;).

Pro kazdé paralelni vystupni rozvétveni grafu G vlozime nasledujici pro-
paga¢ni pravidlo, které se provede pii zmenseni néjakého D(v;), pokud je
1eV(u)aV,leV(y).

UP «— D(u) N (max;(d(v;) — b;), min; (h(v;) — a;));
if UP # () then
D(u) « UP;
else
V(u) — V(u) N {0};
end if

Pro kazdé paralelni vstupni rozvétveni grafu G vlozime néasledujici propa-
gacni pravidlo, které se provede pifi zmenseni néjakého D(v;), pokud je 1 €
V(U) a Vvll S V(’UZ)

DOWN « D(u) N (max;(d(v;) + a;), min; (h(v;) + b;));
if DOWN # () then
D(u) < DOWN;
else
V(u) — V() N {0}
end if

Pro kazdé alternativni vystupni rozvétveni grafu GG vlozime nasledujici pro-
paga¢ni pravidlo, které se provede pfi zmenseni néjakého D(v;) nebo V(v;),
pokud je 1 € V(u).

UP «— D(u) N (min;(d(w;) — b;), max; (h(w;) — a;)),
kde w; jsou takové vrcholy vétvi rozvétveni u, ze 1 € V(w;);
if UP # () then
D(u) < UP;
else
V() — V(u) N {0};
end if

Pro kazdé alternativni vstupni rozvétveni grafu G vlozime nésledujici pro-
paga¢ni pravidlo, které se provede pii zmenseni néjakého D(v;) nebo V(v;),
pokud je 1 € V(u).
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DOWN « D(u) N (min;(d(w;) + a;), max;(h(w;) + b;)),

kde w; jsou takové vrcholy vétvi rozvétveni u, ze 1 € V(w;);
if DOWN # () then

D(u) < DOWN;
else

V(u) « V(u) N {0};
end if

Pro kazdou hranu (u,v), kde u je zakladni vrchol né&jakého rozvétveni, za-
vedeme propagacni pravidlo, které se provede pii zmenseni D(u), pokud je
1 € V(u) ale V(v). Necht Casovy interval prifazeny této hrané je (a,b).

DOWN « D(v) N (d(u) + a), h(u) + b);
if DOWN # () then

D(v) « DOWN;
else

V(v) < V(v) n{0};
end if

Pro kazdou hranu (v, u), kde u je zakladni vrchol né&jakého rozvétveni, za-
vedeme propagacni pravidlo, které se provede pii zmensSeni D(u), pokud je
1 € V(u) ale V(v). Necht asovy interval prifazeny této hrané je (a,b).

UP « D(v) N (d(u) — b),h(u) — a);
if UP # () then
D(v) « UP;
else
V(v) < V(v) n{0};
end if

Pro kazdou hranu (u,v), kterd neni soucasti zddného rozvétveni, zavedeme
propagacni pravidlo, které se uplatni pfi zmenseni D(u), pokud je 1 € V(u)
a1 € V(v). Nechtf ¢asovy interval pfifazeny této hrané je (a,b).

DOWN « D(v) N (d(u) + a), h(u) + b);
if DOWN = () then

D(v) < DOWN;
else

V(v) < V(v) N {0};
end if

Pro kazdou hranu (u,v), kterd neni soucasti zddného rozvétveni, zavedeme
propagacni pravidlo, které se uplatni pfi zmenseni D(v), pokud je 1 € V(u)
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a1 € V(v). Nechf ¢asovy interval pfifazeny této hrané je (a,b).

UP «— D(u) N (d(v) — b),h(v) — a);
if UP # () then
D(u) < UP;
else
V(u) « V(u) N {0};
end if

Pomoci téchto pravidel propagujeme, dokud se zmensuji domény proménnych
time a valid u jednotlivych vrchold grafu G.

Véta 4.15 Méjme vnoreny casovy graf G = (V, E) a libovolng vrcholv € V.
Tvori-li doména proménné time(v) interval, bude po provedeni algoritmu 4.2
doménou promeénné time(v) opét interval.

Diikaz: Tvrzeni vyplyva z popisu algoritmu 4.2. Pokud néjaké pravidlo pro-
vadi tpravu doménu, stanovi novou horni a dolni mez domény a tak doména
zustane intervalem i po skonceni pravidla a tedy i po skonceni algoritmu 4.2.
]

Véta 4.16 Algoritmus 4.2 nezpusobi vyrazeni hodnoty z domény proménné
time(v), kterd by mohla byt soucdsti néjakého Tesent.

Diikaz: Tvrzeni lze snadno dokézat rozborem piipadii, nebof piimo vyplyva
z konstrukce propagacnich pravidel.

Uvazujme hodnotu h z domény proménné time(v), kterd byla vyfazena né-
jakym pravidlem z algoritmu 4.2.

Pro spor pfedpokladejme, ze h patii do néjakého feseni. V tomto feSeni musi
byt valid(v) = 1.

Pokud hodnota h byla vyfazena pravidlem pro alternativni rozvétveni (tedy
v je zékladnim vrcholem alternativniho rozvétveni), potom vrchol vétve u;
tohoto rozvétveni takovy, ze wvalid(u;) = 1 nema v doméné time(u;) pro
h podporu, protoze v okamziku, kdy byla hodnota h vyrazena z domény
time(v) nemél pro h podporu v doméné time(u;) Zadny vrchol u;, ktery mél
1 € wvalid(u;). Protoze valid(v) = valid(u;) = 1, porusuje hodnota h propa-
gacni pravidlo P2.

Nyni uvazujme pfipad, kdy byla hodnota h vytazena z domény time(v)
jinym pravidlem, nez pravidlem pro alternativni rozvétveni. Z konstrukce
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pravidel vyplyva, Ze existuje vrchol u spojeny s v hranou takovy, ze hod-
nota h nespliiuje podminku a < time(u) — time(v) < b, kde (a,b) je ca-
sovy interval pfifazeny hrané (v,u), popf. hodnota h nespliiuje podminku
a < time(v) — time(u) < b, kde (a,b) je Casovy interval pfifazeny hrané
(u,v).

Protoze hrana e spojujici vrcholy v a v neni vétvi alternativniho rozvétveni,
existuje podminka valid(u) = valid(v) = 1 a tedy hodnota h porusuje pro-
pagacni pravidlo P2. n

Jak uz jsme zminili, zajisténi globalni konzistence proménné time je NP-
uplna tloha. Diikaz tohoto tvrzeni je zalozen na redukci problému subset
sum na problém globalni konzistence proménné time.

Subset sum problém [6] je definovan nasledovné

Meéjme ddno K € N a n prirozenych cisel xi,xs,...,x,, x; € N.
Ezistuje podmnoZina S C {1,2,...,n} takovd, aby Y . .qx; = K ?

Véta 4.17 Méjme vnoreny casovy graf G. Rozhodnuti, zda ezistuje Tesent
tohoto grafu, tj. takové hodnoty proménnych valid a time u vrcholi tohoto
grafu, Ze vSechny podminky budou splnény, je NP-uplny problém.

Dikaz: Problém existence feseni je v tiidé NP, protoze zname-li hodnoty
proménnych, ovéfeni podminek lze provést v case pfimo tmérném poctu
podminek. A pocet podminek je pfimo tmérny poc¢tu hran a vrcholi grafu

G.

Pro dtikaz, ze problém existence feseni je NP-tézky, pouzijeme redukci pro-
blému subset sum na nas problém existence feSeni vnoreného ¢asového grafu.

Uvazujme graf na obrazku 4.4. Hranam tohoto grafu jsou prifazeny c¢asové
intervaly, kde dolni i horni mez kazdého intervalu je rovna ¢islu u prislusné
hrany na obrazku. Cisla 1, 2o, ..., 7, a K jsou ¢isla ze zadani subset sum
problému. Doména proménné time u kazdého vrcholu je (0,00). Doména
proménné valid u vrchol ¢ je {1} (tento vrchol musi byt obsaZen v feSeni),
domény proménné valid u ostatnich vrcholi jsou {0, 1}. Rozvétveni u vrchola
s a t jsou paralelni, vSechna ostatni rozvétveni jsou alternativni.

Pokud existuji hodnoty proménnych time a valid u vrcholt tohoto vnofeného
¢asového grafu takové, ze jsou splnény vSechny podminky, existuje i feseni
subset sum problému. Do mnoziny S budou patfit takova ptirozena ¢isla i, ze
pocatecni vrchol orientované hrany s ¢asovym intervalem (x;, z;) ma hodnotu
valid = 1 (cesta levou vétvi grafu vede pfes hranu s Casovym intervalem
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A naopak, existuje-li feSeni problému subset sum (lze tedy z ¢isel 21, zs, . . ., x,
vybrat takové, aby jejich soucet byl K), pak existuje i feSeni grafu G.

Pocate¢ni vrcholy hran s ¢asovym intervalem (z;,x;), budou mit hodnotu
valid = 1, pokud i € S a valid = 0, pokud i ¢ S. Tim jsou zarover dany i
hodnoty wvalid u zbylych vrcholi. Protoze jsou hodnoty proménnych valid jiz
pevné dany a Casové intervaly hran maji vzdy dolni mez rovnu horni mezi,
existuje pro hodnotu proménnych time u jednotlivych vrcholi grafu G vzdy
jen jedna mozna hodnota. n

Obrazek 4.4: Graf dokazujici NP-tplnost problému existence feseni vnore-
ného casového grafu
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Véta 4.18 Méjme vnoteny casovy graf G. Nalezeni Tesent tohoto grafu, je
NP-uplny problem.

Diikaz: Problém nalezeni hodnot proménnych je v t¥idé NP, protoze zname-
li hodnoty proménnych, ovéreni podminek lze provést v case pfimo timérném
poc¢tu podminek. A pocet podminek je pfimo imérny poc¢tu hran a vrcholi
grafu G.

Dle véty 4.17 je problém existence feSeni vnotfeného ¢asového grafu NP-iplny.
Problém existence feSeni lze trivialnim zptisobem redukovat na problém na-
lezeni feseni vnoreného c¢asového grafu. Problém nalezeni feseni je tedy NP-
tézky a protoze zaroven patii do tiidy NP, je NP-tplny. n

Véta 4.19 Méjme vnotens casovy graf G. Uloha filtrace domén proménnyjch
valid a time tak, aby vysledny graf byl vzhledem k promeénnym valid a time
globdlné konzistentni je NP-téZky problém.

Dikaz: Pokud lze vyfiltrovat domény proménnych walid a time tak, aby
vysledny graf byl globalné konzistentni, existuje potom i feSeni tohoto grafu.
A naopak, pokud existuje feseni grafu GG, pak je toto FeSeni zaroven globalné
konzistentni.

Tedy algoritmus, ktery provadi globalni konzistenci grafu G, zaroven rozho-
duje ma-li graf GG feseni.

Dle véty 4.17 je vSak problém existence feseni vnofeného casového grafu
NP-tézky. Tedy i problém globalni konzistence proménnych valid a time je
NP-tézky. n
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Kapitola 5

Hledani optimalniho reseni
vnoreného ¢asového grafu

5.1 Uvod

V predchozi kapitole jsme definovali vnofeny casovy graf a zajimalo nés, jak
je tézké nalézt néjaké jeho feSeni. V zavéru kapitoly jsme dokazali, ze je to
NP-uplna tloha.

V této kapitole se budeme zabyvat tllohou nalezeni optimalniho feseni vnoie-
ného ¢asového grafu, tj. nalezenim takového feseni, které ma ze vSech reseni
nejnizsi cenu.

Jak jsme jiz uvedli v sekci 3.2, cena TeSeni je rovna souctu cen jednotlivych
vrcholli, které patii do feSeni. To znamend, Ze cena je rovna souctu cen
vrcholti, ktery maji hodnotu proménné valid = 1.

Pro pfipomenuti uvadime, Ze cena vrcholu je uréena néasledovné (viz sekce

3.2)

price(v) = cost(v) + penalty-late(v) - max (0, time(v) — due-date(v))
+ penalty-early(v) - max (0, due-date(v) — time(v))

Cena feseni je potom urcena nésledovné

Obj = Z price(v)

v:valid (v)=1
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5.2 Metoda Branch and Bound

Jednou z nejpouzivanéjsich metod pro feseni optimalizacnich uloh je me-
toda Branch and Bound. Tato metoda pouzivd odhad ceny k ofezani téch
vétvi prohledavani, ve kterych by pripadné feseni mélo cenu mimo stanoveny
interval.

Abychom pripadné neotizli vétev, ve které by mohlo byt feseni, jehoz cena
by byla ve stanoveném intervalu, musi byt odhad ceny korektni. To znamena
ze pro dolni odhad ceny plati d’ < d, kde d' je odhadnuté a d skuteénd dolni
mez pro cenu a pro horni odhad ceny plati A’ > h, kde A’ je odhadnuté a h
skutec¢na horni mez pro cenu.

Tyto podminky nam zajisti, ze skutecna hodnota ceny se vzdy naléza v in-
tervalu (d', h').

My budeme cenu minimalizovat, proto vysta¢ime s hornim odhadem ceny.

Ofiznuti vétvi, ve kterych se feSeni bud nenaléza, nebo jeho cena neni pod
stanovenou mezi je zajisténo pridanim podminky Obj < ub, kde Obj je cena
(objektivni funkce) a ub je horni mez, do které se musi vejit skute¢na cena
feseni.

V nasem pripadé to znamena pridani podminky

Obj < ub
Obj = Z price(v)

v:valid (v)=1

S touto podminkou se dale pracuje standardnim zpisobem. Hodnoty promeén-
nych, které se v ni vyskytuji se se propaguji do domén ostatnich proménnych.

Algoritmus metody Branch and Bound je nésledujici

Algoritmus 5.1 Branch and Bound

ub «— init-ub();

NewSolution «— fail;

repeat
Solution «— NewSolution;
NewSolution « solve(V,C' U {0bj < ub});
ub « get-new-ub(NewSolution);

until NewSolution = fail;

return Solution;
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Funkce init-ub() inicializuje horni mez ceny. Pokud nemame v zadani zadné
omezeni ceny, muzeme zvolit co.

Funkce solve() hleda feseni. V argumentech této funkce je k pivodnim pod-
minkdm problému priddna také podminka, kterd zajistuje, aby byla cena
nizsi nez urcena.

Funkce get-new-ub() stanovi novou horni mez pro cenu. Obvykly postup je,
ze se za horni mez zvoli cena nejlepsiho dosud nalezeného feseni.

Jinou moznosti jak nalézt feseni s nejmensi cenou je metoda ptleni intervalu.
V takovém piipadé se hleda feSeni, které bude mit cenu v intervalu (b, ub).
Pokud existuje feseni s cenou v tomto intervalu, rozdéli se tento interval
na dvé c¢asti. V dalsi iteraci se hledd feseni v jedné z téchto ¢asti. Protoze
hledame feSeni s minimalni cenou, vyzkousime nejprve spodni c¢ast. Pokud
se ve spodni ¢asti pivodniho intervalu nachézi feseni, vybereme tuto spodni
¢ast jako novy interval (Ib, ub) pro dalsi iteraci. V opacném ptipadé vybereme
jako novy interval (b, ub) horni ¢ast ptivodniho intervalu.

Blize je metoda predvedena v zapisu algoritmu 5.2.

Algoritmus 5.2 Branch and Bound — metoda piileni intervalu
(Ib, ub) < init-bounds();
NewSolution «— fail;
repeat
th — (ub + 1b)/2;
Solution < NewSolution;
NewSolution < solve(V,C' U {lb < Obj < tb});
if NewSolution = fail then
Ib=tb+1;
else
ub « get-new-ub(NewSolution);
end if
until b > ub;
return Solution;

P1i feseni konkrétni tilohy nemusime cekat na optiméalni feSeni, mize nam
stacit Teseni s dostatecné nizkou cenou. V takovém pripadé mizeme, kromé
stanoveni vhodného intervalu pro cenu na zacatku feseni, i ukoncit hledani
dalsich TeSeni ve chvili, kdy mé nalezené feseni vyhovujici cenu. Pokud ale
pozadujeme nalezeni skutecné optiméalniho feseni, musime navic vyzkouset
i dalsi mozné Teseni, abychom dokazali, Ze nami nalezené feseni je opravdu
optimalni.
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Na vypocet dolniho a horniho odhadu ceny se klade nékolik pozadavkt. Vy-
pocet musi byt co mozné nejpiresnéjsi, aby tak ve funkci solve() zptisobil co
nejvétsi omezeni domén proménnych a tim zrychlil nalezeni feseni, popt. za-
mitnuti vétve, ve které se vyhovujici feSeni nenachazi. Dalsim pozadavkem
je, aby vypocet obou odhadi byl pfimérené jednoduchy a rychle spocitatelny.

5.3 Propagace ceny do domén proménné valid

V predchozi sekci jsme obecné predstavili metodu Branch and Bound. V této
sekci se budeme zabyvat konkrétni implementaci této metody na vnofeny
casovy graf. Navrhneme zptisob vypoc¢tu odhadu ceny a zpiisob propagace
tohoto odhadu do domény proménné wvalid. Ve své podstaté se budeme za-
byvat funkci solve() a to véetné pfidané podminky na cenu.

Funkce solve() m4 za tikol nalézt feSeni problému s omezujicimi podminkami.
Typickym postupem je backtracking spojeny s konzisten¢nimi technikami.

Algoritmus backtrackingu je nasledujici

Algoritmus 5.3 funkce solve() — backtracking

procedure solve(V, D, C)
return LBL(V, D, C, 1);
end;

procedure LBL(V, D, C, n)
if n > nodes(G) then
return V;
end if
for all v € Domain(V,) do
D’ = restrict-domains(V, D, C U {V,, = v});
if consistent(D’) then
R LBL(V,D',C,n+1);
if R # fail then
return R;
end if
end if
end for
return fail;
end;
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Algoritmus 5.3

Pro kazdou proménnou V,, € V se v funkci LBL() postupné zkousi dosadit
hodnoty z jeji domény a po dosazeni kazdé hodnoty provede funkce restrict-
domains() propagaci dosazené hodnoty do domén ostatnich proménnych. Na-
sledné se znovu rekurzivné zavola funkce LBL() pro dosazeni hodnoty do dalsi
proménné. Parametr V' ve funkci LBL() pfedstavuje mnoZinu proménnych V,,,
parametr D predstavuje mnozinu jejich domén. Parametr n udava ¢islo pro-
ménné, do které se ve for cyklu zkousi dosadit hodnota. Funkce consistent|()
zjisti, jestli neni doména nékteré proménné V,, prazdna.

Jak uz jsme zminili, funkce restrict-domains() zajistuje vytazeni nekonzis-
tentnich hodnot z domén proménnych. K tomu lze pouzit napt. algoritmus
AC3. Konkrétni implementace tohoto algoritmu na problém vnoreného ¢aso-
vého grafu byla popsana na konci predchozi kapitoly. Jediny rozdil spociva v
propagaci podminky kladené na cenu. Ta se ve zminéném popisu nevyskytuje.

Zpisob propagace ceny je uveden v nasledujicim algoritmu 5.4. Tento algo-
ritmus ale propaguje pouze pfes proménnou valid. For cyklus by Sel doplnit
i o vrcholy, kde neni dosud stanovena hodnota proménné time a o kontrolu
jestli se pro kazdou hodnotu proménné time hodnota ceny vejde do stano-
venych mezi. Protoze ale proménné time ma obvykle pfili§ mnoho hodnot
a vyzkouseni vsech by bylo prili§ ¢asové narocné, testujeme v tuto chvili
pouze hodnoty proménné valid. O propagaci ceny do domén proménné time
pojednavé sekce 5.4.

Algoritmus 5.4 ocekava na vstupu graf G. Algoritmus je ve skutec¢nosti pra-
vidlo, které se spusti pfi zméné domén proménnych valid a time a pii zméné
dolni a horni meze ceny.

Algoritmus 5.4

1. Jako LB a UB oznacime soucasnou dolni a horni mez intervalu pro
hodnotu ceny.

2. Pro kazdy vrchol v, pro ktery jesté nebyla stanovena hodnota proménné
valid, odhadneme dolni a horni mez za pfedpokladu valid(v) = 1 a
oznacime je ValidMinObj a ValidMaxObj. Odhad musi byt korektni.
V tuto chvili se nebudeme zabyvat presnym postupem vypoctu od-
hadu téchto mezi. Uvedeme ho pozdéji. Obdobné korektnim zptisobem
odhadneme dolni a horni mez za pfedpokladu valid(v) = 0 a ozna¢ime
je InvalidMinObj a InvalidMazObj.
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Dale oznacime

Louia = (ValidMinObj, ValidMazObj) O\ (LB, UB)
Linvatia = (InvalidMinObj, InvalidMazObj) N (LB, UB)

Miuzou nastat tyto ¢tyfi pripady

o Lyaiia 1 Linvatia jsou neprazdné. Hodnota valid(v) mize tedy nabyvat
hodnot 0i 1. Nicméné hodnota ceny bude zdola omezena hodnotou
min( ValidMinObj, InvalidMinObj). Stejné tak bude hodnota ceny
zhora omezena hodnotou max( ValidMazxObj, InvalidMazObj). Ur-
¢ime tedy nové hodnoty LB a UB nasledovné

LB «— max(LB, min( ValidMinObj, InvalidMinObyj))
UB «— min(UB, max( ValidMazObj, InvalidMazObj))

o [yuia je neprazdny, Lipaiq je prazdny. Potom wvalid(v) nemiZe na-
byvat hodnoty 0. Vyfadime tedy hodnotu 0 z domény wvalid(v)
a urc¢ime nové hodnoty LB a UB nésledovné

LB — max(LB, ValidMinObj))
UB «— min(UB, ValidMazObj))

® [,uiq je prazdny, Iiaiq je neprazdny. V tomto pripadé nemtize
valid(v) nabyvat hodnoty 1. Vyfadime tedy hodnotu 1 z domény
valid(v) a uréime nové hodnoty LB a UB nasledovné

LB «— max(LB, InvalidMinObj))
UB «— min(UB, InvalidMazObyj))

® [yuia 1 Linwaiia jsou prazdné. Doslo k nekonzistenci hodnot. Pro-
ménné valid(v) nelze pritadit hodnotu.

3. Vysledné hodnoty LB a UB urcuji nové hranice pro hodnotu ceny.
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Algoritmus 5.4 Filtrace hodnot valid na zékladé ceny

bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed =
LB — b(Obj);
UB — ub(Obj);
for all v s.t. Domain(valid(v)) ={0,1} do
ValidMinObj «— get-obj-lb-when-instanciated (v, 1);
ValidMaxObj «— get-obj-ub-when-instanciated (v, 1);
InvalidMinObj «— get-obj-lb-when-instanciated(v, 0);
InvalidMazObj «— get-obj-ub-when-instanciated(v, 0);
if (ValidMinObj, ValidMazObj) N (LB, UB) # 0 then
if (InvalidMinObj, InvalidMazObj) N (LB, UB) # () then
LB «— max (LB, min( ValidMinObj, InvalidMinObj));
UB «— min(UB, max( ValidMazObj, InvalidMazOby));

else
valid(v) = 1;
LB «— max (LB, ValidMinObj);
UB «— min(UB, ValidMazObj );

end if

else

if (InvalidMinObj, InvalidMazObj) N (LB, UB) # () then

valid(v) = 0;

LB «— max (LB, InvalidMinObj);
UB «— min(UB, InvalidMazObj);
else
fail;
end if
end if
end for
Ib(Obj) — LB:
ub(Obj) «— UB;
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Pojdme se ted podivat na metodu odhadu ceny. V algoritmu 5.4 provadime
odhad ceny v nasledujicich ptripadech

get-obj-1b() je funkce, kterd odhadne dolni mez ceny pro stavajici ¢astecné
ohodnoceni proménnych valid a time. Aby byla tato funkce korektni,
musi byt jeji hodnota nizsi nebo rovna skutecné dolni mezi ceny pfi
daném castecném ohodnoceni proménnych. Funkci spocitame jako

get-obj-1b() = Z (min-price(v))

veV

kde V; je mnozina obsahujici takové vrcholy v grafu G, které maji
valid(v) = 1. min-price(v) je potom minimalni hodnota ceny vrcholu
v, které lze dosdhnout pfi dané doméné proménné time(v). Je to tedy
minimum funkce price(v) pfes mnozinu domény time(v).

get-obj-ub() je funkce, ktera odhadne horni mez ceny pro stavajici ¢astecné
ohodnoceni proménnych valid a time. Aby byla tato funkce korektni,
musi byt jeji hodnota vyssi nebo rovna skutecné horni mezi ceny pfti
daném castecném ohodnoceni proménnych. Funkci spoc¢itame jako

get-obj-ub() = Z (max-price(v))
veV\Wo

kde V' je mnozina vrcholti grafu G a Vj je mnozina obsahujici takové
vrcholy, které maji valid(v) = 0. max-price(v) je potom maximalni
hodnota ceny vrcholu v, které lze dosahnout pii dané doméné proménné
time(v). Je to tedy maximum funkce price(v) pfes mnozinu domény
time(v).

get-obj-lb-when-instanciated(v,z) je funkce, ktera dosadi za valid(v) hod-
notu z, provede propagaci této hodnoty do domén ostatnich promén-
nych a spocte hodnotu funkce get-obj-1b(). Tuto hodnotu vyda jako
svoji navratovou hodnotu. Po skonceni funkce get-obj-lb-when-instanciated(v,x)
se budou domény proménnych valid a time grafu G nalézat ve stejném
stavu, jako pred zavolanim funkce get-obj-lb-when-instanciated(v,x).

get-obj-ub-when-instanciated(v,z) je funkce, kterd dosadi za wvalid(v)
hodnotu z, provede propagaci této hodnoty do domén ostatnich pro-
ménnych a spocte hodnotu funkce get-obj-ub(). Tuto hodnotu vyda
jako svoji navratovou hodnotu. Po skonceni funkce get-obj-ub-when-
instanciated(v,x) se budou domény proménnych wvalid a time grafu G
nalézat ve stejném stavu, jako pred zavolanim funkce get-obj-ub-when-
instanciated(v,x).
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Pravé popsany algoritmus provadi ve své podstaté metodu single arc consi-
stency — SAC' [3]. Vzdy pro kazdou hodnotu proménné valid(v) zkontroluje,
jestli bude cena v urcenych mezich a pokud nebude, vylouc¢i tuto hodnotu z
domény promeénné valid(v).

Tuto metodu lze déle vylepsit. Pokud méa zakladni vrchol alternativniho roz-
vétveni stanovenu hodnotu valid(v) = 1, je zfejmé, Ze jedna z jeho vétvi bude
muset byt vybrana do feseni. Pokud neni jasné, ktera to bude, algoritmus
5.4 pii odhadu ceny nezapocita zadnou vétev. To v nasledujici modifikaci
vylepsime.

V kazdém vrcholu v grafu G budeme drzet informaci P, | (v) a Pl (v),
ktera urcuje minimalni, popt. maximalni cenu, kterou zaplatime, pokud bude
hodnota walid(v) = 1. Cena nebude zahrnovat pouze cenu vrcholu v, ale i
cenu vrcholi nésledujicich (ve sméru hran), které budou muset byt v feseni
v ptipadé, kdy bude valid(v) = 1.

Daéle si budeme v kazdém vrcholu drzet informaci Ppi,1(v) & PoeT(v),
kterd urcuje obdobné jako P, |(v) a Ppeql(v) minimalni, popt. maximalni
cenu, kterou zaplatime, pokud bude hodnota wvalid(v) = 1. Cena P,,;,,T(v) a
P4 T(v) bude kromé ceny vrcholu v, zahrnovat i cenu vrcholi predchazeji-
cich (ve sméru hran), které budou muset byt v feSeni v pfipadé, kdy bude
valid(v) = 1.

V dalsim textu budeme jako min-price(v) oznacovat minimalni hodnotu ceny
vrcholu v, které 1ze dosdhnout pii dané doméné proménné time(v). Obdobné
jaké maz-price(v) budeme oznacovat maximélni hodnotu ceny vrcholu v,
které lze dosdhnout pii dané doméné promeénné time(v).

Parametry Py, (v) @ Pl (v) urédime nasledovné

e Nemé-li vrchol v v grafu G zadné vystupni hrany, bude

Prin L (v) = min-price(v)

Praz L () = maz-price(v)
e Je-li vrchol v v grafu G vrcholem vétve vstupniho rozvétveni, bude

Prin L (v) = min-price(v)

Pra L () = maz-price(v)

e Vychézi-li z vrcholu v v grafu G pravé jedna hrana (v, u) a neni-li tato
hrana vétvi vstupniho rozvétveni, bude

Prinl(v) = min-price(v) + Py | (u)
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Prae L (v) = maz-price(v) + Ppas L (1)

e Je-li vrchol v v grafu G zakladnim vrcholem vystupniho paralelniho
rozvétveni, oznacme u; vrcholy vétvi rozvétveni v a w koncovy vrchol
vnoreni v.

Prinl(v) = min-price(v) + > (Pminl (1)) + Ppinl(w)
Pz | (v) = maz-price(v) + Y. (Pmaz | (i) + Prgg | (W)

e Je-li vrchol v v grafu G zékladnim vrcholem vystupniho alternativniho
rozvétveni, oznacme u; vrcholy vétvi rozvétveni v a w koncovy vrchol
vnoreni v.

Prin L (v) = min-price(v) + ming (P L (1)) + Prinl (W)
Praz L (v) = maz-price(v) + max;( Pz | (1)) + Prgz L (W)

Obdobné urc¢ime i parametry Pi,1(v) a P T(v) (pokud bychom otodili
smér hran v grafu GG, bude postup naprosto stejny jako v ur¢ovani parametrt

Pmml(v) a Pmaxl(v))
e Nema-li vrchol v v grafu G zadné vstupni hrany, bude
PrinT(v) = min-price(v)
PraeT(v) = maz-price(v)
e Je-li vrchol v v grafu G vrcholem vétve vystupniho rozvétveni, bude
PrinT(v) = min-price(v)
PraeT(v) = maz-price(v)

e Vchazi-li do vrcholu v v grafu G pravé jedna hrana (u,v) a neni-li tato
hrana vétvi vystupniho rozvétveni, bude

Ppin1(v) = min-price(v) + P (u)
Prae1(v) = maz-price(v) + Ppas T (1)

e Je-li vrchol v v grafu G zakladnim vrcholem vstupniho paralelniho roz-
vétveni, oznacme w pocatecni vrchol vnoreni s koncovym vrcholem v a
oznacme u; vrcholy vétvi rozvétveni w.

PrinT(v) = min-price(v) + > .(PminT (%)) + PinT(w)
PraaT(v) = maz-price(v) + Y. (Pmas T (W) + Prga T(w)
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e Je-li vrchol v v grafu G zakladnim vrcholem vstupniho alternativniho
rozvétveni, ozna¢me w pocatecni vrchol vnoreni s koncovym vrcholem
v a oznacme u; vrcholy vétvi rozvétveni w.

PrinT(v) = min-price(v) + ming (P T(w;)) + PrinT(w)
Prae1(v) = maz-price(v) + max;( P 1 (1)) + Prae T (w)

Hodnoty P, ] a Ppa: | nemusime po kazdé ipraveé defini¢nich obori promeén-
nych valid a time pocitat znova. Mizeme podrzet staré hodnoty a prepocitat
jen ty, které mohou byt zménou ovlivnény.

Prepocitat hodnoty Pl a P.l je tedy potfeba u uzlu v, kterému se
zmensila doména proménné walid ¢i time a déale u vSech uzld u; z kterych
vede do uzlu v hrana, u vSech uzli z kterych vede hrana do néjakého uzlu u;
atd. Pfesny popis udava algoritmus 5.5. Funkce get-p-min|() a get-p-max|()
spocte Pl a Pral zptisobem, jaky byl popsan vyse.

Algoritmus 5.5 funkce update| (G,v)
Require: G = (V| E) je vnofeny graf.
Require: v € V je vrchol, kterému se zmensila doména valid nebo time.
Q — v;
while () not empty do
v = first-out(Q);
Prin | (v) = get-p-min| (v);
Pmaxl(v) = get-p-maxl(v);
for all u such that (u,v) € E do
Q = add-to-end(Q, u);
end for
end while

Funkci update|() je tfeba zavolat po kazdém zmenSeni domény valid(v) a
time(v) a to dfive nez pfipadné propagacni pravidlo. Tim bude zajisténo, ze
propagacni pravidlo bude mit k dispozici spravné hodnoty P,in] a Pzl -

Obdobny algoritmus pouzijeme pro hodnoty P,.;,T a PnaT. Funkce get-p-
min{() a get-p-max(() spoc¢te PpinT a Ppel zpusobem, jaky byl popsan
vyse. Pfesny popis udava algoritmus 5.6.
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Algoritmus 5.6 funkce update](G,v)
Require: G = (V| E) je vnofeny graf.
Require: v € V je vrchol, kterému se zmensila doména valid nebo time.
Q — v;
while () not empty do
v = first-out(Q);
Pin1(v) = get-p-minT(v);
P 1(0) = get-p-max (v);
for all u such that (v,u) € E do
Q = add-to-end(Q, u);
end for
end while

Algoritmus 5.7 provadi filtraci domén walid na zakladé objektivni funkce.
Tento algoritmus odhadne interval ceny a na jeho zakladé pripadné vyradi
hodnotu 1 z domény proménné valid(v).

Algoritmus 5.7 Filtrace hodnot valid na zékladé ceny
bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed =

LB « Ib(0bj);

UB «— ub(Obj);

for all v s.t. Domain(valid(v)) = {0,1} do
ValidMinObj <+ get-obj-lb-when-valid(v);
ValidMazObj «— get-obj-ub-when-valid(v);
if (ValidMinObj, ValidMazObj) N (LB, UB) = ) then

remove-value-from-domain(valid (v),1);

end if

end for

Algoritmus 5.7

get-obj-1b-when-valid(v) je funkce, kterd odhadne dolni mez ceny pro pii-
pad, kdy bude walid(v) = 1. Pfesny postup jak to provede popisuje
algoritmus 5.8

get-obj-ub-when-valid(v) je funkce, ktera odhadne horni mez ceny pro
ptipad, kdy bude walid(v) = 1. Postup vypoc¢tu je obdobny jako v
ptipadé funkce get-obj-1b-when-valid(v). Algoritmus vypoctu get-obj-
ub-when-valid(v) se od algoritmu 5.8 1i§i pouze tim, Ze misto hodnot
Prinl & PpinT, pouziva hodnoty Poe.l a P T-
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Algoritmus 5.8 Vypocet hodnoty get-obj-lb-when-valid(v)

Require: G = (V| E) je vnofeny graf.
b Py L(0) + P (4) — mim-price(u);
u < get-nested-start(v);
w «— get-nested-end(v);
Wold < U,
while w # fail do
if is-parallel-branching-in(w) then
while u; is branch of w and w,y is not in u; branch do
b — b+ PpinT(u);
end while
end if
Ib— b+ Ppinl(w);
Wold < W,
w «— get-nested-end(w);
end while
while u # fail do
Ib— b+ PpinT(w);
u «— get-nested-start(u);
end while
return [b;

Algoritmus 5.8

Vypocet get-obj-lb-when-valid(v) v podstaté vychazi z metody vypoctu hod-
not Pl (V) & PrinT(v).

get-nested-start(v) je funkce, ktera vrati nejblizsi poc¢atecni vrchol rozvét-
veni, ve kterém se nachazi vrchol v. Pokud takovy vrchol neexistuje,
vrati fail.

get-nested-end(v) je funkce, kterd vrati nejblizsi koncovy vrchol rozvét-
veni, ve kterém se nachazi vrchol v. Pokud takovy vrchol neexistuje,
vrati fail.

V prvnim fadku algoritmu se se¢tou hodnoty P, l(v) a Ppin1(v). Protoze
obé hodnoty Pyl (v) i Pyl (v) v sobé zahrnuji cenu min-price(v), je po-
tfeba tuto odecist, aby byla v [b zapocitana pouze jednou.

Protoze cena P,,;,|(v) zahrnuje pouze tsek od vrcholu v k nejbliz§imu vr-
cholu vstupniho rozvétveni (ktery uz nezahrnuje), musi se k hodnoté b pficist
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cena tseku od tohoto vrcholu rozvétveni ke konci grafu. To zajistuje prvni
while cyklus.

Tento while cyklus postupné prochazi koncové vrcholy vnoreni a k hodnoté
[b pric¢ita minimalni odhad ceny vrcholi od vrcholu w ke koncovému vrcholu
vnoreni, které obsahuje vrchol w.

Pokud je vrchol w koncovym vrcholem paralelniho vnoreni, pric¢te k hodnoté
[b jesté cenu za vrcholy, které lezi v jinych vétvich vnoreni nez vrchol wqy.

Obdobné cena Py, T(v) zahrnuje pouze tsek od vrcholu v k nejbliz§imu po-
¢atecnimu vrcholu vnofeni ve kterém se naléza vrchol v. Proto se v druhém
while cyklu postupné prochazeji pocatecni vrcholy vnoreni a jednotlivé tiseky
se pripocitavaji k hodnoté [b.

V tomto pripadé jiz neni potteba pripocitavat cenu vrchold z ostatnich vétvi
paralelniho vnofeni, nebof tato cena jiz byla zapoditana v prvnim while cyklu.

Véta 5.1 Méjme vnoreny casovy graf G = (V, E). Hodnota funkce get-obj-
lb-when-valid(v) je minimdlni odhad ceny pro valid(v) = 1 pFi dangch domé-
nach promeénnych valid a time.

Diikaz: Tvrzeni vyplyvéa z postupu vypoctu hodnot P, | (v) a Ppy,T(v) a
z postupu algoritmu 5.8.

Hodnota Py, | (v) pro uzel v v grafu G vidy udévd minimalni odhad ceny
vrcholtl v tiseku od uzlu v (véetné uzlu v) k uzlu u (ktery uz nezapocitava),
kde u je nejblizsi koncovy uzel vnofeni ve kterém se nachazi uzel v, popft.
koncovy uzel grafu GG, pokud se uzel v nenachazi v zadném vnotreni. Tento
usek je orientovan ve sméru hran grafu G.

Hodnota P,,;,,T(v) pro uzel v v grafu G vzdy udévd minimalni odhad ceny
vrcholt v tiseku od uzlu v (véetné uzlu v) k uzlu u (ktery uz nezapocitava),
kde u je nejblizsi pocatecni uzel vnoreni ve kterém se nachézi uzel v, popt.
pocatecni uzel grafu G, pokud se uzel v nenachazi v zddném vnoreni. Tento
usek je orientovan proti sméru hran grafu G.

Algoritmus vypoctu get-obj-lb-when-valid(v) secte patfiéné tseky grafu G,

tak aby hodnota get-obj-lb-when-valid(v) obsahovala vSechny vrcholy grafu
G. [

Obdobné bychom dokézali tvrzeni, ze funkce get-obj-ub-when-valid(v) dava

maximalni odhad ceny pfi daném ohodnoceni proménnych v grafu G a pfi-
fazeni valid(v) = 1.
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Tato metoda ma oproti predchozi metodé SAC lepsi odhad ceny, protoze
zapoCitava cenu néjaké (minimalni nebo maximéalni) vétve v alternativnim
rozvétveni, zatimco predchozi metoda nezapocitavala zadnou vétev, pokud
nebylo znamo, kterd z moznych vétvi bude do feseni vybrana.

Zaroven tato metoda pouziva rychlejsi postup vypocétu funkci get-obj-lb-
when-valid(v) a get-obj-ub-when-valid(v), kdy neni tfeba provadét propagace
hodnot do domén ostatnich proménnych.

Jak ukazuje nasledujici tvrzeni ¢asova slozitost algoritmu 5.7 je polynomialni
vzhledem k poctu vrcholtt vnofeného ¢asového grafu.

Véta 5.2 Méjme vnoteny casovy graf G = (V, E). Potom casovd sloZitost
algoritmu 5.7 je polynomidlni vzhledem k |V'|.

Diikaz: Pocet interaci for cyklu je zhora omezen |V|. Stacéi tedy ukazat,
ze iterace for cyklu je proveditelnd v polynomialnim case, tedy ze funkce
get-obj-lb-when-valid(v) a get-obj-ub-when-valid(v) jsou proveditelné v po-
lynomialnim case.

Tyto funkce obsahuji while cyklus, kde maximalni pocet iteraci je roven ma-
ximalnimu poc¢tu do sebe vnorenych vnoreni. Primérny pocet iteraci bude
ptiblizné log(|V']). Pocet iteraci ovSem nikdy nepfesahne |V/|.

Tedy algoritmus 5.7 m4 ¢asovou sloZitost v nejhorsim pripadé O(|V|?), v pri-
mérném piipadé O(|V [log(|V])). ]

5.4 Propagace ceny do domén proménné time

Metoda SAC, kterou jsme v predchozi kapitole pouzivali pro filtraci domén
valid na zakladé ceny, neni pro filtraci domén time pouzitelnad. Vzhledem
k poc¢tu hodnot v doménéch time(v) neni tato metoda ¢asové zvladnutelna.

Proto navrhneme pouzit pro omezeni domény proménné time jinou metodu.
Ve for cyklu pies vrcholy v miizeme z domény proménné time(v) vytadit ty
hodnoty, pro které je cena price(v) vrcholu v vétsi nez MazObj. Navic pokud
doména proménné time(v) tvoii interval, bude ho vzhledem ke tvaru funkce
price,(t) tvofit i po vyfazeni hodnot téchto hodnot. Funkce price,(t) bude
funkce udavajici cenu vrcholu v v zavislosti na ¢ase t = time(v).

Funkeci price,(t) mizeme zobecnit i pro vice vrcholi. Pokud totiz umistime
vrchol v do ¢asu ¢, vyplyne nam omezeni na umisténi dalSich vrchold. Oproti
predchozi metodé, ale nebudeme cas t propagovat do ostatnich domén a
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znovu podcitat cenu, ale sestavime z funkci price, (), kde v; jsou vrcholy v
okoli vrcholu v, funkci CPrice,(t) (Cumulative Price), kterd bude udavat
minimalni cenu za vrcholy v a v;. Tuto cenu CPrice,(t) zaplatime za vrcholy
v a v;, kdyz umistime vrchol v do ¢asu ¢. Na zakladé této ceny potom omezime
doménu proménné time(v). Tim se vyhneme cyklu pres vSechny hodnoty z
domény time(v), ktery je ¢asové narocny.

Presny popis této metody podava algoritmus 5.9.

Algoritmus 5.9 Filtrace hodnot time na zakladé ceny
bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed =

EstMinObj « get-obj-1b();

MinObj «+ 1b(Obj);

for all v s.t. Domain(valid(v)) = {0,1} do
MinObjRest = get-rest-obj(v, Est MinObj);
restrict-time-domain(v,MinObj — MinObj Rest);

end for

Algoritmus 5.9

Ustiednim bodem algoritmu je funkce restrict-time-domain(v, limit). Tato
funkce nejprve sestavi funkci CPrice,(t) (Cumulative Price), kterd udava
minimalni odhad ceny za vrcholy z okoli vrcholu v (véetné ceny za vrchol v)
v zévislosti na umisténi vrcholu v v ¢ase. Nasledné z domény time(v) odstrani
ty hodnoty, které po dosazeni do funkce CPrice,(t) maji vyslednou hodnotu
vétsi nez limit.

Protoze funkce CPrice,(t) udava cenu za vrcholy z okoli v, je nutno upravit
odhad ceny EstMinObj tak, aby cenu za tyto vrcholy nezapocitaval. To za-
jistuje funkce get-rest-obj(v, E'st MinObj). Tato funkce odeéte od EstMinObj
cenu za vrcholy z okoli vrcholu v. Cenu za vrchol spocte stejnym zptiso-
bem, jako byla spoctena ve funkci get-obj-1b(). Tim ziskdme odhad mini-
malni ceny za vSechny vrcholy v grafu GG, kromé vrcholi z okoli v. Rozdil
MinObj a MinObj Rest potom vlozime jako parametr limit funkci restrict-
time-domain().

Funkce get-obj-1b() vraci hodnotu
get-obj-lb() = Z(min—priee(v))
veV]

kde V} je mnozina obsahujici takové vrcholy v grafu G, které maji valid(v) = 1.
min-price(v) je potom minimélni hodnota ceny vrcholu v, které lze dosah-
nout pfi dané doméné proménné time(v). Je to tedy minimum funkce price(v)
pfes mnozinu domény time(v).
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Funkce get-rest-obj(v,Est MinObj) vraci hodnotu

get-rest-obj(v, Est MinObj) = Est MinObj — Z(mm-pm'ce(v))

veVvy
kde V/ je mnozina obsahujici takové vrcholy v grafu G, které maji valid(v) = 1
a zaroven patii do okoli vrcholu v.

Okoli vrcholu v v grafu GG definujeme nésledovné

e Neni-li vrchol v zadkladnim vrcholem rozvétveni, potom je okoli vrcholu
v tvoreno nasledovneé.
— vrchol v patii do okoli vrcholu v

— vrchol u patfi do okoli vrcholu v, pokud existuje hrana (u,w),
nebo (w,u), kde w je vrchol z okoli vrcholu v a zérovenn w neni
zékladnim vrcholem rozvétveni.

e Je-li vrchol v zdkladnim vrcholem vstupniho rozvétveni, potom je okoli
vrcholu v tvofeno nésledovné.
— vrchol v patfi do okoli vrcholu v

— existuje-li v grafu G hrana (v, u) a vrchol u neni zakladnim vrcho-
lem rozvétveni, potom do okoli vrcholu v patii okoli vrcholu w.

— existuje-li v grafu G hrana (v, u) a vrchol u je zékladnim vrcholem
rozvétveni, potom do okoli vrcholu v patii vrchol wu.

e Je-li vrchol v zédkladnim vrcholem vystupniho rozvétveni, potom je okoli
vrcholu v tvofeno nasledovné.
— vrchol v patfi do okoli vrcholu v

— existuje-li v grafu G hrana (u,v) a vrchol u neni zakladnim vrcho-
lem rozvétveni, potom do okoli vrcholu v patii okoli vrcholu w.

— existuje-li v grafu G hrana (u,v) a vrchol u je zékladnim vrcholem
rozvétveni, potom do okoli vrcholu v patii vrchol wu.

Okoli vrcholu v je tedy tvoreno souvislym fetézcem. Pro vrchol, ktery je
zakladnim vrcholem rozvétveni plati, ze vrcholy za nim jiz vrcholy do okoli
vrcholu v nepatii (viz obrazek 5.1).

7 definice okoli vrcholu vyplyvéa, Ze vSechny vrcholy z okoli vrcholu v maji
stejnou hodnotu proménné valid jako vrchol v. To znamenad, Ze pokud bude
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Obrézek 5.1: Okoli vrcholu v

vrchol v zahrnut v feSeni, musi tam byt i vSechny vrcholy z okoli vrcholu
v. Nemusime tedy pfi sestavovani funkce CPrice,() zkoumat hodnotu valid
jednotlivych vrcholt z okoli vrcholu v.

Funkce price,(t), kterd pro vrchol u vraci cenu, kterou zaplatime, kdyZ umis-
time vrchol u do ¢asu ¢, vypada nasledovné

price,(t) = cost(u) + penalty-late(u) - max (0,t — due-date(u))
+ penalty-early(u) - max (0, due-date(u) — t)

Defini¢nim oborem této funkce je interval (release-time(u), deadline(u)).

Funkce CPrice,(t) je funkce, ktera udava minimalni odhad ceny. V pfipadé,
kdy je okoli vrcholu u tvofeno jen samotnym vrcholem u, udava CPrice,(t) =
price,(t) cenu presné.

Zobecnéme tuto funkci pro vice vrcholi. Nejprve pro dva. Uvazujme vrcholy
u,v spojené hranou (u,v). Casovy interval pfifazeny této hrané oznacéme
(a,b). Pokud umistime vrchol u do ¢asu ¢, bude cena, dédna souctem ceny
vrcholu u a vrcholu v. Protoze fixni ¢ast ceny cost se neméni, nebudeme ji
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pro tuto chvili uvazovat. Uvazujme tedy funkce

CPrice,,,(t) = CPrice,,(t) — cost(u) — cost(v)
price. (t) = price,(t) — cost(u)
price. (t) = price,(t) — cost(v)

Vzdy ¢arkovana funkce se od funkce bez carky lisi o ) cost(v;).

Funkce price] (t) uddva minimélni odhad ceny vrcholu v v zavislosti na umis-
téni vrcholu u v ¢ase t. Funkce CPrice!, (t) je potom souc¢tem obou funkci
(CPrice.,, (t) = pricel (t) + price,(t)).

Protoze funkce price! ma byt minimalni odhad, umistime vrchol v do tako-
vého casu, ktery je pfi daném t dosazitelny a zaroven bude vysledna cena
minimalni.

Cas vrcholu v musi splitovat jednak podminku a < time(v) — time(u) < b a
zaroveni podminku release-time(v) < time(v) < deadline(v).

Pokud bude hodnota t v intervalu (d — b,d — a), kde d = due-date(v), lze
umistit vrchol v do ¢asu due-date(v), kdy je

pricel (t) =0
Pokud je hodnota t < d — b, je
price, (t) = penalty-early(v) - (d — b —t)
Pokud je hodnota t > d — a, je

price, (t) = penalty-late(v) - (t — (d — a))

Funkce price] (t) ma tedy nasledujici tvar

price, (t) = penalty-early(v) - max(d — b —t,0)
+ penalty-late(v) - max(t — d + a,0)

Funkce CPrice!, (t) je potom
CPrice., (t) = pricel (t) + price (t)
a tedy

CPrice,,(t) = price, (t) + pricel (t) + cost(u) + cost(v)
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Defini¢nim oborem funkce CPricel, (t) i funkce CPrice,,(t) je interval (I, u),
kde

| = max(release-time(u), release-time(v) — b)

u = min(deadline(u), deadline(v) — a)

Celou situaci ilustruje obrazek 5.2. Spodni lomena funkce je vysledné funkce
CPrice,,,.

4 B

CPricel,,(t)

"t = time(u)

Obrazek 5.2: Soucet cenovych funkci dvou vrcholti

V horni ¢asti obrézku je lomend funkce price) (t) a lomend funkce price, (t).
Bod A odpovidd mistu, kdy t + b = due-date(v).

Usek funkce price’,(t) od bodu A doleva odpovida mistu, kdy nelze vrchol v
umistit do due-date(v). Bod A je umistén v ¢ = due-date(v) — b.

Usek funkee price! (t) od bodu A k bodu B odpovidd mistu, kdy lze vrchol
v umistit do due-date(v). V tomto tseku je hodnota pricel (t) = 0.

Usek funkce price/,(t) od bodu B doprava odpovid4 mistu, kdy nelze vrchol
v umistit do due-date(v). Bod B je umistén v t = due-date(v) — a.
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Nyni uvazujme piipad, kdy je vrchol v umistén ptfed vrcholem wu, tedy uva-
zujme vrcholy u a v s hranou (v, u). Hrané je pfifazen Casovy interval (a, b).
Funkce price] (t) bude vypadat obdobné jako v piipadé funkce CPrice, (t)
zminéné vyse.

Pokud bude hodnota t v intervalu (d + a,d + b), kde d = due-date(v), lze
umistit vrchol v do ¢asu due-date(v), kdy je

price, (t) =0
Pokud je hodnota t < d + a, je
price, (t) = penalty-early(v) - (d +a —t)
Pokud je hodnota t > d + b, je

pricel, (t) = penalty-late(v) - (t — (d + b))

Funkce price] (t) ma potom néasledujici tvar

price, (t) = penalty-early(v) - max(d + a — t,0)
+ penalty-late(v) - max(t —d — b,0)

Stejné jako v predchozim pripadé, bude

CPrice,,(t) = price, (t) + pricel (t) + cost(u) + cost(v)

s definiénim oborem (I, u), kde

| = max(release-time(u), release-time(v) + a)
u = min(deadline(u), deadline(v) + b)

Nyni uvazujme funkci CPrice,(t) pro tii vrcholy. Uvazujme vrcholy u, v, w a
hrany (u,v) a (v,w). Hrana (u,v) bude mit ¢asovy interval (a;,b;) a hrana
(v, w) bude mit ¢asovy interval (as, b).

Funkce CPrice,,,(t) bude soucet CPrice!, (t) = CPrice, (t) + CPrice, (t),
kde CPrice. (t) je funkce udévajici minimalni odhad ceny vrcholu w v zavis-

losti na umisténi vrcholu v v dase t.

Umisténi vrcholu w zévisi nejen na umisténi vrcholu u (tedy na parametru
t), ale i na umisténi vrcholu v. ProtoZe pro nase tcely postacuje, aby byla
funkce CPrice,(t) minimalni odhad skute¢né ceny, miizeme predpokladat,
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ze umisténi vrcholu w na umisténi vrcholu v nezavisi. Timto predpokladem
ziskame vétsi volnost pro umisténi vrcholu w.

Pro hodnotu ¢ v intervalu (d — by — by, d — a; — ag), kde d = due-date(w),
budeme predpokladat, zZe lze umistit vrchol w do ¢asu due-date(w), kdy je

price, (t) =0
Pokud je hodnota t < d — by — bo, je
price. (t) = penalty-early(w) - (d — by — by — t)
Pokud je hodnota ¢t > d — a; — as, je

pricel (t) = penalty-late(v) - (t — (d — a; — as))

Funkce price, (t) bude tedy vypadat nasledovné

price,, (t) = penalty-early(w) - max(d — by — by — ¢, 0)
+ penalty-late(w) - max(t — d + a; + az, 0)

Funkce CPrice .,(t) je potom

CPrice ., (t) = price, (t) + price, (t) + price,, (t) + cost(u) + cost(v) + cost (w)

Defini¢nim oborem funkce CPrice,,,(t) je interval (I, u), kde

I = max(release-time(u), release-time(v) — by, release-time(v) — by — by)

u = min(deadline(u), deadline(v) — ay, deadline(v) — a; — as)

Celou situaci si mtizeme predstavit i tak, ze vrchol w spojime s vrcholem v
indukovanou hranou, kterd bude mit ptifazen ¢asovy interval (a;+az, by +bs).
Umisténi vrcholu w potom zavisi pouze na podmince dané touto indukovanou
hranou. Tento postup s indukovanymi hranami miiZzeme pouzit i pro vice
vrcholt nez tfi.

Funkci CPrice(t) pro vice nez tii vrcholy dostaneme opakovanim stejného
postupu. Obecné tedy

CPrice,(t) = pricel (t) + cost(v) + Z price;, (t) + Z cost(v;)

kde v; # v jsou vrcholy z okoli vrcholu v.
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Cena price,, (t) vrcholu v se uréi nasledovné
price, (t) = penalty-early(v) - max(0,d — t)
+ penalty-late(v) - max(0,t — d)
kde d = due-date(v).

Cena vrcholt v; # v z okoli vrcholu v, pro které existuje orientovana cesta
z vrcholu v do vrcholu v; je

price, (t) = penalty-early(v;) - max(d —t — Z b;,0)
j=1

+ penalty-late(v;) - max(t — d + Z a;j,0)
=1

kde d = due-date(v;) a (a;,b;) jsou Casové intervaly pfifazené hranam po
cesté z vrcholu v do vrcholu v;.

Definiénim oborem funkce price;, (t) je interval (I;, u;), kde

l; = max(release-time(vy) — by, .. . release-time(v;) — Z b;)

J=1

u; = min(deadline(vy) — ay, . .. deadline(v;) — Z a;)
j=1

Cena vrcholt v; # v z okoli vrcholu v, pro které existuje orientovana cesta
z vrcholu v; do vrcholu v je

price, (t) = penalty-early(v;) - max(d — ¢ + Z a;j,0)
j=1

+ penalty-late(v;) - max(t — d — Z b;,0)
j=1

kde d = due-date(v;) a (a;,b;) jsou Casové intervaly pfifazené hranidm po
cesté z vrcholu v; do vrcholu v.

Definiénim oborem funkce price;, (t) je interval (I;, u;), kde

l; = max(release-time(vy) + ay, . .. release-time(v;) + Z a;)
j=1

w; = min(deadline(vy) + by, ... deadline(v;) + Z b;)

=1
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Defini¢nim oborem funkce CPrice,(t) je interval (I, u), kde

| = max(release-time(v), L)
u = min(deadline(v),U)

kde L = max(l;), U = min(u;), kde [;,u; jsou meze domén funkei price;, ()
zahrnutych ve vypocétu CPrice,(t).

Véta 5.3 Funkce CPrice,(t) z algoritmu 5.9 urcuje minimalni odhad ceny
za vrcholy z okoli vrcholu v.

Diikaz: Tvrzeni pfimo vyplyva z postupu tvorby funkce CPrice,(t) rozebra-
ném v algoritmu 5.9. [
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Kapitola 6
Zaveér a moznosti dalsiho vyvoje

V praci jsme predstavili problematiku ¢asového grafu. Po uvodnim pted-
staveni ¢asového grafu jsme zavedli procesni sit a vnoreny casovy graf jako
specialni pfipad casového grafu. U obou téchto struktur jsou uvedeny jejich
zakladni vlastnosti a dokazany nékteré vztahy, které v téchto strukturach
plati. Déle jsme predvedli zpiisob jak nalézt feseni procesni sité v polynomiél-
nim case a dokazali, Ze nalezeni Teseni vnoreného ¢asového grafu je NP-tplna
uloha.

Nésledné je v praci fesena tloha nalezeni optimalniho feSeni vnofeného ca-
sového grafu. Zde je predstaven zakladni algoritmus Branch and Bound a
aplikovan na vnoreny casovy graf. Nasledné jsou zde predstaveny nové me-
tody filtrace domén proménnych wvalid a time na zakladé ceny, které naroz-
dil od standardni aplikace metody Branch and Bound vyuzivaji specifickou
strukturu procesni sité a vnoreného c¢asového grafu.

Dalsi vyzkum by mohl smérovat napiiklad k zobecnéni metody pouzité
v sekci 5.4 tak, aby mohla brat za okoli vrcholu v i takové vrcholy, které
se nachazeji za zakladnim vrcholem rozvétveni. Potom by se mohlo okoli
vrcholu v vyrazné zvétsit a tim zpfesnit odhad minimalni ceny.

V takovém ptipadé by bylo vhodné najit optimalni velikost okoli vrcholu v,
protoze neni jasné, zda veétsi okoli zajisti lepsi propagaci.
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