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Kapitola 1

Úvod

Cílem této práce je seznámit čtenáře s použitím globálních podmínek a ceny
v úloze časového grafu a navrhnout nové podmínky a metody pro filtraci
domén proměnných na základě ceny.

Práce předpokládá u čtenáře základní znalosti z oboru informatiky, složitosti
a programování s omezujícími podmínkami. Nepředpokládá znalost úlohy
časového grafu. Všechny netriviální pojmy jsou v práci vysvětleny.

Druhá kapitola je věnována stručnému úvodu do problematiky programování
s omezujícími podmínkami a zároveň vymezuje potřebné pojmy.

Ve třetí kapitole je zadefinován časový graf a jeho řešení. Následně je zde pro-
blém časového grafu zformulován pomocí prostředků programování s omezu-
jícími podmínkami.

Ve čtvrté kapitole je zavedena procesní síť a vnořený časový graf jako spe-
ciální případ časového grafu. Tyto struktury jsou dále podrobně rozebrány
a jsou předvedeny algoritmy pro hledání jejich řešení. Obdobné, ovšem ne
zcela stejné struktura jsou popsány v [1]. V závěru této kapitoly potom při-
náším důkaz NP-úplnosti problému globální konzistence proměnné time ve
vnořeném časovém grafu.

Pátá kapitola je věnována hledání optimálního řešení vnořeného časového
grafu, tj. takového řešení, které má nejmenší cenu. Zde přináším nové me-
tody filtrace domén proměnných valid a time založené na specifické struktuře
vnořeného časového grafu.
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Kapitola 2

Programování s omezujícími
podmínkami

2.1 Úvod

Programování s omezujícími podmínkami představuje díky své univerzálnosti
užitečný nástroj pro řešení celé řady reálných problémů z nejrůznějších oborů.
Bývá s úspěchem používán v plánování, rozvrchování, umělé inteligenci, po-
čítačové grafice apod.

Základní myšlenkou je popis problému pomocí proměnných a podmínek nad
nimi. Každá proměnná má přiřazenu množinu hodnot, kterých může nabý-
vat. Tuto množinu nazýváme doména. Řešením je potom takové ohodnocení
proměnných, které splňuje všechny podmínky. V našem případě bude pro-
měnných i podmínek vždy konečně mnoho. Stejně tak domény proměnných
budou vždy konečné.

Podmínky vyjadřují jaké kombinace hodnot proměnných jsou pro řešení pří-
pustné. Mohou být zadány jak explicitně množinou přípustných kombinací
hodnot, tak implicitně formulí např. x+ y + z < 9, apod.

Popis problému omezujících podmínek je tak založen pouze na matematic-
kých pojmech a je nezávislý na jakémkoliv programovacím jazyce. Není ani
určen způsob jakým má být řešení hledáno.

Problémy s omezujícími podmínkami se nejčastěji řeší prohledáváním pro-
storu všech možných ohodnocení proměnných společně s konzistenčními tech-
nikami. Prohledávací algoritmus postupně zkouší dosazovat proměnným hod-
noty z jejich domén a kontroluje, zda jsou splněny všechny podmínky. Konzis-
tenční techniky vyřazují nekompatibilní hodnoty z domén proměnných a tak
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zmenšují prohledávaný prostor. Vždy po určení hodnoty nějaké proměnné se
tato hodnota propaguje do domén ostatních proměnných, to znamená z do-
mén ostatních proměnných se vyřadí hodnoty, které jsou s ní nekompatibilní.

Protože i přes tyto metody je prostor možných ohodnocení proměnných ob-
vykle příliš veliký na to, aby mohl být prohledán celý, používají řešící al-
goritmy heuristiky pro určení pořadí prohledávaných hodnot. V některých
případech použitá metoda ani nezaručuje, že se prohledá prostor celý. Ta-
kový algoritmus se označuje jako neúplný. Neúplný algoritmus může některé
řešení opomenout a nedokáže vyloučit existenci řešení. Úplný je naproti tomu
takový algoritmus, který zaručuje prohledání celého prostoru možných řešení.

Základní literaturou v oboru programování s omezujícími podmínkami jsou
publikace [4] a [11].

2.2 Problém splňování podmínek

Programováním s omezujícími podmínkami se obvykle označuje celý vědecký
obor. Ústředním problémem tohoto oboru je problém splňování podmínek.
Formální vymezení tohoto pojmu uvádí následující definice.

Definice 2.1 Problém splňování podmínek (Constraint Satisfaction Pro-
blem – CSP) je dvojice (V, C), kde V je konečná množina proměnných. Každá
proměnná v ∈ V má přiřazenu konečnou doménu hodnot Dv. C je konečná
množina omezujících podmínek nad proměnnými z množiny V . Proměnné,
které se vyskytují v podmínce c ∈ C, tvoří množinu Vc, pro každou podmínku
c ∈ C.

Příklad 2.1

P = (V, C)
V = {A, B, C}
DA = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
DB = {1, 3, 5}
DC = {1, 2, 4, 5, 9, 10, 11, 12, 13}
C = {(A = B), (A+B + C = 12), (C 6= 5)}

Hledáme tedy pro poměnné A, B, C takové hodnoty z jejich domén, aby
platily podmínky A = B, A +B + C = 12, C 6= 5. Snadno nahlédneme,
že jediná dvě řešení jsou A = 1, B = 1, C = 10 a A = 5, B = 5, C = 2.
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Unární podmínku lze rovnou zanést do domény a naopak na doménu lze
pohlížet jako na unární podmínku.

Často je výhodné, aby podmínka svazovala pouze dvě proměnné. Takové pod-
mínky se nazývají binární podmínky. Libovolný problém splňování podmínek
lze převést na problém splňování podmínek s pouze binárními podmínkami.

Problém splňování podmínek s binárními podmínkami lze znázornit pomocí
neorientovaného multi-grafu, kde uzly představují proměnné a hrany před-
stavují podmínky.

Problém splňování podmínek s podmínkami větší arity než 2 lze znázornit
pomocí neorientovaného multi-hypergrafu, kde proměnné jsou představovány
uzly a podmínky jsou představovány hyperhranami.

A

B

C
A = B A + B + C = 12

Obrázek 2.1: Graf znázorňující CSP z příkladu 2.1

Ohodnocení problému splňování podmínek je přiřazení hodnot proměnným.
Proměnným se přiřazují hodnoty z jejich domén. Formálně jde o substituci
σ = {v1/d1, v2/d2, . . . , vn/dn}, kde {v1, v2, . . . , vn} ⊂ V a di ∈ Dvi

pro každé
i = 1, 2, . . . , n. Přiřazuje-li ohodnocení σ hodnotu všem proměnným z mno-
žiny V , jedná se o úplné ohodnocení. Pokud přiřazuje ohodnocení σ hodnotu
pouze některým proměnným z množiny V , mluvíme o částečném ohodno-
cení. Někdy se pojmem částečné ohodnocení myslí pouze omezení domén
některých proměnných, nemusí se proměnným přímo přiřadit hodnota.

Definice 2.2 Řešení problému splňování podmínek P = (V, C) je úplné
ohodnocení proměnných V , které splňuje všechny podmínky c ∈ C. Množinu
všech řešení problému P značíme Sol(P ).
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Příklad 2.2

Řešením CSP z příkladu 2.1 jsou substituce

σ1 = {A/1, B/1, C/10}

σ2 = {A/5, B/5, C/2}

A množina všech řešení je

Sol(P ) = (σ1, σ2) = {{A/1, B/1, C/10}, {A/5, B/5, C/2}}

Jak jsme mohli i na příkladu 2.1 vidět, není nijak zaručeno, že problém P
nějaké řešení mít bude, nebo že bude mít pouze jedno. Problém P může mít
více řešení, nebo naopak nemusí mít žádné.

2.3 Vybrané konzistenční techniky

Jak již bylo zmíněno konzistenční techniky vyřazují z domén proměnných ta-
kové hodnoty, kterých při daném částečném ohodnocení nemůžou tyto pro-
měnné nabývat, protože by tím byla porušena některá podmínka. Tím se
zmenší prohledávaný prostor a řešící algoritmus nemusí zkoušet dosazovat
hodnoty, které se při daném částečném ohodnocení nemůžou stát součástí
řešení.

Jak postupuje prohledávání prostoru řešení, domény proměnných se různě
zmenšují popř. se navracejí na původní obsah. Je vhodné zavést termín ak-
tuální doména, který bude označovat doménu proměnné nad kterou pracují
konzistenční algoritmy. Původní doménou potom budeme označovat doménu,
kterou měla proměnná před začátkem řešení úlohy. Tato doména je v celém
průběhu řešení úlohy neměnná.

Asi nejpoužívanější konzistenční technikou je hranová konzistence – Arc Con-
sistency – AC. Tuto techniku lze pro její jednoduchost snadno implementovat
a přitom má relativně značnou účinnost.

Hranová konzistence ve své základní verzi pracuje pouze s binárními pod-
mínkami. Uvažujme problém splňování podmínek P = (V, C). Tento pro-
blém lze reprezentovat multi-grafem G = (VG, EG). Uvažujme orientovaný
multi-graf G′ = (V ′, E ′), který vznikne z multi-grafu G nahrazením každé
neorientované hrany multi-grafu G dvěma orientovanými hranami. Hranová
konzistence pro každou hranu (u, v) ∈ E ′ v multi-grafu G′, která reprezen-
tuje podmínku c ∈ C omezí aktuální doménu Du proměnné u tak, aby pro
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libovolnou hodnotu u′ ∈ Du proměnné u existovala v aktuální doméně Dv

proměnné v hodnota v′ taková, že podmínka c pro přiřazení u = u′, v = v′

platí. Jinými slovy hranová konzistence vyřadí z aktuální domény Du takové
hodnoty, které z hlediska podmínky c nemají v doméně Dv podporu. Hranu
(u, v) potom nazýváme hranově konzistentní hranou.

Hranovou konzistenci lze zobecnit i pro podmínky s aritou větší než 2. V ta-
kovém případě hranová konzistence při revizi podmínky c ∈ C omezí pro
každou proměnnou u ∈ V , která se vyskytuje v podmínce c, její aktuální
doménu Du tak, aby pro každou hodnotu u′ ∈ Du existovaly hodnoty v ak-
tuálních doménách ostatních proměnných, které se vyskytují v podmínce c,
takové, že při jejich dosazení spolu s dosazením u = u′ je podmínka c splněna.

Hranová konzistence pro podmínky s aritou větší než 2 se nazývá zobecněná
hranová konzistence – generalized arc consistency – GAC.

Problém splňování podmínek P = (V, C) je hranově konzistentní, právě když
je hranově konzistentní každá podmínka c ∈ C.

Nejčastější implementací techniky hranové konzistence je algoritmus AC3 [7].
Tento algoritmus udržuje frontuQ hran, které je třeba zrevidovat. Na začátku
jsou v Q všechny hrany. Poté je vždy vybrána hrana (u, v) ze začátku fronty
Q, zrevidována a pokud se zmenšila doména Du, jsou na konec fronty Q
přidány hrany, které je třeba znovu zrevidovat. To znamená všechny hrany
vedoucí do vrcholu u s vyjímkou hrany (v, u). Přesný popis metody AC3
podává algoritmus 2.1.

Algoritmus 2.1 AC3 pro binární podmínky
Require: G′ = (V ′, E ′) je orientovaný graf reprezentující CSP P = (V, C)

Q← E ′;
while Q not empty do
(u, v) = first-out(Q);
revise-domain (Du, (u, v));
if was-revised(Du) then
if Du = ∅ then
fail;
end if
∀(w,u)∈E′ |w 6=v Q = add-to-end(Q, (w, u))
end if
end while

Problém splňování podmínek P = (V, C) je globálně konzistentní, právě když
pro každou hodnotu u′ ∈ Du libovolné proměnné u ∈ V , existují hodnoty
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Algoritmus 2.2 AC3 – revise-domain()
revise-domain(Du, (u, v))
deleted ← false;
for all x ∈ Du do
if v aktuální doméně Dv neexistuje hodnota pro v taková, aby při
u = x podmínka reprezentovaná hranou (u, v) platila then
delete x from Du;
deleted ← true; {Záznam pro was-revised(Du)}
end if
end for

v doménách všech ostatních proměnných z množiny V takové, že spolu s u′

tvoří řešení problému P .

Globální konzistence neznamená, že libovolné úplné ohodnocení problému
P je řešením. Výběr hodnoty u′ z domény Du nám omezí ostatní domény.
Vždy v nich ale bude existovat nějaká hodnota, kterou můžeme vybrat. Po
ohodnocení libovolné další proměnné se opět můžou zmenšit domény ještě ne-
ohodnocených proměnných. Globální konzistence zaručuje, že vždy budeme
moci ohodnotit další zatím neohodnocenou proměnnou a tak postupně získat
úplné ohodnocení, které bude řešením problému P .

Pokud je problém globálně konzistentní, je i hranově konzistentní. Opačná
implikace neplatí. Např. problém na obrázku 2.3 je hranově konzistentní, ale
není globálně konzistentní.

DX = {1, 2} DY = {1, 2} DZ = {1, 2}

X 6= Y Y 6= Z

X 6= Z

Obrázek 2.2: Hranově konzistentní CSP ještě nemusí být globálně konzis-
tentní

Kromě hranové konzistence existují i další konzistenční techniky jako je např.
konzistence po cestě – PC, k-konzistence, popř. silná k-konzistence. K hra-
nové konzistenci a konzistenci po cestě existují i varianty, které kontrolují

10



konzistenci jen ve směru nějakého uspořádání proměnných. Takové konzis-
tence se nazývají směrová hranová konzistece, popř. směrová konzistence po
cestě.

2.4 Globální podmínky

Při řešení problému splňování podmínek je často výhodné použít nějakou
podmínku zvlášť a zachovat tak její speciálnost místo toho, abychom ji na-
hradili sadou jednoduších podmínek. Typickým případem takové podmínky
je podmínka alldifferent, která je podrobně rozebrána v [10]. Tato podmínka
pro splnění vyžaduje, aby všechny jí svázáné proměnné měly různou hod-
notu. Podmínku alldifferent lze sice nahradit sadou podmínek v1 6= v2,
v1 6= v3, . . . , vn−1 6= vn−2, vn−1 6= vn a pro jejich propagaci použít některý
obecný konzistenční algoritmus, ale použití speciálních metod přímo pro pod-
mínku alldifferent dává lepší výsledky. Propagace je rychlejší a omezí domény
proměnných více.

Takovéto podmínky, které obvykle sdružují několik jednoduších podmínek
a které používají pro propagaci speciální algoritmus, se nazývají globální
podmínky. Globální podmínka řeší podproblém celého problému splňování
podmínek. Na rozdíl od jednoduchých podmínek se globální podmínka dívá
na podproblém jako na celek a využívá sémantiky podmínky, což vede k lepší
propagaci (odstraní více nekonzistentních hodnot z domén proměnných, nebo
je odstraní rychleji). Další výhodou je snažší popis problému jednou globální
podmínkou než sadou jednoduchých podmínek.

Např. u CSP problému z obrázku 2.3 je výhodnější použít globální pod-
mínku alldifferent(X, Y, Z) místo podmínek X 6= Y, X 6= Z, Y 6= Z. Použití
globální podmínky zjistí neexistenci řešení hned po provedení propagace pod-
mínky alldifferent(X, Y, Z), zatímco při použití jednoduchých podmínek se
neexistence řešení odhalí až později při backtrackingu přes všechna možná
přiřazení.

Mezi další používané globální podmínky, patří kromě již zmiňované pod-
mínky alldifferent podmínka atleast(k, y, X1, . . . , Xn). Tato podmínka pro
svoje splnění vyžaduje, aby alespoň k z proměnných X1, X2, . . . , Xn nabý-
valo hodnoty y.

Podmínka Symetric Alldifferent – symalldiff (x1, x2, . . . , xn) je obdoba pod-
mínky alldifferent. Navíc ale, pokud je hodnota xi = j, požaduje aby xj = i.
Tato podmínka je užitečná např. při rozvrhování sportovních utkání, kdy
určuje, které týmy hrají proti sobě.
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Další globální podmínkou je podmínka kardinality – Global Cardinality Con-
straint – gcc(X, l, u) (viz [9]), kde X = {X1, X2, . . . , Xn}, l = {l1, l2, . . . , lm},
u = {u1, u2, . . . , um}. Podmínka gcc(X, l, u) pro svoje splnění vyžaduje, aby
hodnoty d nabývalo minimálně ld a maximálně ud proměnných z množiny X.

Podmínka regular(A, x1, x2, . . . , xn) pro svoje splnění vyžaduje, aby slovo tvo-
řené hodnotami x1, x2, . . . , xn bylo přijato konečným automatem A.

Lze snadno vymyslet řadu dalších globálních podmínek. Při řešení konkrétní
úlohy se často zkonstruuje globální podmínka přímo pro danou úlohu.

Globální podmínka se propaguje obdobně jako jednoduchá podmínka. V al-
goritmu hranové konzistence stačí upravit funkci revise-domain() tak, aby
při propagaci jednoduché podmínky prováděla původní algoritmus a při pro-
pagaci globální podmínky prováděla speciální algoritmus příslušné globální
podmínky. Je potřeba ovšem vyřešit implementační detaily tohoto nahrazení,
zejména fakt, že globální podmínka svazuje více proměnných.

2.5 Cena řešení

Pokud existuje více než jedno řešení, přirozeně můžeme chtít vybrat z nich
nějaké nejlepší. K tomu, aby bylo možno řešení mezi sebou porovnávat, se
obvykle zavádí objektivní funkce neboli cena řešení [5]. Optimální řešení je
potom takové, pro které nabývá objektivní funkce svého minima přes mno-
žinu všech řešení.

V některých případech nepožadujeme nalezení optimálního řešení, ale spo-
kojíme se s řešením, kde je cena přijatelně nízká (nižší než nějaká hranice).

Definice 2.3 Objektivní funkce f(X) → R je funkce z množiny řešení pro-
blému splňování podmínek do prostoru reálných čísel.

Pro konkrétní úlohu lze zadefinovat objektivní funkci i jinak. Například jako
funkci do prostrou celých čísel, či jako funci do prostoru R

+
0 . Vždy to ale

bude funkce z množiny všech řešení problému splňování podmínek.

Problém splňování podmínek s cenou se nazývá Constraint Optimization
Problem – COP.
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Kapitola 3

Časový graf

3.1 Úvod

Programování s omezujícími podmínkami nalezlo velké uplatnění při řešení
problémů plánování. V plánovacím problému je úkolem najít časový plán pro
vykonání jednotlivých aktivit tak, aby byly splněny požadované podmínky.
Není nutné vykonat všechny aktivity, stačí vykonat nějakou jejich podmno-
žinu. Je ale třeba splnit všechny podmínky. Ty můžou mít v podstatě libo-
volnou formu. Některé typy těchto podmínek si rozebereme podrobněji.

Dependenční podmínka je podmínka, která udává závislosti aktivit. Pokud
bude nějaká aktivita vykonána, musí být aktivity, které jsou s ní svázány de-
pendenčními podmínkami také vykonány. Dependenční podmínky jsou smě-
rové. Tedy existuje-li podmínka udávající, že při vykonání aktivity A musí
být také vykonána aktivita B, neznamená to automaticky, že při vykonání
aktivity B musí být vykonána i aktivita A.

Precedenční podmínka je podmínka, která určuje pořadí vykonání aktivit.
Typicky udává, že některá aktivita se může začít vykonávat až poté, co jiná
aktivita již skončila.

Temporální podmínka oproti precedenční podmínce navíc udává i čas, který
musí minimálně, popř. maximálně uplynout, než může být započato vyko-
návání druhé aktivity. Tedy start j − end i ∈ (a, b), kde start j je čas začátku
vykonávání aktivity j, end i je čas konce vykonávání aktivity i a (a, b) je
interval udávající časové rozpětí. Temporální podmínka v sobě v podstatě
obsahuje skrytou precedenční podmínku, neboť časový interval (a, b), kde
a, b ∈ R

+ ∪∞ vylučuje, aby byla aktivita i provedena dříve než aktivita j.
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Precedenční podmínku lze ekvivalentně reprezentovat temporální podmínkou
s intervalem (0,∞).

Při reprezentaci plánovacího problému jako problému splňování podmínek se
obvykle aktivita reprezentuje pomocí dvou časových okamžiků a to času zahá-
jení a času ukončení vykonávání aktivity. Tyto časové okamžiky jsou potom
svázány temporální podmínkou, která reprezentuje čas potřebný k vykonání
dané aktivity. Protože aktivita nemusí být ve výsledném plánu obsažena,
zavádí se pro každou aktivitu proměnná valid s doménou {0, 1}. Tato pro-
měnná udává, jestli je daná aktivita obsažena ve výsledném časovém plánu.
Proměnné valid jsou potom svázány dependenčními a jinými podmínkami.

Další způsob, jak reprezentovat plánovací problémy, je reprezentace pomocí
orientovaného časového grafu. Vrcholy tohoto grafu reprezentují jednotlivé
časové okamžiky a orientované hrany reprezentují temporální podmínky mezi
nimi. Dependenční a případné další podmínky nejsou v grafu zachyceny a jsou
uvedeny zvlášť. Vždy ovšem záleží na konkrétním problému, který řešíme.
Časový graf potom můžeme definovat takovým způsobem, který bude řeše-
nému problému odpovídat nejlépe. V následující sekci představíme časový
graf, který bude kromě temporálních podmínek reprezentovat i podmínky
dependenční.

Časový graf zavedeme jako souvislý acyklický orientovaný graf, kde vrcholy
časového grafu budou reprezentovat časové okamžiky. Takovým časovým oka-
mžikem by mohl být např. čas zahájení vykonávání nějaké aktivity, nebo čas
ukončení vykonávání nějaké aktivity. Orientované hrany časového grafu bu-
dou reprezentovat temporální podmínky. Každé hraně (v1, v2) bude přiřazen
časový interval, který bude udávat jaký čas musí uplynout od časového oka-
mžiku přiřazeného vrcholu v1 do časového okamžiku přiřazeného vrcholu v2.

Řešením časového grafu bude nějaký jeho podgraf, který bude mít ke kaž-
dému vrcholu přiřazen příslušný čas. Tyto časy budou muset samozřejmě
splňovat příslušné temporální podmínky. Navíc pokud v časovém grafu po-
vede z vrcholu v1 jen jedna hrana (v1, v2), bude to znamenat, že pokud je
vrchol v1 nebo v2 obsažen v řešení, musí být v řešení obsažen i druhý z obou
vrcholů. Pokud z vrcholu v1 povede hran více, budeme takovou situaci nazý-
vat rozvětvení. U každého rozvětvení bude uvedeno jestli se jedná o paralelní
nebo alternativní rozvětvení.

U paralelního rozvětvení se bude požadovat, aby v řešení byl buď vrchol v1
spolu se všemi vrcholy, do kterých vedou z vrcholu v1 hrany, nebo aby v řešení
nebyl ani vrchol v1, ani žádný z vrcholů, do kterých vedou z vrcholu v1 hrany.
Toto rozvětvení reprezentuje případ, kdy se určitý úkol sestává z více úkolů,
které je potřeba provést. Nezáleží ale na pořadí provádění dílčích úkolů.

14



U alternativního rozvětvení se bude požadovat, aby v řešení byl buď vrchol
v1 a zároveň právě jeden z vrcholů, do kterých vedou z v1 hrany, nebo aby
v řešení nebyl ani vrchol v1, ani žádný z vrcholů, do kterých vedou z vrcholu
v1 hrany. Toto rozvětvení reprezentuje případ, kdy si lze vybrat způsob jak
určitý úkol provést.

Obdobná pravidla budou platit i pro vrcholy, do kterých povede více hran.
Tyto podmínky ve své podstatě zachycují speciální dependenční vazby mezi
vrcholy časového grafu.

Navíc bude mít každý vrchol přiřazeny další atributy, které budou udávat
jaký čas je pro daný vrchol nejvhodnější. Pokud bude danému vrcholu při-
řazen jiný než optimální čas, započítá se jistá penalizace. Jednotlivá řešení
časového grafu bude tedy možné vzájemně porovnávat právě podle součtu
těchto penalizací. Kromě už zmíněné ceny, která se započítá, pokud bude
vrcholu přiřazen jiný než optimální čas, bude mít také každý vrchol udánu
další cenu, která se započítá vždy, když je vrchol vybrán do řešení. To umožní
reprezentaci případů, kdy je nějaká alternativa výhodnější než jiná. Vrcholy,
které reprezentují výhodnější alternativu, budou mít menší cenu.

Časový graf bude mít jeden počáteční a koncový vrchol. Pokud bychom po-
žadovali více počátečních vrcholů, můžeme zavést jeden fiktivní počáteční
vrchol a všechny vrcholy, které reprezentují skutečný počáteční čas, s ním
spojit hranami (0,∞). Vzniklé rozvětvení potom označíme jako alternativní,
popř. paralelní podle toho, jaká bude konkrétní úloha. Obdobný postup lze
použít i pro koncový vrchol.

Formální vymezení časového grafu je podáno v následující sekci.

3.2 Definice časového grafu

Nechť G = (V, E) je orientovaný, acyklický graf.

Podgraf grafu G nazveme výstupní rozvětvení, pokud se skládá z vrcholů
u, v1, . . . , vn kde n > 1 takových, že v grafu G existuje hrana (u, vi) pro
i = 1, 2, . . . , n a zárověň vrchol u nemá jiné výstupní hrany než (u, vi).

Podgraf grafu G nazveme vstupní rozvětvení, pokud se skládá z vrcholů
u, v1, . . . , vn kde n > 1 takových, že v grafu G existuje hrana (vi, u) pro
i = 1, 2, . . . , n a zároveň vrchol u nemá jiné vstupní hrany než (vi, u).

Vrchol u nazveme základní vrchol rozvětvení, vrchol vi nazveme vrchol větve
i. Rozvětvení se nazývá vstupní nebo výstupní proto, že všechny větve vchá-
zejí nebo vycházejí ze základního vrcholu. V dalším textu budeme někdy pro

15



stručnost nazývat celé rozvětvení podle jeho základního vrcholu, tedy místo
rozvětvení se základním vrcholem u budeme psát jenom rozvětvení u.

Poznamenejme, že vrchol v grafu G může být základním vrcholem zároveň
vstupního i výstupního rozvětvení.

Označením N0 rozumíme množinu přirozených čísel s nulou.

Definice 3.1 Časový graf je acyklický orientovaný graf G = (V, E), který
má právě jeden vrchol vs ∈ V , do kterého nevede žádná hrana, a právě jeden
vrchol vt ∈ V , ze kterého nevede žádná hrana. Vrchol vs se nazývá počáteční
vrchol časového grafu. Vrchol vt se nazývá koncový vrchol časového grafu.
Každý vrchol v ∈ V grafu G má přiřazeny následující atributy.

release-time ∈ N0 udává čas, kdy nejdříve může být úloha reprezentovaná
vrcholem v zpracována

deadline ∈ N0 udává čas, kdy nejpozději může být úloha reprezentovaná
vrcholem v zpracována

cost ∈ N0 udává cenu za zpracování úlohy reprezentované vrcholem v

due-date ∈ N0 udává čas, kdy má být úloha zpracována, aby byla cena 0.

penalty-early ∈ N0 udává cenu za jednotku času, pokud je úloha zpraco-
vána dříve než udává due-date.

penalty-late ∈ N0 udává cenu za jednotku času, pokud je úloha zpracována
později než udává due-date.

branching-in ∈ {PAR,ALT} udává u základních vrcholů vstupního rozvět-
vení, jestli se jedná o rozvětvení paralelní nebo alternativní. U jiných
vrcholů nemá význam.

branching-out ∈ {PAR,ALT} udává u základních vrcholů výstupního roz-
větvení, jestli se jedná o rozvětvení paralelní nebo alternativní. U jiných
vrcholů nemá význam.

Mezi těmito atributy platí vztah release-time ≤ due-date ≤ deadline.

Každá hrana má přiřazen uzavřený časový interval (a, b), kde a, b ∈ N0∪{∞},
0 ≤ a ≤ b.
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Časový interval u hran bychom mohli zavést i jako otevřený či polouzavřený.
Protože je ale jeho doména diskrétní, zavedeme bez újmy na obecnosti kraje
intervalu jako uzavřené.

Požadavek na právě jeden počáteční vrchol časového grafu není až tak sva-
zující, uvědomíme-li si, že v případech, kdy potřebujeme více počátečních
vrcholů, můžeme zavést jeden fiktivní počáteční vrchol u a všechny skutečné
počáteční vrcholy s ním spojit hranami. Vznikne tak výstupní rozvětvení u.
Toto rozvětvení bude paralelní nebo alternativní, podle toho požadujeme-li
aby se uplatnily všechny skutečné počáteční vrcholy či pouze jeden z nich.

Požadujeme-li, aby v případě paralelního rozvětvení byl všem vrcholům větví
přiřazen stejný časový okamžik, přiřadíme hranám rozvětvení u časový inter-
val (0, 0). Může-li být vrcholu každé větve přiřazen libovolný čas, přiřadíme
hranám rozvětvení u časový interval (0,∞). Samozřejmě můžeme podle na-
šich potřeb přiřadit hranám i jiné časové intervaly. Ostatní atributy vrcholů
přiřadíme libovolně podle našich potřeb.

Obdobný trik použijeme, požadujeme-li více koncových vrcholů.

V dalším textu budeme atribut variable u vrcholu v označovat variable(v),
tedy např. atribut cost u vrcholu v budeme značit cost(v). Toto označení
budeme používat vždy, bude-li třeba upřesnit, o který vrchol se jedná.

Definice 3.2 Řešením časového grafu G = (V, E) se rozumí nalezení pod-
grafu G′ = (V ′, E ′) grafu G a nalezení parametru time pro každý vrchol
podgrafu G′ tak, aby byly splněny následující podmínky

Pokud mezi vrcholy v1, v2 ∈ V ′ vedla v grafu G hrana, musí být tato hrana i
součástí grafu G′.

Formálně
(v1, v2) ∈ E ∧ {v1, v2} ⊂ V ′ ⇒ (v1, v2) ∈ E ′

Nechť u ∈ V ′ je základním vrcholem vstupního rozvětvení, kde v1, v2, . . . , vn

jsou vrcholy jeho větví. Potom

• Má-li atribut branching-in(u) hodnotu PAR, pak může nastat pouze je-
den z těchto dvou případů

– Graf G′ obsahuje všechny vrcholy u, v1, v2 . . . , vn.

– Graf G′ neobsahuje žádný z vrcholů u, v1, v2 . . . , vn.

• Má-li atribut branching-in(u) hodnotu ALT, pak může nastat pouze je-
den z těchto dvou případů
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– Graf G′ obsahuje vrchol u a právě jeden z vrcholů v1, v2, . . . , vn.

– Graf G′ neobsahuje žádný z vrcholů u, v1, v2, . . . , vn.

Nechť u ∈ V ′ je základním vrcholem výstupního rozvětvení, kde v1, v2, . . . , vn

jsou vrcholy jeho větví. Potom

• Má-li atribut branching-out(u) hodnotu PAR, pak může nastat pouze
jeden z těchto dvou případů

– Graf G′ obsahuje všechny vrcholy u, v1, v2 . . . , vn.

– Graf G′ neobsahuje žádný z vrcholů u, v1, v2 . . . , vn.

• Má-li atribut branching-out(u) hodnotu ALT, pak může nastat pouze
jeden z těchto dvou případů

– Graf G′ obsahuje vrchol u a právě jeden z vrcholů v1, v2, . . . , vn.

– Graf G′ neobsahuje žádný z vrcholů u, v1, v2, . . . , vn.

Nechť u, v ∈ V ′ jsou vrcholy spojené hranou, která není větví žádného rozvět-
vení, pak může nastat pouze jeden z těchto dvou případů

• Graf G′ obsahuje oba vrcholy u, v.

• Graf G′ neobsahuje žádný z vrcholů u, v.

time udává čas, kdy bude úloha reprezentovaná vrcholem zpracována.
Přiřazení je korektní pokud platí

• release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v)

• Pro každé dva vrcholy v1, v2 grafu G′ spojené hranou (v1, v2) s ča-
sovým intervalem (a, b) musí být time(v2)− time(v1) ∈ (a, b).

Z definice řešení časového grafu vyplývá, že prázdný graf G′ = (∅, ∅) je trivi-
álním řešením libovolného časového grafu.

V zadání časového grafu bývá proto obykle přímo předepsána množina vr-
cholů, které musí být obsaženy v řešení, tj. v grafu G′. Tento požadavek je
přirozený, odpovídá potřebě dosáhnout nějakého cíle, kdy plán určuje jakým
způsobem bude tohoto cíle dosaženo. Např. zadavatel potřebuje vyrobit le-
tadlo a tento výrobní proces se skládá z mnoha činností, které lze provádět
několika způsoby a mohou být provedeny v různém pořadí. Nicméně plán,
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kdy výsledný graf je prázdný a letadlo tedy není vyrobeno, není uspokojivý.
Tedy některá činnost, typicky expedice letadla zákazníkovi, se označí jako
nutná a jí příslušná aktivita musí být ve výsledném grafu obsažena. Díky
dependenčním podmínkám, které jsou v časovém grafu vyjádřeny pravidly
alternativních a paralelních rozvětvení, bývá potom vynucena přítomnost i
dalších aktivit.

Pochopitelně časový graf může mít více než jedno řešení nebo nemusí mít
žádné řešení. Pokud má řešení více, je vhodné mít nějaký parametr pro jejich
porovnávání. Tímto parametrem bude pro nás cena řešení.

Cenou vrcholu v rozumíme cenu price(v), kterou v řešení G′ = (V ′, E ′) při
umístění vrcholu v ∈ V ′ v daném čase zaplatíme. Cena vrcholu v, který je
umístěn v řešení G′ v čase time, je

• price(v) = cost(v)
pokud je time(v) = due-date(v)

• price(v) = cost(v) + penalty-late(v) · (time(v)− due-date(v))
pokud je time(v) > due-date(v)

• price(v) = cost(v) + penalty-early(v) · (due-date(v)− time(v))
pokud je time(v) < due-date(v)

Cenu vrcholu lze vyjádřit jedním vzorcem jako

price = cost + penalty-late ·max (0, time − due-date)

+ penalty-early ·max (0, due-date − time)

Cenou řešení časového grafu G = (V, E) rozumíme součet cen všech vrcholů
v ∈ V obsažených v řešení.

Optimální řešení je takové řešení, které má ze všech řešení daného grafu
nejmenší možnou cenu.

3.3 Formulace problému časového grafu jako
CSP

Problém časového grafu lze formulovat pomocí prostředků problému splňo-
vání podmínek. Takováto reprezentace nám umožní použít pro hledání řešení
časového grafu prostředky programování s omezujícími podmínkami. Jak dále
uvidíme, je formulace problému časového grafu formou CSP velmi přirozená.
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Řešení časového grafu G se skládá ze dvou částí. Nalezení podgrafu G′ a
určení času pro každý vrchol podgrafu G′.

Podívejme se nejprve na nalezení podgrafu G′. Protože s každými dvěma vr-
choly podgrafu G′, obsahuje podgraf G′ i případnou hranu mezi nimi, stačí
určit množinu vrcholů, kterou podgraf G′ obsahuje. To můžeme snadno re-
prezentovat pomocí proměnné valid , kterou přiřadíme každému vrcholu ča-
sového grafu G. Doménou proměnné valid bude množina {0, 1}. Hodnota
0 znamená, že daný vrchol nepatří do řešení, zatímco hodnota 1 proměnné
valid(v) znamená, že vrchol v do řešení patří.

Proměnné valid jednotlivých vrcholů grafu G svážeme podmínkami, které
platí pro řešení časového grafu. Tedy

Je-li vrchol u základním vrcholem vstupního rozvětvení, kde v1, v2, . . . , vn jsou
vrcholy jeho větví, potom

• Má-li atribut branching-in(u) hodnotu PAR, přidáme podmínku

valid(u) = valid(v1) = valid(v2) = · · · = valid(vn)

• Má-li atribut branching-in(u) hodnotu ALT, přidáme podmínku

valid(u) =
∑n

i=1 valid(vi)

Je-li vrchol u základním vrcholem výstupního rozvětvení, kde v1, v2, . . . , vn

jsou vrcholy jeho větví, potom

• Má-li atribut branching-out(u) hodnotu PAR, přidáme podmínku

valid(u) = valid(v1) = valid(v2) = · · · = valid(vn)

• Má-li atribut branching-out(u) hodnotu ALT, přidáme podmínku

valid(u) =
∑n

i=1 valid(vi)

Jsou-li u a v vrcholy spojené hranou, která není větví žádného rozvětvení,
přidáme podmínku valid(u) = valid(v).

Tyto podmínky přesně korespondují s podmínkami, které musí splnit vrcholy
podgrafu G′, tak aby byl podgraf G′ řešením časového grafu G.

Nyní se podívejme na určení času pro každý vrchol podgrafu G′. Umístění
vrcholu v čase budeme reprezentovat proměnnou time přiřazenou danému
vrcholu. Doménou proměnné time(v) bude možný čas pro umístění vrcholu v.
V obecném případě to bude interval (0,∞).
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Proměnné time jednotlivých vrcholů grafu G potom svážeme následujícími
podmínkami.

• Pro každý vrchol v v grafu G přidáme podmínku

(valid(v) = 1)→ (release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v))

• Pro každé dva vrcholy v1, v2 grafu G spojené hranou (v1, v2) s časovým
intervalem (a, b) přidáme podmínku

(valid(v1) = valid(v2) = 1)→ (a ≤ time(v2)− time(v1) ≤ b)

Podmínku valid(v)→ (release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v)) můžeme za
předpokladu valid(v) = 1 upravit na release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v)
a tuto podmínku můžeme dále, jako unární podmínku, přímo promítnout do
domény proměnné time(v). Tato úprava požaduje, aby valid(v) = 1. Pokud
by ale platilo valid(v) = 0, vrchol v ve výsledném řešení nebude obsažen,
a tak nás doména jeho proměnné time nebude zajímat. Doménu proměnné
time(v) tedy můžeme omezit na interval (release-time(v), deadline(v)). Toto
omezení domény proměnné time můžeme udělat pro každý vrchol grafu G.

V dalším textu budeme pro hledání řešení časového grafu používat tuto CSP
formulaci, protože nám to umožňuje použít prostředky, které programování
s omezujícími podmínkami nabízí.

3.4 NP-úplnost problému valid

Pokud dostaneme zadán nějaký časový graf, jako první budeme chtít obvykle
zjistit, které vrcholy by mohly patřit do řešení. Jinými slovy, budeme se snažit
nalézt globálně konzistentní ohodnocení proměnných valid u jednotlivých
vrcholů časového grafu.

Nicméně jak je ukázáno v [2], rozšíření částečného ohodnocení proměnných
valid , tak, aby toto částečné ohodnocení bylo globálně konzistentní, je NP-
úplná úloha.

Věta 3.1 (Barták, Čepek, Surynek [2]) Rozšíření částečného ohodnocení
proměnné valid na globálně konzistentní částečné ohodnocení je NP-úplný
problém.
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Důkaz: viz [2].

V další části proto zavedeme jistá omezení struktury časového grafu tak, aby
problém konzistence proměnné valid v časovém grafu s omezenou strukturou
byl řešitelný v polynomiálním čase.

22



Kapitola 4

Procesní síť

4.1 Definice procesní sítě a vnořeného časo-
vého grafu

Protože dle věty 3.1 je problém konzistence proměnné valid v obecném pří-
padě příliš složitý, zavedeme v této kapitole vnořený časový graf, což bude
časový graf s omezenou strukturou. Struktura časového grafu bude omezena
takovým způsobem, aby rozšíření částečného ohodnocení proměnné valid na
globálně konzistentní bylo proveditelné v polynomiálním čase a zároveň aby
vyjadřovací schopnost vnořeného časového grafu byla dostatečná pro prak-
tické účely.

Protože se budeme v celé kapitole zabývat především strukturou grafu a
konzistencí proměnné valid , nebudou nás v tuto chvíli zajímat ty atributy
vrcholů časového grafu, které neovlivňují strukturu grafu. Zavedeme proto
procesní síť, což bude vnořený časový graf, který bude mít u svých vrcholů
pouze ty atributy, které jsou nezbytné pro určení struktury grafu. Vnořený
časový graf potom zadefinujeme jako procesní síť, která bude mít u svých
vrcholů i ostatní zbylé atributy časového grafu.

Definice 4.1 Procesní síť je acyklický orientovaný graf G = (V, E), kde
každý vrchol v ∈ V má přiřazeny následující atributy

branching-in ∈ {PAR,ALT} udává u základních vrcholů vstupního rozvět-
vení, jestli se jedná o rozvětvení paralelní, nebo alternativní. U jiných
vrcholů nemá význam.
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branching-out ∈ {PAR,ALT} udává u základních vrcholů výstupního roz-
větvení, jestli se jedná o rozvětvení paralelní, nebo alternativní. U ji-
ných vrcholů nemá význam.

a který vzniknul pomocí těchto pravidel

1. Graf G = ({v}, ∅) je procesní síť.

2. Z procesní sítě G = (V, E) odstraníme libovolný vrchol v ∈ V se všemi
jeho hranami a přidáme vrcholy v1, v2 s hranou (v1, v2). Dále pro kaž-
dou hranu (x, v), která byla v původním grafu, přidáme hranu (x, v1) a
pro každou hranu (v, y), která byla v původním grafu, přidáme hranu
(v2, y). Byl-li vrchol v základním vrcholem výstupního rozvětvení, bude
mít vrchol v2 hodnotu parametru branching-out stejnou jako měl vr-
chol v. Byl-li vrchol v základním vrcholem vstupního rozvětvení, bude
mít vrchol v1 hodnotu parametru branching-in stejnou jako měl vrchol
v. Ostatní parametry přidávaných vrcholů určíme libovolně.

v1

v2

v

Obrázek 4.1: Ilustrace kroku 2 definice procesní sítě

3. Z procesní sítě G = (V, E) odstraníme vrchol v ∈ V takový, že do
vrcholu v vede maximálně jedna hrana a z vrcholu v vede maximálně
jedna hrana. Přidáme vrcholy u, w, v1, . . . , vn, kde n > 1 a hrany (u, vi)
a (vi, w) pro každé i z množiny {1, 2, . . . n}. Dále pro případnou hranu
(x, v), která byla v původním grafu, přidáme hranu (x, u) a pro případ-
nou hranu (v, y), která byla v původním grafu, přidáme hranu (w, y).
Parametry branching-out(u) a branching-in(w) zvolíme tak, aby oba
měli stejnou hodnotu. Ostatní parametry přidaných vrcholů zvolíme li-
bovolně.

Obrázek 4.1 ilustruje použití kroku 2 definice procesní sítě. Obrázek 4.2 po-
tom ukazuje použití kroku 3 definice procesní sítě.
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v v1 v2 vn

u

w

Obrázek 4.2: Ilustrace kroku 3 definice procesní sítě

Definice 4.2 Vnořený časový graf je procesní síť, kde každý vrchol má při-
řazenu stejnou množinu atributů jako vrchol v časovém grafu. Tyto atributy
mají stejný význam jako stejnojmenné atributy z definice časového grafu.

V dalším textu se budeme zabývat procesní sítí. Protože je ale procesní síť
ve své podstatě vnořený časový graf, kde jsou u vrcholů vynechány některé
atributy, budou následující tvrzení platit i pro vnořený časový graf.

V procesní síti může do vrcholu vcházet i z vrcholu vycházet libovolný počet
hran, ale jak nám ukáže následující lemma, nemůže existovat vrchol v takový,
že by do něj vedla více než jedna hrana a zároveň by z něj vedla více než
jedna hrana.

Lemma 4.1 V procesní síti neexistuje vrchol, do kterého by vedla více než
jedna hrana a zárověň by z něho vedla více než jedna hrana.

Důkaz: Lemma dokážeme matematickou indukcí podle délky postupu, kte-
rým byla procesní síť vytvořena. Procesní síť tvořená jedním vrcholem lemma
triviálně splňuje.

Nyní předpokládejme, že síť G lemma 4.1 splňuje. Síť G′, která vznikne ze
sítě G provedením kroku 2 definice, bude lemma 4.1 také splňovat, neboť
z vrcholu v1 vede pouze jedna výstupní hrana, do vrcholu v2 vede pouze
jedna vstupní hrana a ostatní vrcholy grafu G′ mají stejné vstupní a výstupní
hrany jako v grafu G.

Síť G′′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 3 definice, bude lemma
4.1 také splňovat, neboť do vrcholu u grafu G′′ vede maximálně jedna hrana,
protože do vrcholu v grafu G vedla maximálně jedna hrana. Z vrcholu w
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grafu G′′ vede maximálně jedna hrana, protože z vrcholu v grafu G vedla
maximálně jedna hrana. Každý z vrcholů v1, v2, . . . vn má právě jednu vstupní
a právě jednu výstupní hranu. Ostatní vrcholy grafu G′′ mají stejné vstupní
a výstupní hrany jako v grafu G.

Časový graf byl definován jako acyklický orientovaný graf s právě jedním
počátečním a právě jedním koncovým vrcholem. Procesní síť je také acyklický
orientovaný graf a jak nám ukáže následující lemma, má také právě jeden
počáteční a právě jeden koncový vrchol.

Lemma 4.2 Graf vzniklý postupem v definici 4.1 je souvislý a má právě
jeden počáteční a právě jeden koncový vrchol.

Důkaz: Lemma dokážeme matematickou indukcí podle délky postupu, kte-
rým byla procesní síť vytvořena. Procesní síť tvořená jedním vrcholem lemma
splňuje.

Pro indukční krok předpokládejme, že síť G lemma 4.2 splňuje. Označme s
počáteční vrchol sítě G a t koncový vrchol sítě G. Uvažujme síť G′, která
vznikne ze sítě G provedením kroku 2 definice. Protože místo každé hrany
(x, v) bude do sítě G′ přidána hrana (x, v1) a místo každé hrany (v, y) bude
do sítě G′ přidána hrana (v2, y) a vrcholy v1, v2 jsou spojeny hranou (v1, v2),
bude síť G′ souvislá. Zároveň bude mít každý vrchol x 6= v1, x 6= v2 v síti G′

stejný počet vstupních a výstupních hran, jako měl v síti G. Vrchol v1 nemůže
být koncovým vrcholem, protože obsahuje výstupní hranu (v1, v2). Vrchol
v1 bude počátečním vrcholem sítě G′ jen tehdy, byl-li vrchol v počátečním
vrcholem sítě G. V opačném případě bude mít vrchol v1 v síti G′ vstupní
hrany z vrcholů, ze kterých vedly v síti G hrany do vrcholu v. Vrchol v2
nemůže být počátečním vrcholem, protože obsahuje vstupní hranu (v1, v2).
Vrchol v2 bude koncovým vrcholem sítě G′ jen tehdy, byl-li vrchol v koncovým
vrcholem sítě G. V opačném případě bude mít vrchol v2 v síti G′ výstupní
hrany do vrcholů, do kterých vedly v síti G hrany z vrcholu v. Síť G′ tedy
bude mít právě jeden počáteční a právě jeden koncový vrchol.

Nyní uvažujme síť G′′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 3 definice.
Protože místo každé hrany (x, v) bude do sítě G′′ přidána hrana (x, u) a místo
každé hrany (v, y) bude do sítě G′′ přidána hrana (w, y) a vrcholy u, w jsou
spojeny hranami (u, v1), (v1, w) bude síť G′ souvislá. Zároveň bude mít každý
vrchol x 6= u, x 6= w, x 6= v1, . . . , x 6= vn v síti G′′ stejný počet vstupních a
výstupních hran, jako měl v síti G. Vrcholy v1, v2, . . . , vn nemůžou být ani
počátečními ani koncovými vrcholy sítě G′′, protože každý z nich obsahuje
vstupní i výstupní hranu. Vrchol u nemůže být koncovým vrcholem, protože
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obsahuje výstupní hrany. Vrchol u bude počátačním vrcholem sítě G′′ jen
tehdy, byl-li vrchol v počátečním vrcholem sítě G. V opačném případě bude
mít vrchol u v síti G′′ vstupní hrany z vrcholů, ze kterých vedly v síti G hrany
do vrcholu v. Vrchol w nemůže být počátečním vrcholem, protože obsahuje
vstupní hrany. Vrchol w bude koncovým vrcholem sítě G′′ jen tehdy, byl-li
vrchol v koncovým vrcholem sítě G. V opačném případě bude mít vrchol w v
síti G′′ výstupní hrany do vrcholů, do kterých vedly v síti G hrany z vrcholu
v. Síť G′′ tedy bude mít právě jeden počáteční a právě jeden koncový vrchol.

Struktura procesní sítě je ve své podstatě tvořena systémem do sebe vno-
řených podgrafů. Tato vnoření jsou přidávána krokem 3 definice procesní
sítě. Tento krok odstraní jeden vrchol z procesní sítě a na jeho místo vloží
podgraf. Tento podgraf budeme nazývat vnoření. V dalších krocích tvorby
procesní sítě se ale může toto vnoření ještě změnit. Jednotlivé vrcholy mohou
být odstraněny a na jejich místo přidány buď další vnoření (bod 3 definice),
nebo cesty (bod 2 definice).

Zavedeme tedy pojem vnoření formálně pomocí orientované cesty, která se
v počátečním vrcholu vnoření rozvětví a v koncovém vrcholu vnoření opět
spojí.

Ještě než přistoupíme k definice vnoření, zavedeme pojem vzdálenost vrcholů.

Nejkratší vzdálenost vrcholů u a v je počet hran v nejkratší orientované cestě
z vrcholu u do vrcholu v. Nejkratší vzdálenost vrcholů u a v budeme značit
dist(u, v).

Protože procesní síť je souvislý acyklický orientovaný graf, můžeme zavést
pojem nejdelší vzdálenost.

Nejdelší vzdálenost vrcholů u a v je počet hran v nejdelší orientované cestě
z vrcholu u do vrcholu v. Nejdelší vzdálenost vrcholů u a v budeme značit
distmax(u, v).

Budeme-li v dalším textu mluvit pouze o vzdálenost, máme na mysli nejkratší
vzdálenost.

Nyní tedy zaveďme pojem vnoření.

Nechť máme procesní síť G = (V, E) a v ní libovolně dané výstupní roz-
větvení. Označme u jeho základní vrchol a v1, v2, . . . , vn vrcholy jeho větví.
Množina vrcholů Wu obsahuje takové vrcholy w ∈ V , že každá orientovaná
cesta začínající v libovolném z vrcholů vi a končící v koncovém vrcholu grafu
G musí projít vrcholem w. Protože procesní síť G má dle lemmatu 4.2 jeden
koncový vrchol t a t ∈ Wu, je množina Wu neprázdná. Vrchol w0 ∈ Wu je
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takový vrchol z množiny Wu, ke kterému má vrchol u nejmenší vzdálenost.
Formálně

w0 = argmin
w∈Wu

(dist(u, w))

Takový vrchol existuje jen jeden, jak ukáže lemma 4.3. Podgraf G′ grafu G
obsahující vrcholy u a w0 a všechny orientované cesty začínající ve vrcholu
u a končící ve vrcholu w0 se nazývá vnoření.

Vrchol u se nazývá počáteční vrchol vnoření a vrchol w0 se nazývá koncový
vrchol vnoření. Vnoření budeme obvykle pojmenovávat po jeho počátečním
vrcholu, tedy např. vnoření s počátečním vrcholem u budeme označovat jako
vnoření u.

Vrcholem uvnitř vnoření u s počátečním vrcholem u a koncovým vrcholem v
rozumíme takový vrchol w, že w 6= u, w 6= v a zároveň existuje orientovaná
cesta z vrcholu u do vrcholu w a orientovaná cesta z vrcholu w do vrcholu v.

Lemma 4.3 Koncový vrchol vnoření je určen jednoznačně.

Důkaz: Předpokládejme, že by existovaly dva vrcholy w0 ∈ W, w1 ∈ W pro
něž by platilo

w0 = argmin
w∈Wu

(dist(u, w))

w1 = argmin
w∈Wu

(dist(u, w))

w0 6= w1

Uvažujme nejkratší orientovanou cestu C0 z vrcholu u do vrcholu w0. Protože
všechny výstupní hrany z vrcholu u vedou do vrcholů vi, musí tato cesta projít
některým vrcholem vi. Označme ho vC0 . Zároveň tato cesta neobsahuje vrchol
w1, protože by to byl spor s definicí w0. Nyní uvažujme prodloužení cesty C0
do koncového vrcholu t procesní sítě G. Toto prodloužení existuje, protože
díky w0 ∈ W existuje cesta z vrcholu w0 do vrcholu t. Protože w1 ∈ W a
cesta C0 obsahuje vrchol vC0 , musí prodloužení cesty C0 obsahovat vrchol w1.
Tedy existuje orientovaná cesta z vrcholu w0 do vrcholu w1.

Nyní uvažujme nejkratší orientovanou cestu C1 z vrcholu u do vrcholu w1. Při
použití stejné argumentace jako v předchozím případě dostaneme, že cesta
C1 neobsahuje vrchol w0, ale prodloužení cesty C1 do koncového vrcholu t
musí vrcholem w0 projít. Existuje tedy orientovaná cesta z vrcholu w1 do
vrcholu w0. Což je spor s acykličností procesní sítě.

Následující dvě lemmata dokazují vztahy mezi počátečním a koncovým vr-
cholem každého vnoření.
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Lemma 4.4 Koncový vrchol vnoření je vždy základní vrchol nějakého vstup-
ního rozvětvení.

Důkaz: Pokud koncový vrchol v vnoření u s počátečním vrcholem u není zá-
kladní vrchol vstupního rozvětvení, má dle definice maximálně jednu vstupní
hranu. Pokud nemá žádnou vstupní hranu, nemůže být koncovým vrcholem
vnoření, protože přes něj nemůže vést orientovaná cesta. Předpokládejme
nyní, že vrchol v má právě jednu vstupní hranu. Označme ji (w, v). Protože
každá orientovaná cesta, která vede přes vrchol v musí vést i přes vrchol w,
je w ∈ W . Zároveň je vrchol w o jednu hranu blíže vrcholu u, což je spor s
tvrzením, že vrchol v je koncový vrchol vnoření u.

Lemma 4.5 Pro libovolné vnoření s počátečním vrcholem u a koncovým vr-
cholem w platí branching-out(u) = branching-in(w).

Důkaz: Lemma dokážeme indukcí podle délky postupu tvorby procesní sítě.
Označme n počet kroků, kterými byla procesní síť G vytvořena.

Pro n = 1 procesní síť tvořená pouze jedním vrcholem (dle bodu 1 definice
procesní sítě) lemma triviálně splňuje, protože žádné vnoření neobsahuje.

Mějme nyní libovolnou procesní síť G, která byla vytvořena pomocí n kroků,
kde n > 1. Uvažujme procesní síť G′, která vznikla provedením prvních n−1
kroků z tohoto postupu. Tato síť dle indukčního předpokladu lemma 4.5
splňuje.

Pro n > 1 nemůže být posledním krokem postupu tvorby grafu G bod 1
definice.

Uvažujme nejprve případ, kdy je posledním krokem tvorby sítě G bod 2
definice. Pokud vrchol v z tohoto bodu nebyl základním vrcholem rozvět-
vení, nebudou ani vrcholy v1, v2 základními vrcholy rozvětvení a graf G
bude mít u všech základních vrcholů rozvětvení stejné hodnoty parametrů
branching-in, branching-out jako měl graf G′. A protože počáteční i koncový
vrchol vnoření je vždy základní vrchol rozvětvení, bude lemma 4.5 platit i
pro graf G.

Byl-li vrchol v vrcholem vstupního rozvětvení, budou všechny jeho vstupní
hrany (x, v) nahrazeny hranami (x, v1). Vrchol v1 tedy bude v grafuG základ-
ním vrcholem vstupního rozvětvení se stejnými větvemi, jako měl v grafu G′

vrchol v. Zároveň dle definice bude mít vrchol v1 v grafu G stejnou hodnotu
parametru branching-in jako měl vrchol v v grafu G′.
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Byl-li vrchol v vrcholem výstupního rozvětvení, budou všechny jeho výstupní
hrany (v, y) nahrazeny hranami (v2, y). Vrchol v2 tedy bude v grafu G základ-
ním vrcholem výstupního rozvětvení se stejnými větvemi, jako měl v grafu G′

vrchol v. Zároveň dle definice bude mít vrchol v2 v grafu G stejnou hodnotu
parametru branching-out jako měl vrchol v v grafu G′.

Graf G tedy bude mít u všech základních vrcholů vstupního rozvětvení stej-
nou hodnotu parametru branching-in jako měl graf G′ a u všech základních
vrcholů výstupního rozvětvení stejnou hodnotu parametru branching-out
jako měl graf G′. Tedy lemma 4.5 bude platit i pro graf G.

Nyní uvažujme případ, kdy je posledním krokem tvorby sítě G bod 3 definice.
Vrchol v z tohoto bodu nemůže být základním vrcholem rozvětvení, tedy ne-
může být ani počátečním, ani koncovým vrcholem vnoření. Pro nově vzniklé
vnoření v grafu G tvořené vrcholy u, w, v1, . . . , vn, platí branching-out(u) =
branching-in(w) přímo z definice procesní sítě. Ostatní základní vrcholy roz-
větvení mají stejnou hodnotu parametrů branching-in a branching-out jako
měly v grafu G′. Lemma 4.5 tedy platí i pro graf G.

4.2 Rozpoznání procesní sítě

Potřebujeme-li u nějakého grafu G = (V, E) rozpoznat, jestli se jedná o pro-
cesní síť, tedy jestli byl vytvořen postupem popsaným v definici 4.1, můžeme
použít následující algoritmus.

Algoritmus 4.1 dostane na vstupu libovolný orientovaný graf G = (V, E) a
údaje o typech jednotlivých rozvětvení. Jeho výstupem bude informace, jestli
je tento graf G procesní síť.

Algoritmus 4.1

1. Každou hranu, která odpovídá nějaké větvi paralelního rozvětvení ozna-
číme značkou PAR a každou hranu, která odpovídá nějaké větvi alter-
nativního rozvětvení označíme značkou ALT. Pokud by měla nějaká
hrana dostat obě značky, graf G není procesní sítí. Zbylé hrany ozna-
číme značkou EQ.

2. Pro všechny hrany (x, y) označené EQ provedeme

• Pro každou hranu (y, z) z grafu G přidáme do grafu G hranu (x, z)
se stejnou značkou, jako měla hrana (y, z).
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• Odstraníme vrchol y včetně všech hran, které ho obsahují.

3. Nechť v1, v2, . . . , vn jsou vrcholy takové, že pro každé vi graf G obsahuje
hrany (x, vi) a (vi, y) pro nějaké pevné x, y a zároveň graf G neobsahuje
žádné další hrany incidentní s vrcholy v1, v2, . . . , vn. Navíc pro všechna
vi mají všechny tyto hrany stejnou značku (PAR či ALT). Z vrcholu x ne-
vede žádná další hrana kromě hran (x, vi) a do vrcholu y nevede žádná
další hrana kromě hran (vi, y). Potom provedeme následující úpravu

• Pro každou hranu (y, z) z grafu G přidáme do grafu G hranu (x, z)
se stejnou značkou, jako měla hrana (y, z).

• Odstraníme vrcholy y, v1, v2, . . . , vn včetně všech hran, které je
obsahují.

Tento krok opakujeme, dokud existují vrcholy splňující jeho podmínku.

4. Pokud zbyde víc než jeden vrchol, graf G není procesní sítí. Pokud zbyl
právě jeden vrchol, graf G je procesní síť.

Lemma 4.6 Algoritmus 4.1 označí orientovaný graf G = (V, E) za procesní
síť právě tehdy, pokud byl vytvořen postupem definovaným v definici 4.1.

Důkaz: Protože algoritmus 4.1 v krocích 2, 3 graf buď zmenší, nebo postoupí
do dalšího kroku, je zřejmé, že skončí po konečném počtu kroků.

Ukažme, že pokud algoritmus 4.1 skončí s jediným vrcholem, graf je procesní
síť. Stačí, když vezmeme postup algoritmu pozpátku. Začneme s jedním vr-
cholem, který je podle kroku 1 v definici 4.1 procesní sítí. Místo jedné iterace
kroku 3 algoritmu 4.1 provedeme krok 3 v definici 4.1, místo jedné iterace
kroku 2 algoritmu 4.1 provedeme krok 2 v definici 4.1.

Nyní ukažme, že algoritmus 4.1 skončí s jediným vrcholem pro každou pro-
cesní síť. Tuto implikaci dokážeme matematickou indukcí podle počtu kroků
postupu, kterým byla procesní síť G vytvořena. Pro procesní síť G tvořenou
jedním vrcholem algoritmus správně určí, že se jedná o procesní síť.

Nyní uvažujme procesní síť G, kterou lze vytvořit n kroky, kde n > 1. První
krok algoritmu 4.1 označkuje všechny hrany jednoznačně, protože nové zá-
kladní vrcholy rozvětvení se přidávají jen v kroku 3 definice procesní sítě
a tento krok vylučuje, aby vrchol větve výstupního rozvětvení byl zároveň
základním vrcholem vstupního rozvětvení. Tedy každá hrana musí patřit ma-
ximálně jednomu rozvětvení.
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Algoritmus 4.1 Rozpoznání procesní sítě
Require: G = (V, E) je orientovaný graf
{— Step 1}
for all e ∈ E do
{Funkce mark-edge(e) přiřadí hraně e značku PAR, ALT, nebo EQ.}
{Pokud to nelze vratí false.}
if not mark-edge(e) then
fail;
end if
end for
{— Step 2}
for all (x, y) ∈ E, edge-has-EQ-mark(x, y) do
for all (y, z) ∈ E do
add-edge-with-mark(G, (x, z), get-mark(y, z) );
end for
delete-vertex-with-edges(G, y);
end for
{— Step 3}
while find-subgraph-step3( x, y, v1, . . . , vn ∈ V ) do
for all (y, z) ∈ E do
add-edge-with-mark(G, (x, z), get-mark(y, z) );
end for
delete-vertexes-with-edges(G, y, v1, v2, . . . , vn);
end while
{— Step 4}
if card(V ) > 1 then
fail;
else
exit;
end if

32



V další fázi algoritmus 4.1 provede úpravu grafu G (provede jednu iteraci
kroku 2 nebo 3) čímž vyrobí graf G′. Dokažme nyní, že tento graf G′ je
procesní síť, kterou lze vytvořit maximálně n− 1 kroky.

Uvažujme nejprve případ, kdy v grafu G není žádná hrana se značkou EQ
a algoritmus 4.1 provede jednu iteraci kroku 3. V tomto případě je podgraf
tvořený vrcholy x, y, v1, v2, . . . vn odstraněn a nahrazen jedním vrcholem x.
Tato úprava odpovídá jednomu kroku v procesu tvorby sítě G dle bodu 3
definice procesní sítě. Tedy výsledný graf G′ odpovídá procesní síti, která by
vznikla kdybychom v procesu tvorby sítě G tento krok vynechali.

Nyní uvažuje případ, kdy algoritmus 4.1 provede jednu iteraci kroku 2. V
tomto případě je z grafu G odstraněna hrana (x, y) spolu s vrcholem y.
Vzniklý graf označme G′. Najděme krok v postupu tvorby procesní sítě G,
který tuto hranu (x, y) přidal.

Pokud byla hrana (x, y) přidána v nějakém kroku bodem 2 definice procesní
sítě jako hrana (v1, v2), můžeme tento krok z postupu tvorby procesní sítě G
vynechat. V dalších krocích tvorby procesní sítěG, které by případně následo-
valy za vynechaným krokem, použijeme vrchol v z vynechaného kroku všude
tam, kde by se použily vrcholy v1 nebo v2 z vynechaného kroku. Výsledná
procesní síť, kterou jsme takto dostali, vznikla n − 1 kroky a je izomorfní s
grafem G′.

Hrana (x, y) nemohla být v postupu tvorby procesní sítě G přidána jako
hrana (u, vi) nebo (vi, w) z bodu 3 definice procesní sítě, protože taková
hrana by dostala značku PAR nebo ALT.

Byla-li hrana (x, y) přidána v bodě 2 definice procesní sítě jako hrana (x, v1),
označme jako (x′, y′) hranu (x, v) která byla v tomto kroku odstraněna. Ob-
dobně, byla-li hrana (x, y) přidána v bodě 2 definice procesní sítě jako hrana
(v2, y), označíme jako (x′, y′) hranu (v, y) která byla v tomto kroku odstra-
něna.

Byla-li hrana (x, y) přidána v bodě 3 definice procesní sítě jako hrana (x, u),
označíme jako (x′, y′) hranu (x, v), která byla v tomto kroku odstraněna.
Byla-li hrana (x, y) přidána v bodě 3 definice procesní sítě jako hrana (w, y),
označíme jako (x′, y′) hranu (v, y), která byla v tomto kroku odstraněna.

Rozborem případů snadno nahlédněme, že značka hrany (x′, y′), kterou by
přidělil algoritmus 4.1 v kroku 1, je stejná jako značka u hrany (x, y).

Dále budeme hledat místo vzniku hrany (x′, y′) stejně, jako jsme hledali
místo vzniku hrany (x, y). Takto rekurentně postupujeme až nalezneme krok
v postupu tvorby sítě G, kde je přidána hrana (x0, y0) (což může být hrana
(x′, y′), (x′′, y′′) či nějaká další hrana určená rekurentním postupem) jako
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hrana (v1, v2) v bodu 2 definice procesní sítě. Hrana (x0, y0) nemůže být při-
dána v kroku 3 definice procesní sítě jako hrana (u, vi) nebo (vi, w), protože
taková hrana by dostala v kroku 1 algoritmu značku PAR, popř. ALT.

Tento krok v postupu tvorby procesní sítě G vynecháme a jak už bylo po-
psáno výše, v dalších krocích postupu tvorby sítě G, které by následovaly za
vynechaným krokem, použijeme vrchol v z vynechaného kroku všude tam,
kde by se použily vrcholy v1 nebo v2 z vynechaného kroku. Výsledná procesní
síť, kterou jsme takto dostali, vznikla n−1 kroky a je izomorfní s grafem G′.

4.3 Konzistence proměnné valid v procesní síti

V následujícím textu ukážeme, že rozšířit částečné ohodnocení proměnné
valid na globálně konzistentní lze v procesní síti a tedy i ve vnořeném časovém
grafu provést v polynomiálním čase.

Pro důkaz některých tvrzení použijeme matematickou indukci podle hloubky
vnoření. Hloubka vnoření bude přirozené číslo, přiřazené každému vnoření,
které bude udávat kolik do sebe vnořených vnoření je uvnitř. Tedy vnoření
s hloubkou 1 nebude obsahovat žádné další vnoření. Vnoření s hloubkou 2
bude obsahovat libovolný počet vnoření s hloubkou maximálně 1. Vnoření
s hloubkou 3 bude obsahovat libovolný počet vnoření s hloubkou maximálně
2, ale zároveň alespoň jedno vnoření s hloubkou 2, atd.

Hloubku vnoření zavedeme pomocí hloubky vrcholu.

Definice 4.3 Hloubka vrcholu je celé číslo přiřazené vrcholu procesní sítě
G následovně. Uvažujme postup tvorby procesní sítě G podle definice. Vrchol
v v kroku 1 má hloubku 0. V kroku 2 budou mít vrcholy v1, v2 stejnou hloubku
jako měl vrchol v. V kroku 3 budou mít vrcholy u, w stejnou hloubku jako měl
vrchol v a vrcholy v1, v2, . . . , vn budou mít hloubku o 1 větší než měl vrchol v.

Hloubku vrcholu v budeme značit depth(v). Takto definovaná hloubka má
následující vlastnosti.

Lemma 4.7 V procesní síti G = (V, E) platí

1. Počáteční vrchol sítě G má hloubku 0.

2. Je-li u základní vrchol výstupního rozvětvení, mají vrcholy větví hloubku
o 1 větší, než je hloubka u.
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3. Je-li u základním vrcholem vstupního rozvětvení, potom má u hloubku
o 1 menší, než je hloubka vrcholu libovolné jeho větve.

4. Vede-li z vrcholu u orientovaná hrana do vrcholu v a vrchol u není
základním vrcholem výstupního rozvětvení a vrchol v není základním
vrcholem vstupního rozvětvení, má vrchol v stejnou hloubku jako vrchol
u.

Lemma 4.7 nám umožňuje určit hloubku procesní sítě jenom na základě topo-
logie sítě. Není potřeba vědět, jakým postupem byla síť vytvořena. Zároveň
je z lemmatu 4.7 zřejmý postup, jak hloubku vrcholu určit. Stačí postupovat
od počátečního vrcholu ve směru orientovaných hran a u každé orientované
hrany (x, y) určit hloubku vrcholu y podle hloubky vrcholu x.

Koncový vrchol v procesní síti má také hloubku 0. Toto tvrzení dokážeme
později.

Důkaz: První bod dokážeme indukcí podle délky postupu, kterým byla pro-
cesní síť vytvořena. Procesní síť tvořená pouze jedním vrcholem (dle bodu 1
definice procesní sítě) má počáteční vrchol s hloubkou 0. Mějme nyní libovol-
nou procesní síť G, která byla vytvořena pomocí n kroků. Uvažujme procesní
síť G′, která vznikla provedením prvních n− 1 kroků z tohoto postupu. Tato
síť má dle indukčního předpokladu počáteční vrchol s hloubkou 0. Pro n > 1
nemůže být posledním krokem postupu tvorby grafu G bod 1. Pokud po-
slední krok tvorby sítě G neovlivní počáteční vrchol sítě G′, bude mít síť G
počáteční vrchol s hloubkou 0. Dále tedy uvažujme, že poslední krok tvorby
grafu G odstraní počáteční vrchol grafu G′. Je-li poslední krok tvorby sítě G
bod 2 definice, bude počátečním vrcholem sítě G vrchol v1 z tohoto kroku.
Tento vrchol bude mít hloubku 0, protože vrchol v měl hloubku 0. Je-li po-
slední krok tvorby sítě G bod 3 definice, bude počátečním vrcholem sítě G
vrchol u z tohoto kroku. Tento vrchol bude mít hloubku 0, protože vrchol v
měl hloubku 0.

Druhý a třetí bod dokážeme stejnou indukcí. V procesní síti tvořené pouze
jedním vrcholem oba body platí. Mějme nyní libovolnou procesní síť G, která
byla vytvořena pomocí n kroků. Uvažujme procesní síť G′, která vznikla pro-
vedením prvních n−1 kroků z tohoto postupu. V této síti oba body lemmatu
platí. Pro n > 1 nemůže být posledním krokem postupu tvorby grafu G bod
1. Předpokládejme nyní, že posledním krokem je bod 2 z definice procesní
sítě. Protože provedením tohoto kroku žádné nové rozvětvení nevznikne ani
nezanikne a oba přidané vrcholy budou mít stejnou hloubku jako odstraněný
vrchol v a budou spojeny jen s takovými vrcholy, se kterými byl spojen vr-
chol v, budou oba body lemmatu 4.7 platit i pro graf G. Pokud je posledním
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krokem postupu bod 3 z definice procesní sítě, zůstane platnost obou bodů
také zachována. Odstraněný vrchol v nemůže být základním vrcholem něja-
kého rozvětvení, protože má dle předpokladu v bodě 3 definice procesní sítě
maximálně jednu vstupní a maximálně jednu výstupní hranu. Je-li vrchol v
vrcholem větve nějakého rozvětvení, zaujme jeho místo vrchol u nebo w a to
se stejnou hloubkou jako měl vrchol v. Zároveň oba body platí i uvnitř při-
daného podgrafu tvořeného vrcholy u, w, v1, . . . , vn a to dle definice hloubky
vrcholu.

Čtvrtý bod lemmatu dokážeme opět indukcí dle délky postupu, kterým byla
procesní síť vytvořena. Procesní síť tvořená pouze jedním vrcholem tento bod
splňuje. Mějme nyní libovolnou procesní síť G, která byla vytvořena pomocí
n kroků. Uvažujme procesní síť G′, která vznikla provedením prvních n − 1
kroků z tohoto postupu. Tato síť dle indukčního předpokladu čtvrtý bod lem-
matu 4.7 splňuje. Pro n > 1 nemůže být posledním krokem postupu tvorby
grafu G bod 1. Předpokládejme nyní, že posledním krokem je bod 2 z definice
procesní sítě. Provedením tohoto kroku se platnost čtvrtého bodu lemmatu
4.7 neporuší, protože oba přidané vrcholy budou mít stejnou hloubku jako
odstraněný vrchol a budou spojeny hranou jen s takovými vrcholy, se kte-
rými byl spojen odstraněný vrchol. Rovnost hloubek z bodu 4 lemmatu 4.7
tedy zůstane zachována. Nyní předpokádejme, že posledním krokem postupu
tvorby grafu G je bod 3 z definice procesní sítě. Přidané vrcholy u a w budou
mít stejnou hloubku jako odstraněný vrchol v. Protože vrchol u je základním
vrcholem výstupního rozvětvení a vrchol w je základním vrcholem vstupního
rozvětvení, nesplňují vrcholy u a w v hranách (u, vi) a (vi, w) předpoklady z
bodu 4 lemmatu 4.7. Ostatní hrany vrcholů u a w, kde je předpoklad bodu
4 lemmatu 4.7 pro vrcholy u a w splněn, vedou jen do takových vrcholů, se
kterými byl spojen i odstraněný vrchol v. Rovnost hloubek z bodu 4 tedy
zůstane zachována.

Lemma 4.8 Počáteční a koncový vrchol vnoření má stejnou hloubku.

Důkaz: Lemma dokážeme indukcí podle délky postupu tvorby procesní sítě.
Procesní síť tvořená pouze jedním vrcholem lemma triviálně splňuje, protože
žádné vnoření neobsahuje.

Pro indukční krok předpokládejme, že síť G, která byla vytvořena postupem
délky n, lemma 4.8 splňuje.

Uvažujme síť G′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 2 definice pro-
cesní sítě. Provedením tohoto kroku žádné nové vnoření nevznikne, ani žádné

36



vnoření nezanikne a oba přidané vrcholy v1, v2 budou mít stejnou hloubku
jako odstraněný vrchol v. Byl-li vrchol v počátečním nebo koncovým vrcho-
lem nějakého vnoření, zaujme jeho místo vrchol v1 nebo v2 a to se stejnou
hloubkou. Lemma 4.8 tak bude platit i pro graf G′.

Nyní uvažujme síť G′′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 3 definice
procesní sítě. Vnoření, která obsahoval už graf G mají z indukčního předo-
pkladu stejnou hloubku počátečního a koncového vrcholu. Odstraněný vrchol
v nemůže být počátečním ani koncovým vrcholem nějakého vnoření, protože
má dle předpokladu v bodě 3 definice procesní sítě maximálně jednu vstupní
a maximálně jednu výstupní hranu. V nově přidaném vnoření je hloubka
počátečního a koncového vrcholu stejná dle definice hloubky vrcholu. Tedy
lemma 4.8 bude platit i pro graf G′′.

Lemma 4.9 Počáteční a koncový vrchol procesní sítě má hloubku 0.

Důkaz: Lemma je přímým důsledkem lemmat 4.7 a 4.8.

Lemma 4.10 Mějme procesní síť G = (V, E). Potom každý vrchol v ∈ V
má hloubku depth(v) ≥ 0.

Důkaz: Tvrzení přímo vyplývá z definice hloubky vrcholu.

Lemma 4.11 Nechť v procesní síti máme vnoření s počátečním vrcholem u
a koncovým vrcholem v. Potom v tomto vnoření existuje alespoň jeden vrchol
w, pro který platí w 6= u, w 6= v.

Důkaz: Lemma vyplývá z definice vnoření. u je základní vrchol rozvětvení
a libovolný vrchol větve tohoto rozvětvení splňuje podmínku kladenou na
vrchol w, protože rozvětvení má dle definice vždy více než jednu větev.

Lemma 4.12 Nechť v procesní síti máme vnoření s počátečním vrcholem
vs a koncovým vrcholem vt. Potom pro libovolný vrchol vi z tohoto vnoření
takový, že vi 6= vs, vi 6= vt platí depth(vi) > depth(vs).

Důkaz: Lemma dokážeme indukcí podle délky postupu tvorby procesní sítě.
Procesní síť tvořená pouze jedním vrcholem lemma triviálně splňuje, protože
žádné vnoření neobsahuje.

Pro indukční krok předpokládejme, že síť G, která byla vytvořena postupem
délky n, lemma 4.12 splňuje.
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Uvažujme síť G′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 2 definice pro-
cesní sítě. Protože provedením tohoto kroku žádné nové vnoření nevznikne,
ani žádné vnoření nezanikne a oba přidané vrcholy v1, v2 budou mít stejnou
hloubku jako odstraněný vrchol v, bude lemma 4.12 platit i pro graf G′.

Nyní uvažujme síť G′′, která vznikne ze sítě G provedením kroku 3 definice
procesní sítě. Ve vnořeních grafu G′′, která jsou shodná s jim příslušným vno-
řením grafu G (tedy provedením kroku 3 definice procesní sítě se nezměnila)
platí lemma 4.12 díky indukčnímu předpokladu.

Dle definice hloubky vrcholu platí lemma 4.12 uvnitř právě přidaného vnoření
tvořeného vrcholy u, w, v1, . . . , vn.

Odstraněný vrchol v nemohl být počátečním ani koncovým vrcholem něja-
kého vnoření, protože měl dle předpokladu v bodě 3 definice procesní sítě
maximálně jednu vstupní a maximálně jednu výstupní hranu.

Byl-li vrchol v v grafu G uvnitř nějakého vnoření vu s počátečním vrcholem
vu a koncovým vrcholem vw, bude v grafuG′′ nerovnost depth(v′

i) > depth(vu)
platit dle indukčního předpokladu pro všechny vrcholy v′

i z vnoření vu, kde
v′

i 6= vu, v
′
i 6= vw a v′

i není žádny z vrcholů u, w, v1, . . . , vn. Dále bude tato
nerovnost platit pro vrcholy u a w, protože tyto vrcholy mají v grafu G′′ stej-
nou hloubku, jako měl v grafu G vrchol v. A protože nerovnost je tranzitivní
relace a vrcholy u a w mají stejnou hloubku, jako měl vrchol v, bude tato
nerovnost platit i pro vrcholy vi uvnitř podgrafu u, w, v1, . . . , vn.

Tedy lemma 4.12 platí i pro graf G′′.

Hloubkou vnoření u rozumíme přirozené číslo branching-depth(u), definované
jako branching-depth(u) = depth(v) − depth(u), kde u je počáteční vrchol
vnoření u a v je vrchol ve vnoření u s největší hloubkou. Lemma 4.12 nám
zaručuje, že branching-depth(u) > 0.

Vztah mezi hodnotami valid u vrcholů v procesní síti popisuje následující
lemma.

Lemma 4.13 Mějme procesní síť G = (V, E) a v ní nějaké vnoření u.
Označme počáteční vrchol tohoto vnoření u a koncový vrchol tohoto vno-
ření w. Dále označme v libovolný vrchol, který se nalézá uvnitř vnoření u.
Potom platí

• valid(u) = valid(w)

• valid(v) = 1→ valid(u) = valid(w) = 1
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Důkaz: Lemma dokážeme matematickou indukcí přes hloubku vnoření. Vno-
ření hloubky 0 nemůže existovat. Protože každé vnoření u′ obsahuje vr-
chol, který má hloubku větší než počáteční vrchol vnoření u′, může vnoření
hloubky n obsahovat vnoření s hloubkou maximálně n− 1.

Dokažme lemma 4.13 pro vnoření hloubky 1. Toto vnoření nemůže obsaho-
vat žádné jiné vnoření. A tedy vrchol v, v 6= u, v 6= w ve vnoření u nemůže
být základním vrcholem rozvětvení. Označme vi,1 vrcholy větví výstupního
rozvětvení vrcholu u. Protože vrchol vi,1 nemůže být základním vrcholem roz-
větvení má pouze jednoho následníka. Pokud tento následník není koncovým
vrcholem vnoření u, označme ho vi,2. Obecně bude vrchol ve větvi i, který je
vzdálen j hran od vrcholu u označen vi,j.

Z definice časového grafu vyplývá, že pro dané i je ∀jvalid(vi,j) = valid(vi,j+1)
a tedy ∀jvalid(vi,j) = valid(vi,1). Vrchol vi,j takový, že jeho následníkem je
vrchol w označme vi,last. Platí valid(vi,1) = valid(vi,last)

u

w

v2,1

v1,1

v1,2

v1,3

v1,4 = v1,last

v2,2 = v2,last

v3,1 = v3,last

Obrázek 4.3: Důkaz lemmatu 4.13 – Označení vrcholů ve vnoření u

Je-li valid(u) = 0, potom všechny vrcholy větví vi,1 musí mít valid(vi,1) = 0.
Z výše uvedeného vyplývá, že ∀ivalid(vi,last) = 0 a tedy valid(w) nemůže mít
hodnotu 1. Zároveň má každý vrchol v ve vnoření u hodnotu valid(v) = 0.

Je-li valid(u) = 1 a branching-out(u) = branching-in(w) = PAR, je

∀i∀jvalid(vi,1) = valid(vi,j) = valid(vi,last) = 1

a tedy i valid(w) = 1.

Je-li valid(u) = 1 a branching-out(u) = branching-in(w) = ALT, existuje k
takové, že ∀jvalid(vk,1) = valid(vk,j) = valid(vk,last) = 1. Pro i 6= k potom
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platí
∀i6=k∀jvalid(vi,1) = valid(vi,j) = valid(vi,last) = 0

a tedy valid(w) = 1. Lemma tedy pro vnoření hloubky 1 platí. Druhý bod
lemmatu vyplývá z implikace valid(u) = 0→ valid(v) = 0 uvedené výše, kde
v je libovolný vrchol z vnoření u.

Uvažujme nyní vnoření u hloubky n. Podle indukčního předpokladu, lemma
4.13 platí pro všechna vnoření hloubky n − 1. Použijme obdobné označení
pro vrcholy v jednotlivých větvích jako v předcházejícím textu. Vrchol větve
rozvětvení u budeme značit vi,1. Má-li vrchol vi,j pouze jednoho následníka,
budeme tohoto následníka značit vi,j+1. Je-li vrchol vi,j vrcholem výstupního
rozvětvení, je toto rozvětvení počátečním vrcholem nějakého vnoření hloubky
maximálně n−1. Potom koncový vrchol tohoto vnoření budeme značit vi,j+1,
dle indukčního předpokladu platí valid(vi,j) = valid(vi,j+1). Platí tedy i

∀i∀jvalid(vi,1) = valid(vi,j) = valid(vi,last)

Při použití stejné argumentace, jako v důkazu pro případ vnoření hloubky
1 vyplývá valid(u) = valid(w). Je-li valid(u) = valid(v) = 0, je potom i
∀i,jvalid(vi,j) = 0. Je-li navíc vrchol vi,j počátečním nebo koncovým vrcholem
nějakého vnoření u′ uvnitř vnoření u, je valid(v′) = 0 pro každý vrchol v′

uvnitř vnoření u′. Tedy každý vrchol v uvnitř vnoření u má valid(v) = 0.
Tím je dokázán druhý bod lemmatu.

Jak ukáže následující věta 4.14, pokud k podmínkám ze sekce 3.3, které
svazují proměnné valid jednotlivých vrcholů, přidáme podmínky z lemmatu
4.13, dostaneme takovou množinu podmínek, že každé hranově konzistentní
ohodnocení proměnné valid bude zároveň globálně konzistentní.

Zajištění hranově konzistentního ohodnocení znamená, že se domény proměn-
ných valid u vrcholů procesní sítě G omezí tak, aby pro každou podmínku
c platilo, že vybereme-li si z domény některé proměnné obsažené v c libo-
volnou hodnotu, bude možné ohodnotit i ostatní proměnné vyskytující se
v podmínce c hodnotami z jejich domén tak, aby podmínka c platila.

Připomeňme, že pro zajištění hranové konzistence existuje velké množství
polynomiálních algoritmů. Mezi nejpopulárnější patří algoritmus AC3.

Jak tedy bude v dalším textu ukázáno, globální konzistence proměnné valid
lze dosáhnout pomocí algoritmu hranové konzistence a tedy v polynomiálním
čase.

Mějme procesní síť G = (V, E) a k ní přiřazený následující CSP problém
P = (V ′, C ′)
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• Ke každému vrcholu v ∈ V bude v P proměnná valid(v), která bude
mít doménu {0, 1}.

• Pro každou hranu (v1, v2) ∈ E, která není součástí žádného rozvětvení,
bude v P podmínka

valid(v1) = valid(v2)

• Pro každé vnoření u v procesní síti G označme u počáteční a w kon-
cový vrchol vnoření u. Vrcholy větví výstupního rozvětvení u označme
v1, v2, . . . , vn. Vrcholy větví vstupního rozvětveníw označme r1, r2, . . . , rn.

V problému P bude následující podmínka

valid(u) = valid(w)

Mají-li atributy branching-out(u), branching-in(w) hodnotu PAR, bu-
dou v P následující podmínky

valid(u) = valid(v1) = valid(v2) = · · · = valid(vn)

valid(w) = valid(r1) = valid(r2) = · · · = valid(rn)

Mají-li atributy branching-out(u), branching-in(w) hodnotu ALT, bu-
dou v P následující podmínky

valid(u) =
∑n

i=1 valid(vi)

valid(w) =
∑n

i=1 valid(ri)

Věta 4.14 Pro předchozí CSP formulaci problému procesní sítě G platí, že
každé hranově konzistentní ohodnocení je zároveň globálně konzistentní.

Důkaz: Větu dokážeme matematickou indukcí přes maximální hloubku vno-
ření sítě G.

Uvažujme nejprve procesní síť G s maximální hloubku vnoření 0. Tato síť ne-
obsahuje žádné vnoření. Protože každé hranově konzistentní ohodnocení musí
splňovat podmínky valid(vi) = valid(vj), které platí mezi vrcholy spojené
hranami, je doména všech proměnných valid(v) stejná. Tedy každé hranově
konzistentní ohodnocení je zároveň globálně konzistentní.

Nyní dokážeme, že věta 4.14 platí uvnitř libovolného vnoření u hloubky 1.
Z definice hloubky vnoření vyplývá, že vnoření hloubky 1 nemůže obsahovat
žádné další vnoření. Jako větev vnoření u budeme označovat orientovanou
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cestu z počátečního vrcholu rozvětvení u do koncového vrcholu tohoto roz-
větvení.

Je-li vnoření u hloubky 1 paralelní, mají při hranově konzistentním ohodno-
cení všechny vrcholy ve vnoření stejnou doménu proměnné valid . Tedy každé
hranově konzistentní ohodnocení je globálně konzistentní.

Je-li vnoření u hloubky 1 alternativní, mají při hranově konzistentním ohod-
nocení všechny vrcholy každé větve s vyjímkou počátečního a koncového
vrcholu vnoření stejnou doménu proměnné valid . Zároveň má při hranově
konzistentním ohodnocení díky podmínce valid(u) = valid(w) stejnou do-
ménu počáteční a koncový vrchol vnoření u.

Nyní ukažme, že tvrzení 4.14 platí pro alternativní vnoření u hloubky 1. Před-
pokládejme, že máme hranově konzistentní ohodnocení vnoření u a vyberme
u libovolného vrcholu v pro proměnnou valid(v) z její domény hodnotu h.
Ukážeme, že lze konzistentně ohodnotit i ostatní vrcholy vnoření u. Označme
ui vrcholy větví rozvětvení u.

Nechť vrchol v není počátečním ani koncovým vrcholem vnoření u. Všechny
vrcholy, které jsou ve stejné větvi jako je v, mají díky hranové konzistenci stej-
nou doménu proměnné valid . Označme j index vrcholu ui, který se nachází
ve stejné větvi jako vrchol v. Vrchol uj bude mít stejnou doménu proměnné
valid jako má vrchol v a tedy ho lze konzistentně ohodnotit. Protože je ohod-
nocení hranově konzistentní, lze pro vrchol u a pro ostatní vrcholy ui nalézt
hodnoty konzistentní s přiřazením valid(v) = valid(uj) = h. Protože vrcholy
ve stejné větvi mají stejnou doménu proměnné valid a pro každý vrchol ui lze
nalézt hodnotu valid(ui) konzistentní s přiřazením valid(v) = h, lze nalézt
pro každý vrchol vi, který je uvnitř vnoření u hodnotu valid(vi), která bude
konzistentní s přiřazením valid(v) = h. Díky podmínce valid(u) = valid(w),
kde u je počáteční a w koncový vrchol vnoření u, lze při hranově konzistent-
ním ohodnocení nalézt hodnotu valid(w) konzistentní s valid(v) = h.

Nyní předpokládejme, že vrchol v je buď počátečním, nebo koncovým vrcho-
lem vnoření u. Díky podmínce valid(u) = valid(w), kde u je počáteční a w
koncový vrchol vnoření u, budou mít oba vrcholy stejnou hodnotu proměnné
valid . Protože jsou domény proměnných valid hranově konzistentní, lze najít
hodnoty valid(ui) konzistentní s přiřazením valid(u) = valid(w) = h a pro-
tože vrcholy ve stejné větvi mají stejnou doménu proměnné valid , lze najít
konzistentní hodnotu valid(vi) pro každý vrchol vi uvnitř vnoření u.

Nyní uvažujme síť G s maximální hloubkou vnoření n, kde n > 0. V této síti
označme ui vnoření, které mají hloubku n. V každém vnoření ui nalezneme
taková vnoření wi,j, které mají hloubku 1 a pokud bychom při pevném i pro
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každé j vnoření wi,j nahradili jedním vrcholem, zmenší se hloubka vnoření
ui o 1.

Toto nahrazení můžeme vždy udělat, neboť hodnoty valid počátečního a kon-
cového vrcholu libovolného vnoření jsou vždy stejné a zároveň si odpovídají i
domény těchto proměnných. Dále vrcholy uvnitř vnoření nejsou spojeny žád-
nou podmínkou s vrcholy vně vnoření, takže hodnota vrcholů vně vnoření
nemůže být záměnou ovlivněna.

Uvažujme síť G′, která touto úpravou vznikne. Tato síť bude mít hloubku
n− 1.

Z indukčního předpokladu plyne, že pro síť G′ je každé hranově konzistentní
ohodnocení zároveň globálně konzistentní.

Protože věta 4.14 platí jak v grafu G′, tak uvnitř libovolného vnoření hloubky
1 a vrcholy uvnitř vnoření nejsou spojeny žádnou podmínkou s vrcholy vně
vnoření, platí i v grafu G.

4.4 Konzistence proměnné time ve vnořeném
časovém grafu

Až dosud jsme se zabývali procesní sítí. Nyní se zaměříme na vnořený časový
graf, který má oproti procesní síti navíc ke každému vrcholu přiřazenou pro-
měnnou time. Proměnné time přiřazené jednotlivým vrcholům jsou svázány
následujícími podmínkami

• Pro každý vrchol v v grafu G platí podmínka

valid(v) = 1→ (release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v)) (P1)

• Pro každé dva vrcholy v1, v2 grafu G spojené hranou (v1, v2) s časovým
intervalem (a, b) platí podmínka

valid(v1) = valid(v2) = 1→ (a ≤ time(v2)− time(v1) ≤ b) (P2)

Pokud u nějakého vrcholu v je valid(v) = 0, může proměnná time(v) nabý-
vat libovolné hodnoty, protože obě podmínky budou triviálně splněny. Pokud
u vrcholu v neznáme hodnotu proměnné valid , nemůžeme omezit doménu
proměnné time, protože každá hodnota z domény proměnné time je konzis-
tentní v případě, kdy valid(v) = 0.
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Protože ale vrcholy, které mají valid = 0, v řešení nebudou, můžeme první
podmínku upravit na release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v). Pro vrcholy,
kde valid = 1 se nic nemění a u vrcholů, kde valid = 0 nás doména proměnné
time nezajímá.

Druhou podmínku lze u hran (v1, v2), kde v1 ani v2 nejsou základním vrcho-
lem rozvětvení upravit na tvar a ≤ time(v2)−time(v1) ≤ b a takto upravenou
podmínku použít k propagaci. Pokud dojde k vyprázdnění domény time(vi),
odstraní se z domény proměnné valid(v) hodnota 1, protože uzel, u kterého
nelze konzistentně určit hodnotu proměnné time, nemůže být v řešení obsa-
žen (a tedy hodnota jeho proměnné valid nemůže být 1). Tuto propagaci lze
dělat jen mezi takovými uzly, které mají v doméně proměnné valid obsaženu
hodnotu 1. Jak už bylo zmíněno dříve, uzly, které mají valid = 0, v řešení
obsaženy nebudou a hodnota jejich proměnné time nás nezajímá.

Stejným způsobem lze upravit druhou podmínku i pro hrany paralelního roz-
větvení. Nelze ovšem tuto úpravu použít pro rozvětvení alternativní. Pokud
nevíme, která větev bude do řešení vybrána, musíme pro omezení domény
základního uzlu použít sjednocení všech možností. Pokud bychom např. u al-
ternativního výstupního rozvětvení u omezili doménu základního uzlu u pod-
mínkami ai ≤ time(u)− time(vi) ≤ bi, pro všechna i taková, že 1 ∈ valid(vi),
kde vi je uzel větve, dostali bychom průnik domén a nikoliv jejich sjednocení.

Domény proměnné time(vi), kde vi je vrchol větve alternativního rozvětvení,
ale takto omezovat lze, neboť pokud je vrchol vi vybrán, musí být vybrán i
základní vrchol rozvětvení.

Protože je pro revizi hrany nutné znát, je-li hrana součástí nějakého rozvět-
vení, vytvoříme pro každé rozvětvení u v grafu G globální podmínku, která
zajistí konzistenci proměnných time u vrcholů rozvětvení u.

Následující algoritmus provádí hranovou konzistenci nad předchozími pod-
mínkami. Nekontroluje ale každou hodnotu z domény proměnné time, ome-
zuje pouze horní a dolní okraj této domény. Tento postup se nazývá okrajová
konzistence – bounds consistency [8]. Algoritmus nedělá globální konzistenci
proměnné time a jak ukážeme dále, zajištění globální konzistence proměnné
time je NP-úplná úloha.

Na vstupu očekává algoritmus 4.2 vnořený časový graf G s částečným ohod-
nocením proměnné time. Po skončení algoritmu 4.2 budou domény proměnné
time omezeny tak, že graf G bude okrajově konzistentní.

Algoritmus 4.2

Doménu proměnné time(v) u každého vrcholu omezíme intervalem
(release-time(v), deadline(v)). Tím bude splněna podmínka P1.
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Zavedeme následující značení. Mějme nějaké rozvětvení. Označme u jeho zá-
kladní vrchol a v1, v2, . . . , vn vrcholy jeho větví. Časový interval přiřazený
větvi (u, vi) označme (ai, bi). Doménu proměnné time(vi) označme D(vi),
tedy např. doménu proměnné time(v1) budeme značit D(v1). Doménu pro-
měnné valid(vi) budeme značit V(vi). Dále označme d(vi) dolní mez D(vi))
a h(vi) horní mez D(vi).

Pro každé paralelní výstupní rozvětvení grafu G vložíme následující pro-
pagační pravidlo, které se provede při zmenšení nějakého D(vi), pokud je
1 ∈ V(u) a ∀vi

1 ∈ V(vi).

UP← D(u) ∩ (maxi(d(vi)− bi),mini(h(vi)− ai));
if UP 6= ∅ then
D(u)← UP;
else
V(u)← V(u) ∩ {0};
end if

Pro každé paralelní vstupní rozvětvení grafu G vložíme následující propa-
gační pravidlo, které se provede při zmenšení nějakého D(vi), pokud je 1 ∈
V(u) a ∀vi

1 ∈ V(vi).

DOWN← D(u) ∩ (maxi(d(vi) + ai),mini(h(vi) + bi));
if DOWN 6= ∅ then
D(u)← DOWN;
else
V(u)← V(u) ∩ {0};
end if

Pro každé alternativní výstupní rozvětvení grafu G vložíme následující pro-
pagační pravidlo, které se provede při zmenšení nějakého D(vi) nebo V(vi),
pokud je 1 ∈ V(u).

UP← D(u) ∩ (mini(d(wi)− bi),maxi(h(wi)− ai)),
kde wi jsou takové vrcholy větví rozvětvení u, že 1 ∈ V(wi);
if UP 6= ∅ then
D(u)← UP;
else
V(u)← V(u) ∩ {0};
end if

Pro každé alternativní vstupní rozvětvení grafu G vložíme následující pro-
pagační pravidlo, které se provede při zmenšení nějakého D(vi) nebo V(vi),
pokud je 1 ∈ V(u).

45



DOWN← D(u) ∩ (mini(d(wi) + ai),maxi(h(wi) + bi)),
kde wi jsou takové vrcholy větví rozvětvení u, že 1 ∈ V(wi);
if DOWN 6= ∅ then
D(u)← DOWN;
else
V(u)← V(u) ∩ {0};
end if

Pro každou hranu (u, v), kde u je základní vrchol nějakého rozvětvení, za-
vedeme propagační pravidlo, které se provede při zmenšení D(u), pokud je
1 ∈ V(u) a 1 ∈ V(v). Nechť časový interval přiřazený této hraně je (a, b).

DOWN← D(v) ∩ (d(u) + a), h(u) + b);
if DOWN 6= ∅ then
D(v)← DOWN;
else
V(v)← V(v) ∩ {0};
end if

Pro každou hranu (v, u), kde u je základní vrchol nějakého rozvětvení, za-
vedeme propagační pravidlo, které se provede při zmenšení D(u), pokud je
1 ∈ V(u) a 1 ∈ V(v). Nechť časový interval přiřazený této hraně je (a, b).

UP← D(v) ∩ (d(u)− b), h(u)− a);
if UP 6= ∅ then
D(v)← UP;
else
V(v)← V(v) ∩ {0};
end if

Pro každou hranu (u, v), která není součástí žádného rozvětvení, zavedeme
propagační pravidlo, které se uplatní při zmenšení D(u), pokud je 1 ∈ V(u)
a 1 ∈ V(v). Nechť časový interval přiřazený této hraně je (a, b).

DOWN← D(v) ∩ (d(u) + a), h(u) + b);
if DOWN 6= ∅ then
D(v)← DOWN;
else
V(v)← V(v) ∩ {0};
end if

Pro každou hranu (u, v), která není součástí žádného rozvětvení, zavedeme
propagační pravidlo, které se uplatní při zmenšení D(v), pokud je 1 ∈ V(u)
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a 1 ∈ V(v). Nechť časový interval přiřazený této hraně je (a, b).

UP← D(u) ∩ (d(v)− b), h(v)− a);
if UP 6= ∅ then
D(u)← UP;
else
V(u)← V(u) ∩ {0};
end if

Pomocí těchto pravidel propagujeme, dokud se zmenšují domény proměnných
time a valid u jednotlivých vrcholů grafu G.

Věta 4.15 Mějme vnořený časový graf G = (V, E) a libovolný vrchol v ∈ V .
Tvoří-li doména proměnné time(v) interval, bude po provedení algoritmu 4.2
doménou proměnné time(v) opět interval.

Důkaz: Tvrzení vyplývá z popisu algoritmu 4.2. Pokud nějaké pravidlo pro-
vádí úpravu doménu, stanoví novou horní a dolní mez domény a tak doména
zůstane intervalem i po skončení pravidla a tedy i po skončení algoritmu 4.2.

Věta 4.16 Algoritmus 4.2 nezpůsobí vyřazení hodnoty z domény proměnné
time(v), která by mohla být součástí nějakého řešení.

Důkaz: Tvrzení lze snadno dokázat rozborem případů, neboť přímo vyplývá
z konstrukce propagačních pravidel.

Uvažujme hodnotu h z domény proměnné time(v), která byla vyřazena ně-
jakým pravidlem z algoritmu 4.2.

Pro spor předpokládejme, že h patří do nějakého řešení. V tomto řešení musí
být valid(v) = 1.

Pokud hodnota h byla vyřazena pravidlem pro alternativní rozvětvení (tedy
v je základním vrcholem alternativního rozvětvení), potom vrchol větve ui

tohoto rozvětvení takový, že valid(ui) = 1 nemá v doméně time(ui) pro
h podporu, protože v okamžiku, kdy byla hodnota h vyřazena z domény
time(v) neměl pro h podporu v doméně time(ui) žádný vrchol ui, který měl
1 ∈ valid(ui). Protože valid(v) = valid(ui) = 1, porušuje hodnota h propa-
gační pravidlo P2.

Nyní uvažujme případ, kdy byla hodnota h vyřazena z domény time(v)
jiným pravidlem, než pravidlem pro alternativní rozvětvení. Z konstrukce
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pravidel vyplývá, že existuje vrchol u spojený s v hranou takový, že hod-
nota h nesplňuje podmínku a ≤ time(u) − time(v) ≤ b, kde (a, b) je ča-
sový interval přiřazený hraně (v, u), popř. hodnota h nesplňuje podmínku
a ≤ time(v) − time(u) ≤ b, kde (a, b) je časový interval přiřazený hraně
(u, v).

Protože hrana e spojující vrcholy u a v není větví alternativního rozvětvení,
existuje podmínka valid(u) = valid(v) = 1 a tedy hodnota h porušuje pro-
pagační pravidlo P2.

Jak už jsme zmínili, zajištění globální konzistence proměnné time je NP-
úplná úloha. Důkaz tohoto tvrzení je založen na redukci problému subset
sum na problém globální konzistence proměnné time .

Subset sum problém [6] je definován následovně

Mějme dáno K ∈ N a n přirozených čísel x1, x2, . . . , xn, xi ∈ N.
Existuje podmnožina S ⊆ {1, 2, . . . , n} taková, aby

∑
i∈S xi = K ?

Věta 4.17 Mějme vnořený časový graf G. Rozhodnutí, zda existuje řešení
tohoto grafu, tj. takové hodnoty proměnných valid a time u vrcholů tohoto
grafu, že všechny podmínky budou splněny, je NP-úplný problém.

Důkaz: Problém existence řešení je v třídě NP, protože známe-li hodnoty
proměnných, ověření podmínek lze provést v čase přímo úměrném počtu
podmínek. A počet podmínek je přímo úměrný počtu hran a vrcholů grafu
G.

Pro důkaz, že problém existence řešení je NP-těžký, použijeme redukci pro-
blému subset sum na náš problém existence řešení vnořeného časového grafu.

Uvažujme graf na obrázku 4.4. Hranám tohoto grafu jsou přiřazeny časové
intervaly, kde dolní i horní mez každého intervalu je rovna číslu u příslušné
hrany na obrázku. Čísla x1, x2, . . . , xn a K jsou čísla ze zadání subset sum
problému. Doména proměnné time u každého vrcholu je (0,∞). Doména
proměnné valid u vrchol t je {1} (tento vrchol musí být obsažen v řešení),
domény proměnné valid u ostatních vrcholů jsou {0, 1}. Rozvětvení u vrcholů
s a t jsou paralelní, všechna ostatní rozvětvení jsou alternativní.

Pokud existují hodnoty proměnných time a valid u vrcholů tohoto vnořeného
časového grafu takové, že jsou splněny všechny podmínky, existuje i řešení
subset sum problému. Do množiny S budou patřit taková přirozená čísla i, že
počáteční vrchol orientované hrany s časovým intervalem (xi, xi) má hodnotu
valid = 1 (cesta levou větví grafu vede přes hranu s časovým intervalem
(xi, xi)).
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A naopak, existuje-li řešení problému subset sum (lze tedy z čísel x1, x2, . . . , xn

vybrat taková, aby jejich součet byl K), pak existuje i řešení grafu G.

Počáteční vrcholy hran s časovým intervalem (xi, xi), budou mít hodnotu
valid = 1, pokud i ∈ S a valid = 0, pokud i /∈ S. Tím jsou zároveň dány i
hodnoty valid u zbylých vrcholů. Protože jsou hodnoty proměnných valid již
pevně dány a časové intervaly hran mají vždy dolní mez rovnu horní mezi,
existuje pro hodnotu proměnných time u jednotlivých vrcholů grafu G vždy
jen jedna možná hodnota.

0

0

0

K

0

PAR

xn

0

0

0

0

0

0

x1

x2

0

0

0

PAR

t

s

Obrázek 4.4: Graf dokazující NP-úplnost problému existence řešení vnoře-
ného časového grafu
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Věta 4.18 Mějme vnořený časový graf G. Nalezení řešení tohoto grafu, je
NP-úplný problém.

Důkaz: Problém nalezení hodnot proměnných je v třídě NP, protože známe-
li hodnoty proměnných, ověření podmínek lze provést v čase přímo úměrném
počtu podmínek. A počet podmínek je přímo úměrný počtu hran a vrcholů
grafu G.

Dle věty 4.17 je problém existence řešení vnořeného časového grafu NP-úplný.
Problém existence řešení lze triviálním způsobem redukovat na problém na-
lezení řešení vnořeného časového grafu. Problém nalezení řešení je tedy NP-
těžký a protože zároveň patří do třídy NP, je NP-úplný.

Věta 4.19 Mějme vnořený časový graf G. Úloha filtrace domén proměnných
valid a time tak, aby výsledný graf byl vzhledem k proměnným valid a time
globálně konzistentní je NP-těžký problém.

Důkaz: Pokud lze vyfiltrovat domény proměnných valid a time tak, aby
výsledný graf byl globálně konzistentní, existuje potom i řešení tohoto grafu.
A naopak, pokud existuje řešení grafu G, pak je toto řešení zároveň globálně
konzistentní.

Tedy algoritmus, který provádí globální konzistenci grafu G, zároveň rozho-
duje má-li graf G řešení.

Dle věty 4.17 je však problém existence řešení vnořeného časového grafu
NP-těžký. Tedy i problém globální konzistence proměnných valid a time je
NP-těžký.

50



Kapitola 5

Hledání optimálního řešení
vnořeného časového grafu

5.1 Úvod

V předchozí kapitole jsme definovali vnořený časový graf a zajímalo nás, jak
je těžké nalézt nějaké jeho řešení. V závěru kapitoly jsme dokázali, že je to
NP-úplná úloha.

V této kapitole se budeme zabývat úlohou nalezení optimálního řešení vnoře-
ného časového grafu, tj. nalezením takového řešení, které má ze všech řešení
nejnižší cenu.

Jak jsme již uvedli v sekci 3.2, cena řešení je rovna součtu cen jednotlivých
vrcholů, které patří do řešení. To znamená, že cena je rovna součtu cen
vrcholů, který mají hodnotu proměnné valid = 1.

Pro připomenutí uvádíme, že cena vrcholu je určena následovně (viz sekce
3.2)

price(v) = cost(v) + penalty-late(v) ·max (0, time(v)− due-date(v))

+ penalty-early(v) ·max (0, due-date(v)− time(v))

Cena řešení je potom určena následovně

Obj =
∑

v:valid(v)=1

price(v)
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5.2 Metoda Branch and Bound

Jednou z nejpoužívanějších metod pro řešení optimalizačních úloh je me-
toda Branch and Bound. Tato metoda používá odhad ceny k ořezání těch
větví prohledávání, ve kterých by případné řešení mělo cenu mimo stanovený
interval.

Abychom případně neořízli větev, ve které by mohlo být řešení, jehož cena
by byla ve stanoveném intervalu, musí být odhad ceny korektní. To znamená
že pro dolní odhad ceny platí d′ ≤ d, kde d′ je odhadnutá a d skutečná dolní
mez pro cenu a pro horní odhad ceny platí h′ ≥ h, kde h′ je odhadnutá a h
skutečná horní mez pro cenu.

Tyto podmínky nám zajistí, že skutečná hodnota ceny se vždy nalézá v in-
tervalu (d′, h′).

My budeme cenu minimalizovat, proto vystačíme s horním odhadem ceny.

Oříznutí větví, ve kterých se řešení buď nenalézá, nebo jeho cena není pod
stanovenou mezí je zajištěno přidáním podmínky Obj ≤ ub, kde Obj je cena
(objektivní funkce) a ub je horní mez, do které se musí vejít skutečná cena
řešení.

V našem případě to znamená přidání podmínky

Obj ≤ ub

Obj =
∑

v:valid(v)=1

price(v)

S touto podmínkou se dále pracuje standardním způsobem. Hodnoty proměn-
ných, které se v ní vyskytují se se propagují do domén ostatních proměnných.

Algoritmus metody Branch and Bound je následující

Algoritmus 5.1 Branch and Bound
ub ← init-ub();
NewSolution ← fail;
repeat
Solution ← NewSolution;
NewSolution ← solve(V, C ∪ {Obj < ub});
ub← get-new-ub(NewSolution);
until NewSolution = fail;
return Solution;
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Funkce init-ub() inicializuje horní mez ceny. Pokud nemáme v zadání žádné
omezení ceny, můžeme zvolit ∞.

Funkce solve() hledá řešení. V argumentech této funkce je k původním pod-
mínkám problému přidána také podmínka, která zajišťuje, aby byla cena
nižší než určená.

Funkce get-new-ub() stanoví novou horní mez pro cenu. Obvyklý postup je,
že se za horní mez zvolí cena nejlepšího dosud nalezeného řešení.

Jinou možností jak nalézt řešení s nejmenší cenou je metoda půlení intervalu.
V takovém případě se hledá řešení, které bude mít cenu v intervalu (lb, ub).
Pokud existuje řešení s cenou v tomto intervalu, rozdělí se tento interval
na dvě části. V další iteraci se hledá řešení v jedné z těchto částí. Protože
hledáme řešení s minimální cenou, vyzkoušíme nejprve spodní část. Pokud
se ve spodní části původního intervalu nachází řešení, vybereme tuto spodní
část jako nový interval (lb, ub) pro další iteraci. V opačném případě vybereme
jako nový interval (lb, ub) horní část původního intervalu.

Blíže je metoda předvedena v zápisu algoritmu 5.2.

Algoritmus 5.2 Branch and Bound — metoda půlení intervalu
(lb, ub)← init-bounds();
NewSolution ← fail;
repeat
tb ← (ub + lb)/2;
Solution ← NewSolution;
NewSolution ← solve(V, C ∪ {lb ≤ Obj ≤ tb});
if NewSolution = fail then
lb = tb + 1;
else

ub← get-new-ub(NewSolution);
end if
until lb ≥ ub;
return Solution;

Při řešení konkrétní úlohy nemusíme čekat na optimální řešení, může nám
stačit řešení s dostatečně nízkou cenou. V takovém případě můžeme, kromě
stanovení vhodného intervalu pro cenu na začátku řešení, i ukončit hledání
dalších řešení ve chvíli, kdy má nalezené řešení vyhovující cenu. Pokud ale
požadujeme nalezení skutečně optimálního řešení, musíme navíc vyzkoušet
i další možná řešení, abychom dokázali, že námi nalezené řešení je opravdu
optimální.
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Na výpočet dolního a horního odhadu ceny se klade několik požadavků. Vý-
počet musí být co možná nejpřesnější, aby tak ve funkci solve() způsobil co
největší omezení domén proměnných a tím zrychlil nalezení řešení, popř. za-
mítnutí větve, ve které se vyhovující řešení nenachází. Dalším požadavkem
je, aby výpočet obou odhadů byl přiměřeně jednoduchý a rychle spočitatelný.

5.3 Propagace ceny do domén proměnné valid

V předchozí sekci jsme obecně představili metodu Branch and Bound. V této
sekci se budeme zabývat konkrétní implementací této metody na vnořený
časový graf. Navrhneme způsob výpočtu odhadu ceny a způsob propagace
tohoto odhadu do domény proměnné valid . Ve své podstatě se budeme za-
bývat funkcí solve() a to včetně přidané podmínky na cenu.

Funkce solve() má za úkol nalézt řešení problému s omezujícími podmínkami.
Typickým postupem je backtracking spojený s konzistenčními technikami.

Algoritmus backtrackingu je následující

Algoritmus 5.3 funkce solve() – backtracking
procedure solve(V, D, C)
return LBL(V, D, C, 1);
end;

procedure LBL(V, D, C, n)
if n > nodes(G) then
return V ;
end if
for all v ∈ Domain(Vn) do

D′ = restrict-domains(V, D, C ∪ {Vn = v});
if consistent(D′) then

R← LBL(V, D′, C, n+ 1);
if R 6= fail then
return R;
end if
end if
end for
return fail;
end;
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Algoritmus 5.3

Pro každou proměnnou Vn ∈ V se v funkci LBL() postupně zkouší dosadit
hodnoty z její domény a po dosazení každé hodnoty provede funkce restrict-
domains() propagaci dosazené hodnoty do domén ostatních proměnných. Ná-
sledně se znovu rekurzivně zavolá funkce LBL() pro dosazení hodnoty do další
proměnné. Parametr V ve funkci LBL() představuje množinu proměnných Vn,
parametr D představuje množinu jejich domén. Parametr n udává číslo pro-
měnné, do které se ve for cyklu zkouší dosadit hodnota. Funkce consistent()
zjistí, jestli není doména některé proměnné Vn prázdná.

Jak už jsme zmínili, funkce restrict-domains() zajišťuje vyřazení nekonzis-
tentních hodnot z domén proměnných. K tomu lze použít např. algoritmus
AC3. Konkrétní implementace tohoto algoritmu na problém vnořeného časo-
vého grafu byla popsána na konci předchozí kapitoly. Jediný rozdíl spočívá v
propagaci podmínky kladené na cenu. Ta se ve zmíněném popisu nevyskytuje.

Způsob propagace ceny je uveden v následujícím algoritmu 5.4. Tento algo-
ritmus ale propaguje pouze přes proměnnou valid . For cyklus by šel doplnit
i o vrcholy, kde není dosud stanovena hodnota proměnné time a o kontrolu
jestli se pro každou hodnotu proměnné time hodnota ceny vejde do stano-
vených mezí. Protože ale proměnná time má obvykle příliš mnoho hodnot
a vyzkoušení všech by bylo příliš časově náročné, testujeme v tuto chvíli
pouze hodnoty proměnné valid . O propagaci ceny do domén proměnné time
pojednává sekce 5.4.

Algoritmus 5.4 očekává na vstupu graf G. Algoritmus je ve skutečnosti pra-
vidlo, které se spustí při změně domén proměnných valid a time a při změně
dolní a horní meze ceny.

Algoritmus 5.4

1. Jako LB a UB označíme současnou dolní a horní mez intervalu pro
hodnotu ceny.

2. Pro každý vrchol v, pro který ještě nebyla stanovena hodnota proměnné
valid , odhadneme dolní a horní mez za předpokladu valid(v) = 1 a
označíme je ValidMinObj a ValidMaxObj . Odhad musí být korektní.
V tuto chvíli se nebudeme zabývat přesným postupem výpočtu od-
hadu těchto mezí. Uvedeme ho později. Obdobně korektním způsobem
odhadneme dolní a horní mez za předpokladu valid(v) = 0 a označíme
je InvalidMinObj a InvalidMaxObj .
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Dále označíme

Ivalid = (ValidMinObj ,ValidMaxObj ) ∩ (LB ,UB)

Iinvalid = (InvalidMinObj , InvalidMaxObj ) ∩ (LB ,UB)

Můžou nastat tyto čtyři případy

• Ivalid i Iinvalid jsou neprázdné. Hodnota valid(v) může tedy nabývat
hodnot 0 i 1. Nicméně hodnota ceny bude zdola omezena hodnotou
min(ValidMinObj , InvalidMinObj ). Stejně tak bude hodnota ceny
zhora omezena hodnotou max(ValidMaxObj , InvalidMaxObj ). Ur-
číme tedy nové hodnoty LB a UB následovně

LB ← max(LB ,min(ValidMinObj , InvalidMinObj ))

UB ← min(UB ,max(ValidMaxObj , InvalidMaxObj ))

• Ivalid je neprázdný, Iinvalid je prázdný. Potom valid(v) nemůže na-
bývat hodnoty 0. Vyřadíme tedy hodnotu 0 z domény valid(v)
a určíme nové hodnoty LB a UB následovně

LB ← max(LB ,ValidMinObj ))

UB ← min(UB ,ValidMaxObj ))

• Ivalid je prázdný, Iinvalid je neprázdný. V tomto případě nemůže
valid(v) nabývat hodnoty 1. Vyřadíme tedy hodnotu 1 z domény
valid(v) a určíme nové hodnoty LB a UB následovně

LB ← max(LB , InvalidMinObj ))

UB ← min(UB , InvalidMaxObj ))

• Ivalid i Iinvalid jsou prázdné. Došlo k nekonzistenci hodnot. Pro-
měnné valid(v) nelze přiřadit hodnotu.

3. Výsledné hodnoty LB a UB určují nové hranice pro hodnotu ceny.
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Algoritmus 5.4 Filtrace hodnot valid na základě ceny
bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed⇒
LB ← lb(Obj );
UB ← ub(Obj );
for all v s.t. Domain(valid(v)) = {0, 1} do
ValidMinObj ← get-obj-lb-when-instanciated(v, 1);
ValidMaxObj ← get-obj-ub-when-instanciated(v, 1);
InvalidMinObj ← get-obj-lb-when-instanciated(v, 0);
InvalidMaxObj ← get-obj-ub-when-instanciated(v, 0);
if (ValidMinObj ,ValidMaxObj ) ∩ (LB ,UB) 6= ∅ then
if (InvalidMinObj , InvalidMaxObj ) ∩ (LB ,UB) 6= ∅ then
LB ← max(LB ,min(ValidMinObj , InvalidMinObj ));
UB ← min(UB ,max(ValidMaxObj , InvalidMaxObj ));
else
valid(v) = 1;
LB ← max(LB ,ValidMinObj );
UB ← min(UB ,ValidMaxObj );
end if
else
if (InvalidMinObj , InvalidMaxObj ) ∩ (LB ,UB) 6= ∅ then
valid(v) = 0;
LB ← max(LB , InvalidMinObj );
UB ← min(UB , InvalidMaxObj );
else
fail;
end if
end if
end for
lb(Obj )← LB ;
ub(Obj )← UB ;
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Pojďme se teď podívat na metodu odhadu ceny. V algoritmu 5.4 provádíme
odhad ceny v následujících případech

get-obj-lb() je funkce, která odhadne dolní mez ceny pro stávající částečné
ohodnocení proměnných valid a time. Aby byla tato funkce korektní,
musí být její hodnota nižší nebo rovna skutečné dolní mezi ceny při
daném částečném ohodnocení proměnných. Funkci spočítáme jako

get-obj-lb() =
∑

v∈V1

(min-price(v))

kde V1 je množina obsahující takové vrcholy v grafu G, které mají
valid(v) = 1. min-price(v) je potom minimální hodnota ceny vrcholu
v, které lze dosáhnout při dané doméně proměnné time(v). Je to tedy
minimum funkce price(v) přes množinu domény time(v).

get-obj-ub() je funkce, která odhadne horní mez ceny pro stávající částečné
ohodnocení proměnných valid a time. Aby byla tato funkce korektní,
musí být její hodnota vyšší nebo rovna skutečné horní mezi ceny při
daném částečném ohodnocení proměnných. Funkci spočítáme jako

get-obj-ub() =
∑

v∈V \V0

(max-price(v))

kde V je množina vrcholů grafu G a V0 je množina obsahující takové
vrcholy, které mají valid(v) = 0. max-price(v) je potom maximální
hodnota ceny vrcholu v, které lze dosáhnout při dané doméně proměnné
time(v). Je to tedy maximum funkce price(v) přes množinu domény
time(v).

get-obj-lb-when-instanciated(v,x) je funkce, která dosadí za valid(v) hod-
notu x, provede propagaci této hodnoty do domén ostatních proměn-
ných a spočte hodnotu funkce get-obj-lb(). Tuto hodnotu vydá jako
svoji návratovou hodnotu. Po skončení funkce get-obj-lb-when-instanciated(v,x)
se budou domény proměnných valid a time grafu G nalézat ve stejném
stavu, jako před zavoláním funkce get-obj-lb-when-instanciated(v,x).

get-obj-ub-when-instanciated(v,x) je funkce, která dosadí za valid(v)
hodnotu x, provede propagaci této hodnoty do domén ostatních pro-
měnných a spočte hodnotu funkce get-obj-ub(). Tuto hodnotu vydá
jako svoji návratovou hodnotu. Po skončení funkce get-obj-ub-when-
instanciated(v,x) se budou domény proměnných valid a time grafu G
nalézat ve stejném stavu, jako před zavoláním funkce get-obj-ub-when-
instanciated(v,x).
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Právě popsaný algoritmus provádí ve své podstatě metodu single arc consi-
stency – SAC [3]. Vždy pro každou hodnotu proměnné valid(v) zkontroluje,
jestli bude cena v určených mezích a pokud nebude, vyloučí tuto hodnotu z
domény proměnné valid(v).

Tuto metodu lze dále vylepšit. Pokud má základní vrchol alternativního roz-
větvení stanovenu hodnotu valid(v) = 1, je zřejmé, že jedna z jeho větví bude
muset být vybrána do řešení. Pokud není jasné, která to bude, algoritmus
5.4 při odhadu ceny nezapočítá žádnou větev. To v následující modifikaci
vylepšíme.

V každém vrcholu v grafu G budeme držet informaci Pmin↓(v) a Pmax↓(v),
která určuje minimální, popř. maximální cenu, kterou zaplatíme, pokud bude
hodnota valid(v) = 1. Cena nebude zahrnovat pouze cenu vrcholu v, ale i
cenu vrcholů následujících (ve směru hran), které budou muset být v řešení
v případě, kdy bude valid(v) = 1.

Dále si budeme v každém vrcholu držet informaci Pmin↑(v) a Pmax↑(v),
která určuje obdobně jako Pmin↓(v) a Pmax↓(v) minimální, popř. maximální
cenu, kterou zaplatíme, pokud bude hodnota valid(v) = 1. Cena Pmin↑(v) a
Pmax↑(v) bude kromě ceny vrcholu v, zahrnovat i cenu vrcholů předcházejí-
cích (ve směru hran), které budou muset být v řešení v případě, kdy bude
valid(v) = 1.

V dalším textu budeme jako min-price(v) označovat minimální hodnotu ceny
vrcholu v, které lze dosáhnout při dané doméně proměnné time(v). Obdobně
jaké max-price(v) budeme označovat maximální hodnotu ceny vrcholu v,
které lze dosáhnout při dané doméně proměnné time(v).

Parametry Pmin↓(v) a Pmax↓(v) určíme následovně

• Nemá-li vrchol v v grafu G žádné výstupní hrany, bude

Pmin↓(v) = min-price(v)

Pmax↓(v) = max-price(v)

• Je-li vrchol v v grafu G vrcholem větve vstupního rozvětvení, bude

Pmin↓(v) = min-price(v)

Pmax↓(v) = max-price(v)

• Vychází-li z vrcholu v v grafu G právě jedna hrana (v, u) a není-li tato
hrana větví vstupního rozvětvení, bude

Pmin↓(v) = min-price(v) + Pmin↓(u)
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Pmax↓(v) = max-price(v) + Pmax↓(u)

• Je-li vrchol v v grafu G základním vrcholem výstupního paralelního
rozvětvení, označme ui vrcholy větví rozvětvení v a w koncový vrchol
vnoření v.

Pmin↓(v) = min-price(v) +
∑

i(Pmin↓(ui)) + Pmin↓(w)

Pmax↓(v) = max-price(v) +
∑

i(Pmax↓(ui)) + Pmax↓(w)

• Je-li vrchol v v grafu G základním vrcholem výstupního alternativního
rozvětvení, označme ui vrcholy větví rozvětvení v a w koncový vrchol
vnoření v.

Pmin↓(v) = min-price(v) + mini(Pmin↓(ui)) + Pmin↓(w)

Pmax↓(v) = max-price(v) + maxi(Pmax↓(ui)) + Pmax↓(w)

Obdobně určíme i parametry Pmin↑(v) a Pmax↑(v) (pokud bychom otočili
směr hran v grafu G, bude postup naprosto stejný jako v určování parametrů
Pmin↓(v) a Pmax↓(v))

• Nemá-li vrchol v v grafu G žádné vstupní hrany, bude

Pmin↑(v) = min-price(v)

Pmax↑(v) = max-price(v)

• Je-li vrchol v v grafu G vrcholem větve výstupního rozvětvení, bude

Pmin↑(v) = min-price(v)

Pmax↑(v) = max-price(v)

• Vchází-li do vrcholu v v grafu G právě jedna hrana (u, v) a není-li tato
hrana větví výstupního rozvětvení, bude

Pmin↑(v) = min-price(v) + Pmin↑(u)

Pmax↑(v) = max-price(v) + Pmax↑(u)

• Je-li vrchol v v grafu G základním vrcholem vstupního paralelního roz-
větvení, označme w počáteční vrchol vnoření s koncovým vrcholem v a
označme ui vrcholy větví rozvětvení w.

Pmin↑(v) = min-price(v) +
∑

i(Pmin↑(ui)) + Pmin↑(w)

Pmax↑(v) = max-price(v) +
∑

i(Pmax↑(ui)) + Pmax↑(w)
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• Je-li vrchol v v grafu G základním vrcholem vstupního alternativního
rozvětvení, označme w počáteční vrchol vnoření s koncovým vrcholem
v a označme ui vrcholy větví rozvětvení w.

Pmin↑(v) = min-price(v) + mini(Pmin↑(ui)) + Pmin↑(w)

Pmax↑(v) = max-price(v) + maxi(Pmax↑(ui)) + Pmax↑(w)

Hodnoty Pmin↓ a Pmax↓ nemusíme po každé úpravě definičních oborů proměn-
ných valid a time počítat znova. Můžeme podržet staré hodnoty a přepočítat
jen ty, které mohou být změnou ovlivněny.

Přepočítat hodnoty Pmin↓ a Pmax↓ je tedy potřeba u uzlu v, kterému se
zmenšila doména proměnné valid či time a dále u všech uzlů ui z kterých
vede do uzlu v hrana, u všech uzlů z kterých vede hrana do nějakého uzlu ui

atd. Přesný popis udává algoritmus 5.5. Funkce get-p-min↓() a get-p-max↓()
spočte Pmin↓ a Pmax↓ způsobem, jaký byl popsán výše.

Algoritmus 5.5 funkce update↓(G,v)
Require: G = (V, E) je vnořený graf.
Require: v ∈ V je vrchol, kterému se zmenšila doména valid nebo time .

Q← v;
while Q not empty do

v = first-out(Q);
Pmin↓(v) = get-p-min↓(v);
Pmax↓(v) = get-p-max↓(v);
for all u such that (u, v) ∈ E do

Q = add-to-end(Q, u);
end for
end while

Funkci update↓() je třeba zavolat po každém zmenšení domény valid(v) a
time(v) a to dříve než případné propagační pravidlo. Tím bude zajištěno, že
propagační pravidlo bude mít k dispozici správné hodnoty Pmin↓ a Pmax↓.

Obdobný algoritmus použijeme pro hodnoty Pmin↑ a Pmax↑. Funkce get-p-
min↑() a get-p-max↑() spočte Pmin↑ a Pmax↑ způsobem, jaký byl popsán
výše. Přesný popis udává algoritmus 5.6.
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Algoritmus 5.6 funkce update↑(G,v)
Require: G = (V, E) je vnořený graf.
Require: v ∈ V je vrchol, kterému se zmenšila doména valid nebo time .

Q← v;
while Q not empty do

v = first-out(Q);
Pmin↑(v) = get-p-min↑(v);
Pmax↑(v) = get-p-max↑(v);
for all u such that (v, u) ∈ E do

Q = add-to-end(Q, u);
end for
end while

Algoritmus 5.7 provádí filtraci domén valid na základě objektivní funkce.
Tento algoritmus odhadne interval ceny a na jeho základě případně vyřadí
hodnotu 1 z domény proměnné valid(v).

Algoritmus 5.7 Filtrace hodnot valid na základě ceny
bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed⇒
LB ← lb(Obj );
UB ← ub(Obj );
for all v s.t. Domain(valid(v)) = {0, 1} do
ValidMinObj ← get-obj-lb-when-valid(v);
ValidMaxObj ← get-obj-ub-when-valid(v);
if (ValidMinObj ,ValidMaxObj ) ∩ (LB ,UB) = ∅ then
remove-value-from-domain(valid(v),1);
end if
end for

Algoritmus 5.7

get-obj-lb-when-valid(v) je funkce, která odhadne dolní mez ceny pro pří-
pad, kdy bude valid(v) = 1. Přesný postup jak to provede popisuje
algoritmus 5.8

get-obj-ub-when-valid(v) je funkce, která odhadne horní mez ceny pro
případ, kdy bude valid(v) = 1. Postup výpočtu je obdobný jako v
případě funkce get-obj-lb-when-valid(v). Algoritmus výpočtu get-obj-
ub-when-valid(v) se od algoritmu 5.8 liší pouze tím, že místo hodnot
Pmin↓ a Pmin↑, používá hodnoty Pmax↓ a Pmax↑.
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Algoritmus 5.8 Výpočet hodnoty get-obj-lb-when-valid(v)
Require: G = (V, E) je vnořený graf.
lb ← Pmin↓(v) + Pmin↑(v)−min-price(v);
u← get-nested-start(v);
w ← get-nested-end(v);
wold ← v;
while w 6= fail do
if is-parallel-branching-in(w) then
while ui is branch of w and wold is not in ui branch do
lb ← lb + Pmin↑(ui);
end while
end if
lb ← lb + Pmin↓(w);
wold ← w;
w ← get-nested-end(w);
end while
while u 6= fail do
lb ← lb + Pmin↑(u);
u← get-nested-start(u);
end while
return lb;

Algoritmus 5.8

Výpočet get-obj-lb-when-valid(v) v podstatě vychází z metody výpočtu hod-
not Pmin↓(v) a Pmin↑(v).

get-nested-start(v) je funkce, která vrátí nejbližší počáteční vrchol rozvět-
vení, ve kterém se nachází vrchol v. Pokud takový vrchol neexistuje,
vrátí fail.

get-nested-end(v) je funkce, která vrátí nejbližší koncový vrchol rozvět-
vení, ve kterém se nachází vrchol v. Pokud takový vrchol neexistuje,
vrátí fail.

V prvním řádku algoritmu se sečtou hodnoty Pmin↓(v) a Pmin↑(v). Protože
obě hodnoty Pmin↓(v) i Pmin↑(v) v sobě zahrnují cenu min-price(v), je po-
třeba tuto odečíst, aby byla v lb započítána pouze jednou.

Protože cena Pmin↓(v) zahrnuje pouze úsek od vrcholu v k nejbližšímu vr-
cholu vstupního rozvětvení (který už nezahrnuje), musí se k hodnotě lb přičíst
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cena úseku od tohoto vrcholu rozvětvení ke konci grafu. To zajišťuje první
while cyklus.

Tento while cyklus postupně prochází koncové vrcholy vnoření a k hodnotě
lb přičítá minimální odhad ceny vrcholů od vrcholu w ke koncovému vrcholu
vnoření, které obsahuje vrchol w.

Pokud je vrchol w koncovým vrcholem paralelního vnoření, přičte k hodnotě
lb ještě cenu za vrcholy, které leží v jiných větvích vnoření než vrchol wold.

Obdobně cena Pmin↑(v) zahrnuje pouze úsek od vrcholu v k nejbližšímu po-
čátečnímu vrcholu vnoření ve kterém se nalézá vrchol v. Proto se v druhém
while cyklu postupně procházejí počáteční vrcholy vnoření a jednotlivé úseky
se připočítávají k hodnotě lb.

V tomto případě již není potřeba připočítávat cenu vrcholů z ostatních větví
paralelního vnoření, neboť tato cena již byla započítána v prvním while cyklu.

Věta 5.1 Mějme vnořený časový graf G = (V, E). Hodnota funkce get-obj-
lb-when-valid(v) je minimální odhad ceny pro valid(v) = 1 při daných domé-
nách proměnných valid a time.

Důkaz: Tvrzení vyplývá z postupu výpočtu hodnot Pmin↓(v) a Pmin↑(v) a
z postupu algoritmu 5.8.

Hodnota Pmin↓(v) pro uzel v v grafu G vždy udává minimální odhad ceny
vrcholů v úseku od uzlu v (včetně uzlu v) k uzlu u (který už nezapočítává),
kde u je nejbližší koncový uzel vnoření ve kterém se nachází uzel v, popř.
koncový uzel grafu G, pokud se uzel v nenachází v žádném vnoření. Tento
úsek je orientován ve směru hran grafu G.

Hodnota Pmin↑(v) pro uzel v v grafu G vždy udává minimální odhad ceny
vrcholů v úseku od uzlu v (včetně uzlu v) k uzlu u (který už nezapočítává),
kde u je nejbližší počáteční uzel vnoření ve kterém se nachází uzel v, popř.
počáteční uzel grafu G, pokud se uzel v nenachází v žádném vnoření. Tento
úsek je orientován proti směru hran grafu G.

Algoritmus výpočtu get-obj-lb-when-valid(v) sečte patřičné úseky grafu G,
tak aby hodnota get-obj-lb-when-valid(v) obsahovala všechny vrcholy grafu
G.

Obdobně bychom dokázali tvrzení, že funkce get-obj-ub-when-valid(v) dává
maximální odhad ceny při daném ohodnocení proměnných v grafu G a při-
řazení valid(v) = 1.
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Tato metoda má oproti předchozí metodě SAC lepší odhad ceny, protože
započítává cenu nějaké (minimální nebo maximální) větve v alternativním
rozvětvení, zatímco předchozí metoda nezapočítávala žádnou větev, pokud
nebylo známo, která z možných větví bude do řešení vybrána.

Zároveň tato metoda používá rychlejší postup výpočtu funkcí get-obj-lb-
when-valid(v) a get-obj-ub-when-valid(v), kdy není třeba provádět propagace
hodnot do domén ostatních proměnných.

Jak ukazuje následující tvrzení časová složitost algoritmu 5.7 je polynomiální
vzhledem k počtu vrcholů vnořeného časového grafu.

Věta 5.2 Mějme vnořený časový graf G = (V, E). Potom časová složitost
algoritmu 5.7 je polynomiální vzhledem k |V |.

Důkaz: Počet interací for cyklu je zhora omezen |V |. Stačí tedy ukázat,
že iterace for cyklu je proveditelná v polynomiálním čase, tedy že funkce
get-obj-lb-when-valid(v) a get-obj-ub-when-valid(v) jsou proveditelné v po-
lynomiálním čase.

Tyto funkce obsahují while cyklus, kde maximální počet iterací je roven ma-
ximálnímu počtu do sebe vnořených vnoření. Průměrný počet iterací bude
přibližně log(|V |). Počet iterací ovšem nikdy nepřesáhne |V |.

Tedy algoritmus 5.7 má časovou složitost v nejhorším případě O(|V |2), v prů-
měrném případě O(|V |log(|V |)).

5.4 Propagace ceny do domén proměnné time

Metoda SAC, kterou jsme v předchozí kapitole používali pro filtraci domén
valid na základě ceny, není pro filtraci domén time použitelná. Vzhledem
k počtu hodnot v doménách time(v) není tato metoda časově zvládnutelná.

Proto navrhneme použít pro omezení domény proměnné time jinou metodu.
Ve for cyklu přes vrcholy v můžeme z domény proměnné time(v) vyřadit ty
hodnoty, pro které je cena price(v) vrcholu v větší než MaxObj . Navíc pokud
doména proměnné time(v) tvoří interval, bude ho vzhledem ke tvaru funkce
pricev(t) tvořit i po vyřazení hodnot těchto hodnot. Funkce pricev(t) bude
funkce udávající cenu vrcholu v v závislosti na čase t = time(v).

Funkci pricev(t) můžeme zobecnit i pro více vrcholů. Pokud totiž umístíme
vrchol v do času t, vyplyne nám omezení na umístění dalších vrcholů. Oproti
předchozí metodě, ale nebudeme čas t propagovat do ostatních domén a
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znovu počítat cenu, ale sestavíme z funkcí pricevi
(t), kde vi jsou vrcholy v

okolí vrcholu v, funkci CPricev(t) (Cumulative Price), která bude udávat
minimální cenu za vrcholy v a vi. Tuto cenu CPricev(t) zaplatíme za vrcholy
v a vi, když umístíme vrchol v do času t. Na základě této ceny potom omezíme
doménu proměnné time(v). Tím se vyhneme cyklu přes všechny hodnoty z
domény time(v), který je časově náročný.

Přesný popis této metody podává algoritmus 5.9.

Algoritmus 5.9 Filtrace hodnot time na základě ceny
bounds of Obj changed, or any domain of valid(v) or time(v) changed⇒
EstMinObj ← get-obj-lb();
MinObj ← lb(Obj );
for all v s.t. Domain(valid(v)) = {0, 1} do

MinObjRest = get-rest-obj(v, EstMinObj);
restrict-time-domain(v,MinObj −MinObjRest);
end for

Algoritmus 5.9

Ústředním bodem algoritmu je funkce restrict-time-domain(v, limit). Tato
funkce nejprve sestaví funkci CPricev(t) (Cumulative Price), která udává
minimální odhad ceny za vrcholy z okolí vrcholu v (včetně ceny za vrchol v)
v závislosti na umístění vrcholu v v čase. Následně z domény time(v) odstraní
ty hodnoty, které po dosazení do funkce CPricev(t) mají výslednou hodnotu
větší než limit .

Protože funkce CPricev(t) udává cenu za vrcholy z okolí v, je nutno upravit
odhad ceny EstMinObj tak, aby cenu za tyto vrcholy nezapočítával. To za-
jišťuje funkce get-rest-obj(v,EstMinObj). Tato funkce odečte odEstMinObj
cenu za vrcholy z okolí vrcholu v. Cenu za vrchol spočte stejným způso-
bem, jako byla spočtena ve funkci get-obj-lb(). Tím získáme odhad mini-
mální ceny za všechny vrcholy v grafu G, kromě vrcholů z okolí v. Rozdíl
MinObj a MinObjRest potom vložíme jako parametr limit funkci restrict-
time-domain().

Funkce get-obj-lb() vrací hodnotu

get-obj-lb() =
∑

v∈V1

(min-price(v))

kde V1 je množina obsahující takové vrcholy v grafuG, které mají valid(v) = 1.
min-price(v) je potom minimální hodnota ceny vrcholu v, které lze dosáh-
nout při dané doméně proměnné time(v). Je to tedy minimum funkce price(v)
přes množinu domény time(v).
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Funkce get-rest-obj(v,EstMinObj) vrací hodnotu

get-rest-obj(v, EstMinObj) = EstMinObj −
∑

v∈V ′

1

(min-price(v))

kde V ′
1 je množina obsahující takové vrcholy v grafuG, které mají valid(v) = 1

a zároveň patří do okolí vrcholu v.

Okolí vrcholu v v grafu G definujeme následovně

• Není-li vrchol v základním vrcholem rozvětvení, potom je okolí vrcholu
v tvořeno následovně.

– vrchol v patří do okolí vrcholu v

– vrchol u patří do okolí vrcholu v, pokud existuje hrana (u, w),
nebo (w, u), kde w je vrchol z okolí vrcholu v a zároveň w není
základním vrcholem rozvětvení.

• Je-li vrchol v základním vrcholem vstupního rozvětvení, potom je okolí
vrcholu v tvořeno následovně.

– vrchol v patří do okolí vrcholu v

– existuje-li v grafu G hrana (v, u) a vrchol u není základním vrcho-
lem rozvětvení, potom do okolí vrcholu v patří okolí vrcholu u.

– existuje-li v grafu G hrana (v, u) a vrchol u je základním vrcholem
rozvětvení, potom do okolí vrcholu v patří vrchol u.

• Je-li vrchol v základním vrcholem výstupního rozvětvení, potom je okolí
vrcholu v tvořeno následovně.

– vrchol v patří do okolí vrcholu v

– existuje-li v grafu G hrana (u, v) a vrchol u není základním vrcho-
lem rozvětvení, potom do okolí vrcholu v patří okolí vrcholu u.

– existuje-li v grafu G hrana (u, v) a vrchol u je základním vrcholem
rozvětvení, potom do okolí vrcholu v patří vrchol u.

Okolí vrcholu v je tedy tvořeno souvislým řetězcem. Pro vrchol, který je
základním vrcholem rozvětvení platí, že vrcholy za ním již vrcholy do okolí
vrcholu v nepatří (viz obrázek 5.1).

Z definice okolí vrcholu vyplývá, že všechny vrcholy z okolí vrcholu v mají
stejnou hodnotu proměnné valid jako vrchol v. To znamená, že pokud bude
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v

Obrázek 5.1: Okolí vrcholu v

vrchol v zahrnut v řešení, musí tam být i všechny vrcholy z okolí vrcholu
v. Nemusíme tedy při sestavování funkce CPricev() zkoumat hodnotu valid
jednotlivých vrcholů z okolí vrcholu v.

Funkce priceu(t), která pro vrchol u vrací cenu, kterou zaplatíme, když umís-
tíme vrchol u do času t, vypadá následovně

priceu(t) = cost(u) + penalty-late(u) ·max (0, t− due-date(u))

+ penalty-early(u) ·max (0, due-date(u)− t)

Definičním oborem této funkce je interval (release-time(u), deadline(u)).

Funkce CPriceu(t) je funkce, která udává minimální odhad ceny. V případě,
kdy je okolí vrcholu u tvořeno jen samotným vrcholem u, udává CPriceu(t) =
priceu(t) cenu přesně.

Zobecněme tuto funkci pro více vrcholů. Nejprve pro dva. Uvažujme vrcholy
u,v spojené hranou (u, v). Časový interval přiřazený této hraně označme
(a, b). Pokud umístíme vrchol u do času t, bude cena, dána součtem ceny
vrcholu u a vrcholu v. Protože fixní část ceny cost se nemění, nebudeme ji
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pro tuto chvíli uvažovat. Uvažujme tedy funkce

CPrice ′uv(t) = CPriceuv(t)− cost(u)− cost(v)

price ′u(t) = priceu(t)− cost(u)

price ′v(t) = pricev(t)− cost(v)

Vždy čárkovaná funkce se od funkce bez čárky liší o
∑
cost(vi).

Funkce price ′v(t) udává minimální odhad ceny vrcholu v v závislosti na umís-
tění vrcholu u v čase t. Funkce CPrice ′uv(t) je potom součtem obou funkcí
(CPrice ′uv(t) = price′u(t) + price′v(t)).

Protože funkce price ′v má být minimální odhad, umístíme vrchol v do tako-
vého času, který je při daném t dosažitelný a zároveň bude výsledná cena
minimální.

Čas vrcholu v musí splňovat jednak podmínku a ≤ time(v)− time(u) ≤ b a
zároveň podmínku release-time(v) ≤ time(v) ≤ deadline(v).

Pokud bude hodnota t v intervalu (d − b, d − a), kde d = due-date(v), lze
umístit vrchol v do času due-date(v), kdy je

price ′v(t) = 0

Pokud je hodnota t < d− b, je

price ′v(t) = penalty-early(v) · (d− b− t)

Pokud je hodnota t > d− a, je

price ′v(t) = penalty-late(v) · (t− (d− a))

Funkce price ′v(t) má tedy následující tvar

price ′v(t) = penalty-early(v) ·max(d− b− t, 0)

+ penalty-late(v) ·max(t− d+ a, 0)

Funkce CPrice ′uv(t) je potom

CPrice ′uv(t) = price
′
u(t) + price

′
v(t)

a tedy

CPriceuv(t) = price ′u(t) + price
′
v(t) + cost(u) + cost(v)
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Definičním oborem funkce CPrice ′uv(t) i funkce CPriceuv(t) je interval (l, u),
kde

l = max(release-time(u), release-time(v)− b)

u = min(deadline(u), deadline(v)− a)

Celou situaci ilustruje obrázek 5.2. Spodní lomená funkce je výsledná funkce
CPrice ′uv.

t = time(u)

t = time(u)

CPrice′
uv

(t)

price′
u
(t)

price′
v
(t)

A B

Obrázek 5.2: Součet cenových funkcí dvou vrcholů

V horní části obrázku je lomená funkce price ′u(t) a lomená funkce price
′
v(t).

Bod A odpovídá místu, kdy t+ b = due-date(v).

Úsek funkce price ′v(t) od bodu A doleva odpovídá místu, kdy nelze vrchol v
umístit do due-date(v). Bod A je umístěn v t = due-date(v)− b.

Úsek funkce price ′v(t) od bodu A k bodu B odpovídá místu, kdy lze vrchol
v umístit do due-date(v). V tomto úseku je hodnota price ′v(t) = 0.

Úsek funkce price ′v(t) od bodu B doprava odpovídá místu, kdy nelze vrchol
v umístit do due-date(v). Bod B je umístěn v t = due-date(v)− a.
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Nyní uvažujme případ, kdy je vrchol v umístěn před vrcholem u, tedy uva-
žujme vrcholy u a v s hranou (v, u). Hraně je přiřazen časový interval (a, b).
Funkce price ′v(t) bude vypadat obdobně jako v případě funkce CPrice

′
v(t)

zmíněné výše.

Pokud bude hodnota t v intervalu (d + a, d + b), kde d = due-date(v), lze
umístit vrchol v do času due-date(v), kdy je

price ′v(t) = 0

Pokud je hodnota t < d+ a, je

price ′v(t) = penalty-early(v) · (d+ a− t)

Pokud je hodnota t > d+ b, je

price ′v(t) = penalty-late(v) · (t− (d+ b))

Funkce price ′v(t) má potom následující tvar

price ′v(t) = penalty-early(v) ·max(d+ a− t, 0)

+ penalty-late(v) ·max(t− d− b, 0)

Stejně jako v předchozím případě, bude

CPriceuv(t) = price ′u(t) + price
′
v(t) + cost(u) + cost(v)

s definičním oborem (l, u), kde

l = max(release-time(u), release-time(v) + a)

u = min(deadline(u), deadline(v) + b)

Nyní uvažujme funkci CPricev(t) pro tři vrcholy. Uvažujme vrcholy u, v, w a
hrany (u, v) a (v, w). Hrana (u, v) bude mít časový interval (a1, b1) a hrana
(v, w) bude mít časový interval (a2, b2).

Funkce CPrice ′uvw(t) bude součet CPrice
′
uvw(t) = CPrice

′
uv(t) +CPrice

′
w(t),

kde CPrice ′w(t) je funkce udávající minimální odhad ceny vrcholu w v závis-
losti na umístění vrcholu u v čase t.

Umístění vrcholu w závisí nejen na umístění vrcholu u (tedy na parametru
t), ale i na umístění vrcholu v. Protože pro naše účely postačuje, aby byla
funkce CPrice ′w(t) minimální odhad skutečné ceny, můžeme předpokládat,
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že umístění vrcholu w na umístění vrcholu v nezávisí. Tímto předpokladem
získáme větší volnost pro umístění vrcholu w.

Pro hodnotu t v intervalu (d − b1 − b2, d − a1 − a2), kde d = due-date(w),
budeme předpokládat, že lze umístit vrchol w do času due-date(w), kdy je

price ′w(t) = 0

Pokud je hodnota t < d− b1 − b2, je

price ′w(t) = penalty-early(w) · (d− b1 − b2 − t)

Pokud je hodnota t > d− a1 − a2, je

price ′v(t) = penalty-late(v) · (t− (d− a1 − a2))

Funkce price ′w(t) bude tedy vypadat následovně

price ′w(t) = penalty-early(w) ·max(d− b1 − b2 − t, 0)

+ penalty-late(w) ·max(t− d+ a1 + a2, 0)

Funkce CPriceuvw(t) je potom

CPriceuvw(t) = price ′u(t)+price
′
v(t)+price

′
w(t)+cost(u)+cost(v)+cost(w)

Definičním oborem funkce CPriceuvw(t) je interval (l, u), kde

l = max(release-time(u), release-time(v)− b1, release-time(v)− b1 − b2)

u = min(deadline(u), deadline(v)− a1, deadline(v)− a1 − a2)

Celou situaci si můžeme představit i tak, že vrchol w spojíme s vrcholem v
indukovanou hranou, která bude mít přiřazen časový interval (a1+a2, b1+b2).
Umístění vrcholu w potom závisí pouze na podmínce dané touto indukovanou
hranou. Tento postup s indukovanými hranami můžeme použít i pro více
vrcholů než tři.

Funkci CPrice(t) pro více než tři vrcholy dostaneme opakováním stejného
postupu. Obecně tedy

CPricev(t) = price ′v(t) + cost(v) +
∑
price ′vi

(t) +
∑
cost(vi)

kde vi 6= v jsou vrcholy z okolí vrcholu v.
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Cena price ′v(t) vrcholu v se určí následovně

price ′v(t) = penalty-early(v) ·max(0, d− t)

+ penalty-late(v) ·max(0, t− d)

kde d = due-date(v).

Cena vrcholů vi 6= v z okolí vrcholu v, pro které existuje orientovaná cesta
z vrcholu v do vrcholu vi je

price ′vi
(t) = penalty-early(vi) ·max(d− t−

i∑

j=1

bj , 0)

+ penalty-late(vi) ·max(t− d+
i∑

j=1

aj , 0)

kde d = due-date(vi) a (ai, bi) jsou časové intervaly přiřazené hranám po
cestě z vrcholu v do vrcholu vi.

Definičním oborem funkce price ′vi
(t) je interval (li, ui), kde

li = max(release-time(v1)− b1, . . . release-time(vi)−
i∑

j=1

bj)

ui = min(deadline(v1)− a1, . . .deadline(vi)−
i∑

j=1

aj)

Cena vrcholů vi 6= v z okolí vrcholu v, pro které existuje orientovaná cesta
z vrcholu vi do vrcholu v je

price ′vi
(t) = penalty-early(vi) ·max(d− t+

i∑

j=1

aj , 0)

+ penalty-late(vi) ·max(t− d−
i∑

j=1

bj , 0)

kde d = due-date(vi) a (ai, bi) jsou časové intervaly přiřazené hranám po
cestě z vrcholu vi do vrcholu v.

Definičním oborem funkce price ′vi
(t) je interval (li, ui), kde

li = max(release-time(v1) + a1, . . . release-time(vi) +
i∑

j=1

aj)

ui = min(deadline(v1) + b1, . . . deadline(vi) +
i∑

j=1

bj)
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Definičním oborem funkce CPricev(t) je interval (l, u), kde

l = max(release-time(v), L)

u = min(deadline(v), U)

kde L = max(li), U = min(ui), kde li, ui jsou meze domén funkcí price ′vi
(t)

zahrnutých ve výpočtu CPricev(t).

Věta 5.3 Funkce CPricev(t) z algoritmu 5.9 určuje minimální odhad ceny
za vrcholy z okolí vrcholu v.

Důkaz: Tvrzení přímo vyplývá z postupu tvorby funkce CPricev(t) rozebra-
ném v algoritmu 5.9.
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Kapitola 6

Závěr a možnosti dalšího vývoje

V práci jsme představili problematiku časového grafu. Po úvodním před-
stavení časového grafu jsme zavedli procesní síť a vnořený časový graf jako
speciální případ časového grafu. U obou těchto struktur jsou uvedeny jejich
základní vlastnosti a dokázány některé vztahy, které v těchto strukturách
platí. Dále jsme předvedli způsob jak nalézt řešení procesní sítě v polynomiál-
ním čase a dokázali, že nalezení řešení vnořeného časového grafu je NP-úplná
úloha.

Následně je v práci řešena úloha nalezení optimálního řešení vnořeného ča-
sového grafu. Zde je představen základní algoritmus Branch and Bound a
aplikován na vnořený časový graf. Následně jsou zde představeny nové me-
tody filtrace domén proměnných valid a time na základě ceny, které naroz-
díl od standardní aplikace metody Branch and Bound využívají specifickou
strukturu procesní sítě a vnořeného časového grafu.

Další výzkum by mohl směřovat například k zobecnění metody použité
v sekci 5.4 tak, aby mohla brát za okolí vrcholu v i takové vrcholy, které
se nacházejí za základním vrcholem rozvětvení. Potom by se mohlo okolí
vrcholu v výrazně zvětšit a tím zpřesnit odhad minimální ceny.

V takovém případě by bylo vhodné najít optimální velikost okolí vrcholu v,
protože není jasné, zda větší okolí zajistí lepší propagaci.
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