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Uvod

Vypocetni metody typu multigrid jsou znamy jako jedny z nejrychlejSich
zpusobii pro Feseni linedrnich systému prinasejici feseni v O(N) krocich.
Svych vlastnosti dosahuji kombinaci dvou navzajem se dopliujicich prvki.
Prvnim z nich je tzv. ,zhlazovani“, coz je pojmenovani pro aplikaci jednodu-
ché iteracni metody, napt. Gaussovy-Seidelovy. Druhym prvkem je korekce
na hrubé siti, kde dochazi k eliminovani zbylé slozky chyby.
Ptvodni myslenka, znama jiz pres tricet let, je stale vylepsovana, aby

-----

Yz

Tato prace vychazi z ¢lanku [1] zvefejnéného v roce 2006, ktery prinasi
novy pohled a predstavuje Algebraicky multigrid zalozeny na vypocetnich
molekulach. Ten je — po stru¢ném predstaveni zakladnich typt multigridu
v prvni kapitole — popsan v druhé kapitole. Nakonec jsou uvedeny numerické
testy.



Kapitola 1

Multigrid

V této kapitole stru¢né predstavime zakladni typy multigridu. Budeme vy-

chazet z [3], pfi popisu algebraického multigridu navic jesté z [4].

1.1 Geometricky multigrid
Uvazujme pro zacatek modelovy problém

—u"(x) = f(x), z€Q=(0,1)
u(z) = 0, xzel ={0,1},

jeho diskretizaci na stejnomeérné siti

1
Qh:{xjeﬂ | x;=jh, j=0,...,n, h:—}
n
dostaneme systém linearnich rovnic
Au=Tf,
kde
2 -1 [ fi]
-1 -2 -1 fo
A= .. s f= : ’ fj:h2f(l‘])
-1 2 -1 Jn—2
—1 2 fn—l

(1.1)

(1.4)



Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, ze h je mocnina dvou.

Vyvoj metod typu multigridu zacal analyzou klasickych iteracnich metod
(napt. metody Jacobiho a Gaussova-Seidelova) pro feseni soustav linearnich
rovnic Au = f.

Spektralni analyzou lze ukazat, ze tyto metody redukuji pouze vysoko-
frekvencni slozku chyby e = u — v, kde u je pfesné a v priblizné feseni
soustavy. Tedy misto redukce chyby ji pouze zhlazuji. Diky tomu byvaji
tyto metody nazyvany jako ,zhlazovace®.

Uvazujme nyni dvé stejnomérné sité Q" a 92" na [0,1] , tzv. jemnou
a hrubou sit, uréené podle pfedpisu (1.2). Zakladni myslenka metod typu
multigrid je naznacena v nasledujicim postupu:

e Iterujeme pomoci zhlazovace na Au = f na Q" abychom ziskali pfi-
h

blizeni v".
e Uré¢ime reziduum r = f — Av”. Piejdeme k siti Q2" na ni vyiesime
rovnici Ae =r.

e Zpiesnime piiblizné feseni ziskané na Q" pomoci opravy e ziskané na

Q2h,

Na jemné siti je zhlazovacem efektivné eliminovana vysokofrekvencni slozka
chyby, zatimco prechodem na hrubou sif zredukujeme chybu s nizkou frek-
venci.

Nyni se zaméfime na to, jakym zpiisobem lze ,,prechazet® z jedné sité na
druhou, tedy na urceni operatort interpolace a restrikce. Existuje vice moz-
nosti jak takovy operator zkonstruovat, protoze je vsak dostatecné efektivni
nejjednodussi z nich, uvedeme linearni interpolacni operator.

Tedy operator P} je linearni interpolace zobrazujici vektor v € R™/2-1
na vektor v € R"! podle nésledujiciho predpisu:

")y = ("),

gs
1 .
(V)51 = 5[(0%)3‘ + (M), 0<j<

|3
I
—_
—~
—
D
~—



Pro n = 8 ma operator nasledujici tvar:

1 U1
2 V2
1 U1 (%3
ve| = |vg| =V (1.7)
Us | o Us
Vg

1
P. 2th2h = 2

—_ N
>

— DO

V7],

K piendseni vektoril opa¢nym smérem, tedy z jemné sité Q" na hrubou
sit 2" slouzi operator restrikce, P?" : R"~! - R"/271, Jeho nejpiimocaiejsi
volbou je predpis

(0°"); = (v")ay. (1.8)

Dalsi moznosti, jak definovat operator restrikce, je vazeny priimeér hodnot
sousednich uzli jemné sité:

1

..n
(W"); = L0214 2(0")5 + ")), 1< <5 -1 (1.9)
Opét uvedeme priklad pro n = 8:
o
%
1 1 21 U3 Uy
Phyh — 1 121 ve| = |va| =V (1.10)
1 21 Us (%] %
Vg
V7],

Kdyz jsme ukazali, jak 1ze prechazet mezi sitémi, miizeme zpfesnit schéma,
které jsme uvedli vyse:

e Iterujeme v;-krat zhlazovacem rovnici A"u” = f* na Q" s poc¢atetnim

pfiblizenim v".

e Uréime reziduum na jemné siti, tedy vypocitdme r* = f* — Ahvh 3
restringujeme jej na hrubou sit: r?* = P'rh.

e Vyiesime A%"e?" = r?" na Q2"



e Interpolujeme chybu vypoétenou na hrubé siti na jemnou sit: e =
Pl e* timto vektorem opravime p¥iblizné feseni: v « v" + e".

e Iterujeme vy-krat zhlazovadem rovnici A"u” = f* na Q" s pocatecnim
h

priblizenim v".
Na jemné siti iterujeme tolikrat, kolikrat dojde k vyraznéjsi redukei chyby,
vpraxivio=1,2,...,5.
Predtim, nez uvedeme cely algoritmus multigridu, zbyva zodpoveédét dve
otazky. Jak uréit matici A" a co znamena vyieseni soustavy na hrubé siti.
Pro urceni matice A%" existuji dva obvyklé piistupy, které mohou pii né-
kterych diskretizacich vést ke stejnému vysledku. Jednak je mozné tlohu
opét diskretizovat na hrubsi siti, druhou moznosti je tzv. Galerkiniiv soucin

A?h = p2h At ph (1.11)
JelikoZ problém feseny na hrubé siti A?"e?" = r?" neni prili§ odlisny
od puvodniho problému, nabizi se myslenka pouzit schéma rekurzivné. Apli-
kujeme jej na pocatecni problém A2?"e?" = r?" na Q%" a opravu hledame na
hrubé siti Q*. Tak pokracujeme, dokud se nedostaneme na sit, kde doka-
zeme opravu spocitat presné néjakou primou metodou.
Necht je ddna hierarchie [ siti Q" D Q% D ... D QLP=2""" ygechny ope-
ratory restrikce a interpolace mezi nimi, matice A" A% ... A zhlazovaé
a Cisla u, 141 a vy. Pak klasicky algoritmus multigridu vypadé takto:



Algoritmus 1: MG(v" ")

Hn«1

if Q" je nejhrubsi sit then

‘ Vh - (Ah)—lfh

else
Iteruj v;-krat A"u” = f s poc¢ateénim priblizenim v
f2h - P}%h(fh - Ahvh)
v — 0
while n < 1 do

‘ V2h - MG(VQh,f2h>
end
v — vh 4 PZhhv%
Iteruj vo-krat A"Mu" = f s poc¢atecnim priblizenim v
end

h

h

Je-li = 1 nebo p = 2, byva algoritmus oznacovéan za V(vq, v3)-cyklus,
respektive W (vq, 1v5)-cyklus. Obecné byvaji metody tohoto typu nazyvany
geometrickym multigridem.

Obrazek 1.1: V- a W-cyklus

1.2 Algebraicky multigrid

Vyse uvedeny postup nelze vzdy jednoduse aplikovat. Naptiklad pokud ne-
zname sit, kterd byla pouzita pro definici matice soustavy, tato sit ma nepra-
videlnou strukturu nebo matice nebyla definovana pomoci zadné sité. Tyto
problémy fesi metody algebraického multigridu (AMG). Ten mé vSechny za-
kladni komponenty, jako jsou zhlazovac, hierarchie siti, operatory restrikce
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a interpolace, spolecné s geometrickym multigridem, ale vSechny tyto kom-
ponenty jsou ur¢eny vyhradné na zakladé matice soustavy linearnich rovnic.

Uvazujme opét soustavu linearnich rovnic Au = f. Pro jednoduchost
budeme predpokladat, ze A je M-matice (tedy symetrickd pozitivné definitni
matice majici na diagonale vSechny prvky kladné a mimo diagonalu nulové
nebo zaporné). V geometrickém piipadé nezndmé byly hodnoty v uzlech
(geometrické) sité. V piipadé algebraického multigridu uzly sité ztotoznime
s indexy matice A. Tedy je-li feseni nasi soustavy vektor

Ui

U2
u=| |, (1.12)

Unp,
pak za uzly jemné sité povazujeme indexy {1,2,...,n}. Nyni vezmeme ma-
tici A = (a;;);; jako matici sousednosti uzli {1,2,...,n}, tedy uzly i a j

budeme povazovat za spojené hranou, bude-li bud a;; # 0 nebo aj; # 0.
Tim jsme definovali jemnou algebraickou sit.

Dalsim rozdilem mezi geometrickym a algebraickym multigridem je, Ze
zhlazova¢ byva pevné zvolen. Pak chybu, ktera jim neni odstranéna nazveme
algebraicky hladkou chybou. Ta je tedy charakterizovana vztahem:

15el[a = |lef], (1.13)

kde S znadi zhlazovaé a || - ||4 energetickou normu danou matici A. Takto
definovana chyba vSak ¢asto neni hladka v geometrickém smyslu.

Pro bézné zhlazovaze lze pomoci (1.13) odvodit (napf. v [3] je toto od-
vozeni naznaceno pro Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu metodu)

Ae ~ 0, (1.14)

tedy, ze algebraicky hladka chyba maé relativné malé reziduum. Vztah (1.14)
piimo implikuje
Qi€ ~ — Z a;;€;, (115)
J#
jinym slovy, je-li e algebraicky hladkou chybou, pak lze jeji slozku e; dobie
aproximovat vazenym primeérem jejich sousedii. Tento poznatek je klicovy
pro urceni interpolacniho predpisu.
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Protoze A je M-matici, a tedy v kazdém radku je nejvétsi prvek na di-
agonale, pritadime i-tou rovnici i-té neznamé. Tedy ,ukolem i-té rovnice je
urcit u;, i-tou slozku vektoru reseni u“.
rovnici pro urceni u,;. VSimnéme si, Ze je-li koeficient a;; nésobici u; v i—té
rovnici relativné vétsi nez ostatni koeficienty ve stejné rovnici, pak mala
zména hodnoty nezndmé u; ma relativné vétsi vliv na urceni hodnoty u;
nez zména ostatnich neznamych ve stejné rovnici. Mohli bychom se tedy
domnivat, Ze bude vyhodné vyuzit hodnoty proménné u; pro interpolaci
hodnoty wu;, a proto zahrnout uzel j do hrubé sité. Z této myslenky vychazi
nasledujici definice.

Definice 1.1. Necht je dano 0 < 6 < 1, pak tekneme, Ze nezndmd u; silné
zdvist na nezndmé u;, pokud

—a;; > 6%2?{_‘“"“}' (1.16)

V tomto pripadé ddle rekneme, Ze nezndmd u; silné ovliviuje nezndmou u;,
Ze uzel 1 je silné spojen s uzlem j, a hranu spojujict uzly i a j nazveme
silnou.

Vime-li, co je to algebraicky hladka chyba a koncept silnych spojeni mezi
uzly, mtzeme zacit konstruovat komponenty algebraického multigridu.

Zacneme vybérem hrubé sité. Jeji prvky jsou voleny tak, aby na vysledné
siti bylo mozno dobfe aproximovat algebraicky hladkou chybu a aby méla
podstatné méné uzli nez hrub4 sit.

Téchto pozadavki lze docilit relativné jednoduchym algoritmem:

e Vytvorime matici sousednosti silnych spojeni Ay tak, Ze v matici A
vynulujeme prvky urcujici hrany, které nejsou silné.

e Na zakladé matice A, zvolime nezavislou podmozinu mnoziny vsech
uzli za hrubou sit.

e Hrubou sit doplnime dalsimi uzly, aby byly splnény podminky pro in-
terpolaci. V pripadé klasického algebraického multigridu, jehoz inter-
pola¢ni predpis pozd€ji uvedeme, je pozadovano, aby kazdy par silné
spojenych uzlt, které ztstanou v jemné siti, byl silné spojen s uzlem
hrubé sité. Pokud tomu tak neni, jeden uzel z takového paru pridame
do hrubé sife.
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Muzeme pokracovat urcenim interpola¢niho operatoru. Oznacime-li D,
mnozinu vsech uzld hrubé sité, D; mnozinu vsech uzli pouze jemné sité a
S; mnozinu uzld silné spojenych s uzlem i, pak po interpola¢nim operatoru
pozadujeme, aby splinoval:

e; pro €D,
(Pe)l = Z wije; Pro 1€ Df (117)
JES;
Iterpolacni operator tedy ziskame, urc¢ime-li koeficienty (vahy) w;;.
Zacneme tak, 7Ze rozepiSeme (1.15) do nésledujiciho tvaru:

A€ = — Z ;€5 — Z Q€5 — Z a;;€54, (118)

jes jes! JEN

kde mnoziny S¢, S a N jsou definovany néasledovné:
S¢ uzly hrubé sité silné spojené s uzlem ¢,
Sif uzly jemné sité silné€ spojené s uzlem ¢,
N vSechny uzly slabé spojené s uzlem i.
Nejdiive prevedeme tfeti sumu na pravé strané (1.18) na levou stranu
timto zptisobem:

a;; + Z Q5 | €4 ~ — Z Q€5 — Z Ai €. (119)

JEN JESY jes!

Abychom tento krok odtvodnili, predpokladejme, Ze ¢; silné zavisi na hodno-
tach v nezndmych z mnoziny V. Protoze algebraické chyba se pfili§ neméni
ve sméru silné zavislosti, mame e, ~ e;, a tedy tento krok ma smysl.

Druhou sumu na pravé strané (1.18) bychom také mohli pfevést na levou
stranu stejnym zptisobem a v mnoha aplikacich by nam to stacilo.

Ukézeme ale jesté i jiny pTistup. Chceme vyjadfit vSechna e; pro j € Sif
pomoci vazeného souctu ey, kde £ € §¢. K tomu nam poslouzi nasledujici
predpis pro zvolené j € Sif :

> Gjkey

kES?

> ik

keSe

e; ~ (1.20)

Citatel dobfe aproximuje e; diky tomu, Ze e;, pro k € S¢ silné ovliviiuje e;.
Jmenovatel zajistuje, aby konstanty byly aproximovany pfresné. Na tomto

13



misté je vidét smysl podminky v tfetim kroku algoritmu pro vybér hrubé
sité.

Kdyz nyni dosadime (1.20) do (1.18), po tGpravach nazna¢enych v [3, str.
144] dostaneme nasledujici pfedpis pro w;;:

(1.21)

wij =
i+ Y. Qi

Mame-li algoritmus pro urceni hrubé sité a interpolacni operator, dopl-
nime, ze operator restrikce R je v pripadé algebraického multigridu témér
vyhradné volen vztahem

R=P" (1.22)

a matice linedrni soustavy na hrubé siti A* je ddna Galerkinovym soucinem
RA"P. (1.23)

Tim jsme definovali vSsechny komponenty potiebné pro dvoutroviiovou me-
todu. Tu rekurzivné rozsifime podle stejného algoritmu jako v geometrickém
pripadé, a dostaneme tak opét vicetroviiovou metodu, v tomto pripadé kla-
sicky algebraicky multigrid.

Poslednim rozdilem mezi geometrickym a algebraickym multigridem, ktery
uvedeme, je fakt, ze v pripadé algebraického multigridu nelze predpovédét
vypocetni naroky, specialné pocet prvki v jednotlivych sitich. Pro porovnani
efiktivity se proto pouzivaji nasledujici dvé veli¢iny:

Definice 1.2. Slozitost sité c%je pomér celkového poctu uzli ve vsech sitich
ku poctu uzli na nejjemnéjsi siti. SloZitost operdtoru o je pomér celkového
poctu nenulovych prvkiu matic soustav linedarnich rovnic na vsech sitich ku
poctu nenulovych prvkid matice A na nejjemnéjsi siti.

V pripadé geometrického multigridu se slozitost sité pohybuje kolem hod-
not 2, % a % v jednorozmérném, dvourozmérném a trojrozmérném pripadeé.

14



Kapitola 2

Algebraicky multigrid zaloZeny
na vypocetnich molekulach

Tato kapitola popisuje Algebraicky multigrid zalozeny na vypocetnich mo-
lekuldch (AMGm) tak, jak je uveden v neddvno zvefejnéné praci autort
Krause a Schicha [1]. Uvazujeme v ni rozklad symetrické pozitivné definitni
matice tuhosti A vzniklé ze symetrickych pozitivné semidefinitnich lokal-
nich matic tuhosti na tzv. hranové matice, které v této kapitole zavedeme.
Uvedeme nutnou a postacuji podminku pro existenci tohoto rozkladu a na-
vrhneme vhodnou aproximaci, pokud rozklad neexistuje.

Poté ukazeme, jak lze hranové matice vyuzit pti vytvareni hrubé sité
a urceni interpola¢niho predpisu dvoutroviiové metody algebraického mul-
tigridu. Nakonec metodu rozsifime na vicetiroviiovou a dostaneme tak plno-
hodnotny algebraicky multigrid.

2.1 Hranové matice

Definice 2.1. Necht Ar je (nd) x (nd) symetrickd pozitivné semidefinitni
matice konecneho prvku, kde n znaci pocet uzli prvku T a d pocet stupni
volnosti v kaZdém uzlu. Pro 1,7, 1 <1 < 7 <n nazveme hranovou matici
(nd) x (nd) matict E;;, kterd md vSechny prvky nulové az na (2d) x (2d)
hodnot prislusnych uzlum 1, j.

Hrany chapeme v nasledujicim smyslu:
Definice 2.2 (Algebraicka sit a jeji hrany). Plati-li pro dva uzly i a j z mno-

Ziny vSech uzlu triangulace, Ze se vyskytuji zdroven v alespon jednom ele-
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mentu T triangulace T nami uvaZované oblasti, pak je budeme povazZovat za
spojené hranou. MnoZinu vSech uzli triangulace a hran (podle této definice)
mezi mimi nazveme algebraickou sit.

Hranové matice odpovidaji hrandm mezi uzly, bereme proto E;; = Ej;
pro ¢ > j. Pro ¢ = j hranova matice neni definovana. Z pozitivni semidefinit-
nosti vyplyva, ze E;;v = 0 Vv € ker(Ar), nebot pro kazdy soucet pozitivné
semidefinitnich matic plati, Ze jadro s¢itanct obsahuje jadro souctu.

Definice 2.3. Rekneme, Ze matice Ap md pozitivni rozklad, pokud lze zapsat
jako soucet pozitivné semidefinitnich hranovych matic.

V této podkapitole chceme uvést nutnou a postacujici podminku pro exis-
tenci pozitivniho rozkladu a jeho konstrukci, je-li tato podminka splnéna, pro
pripad d = 1.

Pro rozlozitelnou matici existuje takové ocislovani uzll, pro které ma
matice Ap blokové diagonalni tvar. Lze ukazat, ze Ar ma pozitivni rozklad,
prave kdyz kazdy diagonalni blok ma pozitivni rozklad. Proto se soustfedime
na nerozlozitelné (ireducibilni) matice.

Definice 2.4. Matici Ay = (aij)ij nazveme L-matict, pokud a;; > 0 a a;; <0
pro 1 < i # j < n. Pokud Ar neni L-matici, pak jednoznacné urcenou L-
matici B = (b;j);; takovou, Ze |a;;| = |b;;| Vi, ], nazveme L-akci matice Ar.

Lemma 2.5. Symetricka matice ma pozitivni rozklad, prdve kdyz jeji L-akce
ma pozitivni rozklad.

Dikaz. Necht ZZ ; Eij je pozitivni rozklad matice Ar. Pak L-akce matice
Ap je soucet L-akci matic E;;. Jelikoz pozitivni semidefinitnost symetrické
2 X 2 matice nezavisi na znaménku mimodiagonalnich prvki, tento rozklad
je pozitivni rozklad L-akce matice Ap.
Naopak, necht ZZ s Bijje pozitivni rozklad L-akce matice Ar. Pfenasobime-

li mimodiagonalni prvky hranovych matic +1 v zavislosti na znaménku dané
hodnoty matice Ar, pak hranové matice ziistanou pozitivné semidefinitni a
jejich soucet dava matici Ar. n

Lemma 2.6. Je-li Ay symetrickd nerozloZitelnd singuldrni L-matice, pak
jeji jadro je dimenze jedna. Navic je generovano kladnym vektorem.

Diikaz. Necht v = (vy,...,v,)T € ker(Ar). Rddkovymi a sloupcovymi tipra-
vami matice Ar a prendsobenim vektoru v minus jednickou, 1ze dosahnout
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toho, aby vy,...,v; > 0, vi41,..., v < 0@ Vpyy = ... = v, = 0 pro
1 <1 < m <n. Pak matici Ar lze zapsat v blokovém tvaru

An A Agg
Ap=| An Axn Ay
Azr Az Ass

s pozitivné semidefinitnimi bloky A;; a bloky A;; majici vSechny prvky za-

porné pro i # j.
Proi=1+1,...,m mame

m
anvr + ... +agu + E a;;v; =0,
j=I+1

tedy
m l
Z az‘jUﬂ)j = U; <Z CLz‘jUj> S 0
j=l+1 j=1

To ale s pfedchozim dava, ze

m
Z ;50U S 0.

i,j=1+1

Jelikoz ale Ass je pozitivné semidefinitni, dostaneme vsude rovnost. Tudiz
Ay = 0 a vektory w = (vy,...,v,0,...,0)7 a v—w jsou prvky jadra
matice Ar. Z Arw = 0 dostavame Az; = 0 a z Ap(v —w) = 0 méme, Ze
Ass = 0. Protoze Ar je nerozlozitelna (a tedy jeji graf silné souvisly), mame
[=m=n. O]

Lemma 2.7. Necht Ar je symetrickd nerozloZitelnd singuldrni L-matice.
Pak md jednoznacny pozitivni rozklad.

Diikaz. 7 lemmatu 2.6 vime, Ze existuje vektor v = (vy,...,v,)T, ktery m4
vsechny prvky kladné a generuje jadro matice Ap. Pro vSechny indexy i, j
spliujici 1 <17 < j < n existuje jednoznacné ur¢end matice £;; tvaru

g Tavi/vi ay
) T
aij —CLUUZ‘/UJ‘

pro a;; # 0. Pro a;; = 0 je matice F;; nulova. Pfimym vypoctem lze ovéfit,
ze soucet matic E;; dava matici Ap. Pozitivni definitnost tohoto rozkladu
vyplyva z toho, ze a;; < 0 a v;v; > 0. O
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Lemma 2.8. KaZdd pozitivné semidefinitni matice lze zapsat jako soucet
singuldarni pozitivné semidefinitni matice a diagondlni pozitivné semidefinitni
matice.

Diikaz. Necht B je pozitivné semidefinitni matice a D je nenulova pozitivné
semidefinitni diagonalni matice. Mnozina vSech realnych ¢isel A\ takovych, Ze
B—M\D je pozitivné semidefinitni matice je uzaviena, obsahuje nulu a je shora
omezend, nebot —D neni pozitivné semidefinitni. Je-li Ag nejveétsi prvek této
mnoziny, pak matice B — A\gD je singularni a pozitivné semidefinitni a \gD
je pozitivné semidefinitni diagonalni matice. O

Véta 2.9. Symetrickd matice md pozitivni rozklad, prdavé kdyZ jeji L-akce
je pozitivné semidefinitni.

Diikaz. Podle lemmatu 2.5 mtizeme predpokladat, ze Ar je L-matice. Z toho
je zrejmé, ze pokud Ar ma pozitivni rozklad, pak je pozitivné semidefinitni.

Necht je nyni matice A7 pozitivné semidefinitni. Bez Gjmy na obecnosti
muzeme o A predpokladat, Ze je také nerozlozitelna. Je-li Ay singularni,
mé pozitivni rozklad podle lemmatu 2.7. Jinak ji podle lemmatu 2.8 rozlo-
7ime na soucet Ay = A’ 4+ D, kde A’ je singularni L-matice a D je pozitivné
semidefinitni diagonalni matice. Matice A’ mé pozitivni rozklad podle lem-
matu 2.7, matici D rozlozime snadno. Se¢tenim hranovych matic prislusnych
danym uzlim v matici A" a D dostaneme pozitivni rozklad matice Ar. [

Nyni vime, kdy pozitivni rozklad existuje a soustfedime se na to, jak
jej nalézt. Je-li Ar singularni pozitivné semidefinitni L-matice, lze aplikovat
lemma 2.7. Je-li Ar pozitivné semidefinitni L-matice, ale neni singularni,
nalezneme nejmensi vlastni ¢islo A,,;,, rozlozime matici Ay — A\,.;nd, & pfi-
¢teme prislusné hranové matice vzniklé rozkladem diagondalni matice A1,
stejné jako v ditkazu lemmatu 2.8. Neni-li matice Ay L-matici, ale je-li jeji L-
akce pozitivné semidefinitni, rozlozime L-akci matice A7 a mimodiagonalni
prvky takto vzniklych hranovych matic vynasobime +1 podle toho, zda-li
jsme prislusné prvky matice A7 nasobili +1 pfi konstrukci jeji L-akce.

Dalsi otazkou je, jak pracovat s maticemi, které nemaji pozitivni rozklad.
V takovém piipadé se snazime najit matici A, kterd ma pozitivni rozklad
a existuji kladna realna cisla A a u, aby platilo

AMx, Ayx) < (x, Arx) < p(x, Ayx) (2.1)

a pomér £/ byl minimalni. Takova matice A, vSak nemusi existovat.
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Predpokladejme nyni, ze rank(Ar)< n — 1 a existuje vektor v generujici
jadro, ktery méa nenulové vSechny slozky. Prenasobenim matice A7 vhod-
nou diagonalni matici z obou stran miizeme docilit toho, ze v = (1,...,1)7.
Je-li A, takova, Ze plati (2.1) pro néjakd kladnd redlnd ¢isla A a u, pak
E;jv = 0 pro vSechny pozitivné semidefinitni hranové matice F;; z pozitiv-
niho rozkladu matice A,. Tedy matice E;; jsou urceny jednoznacné az na
konstantu.

Definice 2.10. Symetrickou pozitivné definitni matici, kterd ma mimodia-
gonalni prvky nulové nebo zaporné a pro kterou plati, Ze soucet prvku kazZdeho
radku je roven nule, nazveme SPM matici.

Problém nalezeni matice A, pro matici Ar, jejiz jadro generuje vektor
v = (1,...,1)T, 1ze pfevést na problém nalezeni nejlepsi SPM matice apro-
ximujici matici Ay v nasledujicim smyslu:

Lemma 2.11. Necht Ar je symetrickd pozitivné semidefinitni matice s jd-
drem generovanym vektorem v = (1,...,1)T. Nechtf A,_, je matice vznikld
z matice Ap odebrdanim posledniho Tddku a sloupce. Necht B je symetrickd
matice se stejngm jadrem jako matice Ar a matice B,y (kterd vznikla z ma-
tice B stejngm zpusobem jako A, 1 z Ar) je SPM matice. Pak B je nejlepsi
aprozimace matice A, pravé kdyz B,,_1 je nejlepsi SPM matice aproximugici
matici A,_1.

Nyni uvedeme nejlepsi aproximaci SPM matici pro n = 3. Je-li v jadru
matice Ar vektor (1,1,1)7, miiZze ji jednoznacné zapsat ve tvaru

a+b —a —b
Ar=| —a a+c -—c (2.2)
—b —c b+ec

kde a, b, ¢ jsou realna cisla. Protoze Ar je pozitivné semidefinitni, zaporné
muze byt nejvyse jedno z Cisel a, b, c. Rozlisime dva pfipady:

1. Vsechna tfi cisla a, b, ¢ jsou nezaporna. Pak matice A7 ma tento pozi-
tivni rozklad:

a —a 0 b 0 —b 0 0 O
Ar=|—-a a O+ 0 0O O ]+|0 ¢ -—c (2.3)
0 0 0 —b 0 b 0 —c ¢



2. Jedno z cisel, pro priklad budeme uvazovat a, je zdporné. Pak nejlepsi
pozitivni aproximace matice Ar je:

atb 0 —(a+b) 0 0 0
A = 0 0 0 +10 a+c —(a+c)]. (24)
—(a+b) 0 a+b 0 —(a+c¢) a+c

Hranové matice F;; dostaneme tak, Ze seCteme piislusné matice v rozkladu
lokalnich matic v8ech prvki, ve kterych se hrana {i, j} vyskytuje.

2.2 Hrany

AMGm patii do tridy algebraickych multigridi, které vyuzivaji znalosti lo-
kalnich matic. Je proto pfirozené, ze chceme na jejich zakladé urcovat ohod-
noceni jednotlivych hran. Hodnoceni s;; hrany {4, j} lze napiiklad ur¢it timto
predpisem
Sij == M, (25)
V@i

kde Ay = (a;;)i; je lokdlni matice tuhosti. Tento zptisob ma sva omezeni,
preneseni lokalnich matic tuhosti na hrubou sit je vypocetné narocné a ome-
zené geometrii. My budeme ke stejnému tucelu vyuzivat hranové matice.

Pro kazdou smy¢ku (neorientovanou cestu zac¢inajici i konéici ve stejném
uzlu) délky tii v algebraické siti obsahujici hrany mezi uzly (i,7), (j,k) a
(i, k) uvazujme molekulu M @7*) uréenou vztahem

MR = B 4 By, + By (2.6)

a mnozinu M* vsSech takovych molekul majici nenulové diagonalni prvky,
tedy N
M = {M(m’k) = (Cpdpg | p#0 Vp=1,2,3} (2.7)

Pak lze ohodnoceni hrany definovat timto zptisobem:

Definice 2.12 (Ohodnoceni hrany). Necht M™ = {M@3*) | J k ze
M@k € M2}, Ohodnocent s;; hrany (vychdzejici 2 hranovijch matic) spo-
Jugict uzly v a j je dano timto predpisem:

Cpip:
s;; = min < 1, min M : (2.8)
M\ /CpipiCpjp;
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kde p; a p; jsou lokdlni uzly prislusejict uzlim i a j. Uzly i a j, které jsou
spojeny hranou s ohodnocenim s;; > 0, pro 0 < 6 < 1 (typicky 8 = 0.25),
nazveme silné spojené a hrané, ktera je spojuje, budeme rikat silnd hrana.
Je-li M prdzdnd mnoZina, bereme s;; = 1.

Vime-li, které uzly jsou spojené silné, miiZzeme zacit vytvaret hrubou sit.

2.3 Hruba sit

Existuje vice moznosti, jak klast pozadavky, které by mély spliovat uzly

obsazené v hrubé siti. My se budeme fidit pozadavky uvedenymi v [1] a také

napf. v [3, str. 196] a uvedeme algoritmus z [1], ktery zajisti jejich splnéni.
Po uzlech nasi hrubé sité tedy pozadujeme:

1. Mnozina hrubych uzli je nejvétsi podmnozina mnoziny vsech uzla ta-
kova, ze zadné uzly v ni obsazené nejsou silné spojené.

2. Kazdy uzel j silné spojeny s uzlem i nepatficim do hrubé sité je bud
sam v hrubé siti, nebo je siln€ spojeny s néjakym uzlem hrubé site,
jenz je silné spojen s uzlem 1.

Algoritmus, ktery pouzijeme, abychom splnili tato kritéria, méa dvé ¢asti.
V prvni casti zajistime splnéni prvni podmiky, v druhé casti pridame do
hrubé sité ty uzly z jemné sité, které zajisti splnéni druhé podminky.
Rozdil oproti jinym algoritmtim vyplyva z toho, Ze relace ,,byt silné spo-
jen s jinym uzlem® je v nasem pripadé symetricka, tedy je-li uzel ¢ silné
spojen s uzlem j, je i j silné spojen s i.
Nésledujici znaceni mnozin pouzijeme pii popisu algoritmii:
Dy uzly jemné sité
D.  uzly hrubé sité
D vSechny uzly (D =D.UDy)
N;  uzly spojené s uzlem 7 hranou
N/ uzly jemné sité spojené s uzlem i hranou (N = N; N Dy)
S; uzly silné spojené s uzlem i
S¢ uzly hrubé sité silné spojené s uzlem i (Sf = S; N D..)
M| podet prvki mnoziny M
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Algoritmus 2: Splnéni prvni podminky

D.—0; Dy—10; U<D
Am — S| Ym=1,2,...,|D|; n<0
while n < |D| do

najdi ¢ takové, ze \; = max,,cy A\
D.— D.U{i}

U« U\{i}

n«—n-+1

forall j € S;NU do

Dy — Dy U{j}

U\

n<—n+1

forall £k € S;NU do

| A — A+ 1

end

end

end
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Algoritmus 3: Uprava hrubé sité tak, aby spliiovala druhou podminku
An—0 VYm=1,2,....|D|; i<0
while i < |D| do

1—1+1

if 7 € Dy then

ny«— 0

forall £k € S;,ND,. do

ny < ni + 1

)\k «—1

end

orall j € §;ND; do

ne «— 0; ng«—0

forall k € §; N D, do

7’LQ<—TL2+1

—

if Ay =1 then
‘ Nng <— Nz + 1
end
end

if n3 <1 then

if ny < ny then
D.«— D.U{i}
Dy« Dy\{1}
else
D, D.U{j}
Dy« Dp\{j}
ny < ni + 1
)‘j — 1
end
end
end
forall £ € NV, do
| A< 0
end
end
end

Pro nazornost uvedeme priklad.

Priklad 2.13. Uvazujme diskretizaci Laplaceova operatoru pomoci konform-
nich P; konecnych prvki na oblasti, kterd je znadzornéna na obrazku 2.1.
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Ocislujeme-li uzly stejnym zpisobem jako na obrazku, bude mit lokalni ma-
tice tuhosti tvar

(b0
Ar = 5 0 I -1]. (2‘9)
-1 -1 2
. 12y . T g 7 i 1 ; 3

®O—+—9@ ¢+ @ @ uzlyhubésits
' e uzly jemné sité
—— silna hrana

,,,,,,,,,, slaba hrana

Obrazek 2.1: Jemné a hrubé sit.

Pozitivni rozklad A7 na hranové matice Ar = F19+ E13+ Ea3 dostaneme
podle (2.3) takto:

. 1 0 —1 0 0
Ar=3 0 0 0]+ 1 —1]. (210)
0 1 1 1

DO | —
DN | —

+

o O O
o O O
o O O

0
0
0

Zvolme uzly 1,7 a k tak, aby vSechny lezely v jednom elementu triangu-
lace, ktery neni na hranici a aby hrana {i,j} byla na obr. 2.1 diagondlni,
hrana {j, k} svisla a koneéné hrana {i, k} vodorovna. Pak jsou hrany ohod-
noceny podle definice 2.12 nésledovné: s;; = 0, sj; = \/75 a s;x = 1. Lze tedy

vidét, ze pro 0 = 411 jsou vSechny silné hrany vodorovné a svislé hrany sité.

2.4 Interpolac¢ni molekuly

Stejné jako pri tvorbé hrubé sité budeme chtit pri urceni interpolac¢niho pied-
pisu vyuzit hranové matice. Z nich vytvorime malé matice, tzv. vypocetni
molekuly, a interpolacni koeficienty zvolime tak, abychom v urc¢itém smyslu
lokalné minimalizovali energii vzhledem k vypocetnim (v tomto ptipadé in-
terpola¢nim) molekulam.
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Nejprve presné vysvétlime, co myslime pod pojemem vypocetni mole-
kula. Necht &), je mald podmnozina mnoziny vSech hran £. Pak matice M
je vypocetni molekula, je-li mala nerozlozitelna matice sestavena z hrano-
vych matic prislusnych uzlim z mnoziny M. Tedy plati

M= > Ej (2.11)
{i7j}€g]\/f
Matice M je typu nas X nyr, kde nys je pocet riznych uzli nalezejich alespon
jedné hrané z mnoziny &,;. Matice M tedy vlastné vznikne z N x N matice
(kde N znadi pocet vSech uzli v ndmi uvazované oblasti)

K= > RLE;Ry, (2.12)
{i.7}€€m
ve které vynechame vSechny nulové fadky a sloupce, 2 x N matice R;; je
permutacni matice prevadéjici globalni c¢islovani uzlt na lokalni.
Uvazujme nyni mnoZinu lokdlnich matic {Ar}rer takovych, Ze kazda
z nich je rozlozena na hranové matice, tedy

Ar~ Y E; VT €T, (2.13)
i,7€T

Jsou-li vSechny hranové matice F;; symetrické pozitivné semidefinitni, za-
chovavaji lokalné jadro globalni matice tuhosti:

Lemma 2.14. Necht matice B = ) ;.. Ar a vp € ker(B). Necht M =
> igyeen Eij je libovolnd vipocetni molekula takovd, Ze kaZdd hrana {i, j} €

naleZi do néjakého prvku T € Tg. Necht ddle vy je restrikce vg na uzly
z Enr. Je-li rozklad (2.13) pozitivni YT € T, pak

Mvy = 0. (2.14)

Diikaz. Pro kazdou symetrickou pozitivné semidefinitni matici B plati, Ze
Bvg = 0 je ekvivalentni s v Bvg = 0. Proto

0= VEBVB = Vg Z Eij + Z Ez'j VB
{igteén {i.ite€p\enm

T E : T
=V E,‘j VM—|—VFFVF
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pro prislusnou symetrickou pozitivné semidefinitni matici ' a vektor vp,
ktery je restrikci vektoru vp. To implikuje v, Mv); = 0 a tedy i (2.14). O

V této chvili jiz vime, co to jsou vypocetni molekuly, a zname jejich
dilezitou vlastnost, zaméiime se proto na vytvoreni vypocetni molekuly
vhodné pro interpolaci hodnot v uzlech hrubé sité do daného uzlu jemné
sité, tzv. interpola¢ni molekulu. Piedpokladejme, Ze hruba a jemna sit byly
zvoleny a méame k dispozici vSechny potfebné hranové matice, pak pro kazdy
uzel 7 jemné sité definujeme interpolacni molekulu timto zptsobem:

M(i) =) Eux+ >, Eij+ ), Eu (2.15)

kes§ JENT FkesenN; keSENN;eN
Je tedy vytvorena z hranovych matic prislusnych tfem druh@m hran:

e prvni suma zahrnuje hranové matice téch hran, které silné spojuji uzel
7 s uzlem hrubé sité k,

e druhou sumu tvoii hranové matice spojujici uzel ¢ s takovymy uzly
jemné sité j, které jsou spojeny alespon s jednim uzlem hrubé sité k,
ktery je silné spojen s uzlem ¢,

e v tfeti sumé se vyskytuji hranové matice pfislusné hranam {j, k}, kde j
je uzel jemné sité spojeny s uzlem 7 a k je uzel hrubé sité silné spojeny
s uzlem 1.

Vratime-li se k prikladu 2.13, pak bude interpolac¢ni molekula pro interpo-
laci do uzlu jemné sité, ktery neni na hranici oblasti, vypadat tak, jak je
znazornéno na obrazku 2.2.

I uzel, do kterého
interpolujeme

@ uzly hrubé sité

e uzly jemné sité

Obrazek 2.2: TTi druhy hran, jejichz hranové matice se podileji na sestaveni
interpolac¢ni molekuly.
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2.5 Interpolac¢ni predpis

Interpolaéni predpis, ktery pouzivaji autofi [1], vychazi z pfedpisu uvedeného
v [2]. Ten je zaloZzeny na nésledujicim pozorovani:

Pozorovani 2.15. Chyba ve sméru vlastniho vektoru prislusnému velkému
vlastnimu cislu je rychle redukovana iteracemi zhlazovace, zatimco chyba ve
smeru vlastniho vektoru prislusnému vlastnimu cislu s malou hodnotou je
zhlazovdnim redukovdna jen velmi pomalu.

Proto se snazime interpolacni matici zvolit tak, abychom ptechodem
k hrubé siti eliminovali algebraicky hladkou chybu. V [2] jsou k tomuto
ucelu vyuzity lokalni matice tuhosti, my vyuZzijeme hranové matice slozené
do interpola¢ni molekuly (2.15).

V ni pfeskupime fadky a sloupce tak, aby koeficienty M (i) v prvnich
radcich a sloupcich prislusely uzlim jemné sité a az po nich uzlim hrubé
sité, pak M (i) bude v nasledujicim tvaru:

M(i) =M = (Mcf Mcc) : (2.16)

tedy bude mit 2 x 2 blokovou strukturu prislusnou nﬁ/[ uzlim jemné a ng,
uzlim hrubé site.

V tomto pripadé interpolacni matice prislusna interpolacni molekule M
bude ve tvaru:

Py=P= (];fC) : (2.17)
cc
Jeji nj\c/[ x n§, podmatice Py, zajistuje interpolaci do uzli jemné sité, pro
uzly hrubé sité se matice P chova jako identita.

Budeme-li pfedpokladat, ze matice M je symetrickd pozitivné semidefi-
nitni, mizeme vyuzit postup z [2| pro urceni matice Py.. P¥i pouziti dvou-
uroviiového schématu korekce feseni na hrubé siti zcela eliminuje chybu
v Rng(P) obrazu interpolac¢niho operatoru. Abychom doplnili efekt zhla-
zovani, které se chova podle pozorovani 2.15, chceme po interpolac¢nim ope-
ratoru, aby aproximoval vlastni vektor s chybou, kterd je imérna velikosti
prislusného vlastniho ¢isla.

Tedy oznacime-li pro vektror e” = (e}, el) L ker(M)

df =e€er — ]cheC (218)
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lokalni chybu interpolace, potom pozadujeme, aby matice Py, byla argumen-
tem minima vyrazu

(ey — Preec)’ (ef — Pyeec)
. 2.1
efileééw) (eTMe) (2.19)

Oznacime-li G = PchMffPfc+PchMfc+McfPfc—I—Mcc, muzeme (2.19) upravit
takto:
d’d,
max T
dy.ec df—l—Pfcec Mff Mfc df—l—Pfcec
€. Mcf Mcc €.
dtd
= Imax ! !
dy.ec <Mff(df + Pfcec)a df + Pfcec> + 2<Mfceca df + Pfcec> + <Mcceca ec>
_ dyd,
= Imax

dy.ec df r df ’
(@) 2 (¢

M M; ;P
B= " 1 f‘3> 2.21

(2.20)

je symetrickd pozitivné semidefinitni matice.

Pak
. did; . djd, B
I%ln finaéx T = mpln I%a,x T =
€. €. € €c
. djd,
min max .
Pre dy djf [Myp — (M Pre + Mye) G- (PpeMyy + Mey)] dy

Jsou-li matice My; a G symetrické pozitivné definitni a je-li dy libovolny
vektor, jmenovatel v (2.22) je nejvétsi a tedy minimum se nabyva pro

(2.22)

Rﬁ::—Aq?A@@ (2.23)

Tak dostaneme chybu rovnou 1/(Amin(Mys)). Za interpolacni koeficienty
pro uzel i vezmeme hodnoty v tom fadku (2.23), ktery v lokalnim oéislovani
odpovida uzlu 1.
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Jesté jednou se vratime k pirikladu 2.13. Za pfedpokladu, ze uzly jsou
lokalné ocislovany stejné jako na obrazku 2.2, bude mit interpolac¢ni molekula
pro interpolaci do uzlu jemné sité ¢ (v lokalnim indexovéani je na prvnim
misté) tvar

4 -1 -1 -1 -1
2 -1 -1
2 —1 -1
M@i)=| -1 —1 2 . (2.24)
—1 -1 2
~1 ~1 2
~1 ~1 2

2.6 Viceurovnova metoda

Nyni jiz vime, jak rozlozit lokalni matice na hranové matice, které pak umime
vyuzit pro urceni hrubé sité a interpolac¢niho predpisu, mame tedy dvoutrov-
novou metodu. Potfebujeme najit zpiisob, jak urcit hranové matice v hrubé

siti, abychom rozsifili nasi metodu na vicedroviovou.
Nejprve urcime, které uzly hrubé sité budou spojeny hranou:

Definice 2.16 (Hrany v hrubé siti). KaZdy pdr (i,j) wzli hrubé sité je
spojen hranou v hrubé€ siti, pokud existuje cesta délky nejvyse tri po silnych
hrandch spojujici uzly © a j pres nejvyse dva uzly jemné site. Tedy pokud
{i,7} nebo {i,k1} a {k1,7} nebo {i,k1}, {ki,ko} a {ks,j} jsou silné hrany

v jemné siti a ki, ko jsou uzly jemné sité, pak {i,j} je hrana v hrubé siti.

Matice sousednosti uzli v hrubé siti A, lze jednoduse urcit jako soucin
t¥1 booleovskych matic

A.=PTSP, (2.25)

kde matice P ma hodnotu jedna na téch pozicich, kde ma matice P nenulové
hodnoty a nula jinde a matice S; je matici sousednosti silné spojenych uzld
v jemné siti.

Mame-li uréeny hrany v hrubé siti, slozime ze vsech hranovych matic
pomocnou matici By a vy¢islime sou¢in matic P7 By P pro mimodiagonalni
prvky urcené matici A.. Tak dostaneme matici B.. Jeji mimodiagonalni
prvky urcuji prislusné 2 x 2 hranové matice v hrubé siti. Pro skalarni eliptické
parcialni diferencialni rovnice je kazda takova hranova matice tvaru £;; =
(% %) astacl ndm tedy pro né uklddat pouze jednu hodnotu.

—a a
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2.7 Multigrid

Nyni jiz méame plnohodnotny algebraicky multigrid, ktery se od klasického
lisi — jak jsme uvedli jiz na zacatku této kapitoly — zptisobem vybéru hrubé
sité a urcenim interpola¢niho predpisu. Pro Gplnost jesté uvedeme, Ze matici
tuhosti pfenasime na hrubou sit obvyklym Galerkinovym sou¢inem, tedy

A.= PTAP.
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Kapitola 3

Numerické testy

Prvnim problémem, na kterém jsme testovali AMGm, je diskretizace Poisso-
novovy rovnice na jednotkovém ¢tverci s Dirichletovou okrajovou podminkou
pomoci P; konformnich a nekonformnich kone¢nych prvki. Tedy na rovnici

—eAu = f vQ=(0,1)

u = up na o, (3.2

kde jsme zvolili f = x129 a up = cos(xq)sin(x2) pro x = (x1,xq). Uvazo-
vali jsme jak strukturovanou, tak nestrukturovanou triangulaci. V ptipadé
strukturované jsme oblast rozdélili stejné jako v prikladu 2.13.

Testovali jsme V(5,5)- a W(5,5)-cyklus ¢tyfaroviiového AMGm imple-
mentovaného v prostiedi Matlab a na strukturované siti vysledky porovnali s
W(5,5)-cyklem ¢tyiaroviiového geometrického multigridu. Za zhlazovaé jsme
zvolili klasickou Gaussovu-Seidelovu metodu. Iterovali jsme, dokud euklei-
dovské norma rezidua neklesla pod 1078, Dostali jsme nasledujici vysledky:

GMG AMGm
W(5,5) V(55) W(55) ot o

Strukturovana sit, P; konformni konecné prvky

Pocet prvka €

961 1 5 8 3 2,10 1,64
5041 1 5 9 3 2,15 1,65
25281 1 5 9 3 2,38 1,65

961 0,001 5 8 3 2,10 1,64
5041 0,001 5 9 3 2,15 1,65
25281 0,001 3 9 3 2,38 1,65

*Viz definice 1.2.
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GMG AMGm
W(5,5) V(55) W(55) ot o%

Strukturovana sit, P; nekonformni kone¢né prvky

Pocet prvka ¢

736 1 6 7 2 1,94 1,57
3008 1 6 11 2 1,94 1,55
12160 1 6 11 2 1,95 1,54

736 1077 6 9 2 1,93 1,56
3008 1077 6 13 3 1,94 1,55
12160 1077 6 14 3 1,95 1,54

Nestrukturovana sit, P; konformni konecné prvky

486 1 13 6 1,33 1,39
1593 1 21 8 1,30 1,37
6930 1 30 8 1,39 1,31
27224 1 39 9 1,41 1,31

486 0,3 13 6 1,33 1,39
1593 0,3 21 8 1,30 1,37
6930 0,3 30 8 1,39 1,31
27224 0,3 39 9 1,41 1,31
Nestrukturovand sit, P; nekonformni konecné prvky
1541 1 21 8 1,62 1,40
4904 1 29 8 1,61 1,39
21046 1 35 9 1,39 1,61
1541 1077 26 9 1,62 1,40
4904 1077 38 11 1,61 1,39
21046 1077 44 13 1,39 1,61

Druhym problémem, na ktery jsme se zamérili, je rovnice reakce-diftize

—eAut+ru = f vQ=(0,1)? (3.3)
u = wuy na o 3.4)
Opét jsme zvolili f = x1x9 a uy = cos(zy) sin(xz), navic jsme polozili r =

(r1 + 29 — 0,6)%. Za pouziti stejnych metod jako u ptredchoziho problému
jsme dospéli k nésledujicim vysledktim:
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GMG AMGm
W(5,5) V(55) W(55) ot ¥

Strukturovana sit, P; konformni konecné prvky

Pocet prvkia ¢

961 0,1 6 8 3 2,28 1,62
2209 0,1 6 8 3 2,31 1,65
6241 0,1 6 9 3 2,35 1,67
Strukturovana sit, P; nekonformni kone¢né prvky
1680 0,1 6 8 2 2,06 1,56
6816 0,1 6 11 2 2,06 1,55
Nestrukturovana sit, P; konformni kone¢éné prvky
1593 0.1 21 8 1,37 1,31
6930 0.1 30 8 1,39 1,31
Nestrukturovana sit, P; nekonformni konecné prvky
1541 0.1 21 8 1,62 1,40
4904 0.1 29 8 1,61 1,39

V prubéhu testovani se ukazalo, Ze na strukturované siti jsou pocty ite-
raci AMGm srovnatelné s geometrickym multigridem, pfi vy$sim poctu uzla

Vv

strukturované siti se poCty iteraci, alespori v pfipadé W(5,5)-cyklu, stabilné
pohybovaly kolem hodnoty devét nezavisle na velikosti sité a parametrech.
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