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Abstrakt: V předložené práci studujeme významný proces z teorie sto-
chastických proces̊u. Po úvodńı definici zformulujeme několik vět z teorie
pravděpodobnosti, které budeme později využ́ıvat. Dokážeme, že Wie-
ner̊uv proces je stabilńı v̊uči široké tř́ıdě transformaćı, zformulujeme a
dokážeme větu o existenci Wienerova procesu a nakonec ukážeme, že
trajektorie Wienerova procesu nemá konečnou derivaci v žádném bodě
(0,∞) skoro jistě. V daľśı části uvedeme bez d̊ukazu Donského princip
invariance a na jeho základě nasimulujeme ukázku trajektorie Wienerova
procesu.
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Abstract: In the present work we study an important part of the theory of
stochastic processes. After the initial definition we state several theorems
of the theory of probability, which we use afterwards. We demonstrate
stability of Wiener process toward the wide group of transformations, we
present and prove theorem about the existence of Wiener process and
finally we demonstrate that trajectory of Wiener process is finitely dife-
rentiable at no point of (0,∞) almost surely. In the next part we state
Donsker invariance principle without proof and on its basis we simulate
trajectory of Wiener process.
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Kapitola 1

Úvod

Wiener̊uv proces (někdy též nazýván Brown̊uv pohyb) je stochas-
tický proces se spojitým časem, pojmenovaný na počest Norberta Wie-
nera. Je to jeden z nejd̊uležitěǰśıch př́ıklad̊u Lévyho proces̊u, tj. proces̊u
s př́ır̊ustky nezávislými na poloze.

Brown̊uv pohyb popsal roku 1827 skotský botanik Robert Brown
jako náhodný pohyb mikroskopických částeček v kapalném nebo plynném
prostřed́ı. Tento jev několik desetilet́ı znepokojoval fyziky; s jeho vysvět-
leńım přǐsel až Albert Einstein ve svém prvńım článku ze slavného roku
1905 ”O pohybu - potřebném pro molekulárńı kinetickou teorii tepla -
malých částic umı́stěných v klidné kapalině”.

Matematické pozad́ı tomuto jevu dodal Norbert Wiener, ale přesná
matematická teorie mohla být budována až poté, co Andrej Nikolajevič
Kolmogorov ve 30. letech definoval pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P).
V dnešńım pojet́ı je Brown̊uv pohyb jen jednou z aplikaćı Wienerova
procesu. Na základě výsledk̊u Paula Erdőse a Marka Kace ukázal Monroe
D.Donsker, že Wiener̊uv proces je limitńı množinou trajektoríı náhodné
procházky, tak jako jsme toho využili v kapitole 3.

Wiener̊uv proces se využ́ıvá v mnoha oblastech matematiky, fyziky
a ekonomie, např. při řešeńı stochastických diferenciálńıch rovnic nebo
pro filtraci šumu při přenosu signálu. O tom, že toto téma ani zdaleka
neńı vyčerpané, svědč́ı Nobelova cena za ekonomii udělená v roce 1997
Robertu C. Mertonovi a Myronu Scholesovi, kteř́ı při určováńı hodnot
finančńıch derivát̊u využ́ıvali bohaté teorie Wienerova procesu.

Ćılem naš́ı práce je ukázat některé d̊uležité vlastnosti, kterými se Wi-
ener̊uv proces vyznačuje. Jedná se zejména o Větu o existenci Wienerova
procesu a Větu o neexistenci derivace, které jsou dokázány ve druhé ka-
pitole. Třet́ı kapitola nám potom ukazuje, jak mohou vypadat trajektorie
Wienerova procesu.

Ačkoli jsou zde už́ıvané pojmy vesměs definovány, u čtenáře se před-
pokládaj́ı základńı znalosti teorie pravděpodobnosti.
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Kapitola 2

Důležité věty

2.1 Definice a pomocná tvrzeńı

Přikročme nejprve k vlastńı definici:
Definice:
Stochastický proces {W (t), t ≥ 0} se nazývá Wiener̊uv proces, jestliže
plat́ı:

1. L(W (t)−W (s)) = N(0, |t− s|), s, t ≥ 0

2. W (t1), W (t2)−W (t1), . . . , W (tn)−W (tn−1) jsou nezávislé náhodné
veličiny pro 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn < ∞

3. {W (t), t ≥ 0} má všechny trajektorie spojité a W (0) = 0.

V následuj́ıćı části si zformulujeme tvrzeńı a věty, jichž budeme později
využ́ıvat. Jejich d̊ukaz vyžaduje vybudováńı neelementárńı teorie, a pro-
to až na větu 2.4 je na d̊ukazy pouze odkazováno.

Definice
Bud’ T ⊂ R indexová množina, n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T a x1, . . . , xn ∈ R .
Systém distribučńıch funkćı {Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)} se nazývá konzistentńı,
jestliže má následuj́ıćı vlastnosti:

(1) Pro libovolnou permutaci i1, . . . , in č́ısel 1, . . . , n plat́ı

Fti1 ,...,tin
(xi1 , . . . , xin) = Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)

(2)

lim
xn→∞

Ft1,...,tn−1,tn(x1, . . . , xn−1, xn) = Ft1,...,tn−1(x1, . . . , xn−1).
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Definice
Bud’ T ⊂ R indexová množina, X = {X(t), t ∈ T} a Y = {Y (t), t ∈ T}
náhodné procesy definované na stejném pravděpodobnostńım prostoru.
Řekneme, že proces Y je modifikace procesu X, jestliže

P[X(t) = Y (t)] = 1 pro každé t ∈ T.

Věta 2.1 (Daniell-Kolmogorov). Necht’ {Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)} je kon-
zistentńı systém distribučńıch funkćı. Potom existuje náhodný proces
{X(t), t ∈ T} takový, že pro každé n ∈ N, libovolná t1, . . . , tn ∈ T a
libovolná reálná x1, . . . , xn plat́ı

P(X(t1) ≤ x1, . . . , X(tn) ≤ xn) = Ft1,...,tn(x1, . . . , xn).

D̊ukaz: Štěpán (1987), věta I.10.3

Věta 2.2 (O spojité modifikaci). Necht’ {X(t), t ∈ T} je stochastický
proces a existuj́ı kladné konstanty K,α, δ takové, že

E |X(s)−X(t)|α ≤ K |s− t|1+δ

pro všechna s, t ∈ T .
Pak existuje spojitá modifikace procesu {X(t), t ∈ T}.

D̊ukaz: Štěpán (1987), věta III.5.8

Věta 2.3. Bud’te Y1, . . . , Yn náhodné veličiny takové, že náhodný vektor
Y = (Y1, . . . , Yn) má normálńı rozděleńı. Pak Y1, . . . , Yn jsou nezávislé
náhodné veličiny.

D̊ukaz: Štěpán (1987), věta II.7.28

Věta 2.4. Stochastický proces {W (t), t ≥ 0} vyhovuje podmı́nkám 1., 2.
z definice právě tehdy, když jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

(i) L(W (t1) , . . . ,W (tn)) je n-rozměrné normálńı rozděleńı s nulovým
vektorem středńıch hodnot pro t1, . . . , tn ∈ R+ konečné, n ∈ N

(ii) cov (W (t), W (s)) = min (s, t), s, t ≥ 0.
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D̊ukaz: Mějme t1, . . . , tn konečná nezáporná reálná č́ısla a
0 ≤ s1 < . . . < sn necht’ je jejich uspořádáńı podle velikosti. Má-li
vektor Y n-rozměrné normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a
variančńı matićı V a X = Y An×n, kde An×n je matice typu n × n, pak
vektor X má n-rozměrné normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou
a variančńı matićı AT V A. Polož́ıme-li Y = (W (s1), W (s2), . . . ,W (sn))
a X = (W (s1), W (s2)−W (s1), . . . ,W (sn)−W (sn−1)), pak matice
lineárńıch zobrazeńı A, převáděj́ıćı X na Y , a matice B, převáděj́ıćı Y
na X, vypadaj́ı následovně:

A =


1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 1 −1
0 0 · · · 0 1

 ,

B =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
...

...
. . . · · · ...

0 · · · 0 1 1
0 · · · 0 0 1

 .

Z toho plyne, že L (W (s1), W (s2), . . . ,W (sn)) má n-rozměrné nor-
málńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou právě tehdy, když
L (W (s1), W (s2)−W (s1), . . . ,W (sn)−W (sn−1)) má n-rozměrné nor-
málńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou. Nyńı přistupme k sa-
motnému d̊ukazu.
Necht’ plat́ı 1., 2.:
Jelikož L (W (s1), W (s2)−W (s1), . . . ,W (sn)−W (sn−1)) má n-rozměrné
normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou, plyne vlastnost (i) z před-
choźı poznámky.

cov (W (t), W (s)) = E W (t)W (s)− E W (t)E W (s)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= E W (t)[W (s)−W (t) + W (t)] =

= E W (t)[W (s)−W (t)]︸ ︷︷ ︸
=0

+E [W (t)]2 =

= var W (t) = t, s ≥ t

a obdobně cov (W (t), W (s)) = s pro s ≤ t, takže plat́ı i vlastnost (ii).
Necht’ plat́ı (i), (ii):
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Podle poznámky ze začátku d̊ukazu je L(W (t)−W (s)) = N(0, σ2), kde
podle (ii)

σ2 = E [W (t)−W (s)]2 = E[(W (t))2 − 2W (t)W (s) + (W (s))2] =

= t− 2 min(t, s) + s = |t− s| , t, s ≥ 0.

Podle (ii) rovněž plat́ı
0 ≤ t < s < u ⇒ E (W (u)−W (s))(W (s)−W (t)) =
= E [W (u)W (s)− (W (s))2−W (u)W (t)+W (s)W (t)] = s−s− t+ t = 0,
č́ımž jsme dokázali nekorelovanost veličin W (u) − W (s), W (s) − W (t).
Tvrzeńı plyne z věty 2.3.

�

2.2 Transformace Wienerova procesu

Jak nám ukazuje následuj́ıćı věta, Wiener̊uv proces je stabilńı k široké
tř́ıdě transformaćı:

Věta 2.5 (Transformace Wienerova procesu).

(i) {−W (t), t ≥ 0}, {σ−1W (σ2t), t ≥ 0}, σ2 > 0 jsou Wienerovy
procesy.

(ii) {W (t+ t0)−W (t0), t ≥ 0} je pro t0 ≥ 0 Wiener̊uv proces nezávislý
na σ-algebře σ(W (t), t ≤ t0).

(iii) Označ́ıme-li W̄ (t) = t · W (t−1), t > 0, a W̄ (0) = 0, pak existuje
Wiener̊uv proces {W ∗(t), t ≥ 0} takový, že W̄ (t) = W ∗(t) pro t ≥ 0
skoro jistě.

D̊ukaz:

(i) Označme W1(t) := −W (t) a W2(t) := σ−1W (σ2t). Ukážeme, že
jsou to Wienerovy procesy, tedy že vyhovuj́ı definici:
1. L(W1(t)−W1(s)) = L(−W (t) + W (s)) = L(W (s)−W (t)) =

= N(0, |s− t|), s, t ≥ 0

2. −W (t1), −(W (t2) − W (t1)), . . . , −(W (tn) − W (tn−1)) jsou
nezávislé náhodné veličiny pro 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn < ∞
3. Spojitost trajektoríı W1 plyne ze spojitosti trajektoríı a
W1(0) = −W (0) = 0.
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Obdobně pro W2:
1. Jelikož W (t)−W (s) má normálńı rozděleńı, pak i σ−1(W (σ2t)−
W (σ2s)) má normálńı rozděleńı a dále
E (W2(t)−W2(s)) = σ−1E(W (σ2t)−W (σ2s)) = 0
var (W2(t)−W2(s)) = E(W2(t)−W2(s))

2 =

= E[σ−1(W (σ2t)−W (σ2s))]2 = σ−2E[W (σ2t)−W (σ2s)]2 =

= σ−2var (W (σ2t)−W (σ2s)) = σ−2
∣∣σ2(t− s)

∣∣ = |t− s|
2. Máme-li 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn < ∞, pak

1

σ
W (σ2t1),

1

σ
(W (σ2t2)−W (σ2t1)), . . . ,

1

σ
(W (σ2tn)−W (σ2tn−1))

jsou nezávislé náhodné veličiny, nebot’ označ́ıme-li

si := σ2ti, i = 1, . . . , n,

pak
W (s1), W (s2)−W (s1), . . . , W (sn)−W (sn−1)

jsou nezávislé náhodné veličiny z předpokladu.
3. Spojitost trajektoríı W2 opět plyne ze spojitosti trajektoríı W a
W2(0) = σ−1W (σ2 · 0) = σ−1 · 0 = 0,
takže i W2 je Wienerovým procesem.

(ii) W (t+t0)−W (t0) je jistě Wiener̊uv proces a z 2. vlastnosti z definice
Wienerova procesu jsou

W (t + t0)−W (t0), W (s)−W (0)

nezávislé náhodné veličiny pro ∀s ≤ t0, z čehož plyne tvrzeńı.

(iii) Proces W̄ (t) splňuje podmı́nky 1., 2. z definice podle věty 2.4,
protože vektory

(
W̄ (t1), . . . , W̄ (tn)

)
vznikaj́ı lineárńı transformaćı

vektoru
(
W (t−1

1 ), . . . ,W (t−1
n )
)

a protože

E
(
W̄ (s)W̄ (t)

)
= st ·min(s−1, t−1) = min(s, t) pro s, t > 0.

Podle věty 2.2 má tento proces spojitou modifikaci W ∗, jež je Wi-
enerovým procesem. Pak

P
[
W̄ (t) = W ∗(t), t ≥ 0

]
= P

[
W̄ (t) = W ∗(t), t ∈ Q ∩ [0,∞)

]
= 1,

nebot’ procesy W̄ a W ∗ maj́ı všechny své trajektorie spojité na in-
tervalu (0,∞).

�
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2.3 O existenci Wienerova procesu

Mohlo by nás napadnout, zda v̊ubec existuje proces, který by měl
vlastnosti, které požadujeme. Odpověd́ı je následuj́ıćı věta:

Věta 2.6 (O existenci Wienerova procesu).

a) Existuje stochastický proces X(t) s vlastnostmi 1., 2. z definice.

b) Každý proces X(t), který má vlastnosti 1., 2. z definice a pro něǰz
plat́ı X(0) = 0, má modifikaci, která je Wienerovým procesem.

D̊ukaz:

a) Pro každou posloupnost t1, . . . , tn ∈ R+ bud’

Ft1,...,tn = Nn(0, K),

kde Kij = min (ti, tj), 1 ≤ i, j ≤ n.
Potom systém {Ft1,...,tn} splňuje požadavky Daniellovy-
Kolmogorovovy věty 2.1 a existuje tud́ıž proces X = {X(t), t ≥ 0}
s konečněrozměrnými rozděleńımi {Ft1,...,tn}. Podle věty 2.4 má
pak proces X vlastnosti 1., 2.

b) Mějme nejprve náhodnou veličinu Z, Z ∼ N(0, 1). Pak z vlast-
nosti normovaného normálńıho rozděleńı a derivováńım per partes
źıskáváme

1 = var Z = EZ2 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
z2 exp

{
−z2

2

}
dz =

=
1√
2π

([
z3

3
exp

{
−z2

2

}]+∞

−∞
−
∫ +∞

−∞

z4

3
exp

{
−z2

2

}
dz

)
=

=
1√
2π

∫ +∞

−∞

z4

3
exp

{
−z2

2

}
dz =

1

3
EZ4,

odkud plyne, že EZ4 = 3.

Uvažujme nyńı proces X = {X(t), t ≥ 0} s vlastnostmi 1., 2, pro
nějž X(0) = 0. Pak

E |X(s)−X(t)|4 = |s− t|2 · E

[
X(s)−X(t)√

|s− t|

]4

=

= 3 |s− t|2 ,

protože (X(s)−X(t)) /
√
|s− t| má pro s 6= t rozděleńı N(0, 1).

Proces X splňuje předpoklad věty 2.2 o spojité modifikaci, a tedy
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existuje spojitá modifikace procesu X, kterou označ́ıme {X̃(t), t ≥
0}. Protože X̃(0) = 0 skoro jistě, je W = {W (t), t ≥ 0} Wiener̊uv
proces, polož́ıme-li

Wω = X̃ω, pokud X̃ω(0) = 0

= 0, pokud X̃ω(0) 6= 0.

�

2.4 O neexistenci derivace

Trajektorie Wienerova procesu maj́ı d́ıky nezávislosti př́ır̊ustk̊u
některé patologické vlastnosti:

Věta 2.7 (O neexistenci derivace). Trajektorie Wienerova procesu nemá
konečnou derivaci v žádném bodě intervalu (0,∞) skoro jistě, tj. existuje
množina D ∈ A, P(D) = 1 taková, že pro ω ∈ D funkce t 7→ Wω(t) nemá
derivaci v žádném bodě intervalu (0,∞) .

D̊ukaz: Stač́ı ověřit, že trajektorie Wienerova procesu nemaj́ı derivaci
v žádném bodě intervalu (0, 1) skoro jistě.
Položme
L = {ω : Wω má konečnou derivaci alespoň v jednom bodě intervalu
(0, 1)}.
To znamená, že ke každému ω ∈ L existuje alespoň jeden bod t0 takový,

že limt→t0

∣∣∣Wω(t)−Wω(t0)
t−t0

∣∣∣ je konečná, tedy

∀ ω ∈ L ∃ r ∈ N ∃ δ > 0 ∃ t0 ∈ (0, 1) :

|t− t0| < δ ⇒
∣∣∣∣Wω(t)−Wω(t0)

t− t0

∣∣∣∣ < r.

Pro pevné δ > 0 a t0 ∈ (0, 1) můžeme naj́ıt nejmenš́ı m = m(δ) ∈ N
takové, že ke každému n ≥ m existuje 1 ≤ i ≤ n− 2, že i−1

n
< t0 ≤ i

n
a

body i−1
n

, i
n
, i+1

n
, i+2

n
lež́ı v otevřeném δ-okoĺı bodu t0. Potom pro každé

ω ∈ L a j = i, i + 1, i + 2 plat́ı∣∣∣∣Wω

(
j

n

)
−Wω

(
j − 1

n

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Wω

(
j

n

)
−Wω (t0)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣Wω

(
j − 1

n

)
−Wω (t0)

∣∣∣∣ ≤ r

∣∣∣∣t0 − j

n

∣∣∣∣+ r

∣∣∣∣t0 − j − 1

n

∣∣∣∣ ≤ 6r

n
,

nebot’ absolutńı hodnoty
∣∣t0 − j

n

∣∣ a
∣∣t0 − j−1

n

∣∣ jsou největš́ı pro t0 = i− 1
a j = i + 2.
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Z toho plyne L ⊂ A, kde

A =

{
ω ∈ Ω :

∞⋃
r=1

∞⋃
m=1

⋂
n≥m

n−2⋃
i=1

i+2⋂
j=i

[∣∣∣∣Wω

(
j

n

)
−Wω

(
j − 1

n

)∣∣∣∣ ≤ 6r

n

]}
=

=

{
ω ∈ Ω :

∞⋃
r=1

∞⋃
m=1

Ar,m

}
∈ A

Nyńı nám stač́ı dokázat, že P(Ar,m) = 0, nebot’ pak je také P(L) = 0
a Wiener̊uv proces nemá konečnou derivaci v žádném bodě intervalu
(0, 1) skoro jistě. Vezměme tedy pevné r, m ∈ N:

P(Ar,m) = inf
n≥m

P

(
ω ∈ Ω :

n−2⋃
i=1

i+2⋂
j=i

[ ∣∣∣∣Wω

(
j

n

)
−Wω

(
j − 1

n

)∣∣∣∣ ≤ 6r

n

])
Vzhledem ke stacionaritě př́ır̊ustk̊u Wienerova procesu (z prvńı vlastnosti
z definice) je

L
(∣∣∣∣W (

j

n

)
−W

(
j − 1

n

)∣∣∣∣) = L
(∣∣∣∣W (

1

n

)
−W (0)

∣∣∣∣) =

= L
(∣∣∣∣W (

1

n

)∣∣∣∣)
a plat́ı

P(Ar,m) = inf
n≥m

P

(
ω ∈ Ω :

n−2⋃
i=1

i+2⋂
j=i

[ ∣∣∣∣Wω

(
1

n

)∣∣∣∣ ≤ 6r

n

])
.

Dále

P

(
n−2⋃
i=1

X

)
≤

n−2∑
i−1

P (X) ≤ n P (X)

a rovněž

P

(
i+2⋂
j=i

X

)
= P (X ∩X ∩X) = [P (X)]3 ,

z čehož plyne

P(Ar,m) ≤ inf
n≥m

n

(
P

[
ω ∈ Ω :

∣∣∣∣Wω

(
1

n

)∣∣∣∣ ≤ 6r

n

])3

.

Z vlastnost́ı normálńıho rozděleńı a Wienerova procesu

L (W (1)) = N(0, 1) = L

W
(

1
n

)
−W (0)√

1
n
− 0

 = L

W
(

1
n

)√
1
n

 =

= L
(

W

(
1

n

)
·
√

n

)
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a tud́ıž

P

[
ω ∈ Ω :

∣∣∣∣Wω

(
1

n

)∣∣∣∣ ≤ 6r

n

]
= P

[
ω ∈ Ω : |Wω (1)| ≤ 6r√

n

]
=

=
1√
2π

∫ 6rn−1/2

−6rn−1/2

exp

{
−x2

2

}
dx.

Máme tedy

P(Ar,m) ≤ inf
n≥m

n

(
1√
2π

∫ 6rn−1/2

−6rn−1/2

exp

{
−x2

2

}
dx

)3

≤

≤ inf
n≥m

n

(
12r√
2πn

)3

=

(
12r√
2π

)3

inf
n≥m

1√
n

= 0,

nebot’ exp
{
−x2

2

}
≤ 1.

�
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Kapitola 4

Závěr

Wiener̊uv proces je d̊uležitým a často použ́ıvaným procesem. Hlavńı
část této práce tvoř́ı Věta o existenci Wienerova procesu a Věta o nee-
xistenci derivace a jejich d̊ukazy. Kv̊uli nim jsme zformulovali několik vět
a tvrzeńı, vesměs bez d̊ukazu. Dále jsme s využit́ım Donskerova principu
invariance nasimulovali ukázku pěti trajektoríı Wienerova procesu. Teo-
rie Wienerova procesu má dnes bohaté uplatněńı v př́ırodńıch vědách, a
tak je zde velký prostor pro daľśı práci.
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