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Abstrakt: V predlozené praci studujeme vyznamny proces z teorie sto-
chastickych procesu. Po tivodni definici zformulujeme nékolik vét z teorie
pravdépodobnosti, které budeme pozdéji vyuzivat. Dokazeme, ze Wie-
neruv proces je stabilni vuéi Siroké tiidé transformaci, zformulujeme a
dokézeme vétu o existenci Wienerova procesu a nakonec ukazeme, ze
trajektorie Wienerova procesu neméa konecnou derivaci v zadném bodé
(0, 00) skoro jisté. V dalsi ¢dsti uvedeme bez dukazu Donského princip
invariance a na jeho zakladé nasimulujeme ukazku trajektorie Wienerova
procesu.
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Abstract: In the present work we study an important part of the theory of
stochastic processes. After the initial definition we state several theorems
of the theory of probability, which we use afterwards. We demonstrate
stability of Wiener process toward the wide group of transformations, we
present and prove theorem about the existence of Wiener process and
finally we demonstrate that trajectory of Wiener process is finitely dife-
rentiable at no point of (0,00) almost surely. In the next part we state
Donsker invariance principle without proof and on its basis we simulate
trajectory of Wiener process.
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Kapitola 1

Uvod

Wieneruv proces (nékdy téz nazyvan Brownuv pohyb) je stochas-
ticky proces se spojitym casem, pojmenovany na pocest Norberta Wie-
s prirustky nezavislymi na poloze.

Brownuv pohyb popsal roku 1827 skotsky botanik Robert Brown
jako nahodny pohyb mikroskopickych ¢astecek v kapalném nebo plynném
prostiedi. Tento jev nékolik desetileti znepokojoval fyziky; s jeho vysvét-
lenim ptisel az Albert Einstein ve svém prvnim ¢lanku ze slavného roku
1905 7O pohybu - potfebném pro molekularni kinetickou teorii tepla -
malych c¢astic umisténych v klidné kapaliné”.

Matematické pozadi tomuto jevu dodal Norbert Wiener, ale pfesna
matematicka teorie mohla byt budovana az poté, co Andrej Nikolajevié
Kolmogorov ve 30. letech definoval pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P).
V dnesnim pojeti je Brownuv pohyb jen jednou z aplikaci Wienerova
procesu. Na zakladé vysledku Paula Erdose a Marka Kace ukazal Monroe
D.Donsker, ze Wieneruv proces je limitni mnozinou trajektorii ndhodné
prochazky, tak jako jsme toho vyuzili v kapitole 3.

Wieneruv proces se vyuziva v mnoha oblastech matematiky, fyziky
a ekonomie, napt. pii feSeni stochastickych diferencidlnich rovnic nebo
pro filtraci Sumu pfi pienosu signalu. O tom, Ze toto téma ani zdaleka
neni vycerpané, svédéi Nobelova cena za ekonomii udélend v roce 1997
Robertu C. Mertonovi a Myronu Scholesovi, ktefi pfi urc¢ovani hodnot
financnich derivatu vyuzivali bohaté teorie Wienerova procesu.

Cilem nasi préace je ukazat nékteré dulezité vlastnosti, kterymi se Wi-
eneruv proces vyznacuje. Jedna se zejména o Vétu o existenci Wienerova
procesu a Vétu o neexistenci derivace, které jsou dokazany ve druhé ka-
pitole. Tteti kapitola nam potom ukazuje, jak mohou vypadat trajektorie
Wienerova procesu.

Ackoli jsou zde uzivané pojmy vesmeés definovany, u ¢tenare se pred-
pokladaji zékladni znalosti teorie pravdépodobnosti.



Kapitola 2
Dulezité véty

2.1 Definice a pomocna tvrzeni

Prikro¢me nejprve k vlastni definici:
Definice:

Stochasticky proces {W (t),t > 0} se nazyva Wieneruv proces, jestlize
plati:

1. L(W(t) — W(s)) = N(O, [t —s|), s, t>0

2. Wi(ty), W(ta)—W(t1),..., W(t,)—W(t,—1) jsou nezavislé ndhodné
veliciny pro 0 <t; <ty <...<t, <0

3. {W(t),t > 0} ma vsechny trajektorie spojité a W (0) = 0.
V nésledujici ¢asti si zformulujeme tvrzeni a véty, jichz budeme pozdéji

vyuzivat. Jejich dukaz vyzaduje vybudovani neelementarni teorie, a pro-
to az na vétu 2.4 je na dukazy pouze odkazovano.

Definice
Bud T C R indexové mnozina, n € N, ¢;,....t, € T axy,..., v, € R .
Systém distribuénich funkei {Fy, 4, (z1,...,2,)} se nazyva konzistentn,

jestlize ma nasledujici vlastnosti:

(1) Pro libovolnou permutaci iy, ..., 4, cisel 1,...,n plati
Ftilz-~~7tin (‘ril7 s 7Iin) = El,m,tn (‘7;17 s an)

(2)

Im Fy oo (@1 Ty, Tn) = Fyy o (21,000 Tpt).

Ty —00



Definice

Bud T C R indexovd mnozina, X = {X(t),t € T} aY = {Y(¢),t € T}
nahodné procesy definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru.
Rekneme, ze proces Y je modifikace procesu X, jestlize

P[X(t)=Y(t)] =1 pro kazdé t € T.

Véta 2.1 (Daniell-Kolmogorov). Necht {Fy, 4 (z1,...,2,)} je kon-
zistentni systém  distribucnich funkci. Potom existuje ndhodny proces
{X(t),t € T} takovy, zZe pro kazdé n € N, libovolnd ty,...,t, € T a
libovolnd redlnd 1, . .., x, plati

P(X(t) <zy,...,X(t,) <) = Fy (21, .., 20).
Diikaz: Stépéan (1987), véta 1.10.3
Véta 2.2 (O spojité modifikaci). Necht {X(t),t € T} je stochasticky
proces a existuji kladné konstanty K, «, 6 takové, Ze
E|X(s) — X(@)|* < K|s—t|'"?
pro vsechna s,t € T'.
Pak ezistuje spojitda modifikace procesu {X(t),t € T'}.

Diikaz: Stépan (1987), véta I111.5.8

Véta 2.3. Budte Yy, ...,Y, ndhodné veliciny takové, Ze ndahodny vektor
Y = (Y1,...,Y,) md normdlni rozdéleni. Pak Yi,...,Y, jsou nezdvislé
ndhodné veliciny.

Diikaz: Stépéan (1987), véta 11.7.28

Véta 2.4. Stochasticky proces {W (t),t > 0} vyhovuje podminkam 1., 2.
z definice pravé tehdy, kdyz jsou splnény ndsledugjici podminky:

(1) LW (t1),...,W (t,)) je n-rozmérné normalni rozdéleni s nulovym
vektorem strednich hodnot pro ti,...,t, € RT konecné, n € N

(i1) cov(W(t), W(s)) =min (s,t), s, t>0.



Dikaz: Méjme ty,...,t, konetnd nezdpornd realnd cisla a
0<s,<...<s, necht je jejich uspoiaddni podle velikosti. M4-li
vektor Y n-rozmérné normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a
variancéni matici V a X = Y A, x,, kde A, «, je matice typu n x n, pak
vektor X ma n-rozmérné normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou
a varianén{ matici ATV A. Polozime-li Y = (W(s1), W (sa),..., W (s,))
a X =(W(s),W(s2) = W(s1),...,W(sp) —W(sn_1)), pak matice
linearnich zobrazeni A, prevadéjici X na Y, a matice B, prevadéjici YV
na X, vypadaji nasledovneé:

1 -1 0 0
0o 1 -1 0
A= )
o - 0 1 -1
0 0 0 1
1 1 1 1
0 1 1 1
B=| : : - ..
o --- 0 1 1
O --- 0 0 1

Z toho plyne, ze L (W(s1),W(s2),...,W(s,)) mé n-rozmérné nor-
malni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou pravé tehdy, kdyz
L(W(s1),W(s2) = W(s1),...,W(s,) — W(sp_1)) mé n-rozmérné nor-
malni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou. Nyni pristupme k sa-
motnému dukazu.

Necht plati 1., 2.:

Jelikoz £ (W (s1), W (s2) — W(s1),...,W(sn) — W(s,_1)) ma n-rozmérné
normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou, plyne vlastnost (i) z pred-
chozi poznamky.

cov (W(), W(s)) = EW(HW(s)—EWE W(s) =
EWH[W(s) — W(H) + W(H)] =
— EW@W(s) - W] +E W () =

N

-~

=0
= varW(t)=t, s>t

a obdobné cov (W (t), W(s)) = s pro s < t, takze plati i vlastnost (ii).
Necht plati (1), (i1):



Podle pozndmky ze zacdtku dukazu je L(W (t) — W (s)) = N(0, 0?), kde
podle (ii)

o = E[W(t) = W(s)]" = E[(W(1)> = 2W ()W (s) + (W(s))*] =
= t—2min(t,s)+s=1t—s|, t, s>0.

Podle (ii) rovnéz plati

0<t<s<u = EW(u)—W(s))(W(s)—W(t))
= E[W()W(s) = (W(s))* =W ()W (t) + W(s)W(t)] = s —s—t+t =0,
¢imz jsme dokdzali nekorelovanost velicin W(u) — W(s), W(s) — W (t).
Tvrzeni plyne z véty 2.3.

O

2.2 Transformace Wienerova procesu

Jak nam ukazuje nasledujici véta, Wieneruv proces je stabilni k siroké
ttidé transformaci:

Véta 2.5 (Transformace Wienerova procesu).

(i) {=W(t),t > 0}, {o7'W(o?t),t > 0}, 0% > 0 jsou Wienerovy

procesy.

(i) {W (t+to) —W(ty),t > 0} je pro to > 0 Wieneriv proces nezdvisly
na o-algebie o(W(t),t < tp).

(i4i) Oznac¢ime-li W(t) =t - W (1), t >0, a W(0) = 0, pak existuje
Wienertiv proces {W*(t),t > 0} takovy, Ze W (t) = W*(t) prot >0

skoro jiste.

Dikaz:

(i) Oznacme Wi(t) := —W(t) a Wy(t) := o'W (c*t). Ukdzeme, 7e
jsou to Wienerovy procesy, tedy ze vyhovuji definici:
L. LWh(t) — Wi(s)) = L(=W(t) + W(s)) = LW (s) — W (t)) =

=N(0,|s—t]), s, t>0

2. —W(t1>, —(W(tg) — W(t1>>,, —(W(tn> — W(tn—l)) jSOU.
nezavislé nahodné veliciny pro 0 <t; <t; < ... <t, < >

3. Spojitost trajektorii W; plyne ze spojitosti trajektorii a
Wi (0) = =W (0) = 0.



(i)

(iii)

Obdobné pro Wa:
1. Jelikoz W (t) — W(s) ma normaln{ rozdéleni, pak i o= (W (ct) —
W (o?s)) m4 normaln{ rozdélen{ a déle
E (Wa(t) — Wa(s)) = o 'E(W(c%t) — W(o?%s)) =0
var (Wa(t) — Wa(s)) = E(Wa(t) — Wa(s))? =
= E[o"H (W (c?t) — W(0?s))]> = o 2E[W (c*t) — W (0?s)]* =
= o var (W(o%) — W(o%s)) =0 |a*(t — s)| = |t — s]
2. Mame-li 0 <t; <t, <...<t, <oo, pak

%W(a%l), %(W(chtg) —W(o*t)), ..., %(W(a%n) W (0*,1))

jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, nebot oznacime-li
s; =0, i=1,...,n,

pak
Wi(s1), Wi(se) —W(s1),..., W(sp) —W(sp_1)

jsou nezavislé ndhodné veliciny z predpokladu.
3. Spojitost trajektorii W5 opét plyne ze spojitosti trajektorii W a
Wo(0) =07 'W(c?-0) =0"1-0=0,

takze i W5 je Wienerovym procesem.

W (t+to)—W (to) je jisté Wieneruv proces a z 2. vlastnosti z definice
Wienerova procesu jsou

W (t +to) = W(to), W(s) — W(0)
nezavislé nahodné velic¢iny pro Vs < g, z ¢ehoz plyne tvrzeni.

Proces W (t) spliiuje podminky 1., 2. z definice podle véty 2.4,
protoze vektory (W (t1),...,W(t,)) vznikaji linedrn{ transformaci
vektoru (W (t1),...,W(t,!)) a protoze

E(W(s)W(t)) = st-min(s”',¢7") = min(s,#) pro s,t > 0.

Podle véty 2.2 ma tento proces spojitou modifikaci W*, jez je Wi-
enerovym procesem. Pak

P[W(t)=W*(t),t>0] =P[W(t)=W*t),t€Qn[0,00)] =1,

nebot procesy W a W* maji viechny své trajektorie spojité na in-
tervalu (0, 00).

O
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2.3 O existenci Wienerova procesu

Mohlo by nas napadnout, zda vubec existuje proces, ktery by mél
vlastnosti, které pozadujeme. Odpovédi je nasledujici véta:

Véta 2.6 (O existenci Wienerova procesu).

a) Ezxistuje stochastickyj proces X (t) s vlastnostmi 1., 2. z definice.

b) Kazdy proces X(t), ktery md vlastnosti 1., 2. z definice a pro néjz

plati X (0) = 0, md modifikaci, kterd je Wienerovym procesem.

Dikaz:

a)

Pro kazdou posloupnost t4,...,t, € R bud

Ft tn:Nn(OaK)v

Tyeess

kde K;; = min (t;,t;), 1< i, 7 <n.

Potom systém {Fi, : } splauje pozadavky Daniellovy-
Kolmogorovovy véty 2.1 a existuje tudiz proces X = {X(t),t > 0}
s konecnérozmérnymi rozdélenimi {F;, ,; }. Podle véty 2.4 ma
pak proces X vlastnosti 1., 2.

77777

Meéjme nejprve nadhodnou velicinu Z, Z ~ N(0,1). Pak z vlast-
nosti normovaného normélniho rozdéleni a derivovanim per partes
ziskavame

) 1 +oo ) 22
1 = var Z=EZ" = — z7expy —— pdz =
V2 /oo { 2 }
1 23 217 /+°° 2 2 a4z | =
= = 5 <P 2 (] 3 exp 5 z | =

1 +oco 4 2 1
_ _2/ %exp{—%}dz=§EZ4,
V4T J—c0

odkud plyne, ze EZ* = 3.

Uvazujme nyni proces X = {X(t),t > 0} s vlastnostmi 1., 2, pro
né¢jz X (0) = 0. Pak

EIX(s) = X' = |s—t|2.E[w] _
= 3|s—t|*,

protoze (X (s) — X (t))/+/|s —t| ma pro s # t rozdéleni N(0, 1).
Proces X splnuje predpoklad véty 2.2 o spojité modifikaci, a tedy

11



existuje spojita modifikace procesu X, kterou oznacime {(X(t),t>
0}. Protoze X (0) = 0 skoro jiste, je W = {W(t),t > 0} Wieneruv
proces, polozime-li

W, = X.. pokud Xw(O) =0
= 0, pokud X,,(0) # 0.

2.4 O neexistenci derivace

Trajektorie Wienerova procesu maji diky nezavislosti prirustku
nékteré patologické vlastnosti:

Véta 2.7 (O neexistenci derivace). Trajektorie Wienerova procesu nemd
konecnou derivact v Zadném bodé intervalu (0,00) skoro jisté, tj. existuje
mnozina D € A, P(D) = 1 takovd, Ze prow € D funkce t — W, (t) nemd
derivaci v Zddném bodé intervalu (0,00) .

Diikaz: Staci oveérit, ze trajektorie Wienerova procesu nemaji derivaci
v zadném bodé intervalu (0, 1) skoro jiste.
Polozme
L = {w : W, ma konecnou derivaci alespon v jednom bodé intervalu
(0,1)}.
To znamena, ze ke kazdému w € L existuje alespon jeden bod ¢, takovy,
%ZW‘ je konecna, tedy

VwelL dreN JFJo>0 Tt €(0,1):

) — Ww(tO)
t— to

7e limt_% ‘

t
|t—t0|<6:»‘w‘“(

Pro pevné § > 0 a ty € (0,1) muzeme najit nejmensi m = m(J) € N
takové, ze ke kazdému n > m existuje 1 <1 <n — 2, ze % <ty <+ a
body %, < %, % lezi v otevieném d-okoli bodu ty. Potom pro kazdé

weLaj=i,14+ 1,7+ 2 plati

) (5 e 2) e

Jg—1 67
tO_ S )
n n

+

<r

+ ‘Ww (%) — W, (to)

nebot absolutni hodnoty |t0 — %’ a |t0 — %! jsou nejvétsi protg =i —1
aj=1+2.

to—l‘—i—T’
n

12



7 toho plyne L C A, kde

i-feeagUNUN[w (2

r=1m=1n>m i=1 j=i

feen 0 Jan)ea

r=1 m=1

Nyn{ ndm staci dokdzat, ze P(A,,,) = 0, nebot pak je také P(L) = 0
a Wieneruv proces nemda konecnou derivaci v zddném bodé intervalu
(0,1) skoro jisté. Vezméme tedy pevné r,m € N:

- s e () (7))

=1 j=1

Vzhledem ke stacionarité prirustkua Wienerova procesu (z prvni vlastnosti
z definice) je

e ()= (5l = <) o) -
= (v ()

- (cen U e ()=2])

=1 j=t

a plati

Dale _ »
(Ux) <Eruo<ares
a rovnéz

i+2
P (ﬂx) =P(XNXNX)=[PX)?,
j=i
z ¢ehoz plyne

s oleco () <))

7 vlastnosti normalniho rozdéleni a Wienerova procesu

W (1) - W 0)

LW1) = NO,1)=L

- (v (2)-)
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a tudiz
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Kapitola 3

Simulace Wienerova procesu

Wieneruv proces mé dnes bohaté aplikace v ekonomii, fyzice ¢i bio-
logii. Casto potfebujeme védét, jak vypadaji jeho trajektorie. Pfedstavu
o tom si muzeme utvorit z nasledujiciho obrazku vytvoireného v pro-
gramu R:

q— —
WM ‘w"\ 7N
ok o
"rd
X
2 - | QU

Lo SR
|
- (R
I

| | | | | I

0 10 20 30 40 50

Obréazek 3.1: Trajektorie Wienerova procesu
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Kazdou z trajektorii jsem nasimuloval v programu R nésledujicim
zpusobem. V bodé 0 jsem definoval hodnotu 0. Poté jsem si nechal vyge-
nerovat ¢islo z N(0, 0, 1), které jsem pricet] k y-ové soutadnici, a k x-ové
soufadnici jsem pficetl hodnotu 0, 1. Takto jsem na intervalu [0, 50] vy-
tvoril 500 bodu, které jsem linearné spojil. Tento postup jsem pétkrat
opakoval. V nasledujici casti ukdzeme, ze timto zpusobem skutecné lze
postupovat:

Definice
Necht Xi, X5, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny. Pak
ndhodnou prochdzkou nazveme posloupnost ¢dstecnych soucti

Sn = iXk, n € N.
k=1

Definice

Méjme nahodné veliciny X1, Xs, ... s rozdélenimi pq, po, ... a ndhodnou
veli¢cinu X s rozdélenfm y. Rekneme, Ze posloupnost X,, konverguje v dis-
tribuct k X, jestlize u,, — p slabé pro n — oo, tj. jestlize

lim [ fdp, = ffd,u pro kazdou f spojitou omezenou.
Foued

Véta 3.1 (Donskertv princip invariance). Necht {Y;,n € N} je posloup-
nost nezdvisljch, stejné rozdélenych nahodnijch velicin a Sy = Zle Y, je
ndhodnd prochdzka takovd, Ze ES; = 0 a ES? = ¢? € (0,00). Necht
tn = {pa(t),0 < t < 1} jsou spojité procesy vzniklé linedrni interpolact

bodu
00 (. 25) (3:35) - 5)

Potom p, — W v distribuci, kde W = {W(t),0 < t < 1} je ziZend
Wienerova procesu na interval [0, 1].

Dikaz: Stépén (1987), véta VI5.7
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Kapitola 4
Zaveér

Wieneruv proces je dulezitym a ¢asto pouzivanym procesem. Hlavni
cast této prace tvori Véta o existenci Wienerova procesu a Véta o nee-
xistenci derivace a jejich dikazy. Kvili nim jsme zformulovali nékolik vét
a tvrzeni, vesmés bez dukazu. Dale jsme s vyuzitim Donskerova principu
invariance nasimulovali ukazku péti trajektorii Wienerova procesu. Teo-
rie Wienerova procesu ma dnes bohaté uplatnéni v piirodnich védach, a
tak je zde velky prostor pro dalsi praci.
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