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Uvod

Hlavnim predmétem zkoumani této prace jsou nerelativistické srazkové pro-
cesy v kvantové mechanice. Studujeme interakci nerelativistické castice (elek-
tronu) se sféricky symetrickym potencidlem. Miru interakce dopadajici ¢éstice
s potencidlem mérime tzv. i¢innym prirezem, ktery vyjadiuje pomér poctu roz-
ptylenych Estic k toku dopadajicich Estic (viz [T, 2]). Udinny prifez v zavislosti
na energii dopadajici ¢astice spocitame z tzv. S-matice, kterou ziskame resenim
Schrodingerovy rovnice pro kladné energie dopadajici ¢astice. Tato tzv. rozptylova
feseni jsou plné urc¢ena zvolenou energii a asymptotickymi rozptylovymi okrajo-
vymi podminkami.

Pribéh tc¢inného priifezu mize byt velmi komplikovany a ovlivnény pritom-
nosti poli S-matice v komplexni roviné energie (¢i ekvivalentné v komplexni ro-
viné hybnosti). Tyto pély se objevuji pro komplexni energie, pro které existuji
feSeni Schrodingerovy rovnice s odchazejici okrajovou podminkou, a prislusné
stavy se nazyvaji rezonancni, virtualni a vazané stavy. Tyto tfi typy stavi se
souhrnné nazyvaji Siegertovy stavy [3] a lis{ se od fyzikdlnich feseni ziskanych
pro realné energie.

Dilezita role Siegertovych stavii v atomové a molekulové fyzice je velmi dobte
znama napr. z jaderné fyziky a z oblasti srazek elektront s atomy a moleku-
lami [3, 2], ale také z atomovych a molekulovych srézek, tedy chemickych reakef
[4]. Konkrétné rezonanéni stavy jsou charakterizované energii E a $iikou T, které
urcuji polohu rezonanc¢niho stavu v komplexni roviné:

E=FEr— iE. (1)
2

Sitka rezonance je nepifmo imérna tzv. dobé Zivota rezonance. Rezonanc¢ni stavy
se tedy interpretuji jako do¢asné vazané stavy celého systému. Cim mensi je §fika
rezonance, tim vyraznéji se rezonance projevuje v u¢inném prifezu. Oproti tomu
virtualni stavy lezi na imaginarni ose komplexni hybnosti a tedy pro né nelze
definovat dobu zivota. Presto tyto stavy nachéazejici se blizko pocatku vyrazné
ovliviiuji Géinny pritez pro nizké energie. Podobnym zptsobem ovliviiuji i¢inny
priifez slabé vazané stavy.

Nicméné ne vsechny struktury v uc¢innych prurezech jsou nutné zpisobeny
rezonancemi s dlouhou dobou zZivota nebo virtualnimi a vazanymi stavy. Pro fy-
zikalni interpretaci spoc¢itanych a namérenych icinnych prurezi je tedy vyhodné
znat polohy pélu S-matice (Siegertovy stavy) a tedy uréit, které struktury jsou
zpusobeny Siegertovymi stavy lezicimi blizko realné osy a které jsou jiného pi-
vodu.

Odchazejici okrajovd podminka Siegertovych stavii zpiisobuje, ze virtualni
a rezonancni stavy exponencialné diverguji a nejsou tedy normalizovatelnda te-
seni. V disledku je tedy netrivialni ziskat tato reseni standardnimi numerickymi
metodami.

Cilem této prace je implementovat a otestovat metodu R-matice [5,[6] na feseni
1D radialni Schrodingerovy rovnice a studovat jeji aplikaci na rozptylova fesent,
hledani Siegertovych stavi a naslednou manipulaci (odstranovani) pélu S-matice.
Tato metoda ndm umozni ziskat stejné snadno feseni na redlné ose i divergentni



Siegertovy stavy. Metoda R-matice bude zkombinovana s rozvojem radialni vlnové
funkce do baze B-spline funkci. Aplikace téchto funkci na problémy v atomové
fyzice byla detailné popsana v prehledovém clanku [7], ze kterého budeme cerpat.

Ziskdme tedy numerickou metodu aplikovatelnou na libovolné kratkodosahové
radialni potencidly, kterou lze efektivné pouzit ke studiu vlivu jednotlivych Sie-
gertovych stavi na pozorovatelné na realné ose.

V minulosti byl vliv Siegertovych stavii na i¢inné prutrezy studovan numericky
pomoci metody tzv. Jostovych funkei [4], kterd je ale zatim dostupna pouze pro
jednoduché modelové systémy. Vyhoda nasi metody hledani Siegertovych stavi
pomoci R-matice spoc¢iva predevsim v tom, ze ji lze v budoucnu implementovat
do jiz existujicich R-maticovych kéda pro vypocty na vice-elektronovych systé-
mech [6].

Pro vyvoj nasi metody si zvolime jednoduchy problém srazky elektronu s pra-
vothlou potencidlovou jamou, ktery lze resit analyticky. Poprvé byl problém Sie-
gertovych stavii v tomto systému detailné studovan analyticky v [8] a pozdéji
napiiklad v [9] a pro Sirsi t¥idu potencidla napt. v [10].

V ¢asti[l| popisujeme nejprve Schrodingerovu rovnici pro jednoduché srazkové
procesy pro potencidl, ktery jsme schopni analyticky Tesit, a zavadime uc¢inny pri-
fez. V podkapitole[1.2] vysvétlujeme a zavadime pojem S-matice a jejich polu jako
Siegertovych stavi. Dale v ¢asti 2] vysvétlujeme numerickou metodu R-matice
a aproximace vlnové funkce pomoci B-spline funkci a jejich aplikaci. Kapitola
obsahuje vysledky numerické metody, tj. ukdzku jejtho pouziti na analyticky
resitelny problém a v podkapitole [3.3| vysledky odstranovani péli S-matice. V
kapitole [4| se nachazi diskuze ziskanych vysledkt, predevsim pak vysledki od-
strafiovani péla z [3.3



1. Analytické reseni

Nasim tkolem je vyresit bezcasovou Schréodingerovu rovnici pro jednu ¢astici
bez spinu

Hi(r) = Ey(r), (1.1)
H= l—;nA+V( )] (1.2)

kde H je operator Hamiltonidnu, jenz je souctem kinetické energie a potencialu, £
je prislusnd energie vlastniho stavu, m je hmotnost ¢éstice a r = (r,0,¢) oznacuje
kolektivné sférické soutadnice Castice. ReSeni rovnice lze pak pro sféricky
potencial V(r) = V(r) hledat rozvojem vlnové funkce do parcialnich vin

0(0.9) = 3 RuylrVia(0.0) = 3 M4051,(0.0) (1.3

l

kde Yjo(0,0) jsou sférické harmoniky, [ je kvantové ¢islo momentu hybnosti a p je
hybnost ¢astice, jez je s energii F/ spojena dle nasledujiciho vztahu,
h2p2

2m

Vlozenim vztahu ([1.4]) do rovnice (1.1} a projekei na sférické harmoniky dosta-
neme po trivialnich ipravach radialni diferencialni rovnici pro parcialni viny s pri-
slusnou okrajovou podminkou

E= (1.4)

2 U(l+1)
T —U(r) +p*| xip(r) =0, (1.5)
Xip(0) = 0. (1.6)
V této rovnici jsme zavedli tzv. redukovany potencial
2m
U(r) = 25V () (1.7

V dalsim budeme uvazovat pouze kratkodosahové sféricky symetrické poten-
cidly V(r) = V(r) s asymptotickym chovanim [2]

wm@90<1) . €>0. (1.8)

T3+e

Diferencidln{ rovnici ((1.5)) jsme schopni vyfesit analytickymi néstroji jen pro
nékolik malo potencidli. Jednim z nich je pravé pravouhld potencidlova jama ve
trech dimenzich. Pro jdmu o sifce a a hloubce Vj méa potencial V' (r) nésledujici

tvar
W <
V:{O’ r=a (1.9)
0, r>a.

V této préaci déle predpokladam, ze V;, < 0. Podle energie E pak rozliSujeme,
zda je prislusny vlastni stav hamiltonianu vazany nebo rozptylovy. Pro tyto stavy
pozadujeme ruzné okrajové podminky pro r — oo:

4



e Vazany stav muze existovat pro zapornou energii £ < 0, ¢ili imaginarni
hybnost p = y/2mE /h. Jak dale vyplyne, nutnou okrajovou podminkou pro

o . .z ’ v 7—00 —
vlnovou funkei je exponencidlni pokles v nekoneénu, tedy x;,  ~ e 5" pro

K > 0.

* Rozptylovy stav ziskame pro kladnou energii £ > 0, tedy realnou hyb-
nost p = 1/2mE/h, pokud ma hamiltonidn spojité spektrum. V nekoneénu
ma vinova funkce oscilujici charakter a prislusné okrajové podminky budou
diskutovany nize.

Ve zbytku préace, pokud neni feceno jinak, fesime problém pro elektron, ¢ili

m = me, a prechdzime od jednotek SI do atomovych jednotek [I1], ve kterych
plati

h=1 , m.=1 (1.10)

V téchto jednotkach je energie elektronu s hybnosti elektronu spojena vztahem

2
p
E==— 1.11
. (111)
V préaci se vyskytuji vyrazy, kde kombinujeme formalismus hybnosti p a energii F/,
pokud neni feceno jinak predpokldddm v tom piipadé platnost vztahu (1.11]).Dale

v celé praci piseme namisto x;,, resp. ;g pro zkraceni pouze y;.

1.1 Reseni pro konstantni potencialovou jamu

Méjme tedy sféricky symetricky potencial a k nému piislusny redukovany
potencial o konstantni hodnoté Uy. Reseni tohoto problému je dopodrobna roze-
brano v [I] a [2], odkud v této kapitole také ¢erpam. Rovnici pro U(r) = Uy
fesi Riccati-Besselovy funkce j;(kr) a iy (kr). Napi. pro [ = 0 nabyvaji Riccati-
Besselovy funkce jednoduchého tvaru

J(2)=sinz , @y(z) = cosz. (1.12)

Mezi Riccatiho a sférickymi Besselovymi funkcemi j; a n; plati vztah (viz [2])

ez =zi(z) , fule) = —zm(2), (1.13)

¢ili pokud Riccatiho funkce fesi rovnici pro xi,, potom radidlni ¢ast Ry,
vlnové funkce z (1.3)) Tesi sférické Besselovy funkce. Tvar sférickych Besselovych
¢i Riccati-Besselovych funkcich muzeme nalézt v tabulkdch (prvnich nékolik je
v [2]), kuptikladu v Mathematice (a i v mnoha jinych programovacich jazycich)
jsou Besselovy funkce jiz implementované.

Asymptotické chovani Riccati-Besselovych funkei v zndmé [2]:

}l(pr) "8 sin (pr — lg) . Tu(pr) "Z8° cos (p?" — lg) , (1.14)
apror —0
~ r—0 (pT)lJrl N r—0 (2[— 1)”
Ji(pr) — m 5 1(pr) — W (1.15)



Je tedy zfejmé, Ze feSeni v okoli nuly musi byt kvili podmince (|1.6) tmérné pouze
funkci j;, tedy parcialni funkce x; zde ma tvar

Xf”t(r) = Djl(krmtr) ., r<a, (1.16)

kde D je nezavisla konstanta a velicina k;,; ma rozmér hybnosti a je zavisla na p

a Uy dle
Kint = \/Uo + p*. (1.17)

Reseni tlohy mimo jamu a tedy i urceni nezavislé konstanty se pak rtzni
podle toho, zda se jedna o vazany nebo rozptylovy stav. Obecné feSeni je dano
kombinaci obou nezavislych feseni

Xlext<r) = Ajl(ke:vtr) + Bﬁl(’%;pﬁ) , T>a, (1.18)
ve kterém vystupuje opét veli¢ina k.,; rozméru hybnosti, pro niz zde plati
kezt =p (119)

a dale dvé konstanty A a B.

Reseni v jdmé a mimo jamu jsou spolu svazany napojovacimi podminkami,
jimiz rozumime podminku spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace v bodé
r = a. Napojovaci podminky lze vyjadrit vztahem

dxgnt (T’) ext _ Xmext(T)

L ) = 2 i) (1.20)

r=a

r=a

S pomoci vztahu (|1.14) a souctovych vzorcu pro goniometrické funkce nyni
zjistime asymptotické chovani funkce y;(r) pro velka r. Zavedeme-li konstantu ¢,
(tzv. fazovy posuv)

B
5, = arct () : 1.21
1 = arctan { — (1.21)
muzeme popsat chovani x;(r) v nekone¢nu jako
r—00 . T T
xi(7) ~7 Asin <pr - l2) + B cos (pr — l2> (1.22a)
. m . 7
~ ¢0s 0; sin (pr — l2> + sin d; cos (pr - l2> (1.22b)
= sin (pr — Zg + 51) . (1.22¢)

Vidime nyni, ze veli¢ina §; ma opravdu vyznam fazového posuvu. Pokud hle-
dame pouze fazovy posuv pro velka r, postaci nam prave vyjadieni napojovacich
podminek z ((1.20)), jez lze vyjadriit pomoci Riccati-Besselovych funkei jako

tan & = p;}‘lfl(pa)jl(kinta) - kintjl—l(kinta)ﬁl(pa)

- - - . (1.23)
Pnzfl(p@)h(kmta) — KintTy (pa)]lfl(kinta)

V dalsich vysledcich pro konstantni potencidlovou jdmu (napt. v tabulkéch
a piseme potencial Uy v jednotkach a=2 a hybnost p v a™!, kde a je polomér
potenciadlové jamy.



1.1.1 Vazané stavy

Véazanym stavem oznacujeme normalizovatelné feseni pro zapornou energii F.
Pro hybnost p tak plati

p=ilpl, (1.24)
¢ili hybnost je imaginidrni. Ukazme nyni, Ze z tohoto plyne okrajovd podminka
na vlnovou funkci v nekoneénu. Zavedme tzv. Riccati-Hankelovy funkece (viz [2])

iy

(r) = fuy(r) +i5,(r). (1.25)
Tyto funkce ziejmé tvori bazi komplexnich feseni, ktera je ekvivalentni bazi redl-
nych feseni 7, a n;. S vyuzitim asymptotiky Riccati-Besselovych funkei v ([1.14))
snadno nahlédneme i asymptotiku funkei Hankelovych

A 25 exp {ii (p?“ - zgﬂ . (1.26)

Z tohoto vzorce plyne, ze pro hybnost (1.24]) bude mit funkce le(ﬂ (pr) v neko-

necnu exponencialni pokles, zatimco ﬁli)(pr) exponencialni rust: funkce lAz; tedy
nepatii do Hilbertova prostoru. Z tvaru funkci je zfejmé, ze vazany stav implikuje
okrajovou podminku v nekone¢nu

xi(r) "= exp(=|p|r). (1.27)
V pripadé vazaného stavu ma tedy TeSeni ve vnéjsi, klasicky zakazané oblasti

tvar )
Xiry=Ch; © , r>a. (1.28)

Tento tvar tedy spliuje okrajovou podminku. Napojovaci a normaliza¢ni pod-
minky ndm celkem davaji tii rovnice, jimiz urc¢ime konstanty C' a D z rovnic
a a hybnost vazaného stavu. Plati tedy, ze hybnost u vazaného stavu
nabyva jen specialni hodnoty vyhovujici témto podminkam; resp. spektrum va-
zanych stavit hamiltonianu je bodové.

1.1.2 Rozptylové reseni

Pro popis jednoduché srazky musime najit rozptylové feseni rovnice .
Rozptylovym fesenim rozumime pripad kladné energie £/ > 0, tj. redlné hybnosti
ve spojité casti spektra. Asymptoticky vztah nam dale 1ika, ze funkce y;
bude oscilujici.

Zvolme konkrétni okrajovou podminku pro r — oo. Stejné jako ve [I] volime
pro velké r okrajovou podminku

eipr

() " e+ f(0,0)

o (1.29)
jiZ popisujeme prichdzejici rovinnou vinu e'?? a rozptylenou sférickou vlnu e?”.
Koeficient f(6,¢) nazyvame amplitudou rozptylu. V pripadé sféricky symetrického
interakéniho potencialu nezavisi tato amplituda na thlu ¢, tedy f(6,0) = f(6).



1.1.3 Ug&inny pruifez
Uéinny prifez o s rozmérem plochy je veli¢ina, kterou mé¥{me intenzitu inter-
akce prichéazejici ¢astice s ¢astici terciku. Méjme tercéik a tok prichazejicich ¢astic
ostrelujicich tercik. Pti dostatecném poctu méreni mizeme ucinny pritez o dle
[2] vyjadrit vztahem
NincO = Ny, (1.30)

kde n;,. je pocet prichazejicich ¢astic na jednotku plochy terc¢iku a N,. je celkovy
pocet rozptylenych c¢astic. Vzorci (1.30)) v kvantové mechanice odpovida vyraz
pro diferencidlni Gc¢inny prurez

do = Jﬁ(r()r)lds (1.31)

kde j;,(r) a j,.(r) zna¢i hustotu toku pravdépodobnosti prichazejici resp. od-
chéazejici viny, do diferencidlni ac¢inny prifez a ds je vektorovy element plochy.

Velicinu
o= / do (1.32)

nazyvame celkovym neboli integralnim tG¢innym prirezem.
Odvodme nyni u¢inny prutez o pro rozptylové feseni (pokud neni feceno jinak,
¢erpam pii odvozovani z [1]). Vyjadiime hustotu toku pravdépodobnosti vinové

funkce
h

(1) = 51 () V() + () V(). (1.33)
kde funkce ¥(r) je rozptylové feseni rovnice (1.1)) splnujici okrajovou podminku
(1.29). Vyjadreme tedy dle vzorce ([1.33)) hustotu toku pravdépodobnosti pricha-

zejici vlny j,,(r) a odchazejici vilny j,,.(r) z rovnice (|1.29)

5 1

) = e ) =G o (), s

kde vektory €, a €, jsou jednotkové vektory ve sméru souradnice z, resp. ve sméru
radidlnim.

Vyjadreme vektorovy element plochy ds ze vzorce jako ds = &,r2d(,

kde df2 je element prostorového tihlu a dosadme spolecné s vyrazy do

vztahu . Ziskavame tak vzorec nejen pro diferencial ic¢inného prurezu ale

také pro diferencidlni Géinny prifez 2 vyjadieny rozptylovou amplitudou f(6)
2 do 2
do =[fO)F Y , 5 =IO (1.35)

Integralni G¢inny prifez o spocteme ze vzorce

. :/|f(9)|2d(2. (1.36)

Pro sférické harmoniky Y}y plati vztah

Yio(0.6) = || L Peosd), (1.37)




kde Pj(cosf) jsou Legendrovy polynomy. Rozvinime nyni ptrichézejici vlnu a am-
plitudu rozptylu z okrajové podminky (|1.29)) do parcialnich vin

jl(kr>
r

8

e =320+ 1)

=0

Py(cos ), (1.38)

1kr

(cos ), (1.39)

kde f; jsou rozptylové amplitudy paraalm viny. Porovnanim dvou predchazejicich
vztahl s asymptotikou plného fesSeni, viz (1.3) a (1.22), ziskdme asymptotiku
parcialni radidlni funkce y;

roo | (2041,
i~ l( 2— )sm (kr — l2) + ficos <k;r — lg)] : (1.40)

Ze vztahu (1.18)) a ((1.21)) ziskdm opétovnym pouzitim souctovych vzorci gonio-
metrickych funkci vyraz pro rozptylové amplitudy pomoci fazovych posuvii

204+ 1, o5
= —— (™" —1). 1.41
fi= (1) (141)
Dosadme ziskané vysledky do vzorce (1.35) pro diferencidlni G¢inny prutez

a provedme integraci pres prostorovy thel. Diky ortogonalité Legendrovych po-
lynomt pak integralni uc¢inny prirez vyjde jako suma c¢tverct rozptylovych am-

plitud parcialnich vin

|2, (1.42)

o= 0, o= 2l+1

kde oy je tzv. parcidlni uéinny prifez. S vyuzitim jiz ziskaného vztahu (1.41])
dostaneme parcialni ucinny prurez jako funkei fazového posuvu 6,

4
o1(p) = pZ(Ql +1)sin? 4, (1.43)

¢imz ziskdvame posledni dilezity analyticky vysledek této casti.

V programu Mathematica jsem vy¢islil prubéh 6,(p) a o;(p) pro potencidlovou
jamu a [ = 0,1,...,5, podle pfikladu v [2] v kapitole 11. Na obr. a jsou
fazové posuvy a cinné pritezy pro pifpad Uy = 11.4 a2, kde a je polomér jamy.

Pripad [ = 0 je vyjime¢ny tim, Ze u néj nepozorujeme rezonan¢ni stavy (viz
nize) a prubéh obou funkei je velmi specificky. Naopak u d3(p) pozorujeme typicky
rezonancni tvar fazového posuvu a tedy rezonanéni maximum v o3(p). Timto tzv.
Breit-Wignerovym tvarem rozumime prudky nartst fazového posuvu o 7 v okoli
rezonan¢ni hybnosti nebo energie (jeji realné slozky) vyjadreny vztahem

I/2
(B — Er)?+(T/2)%

kde Er znaci redlnou ¢ast energie rezonanéniho polu a I' imaginarni c¢ast. Breit-
Wigneriv peak funkce §;(F) ma sitku I' a pozorujeme ho v bodé Er [2].

Sin 0,5 (E) = , (1.44)
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— bo(p) 43(p)
Obréazek 1.1: Prubéh fazového posuvu d;(p) pro l =0 a | = 3 v piipadé potencié-
lové jamy s Uy = 11.4 a=2. Svisla ¢ara v grafu znadi existenci rezonancéniho pélu

S-matice pro [ = 3 s redlnou ¢asti hybnosti R(p) = 3.53 a~!.

o [ma?]
3.5¢

3.of
2.5f
2.of
1.5f

1.0

0.5}

[ L L L I L L J I L L L T T n T i -1
a
0 2 4 6 8 10 Pla]

— 0o(p) a3(p)

Obrazek 1.2: Pribéh déinného prifezu o;(p) pro I = 0 a [ = 3 v pripadé po-

tencidlové jamy s Uy = 11.4 a~2. Svisla pferusovand ¢ara v grafu znadéi existenci

rezonan¢niho pélu S-matice pro [ = 3 s redlnou ¢asti hybnosti R(p) = 3.53 a~ L.
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1.2 S-matice a Siegertovy stavy

V této kapitole zavadime novou funkei komplexni hybnosti, S-matici S(p),
a Teseni Schrodingerovy rovnice pro hybnosti v komplexni roviné. Ukazujeme,
ze tato Feseni, jinak téz Siegertovy stavy jsou spjaty s poly S-matice. Pii jejich
zavedeni cerpam opét z [1] a [2].

Dosud jsme tesili Schrodingerovu rovnici pouze pro realné energie. Exis-
tuji ale i FeSeni v komplexni roviné zvané Siegertovy stavy [3]. Tato feseni jsou
definované okr. podminkou

~(+) r—00 .
xi(r) ~hy (pr) "< exp(ipr) . peC. (1.45)

Vime jiz, ze parcialni u¢inny priurez pro dané [ lze vypocist dle vzorce (|1.43]).
Tento vztah lze zapsat ekvivalentné

o = ;(21 +1)|e0m) — 1)2 = ;2(25 +1)|S(p) — 12, (1.46)

kde nové zavadime tzv. S-matici jako
S(p) = 2@, (1.47)

Je patrné, ze prubéh této S-matice primo ovliviiuje u¢inny prurez. V tomto pfi-
padé se jedna o skalarni funkci, na matici prechazi pro nesférické potencidly.
Pripadné poly této funkce v komplexni roviné hybnosti p tedy ovliviiuji pozoro-
vatelné.

Zapisme funkci y; z pro r > a opét pomoci Riccati-Hankelovych funkci
(11.25))

xi(r) = fr (h7 (o) — o)A (pr), (1.48)

kde f;(p) a f;"(p) jsou nezavislé funkce hybnosti p (analogie A a B ze vztahu
(1.18)). S pomoci rovnice ([1.26)) ziskdme asymptoticky tvar

xi(r) T ei(er=15) _ }?Ei;eﬂ(m—lg). (1.49)

Pro S-matici plati vztah

£ ()
s = 128, (1.50)
I (p)
ktery ziskdme porovnani rovnic (1.49) s ((1.22)
r—o0o0 . Im
xi(r) 7 sin <pr 5 + (5;) (1.51a)
~ e i) _ (=) (1.51D)
~ i) _ 2ibii(or—tg), (1.51c)
Porovnanim ([1.51c)) s (1.49) dostavame
J’_
S(p) _ 62i51(p) _ fl (p) (152>

I (p)
11



Tedy S-matici lze pocitat primo hledanim feSeni pro r > a ve tvaru:

xi(r) = N [bf”(pr) = S(p)hi " (pr)] . (1.53)

kde N je normaliza¢ni konstanta, na jejiz volbé S-matice nezavisi.

S-matice S(p) je zfejmé ze své definice unitarni funkce (pro redlny fazovy po-
suv). Déle pro ni plati, ze v komplexni roviné je symetrickd podle imaginarni osy
— vyznam pro nas ma ale pouze prava polorovina komplexni roviny, tj. hybnosti
s R(p) > 0, které jsou blizko redlné ose, na které pocitdme pozorovatelné.

Uvazujme nyni pély S-matice pro hybnost p v komplexni roviné (hleddme je
tedy pouze v pravé poloroviné, ale pro kazdy pdol mimo imaginarni osu existuje
symetricky pél v opaéné poloroving). Hleddnim péli se podrobné zabyva clanek
[8], kde je rozebran predevsim piipad [ = 0. Z ((1.49) je zfejmé, ze existence pdlu
je ekvivalentni s podminkou

fr (p) =0, (1.54)

kterou miizeme pii vyjadieni funkce y; vyrazem ([1.48)) vyjadrit jako

xi= firhfpr) , r>a (1.55)

Vidime, ze existence p6lu S-matice v bodé p je skutecné ekvivalentni s existenci
feseni Schrodingerovy rovnice a okrajovou podminkou ([1.45)). Z napojovaci pod-
minky ([1.20]) ziskdm implicitni vztah pro pdl v bodé p,

~ (=) A N ~ (=)
phlq(pa)h(kmta) - kint]l—1<kinta)hl (pa) =0, (1-56)

kde k;y; je funkce p, viz (1.17)).
Tyto poély, jinak téz Siegertovy stavy, rozdélujeme na tii typy:

Véazany stav: p=i|p]|,

Virtudlni stav: p=—i|p],
Komplexni pél: p=4R(p) —i|S(p)| S(p) > 0.

V pripadé, ze je prisluSna rezonancéni energie Fr > 0 a pozorujeme vyrazny
rezonancni (Breit-Wignertiv) prubéh 6;(p) a o;(p) v okoli redlné slozky pélu, na-
zyvame tento pél rezonanénim. V [§] je popsan pohyb pdli po komplexni roviné
v zavislosti na potencidlu Uy. Ve vysledcich se zaméfime na pohyb virtualnich
a komplexnich poli smérem k pocatku, kde prechézi ve vazané stavy.

Pély S-matice jsem hledal numerickou cestou hledanim kotent rovnice ,
k tomu jsem pouzil program Wolfram Mathematica a funkci FindRoot. Pro
[ = 0, resp. | = 3, jsou nékteré z hodnot poli p v zavislosti na potencidlu U,
v tabulkach a[l.2] Je patrné, ze v pifpadé [ = 0, pozorujeme pouze virtudlni
stav, jenz s rostoucim potencidlem prechazi ve vazany. V tabulce jsou hodnoty
pro dva nalezené stavy, jez takto prechézi z virtualniho na vazany — mohli bychom
jich s rostoucim potenciadlem najit nekonec¢né¢ mnoho.

Pro | = 3 pozorujeme rezonancni stav, jenz postupné prechazi na vazany.
Pripad | = 3 je pti hledani rezonanc¢niho stavu velmi nazorny, na obrazku
je patrny Breit-Wignertv tvar zavislosti a na obrazku pozorujeme vyrazny
rust i¢inného prirezu (jenz souhlasi s umisténim poélu pro odpovidajici potenciél
Uy = 11.4 a=2 v tabulce . Pro nazornost prikladam jesté na obrazku graf
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Tabulka 1.1: Zavislost polohy virtualniho, resp. vazaného pdlu S-matice na po-
tencialu Uy pro [ = 0. Tyto poly lezi na imaginarni ose hybnosti p.

Potencial Stav 1 Potencial Stav 2
U [52] S(p) [1] Uo [2] S(p) [¢]

0.02 —4.050 21.22 —0.833

0.06 —3.302 21.26 —0.742
0.1 —2.935 21.3 —0.676
0.5 —1.651 21.7 —0.295
0.9 —1.104 22.1 —0.055
1.3 —0.730 22.5 0.138
1.7 —0.438 22.9 0.303
2.1 —0.195 23.3 0.451
2.5 0.016 23.7 0.585
2.9 0.204 24.1 0.710
3.3 0.373 24.5 0.827
3.7 0.529 24.9 0.937
4.1 0.673 25.3 1.041
4.5 0.808 25.7 1.141
4.9 0.935 26.1 1.237
5.3 1.054 26.5 1.329
5.7 1.168 26.9 1.417
6.1 1.277 27.3 1.503
6.5 1.381 27.7 1.586
6.9 1.481 28.1 1.666

Tabulka 1.2: Zavislost polohy komplexniho rezonanc¢niho, resp. vazaného pélu
S-matice na potencidlu Uy pro | = 3. Rezonancni pély lezi v dolni poloroviné
komplexni hybnosti p, vazané poly na kladné ¢asti imaginarni osy hybnosti p.
V posledni tadce jsou rezonancni pély B a C (viz kapitola [3.2)) pro potencial
Uy = 11.4 a2. Tento potencial odpovida grafiim na obrazcich a

Uolzz]l R E S Ul Re) G SO [

0.05  4.709 —4.738 17.8  2.995 —0.470
0.6  4.519 —3.236 21  2.693 —0.305
1.8 4347 —2.481 23 2.483 —0.218
34 4183 ~1.995 274 1.924 ~0.072

5 4.042 ~1.676 30.6  1.329 ~0.012

6.6  3.910 —1.433 322 0.844 ~0.001
82  3.783 ~1.234 44 0 2.920
9.8  3.656 —1.066 50 0 3.698
11 3.562 ~0.954 56 0 4.357

13 3.401 —0.788 62 0 4.939
14.6  3.270 ~0.671 68 0 5.468
162 3.135 —0.566 74 0 5.955
B: 114 3.53 —0.919 | C:114  7.839 —1.783
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Obréazek 1.3: Trajektorie polu S-matice pro [ = 3 v komplexni roviné hybnosti
v zavislosti na potencidlu Uy; vybrané body jsou oznaceny hodnotami potencialu.

trajektorie rezonanéniho a nasledné vazaného stavu po komplexni roviné. Vazany
stav jsem byl pro [ = 3 schopen pouzitou metodou (aplikaci funkce FindRoot na
(1.52)) nalézt az od jistého potenciélu, jak je patrné z obrazku i tabulky. V kapi-
tole rozebirame podrobnéji pohyb péli po komplexni roviné a problematiku
hledani pola v okoli pocatku.

Podrobnéjsi analytické teSeni, které lze pro [ = 0 i [ = 3 najit, je v ¢lanku
[8], kde jsou pdly hledany graficky. Z ¢lanku plyne, ze pro [ = 0 pozorujeme
komplexni poly jdouci pro Uy — 0 do nm — ico, kde n je prirozené ¢islo. Tyto
poly pro rostouci potencial dojdou k bodu —i na imaginarni ose. Zde se komplexni
pély (z levé a pravé poloroviny) rozdéli na virtudlni pdl jdouci po zéporné ¢ésti
imaginarni ose do —ioo a na pol jdouci do pocatku a prechézejici na vazany stav
(takové pozorujeme v tabulce [L1]).

Pro [ > 0 je chovani péla predevsim v komplexni roviné hur zachytitelné. Opét
ale pozorujeme komplexni pdly (nyni potencialné rezonancéni) smétujici k po-
catku, kde se rozstépi na vazany a virtualni pol. Pro [ sudé jdou pély asympto-
ticky (pro Uy — 0) k nm — ioco, pro [ liché k (n — 3)m — ioco, kde n je v obou
pripadech pfirozené (uvazujeme pouze pravou Cast komplexni roviny). Jak ale
ukazeme v dalsich vysledcich, existuji komplexni poly, které zistavaji v kom-
plexni roviné (resp. v pravém dolnim kvadrantu) a do poc¢atku nikdy nedojdou.
Tyto poly nebyly v [§] studovény.

Porovnejme nakonec tdaje z tabulky [1.2|a prubéhy d3(p) a o3(p) na obrézcich
a , jez jsme spocetli pro hodnotu redukovaného potencidlu Uy = 11.4 a2,
V tabulce je redlnd ¢ast hybnosti pro tento potencidl R(p) = 3.53 a~!, na ob-
razcich je tento bod oznacen vertikalni prerusovanou carou. Vidime, Ze se tato
hybnost shoduje s bodem strmého nartstu obou veli¢in. Na tomto prikladu je tedy
ukazano, ze rezonancni poly S-matice skutecné vyznamné ovliviiuji pozorovatelné
veli¢iny.
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1.3 Reseni Schrédingerovy rovnice pomoci me-
tody R-matice

V této casti popisu pouziti tzv. metody R-matice, coz je jedna z metod feseni
Schrodingerovy rovnice. Ziskdme jeji feseni jak na redlné ose tak i v komplexni
roviné. PouzZit{ této metody muzete najit napi. v [12] a jako zdroj jsem pro tuto
kapitolu pouzil [6] a zejména clanek [5]. Vychazime z tvaru Schrodingerovy rovnice

_Lfe Wy Um] w() = Hoa(r) = Bxa(r),  (157)

kde zavadime tvar operatoru hamiltonianu H,.
Méjme od jistého r = a sféricky potencidl V' (r) =
potiebujeme chovani potencialu

%U(T‘)- Jak je ukazano v [2],

T3+e

V(T)Té‘”o( 1) >0 (1.58)

V této praci uvazujeme kratkodosahovy potencidl U(r), ktery je pro r > a roven
nule. Poté mizeme funkci x; pro r > a psat

. ~(0) ~(4)
Xi¥(r) ~ hy “(pr) — S(p)h

Ve vnitini oblasti vyjadiim feseni jako linearni kombinaci kone¢ného poctu N li-
nearné nezavislych funkei ¢;(r) splnujicich okrajovou podminku v r =0

(pr) , r>a. (1.59)

i chgzﬁj . ¢;(0)=0. (1.60)

. - y 2 , e . . ,
Operator H;, resp. pouze ¢len —%jﬁ, neni na vnitini oblasti (0,a) hermitovsky,

pokud jsou funkce baze ¢;(r) nenulové v r = a. Tento problém fesime pridanim
tzv. Blochova operatoru

d
dr’

kde 0 znaci Diracovu d-distribuci. Dokazme nyni Ze operator H+L je hermitovsky.
Maticové komponenty pocitame jako integraly, naptiklad pro hamiltonian

L= —5(7“ —a)— (1.61)

Hyj = (ol filo) = [ 6:r)Hig;(r)ar. (1.62)

Komponenty hamiltonidnu jsou zfejmé symetrické kromé clenu -2 4z, ten chceme
vykompenzovat prictenim Blochova operatoru. Pocitejme nyni integral

d? d2¢j do;(r)
Gl — ot —a) Tle) = [“otr dr = oi(@) =3 (L6%)
& @(a)d“i{ﬁ” - /0 o) dﬁﬁ”dr—@(a) W e
o dgi(r) @ d?¢;(r)

2 -S| e+ /0 T y(r)dr (1.63¢)
= (04l g — 8 — ) 160 (1.634)
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V (L.63)) jsem pouzil v krocich (1.63D]) a (1.63d) integraci per partes, rovnosti
1.63a) a (|1.63d)) pak plynou z definice maticové komponenty. Pomoci vztahu
1.63) jsme tak ukazali, Ze pro komponenty matice v bézi funkei {¢;}, plati
rovnost H;; + L;; = Hj; + Lj;.

Diky Blochovu operatoru jsme schopni zakomponovat podminku spojitosti
prvni derivace x; v r = a do Schrodingerovy rovnice ve vnitini oblasti

(H,+ L — E)xi™ = Ly, (1.64)

tento vztah nazyvame nehomogenni Bloch-Schrodingerovou rovnici se zdrojovym

¢lenem fof”t Déle pozadujeme spojitost funkce y; v = a. Resenf ™ mizeme

formalné ziskat inverzi operatoru na levé strané rovnice

Xi" = (Hi+ L — E) Lxj™, (1.65)
neboli Greenovou funkci zavedenou jako

G(E)=—(H+L-E). (1.66)

Diagonalizaci hermitovské matice operatoru H + L na vnitini oblasti ziskdme
mnoZinu vlastnich funkei {¢;}Y, a p¥slusnych vlastnich energii Fj

(H + L)y, = Extby. (1.67)

Greenovu funkei z (1.66) mohu pomoci této baze vyjadrit jako ( viz [2])
Z Wk W (1.68)

Nyni zavedeme R-matici R;(E) jako funkeci energie. Podobné jako u S-matice
se v nasem pripadé bude jednat o skalarni funkci. Definujeme ji vyrazem

R(E) = : kz:jl w’“]ék)ip’“]é ), (1.69)

¢ili pro Greenovu funkei z (1.68)) pro r = a plati

QR(E) = —Gy(E)| . (1.70)

r=a

Vzorec ([1.65)) pro r = a prejde na vztah

xi(a) = Ri(E)xi(a). (1.71)

Analogicky k postupu v [5] (kde je metoda predvedena na piipadu coulombic-
kého potencidlu) tak ziskdm explicitni vyraz pro S-matici S(p) pomoci R-matice.
Rovnice (1.71)) ndm spolecné s vyjadienim x{** z (1.59) d& vztah

=) z A(_)
RZ(E)pdth() — Iy "(pa)
S(p) = Z=pa ) 1.72
) e (1.72)
Ry(E)p=i* —hy (pa)
z=pa
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Ziskali jsme tak moznost vypoctu S-matice S(p) pomoci aproximace vlnové
funkce koneénym poctem znamych funkei |¢);) definovanych v kouli o poloméru a.
Dle vzorce pak mizeme vypocitat parcidlni Géinny prirez o;. Analogicky
pii zapisu vinové funkce x&** pomoci Riccati-Besselovych funkei v nam
podminka dé vyraz pro fazovy posuv §;(p)

Ji(pa) — R(E)p™42
tan (6;(p)) = =, (1.73)
RE)P™SE| — fu(pa)

z=pa

Dosazenim vlnové funkce ([1.45)) splnujici okrajovou podminku pro existenci
Siegertova stavu do ([1.71]) vznikne vztah

()
dh; (= A (+) A (+)
R(E)pldz() hy (pa) =h (pa). (1.74)
z=pa
Definujeme tedy implicitni funkci
2 ()
dh Z ~(+)
F(p) = R(E)p ldz( ) —hy (pa). (1.75)
zZ=pa

Nulové body poy funkce F'(p) v komplexni roviné jsou pély S-matice S(p). Tento
postup je ekvivalentni hledédni nulovych bodu jmenovatele ve vyrazu pro S(p)

v (7).
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2. Popis numerické metody

2.1 Baze B-spline funkci

V této casti popiseme bazi B-spline funkci, pomoci nichz aproximujeme vl-
novou funkci na omezeném intervalu, abychom mohli naslendé pouzit metodu
R-matice. B-spline funkce a jejich pouziti jsou podrobné popsény v [7], odkud
i cerpam, zde je podan pouze kratky vytah ¢lanku, abych vysvétlil jejich pouziti.

Pro reprezentaci vinové funkce jsem pouzil jeji aproximaci s vyuzitim tzv.
B-spline funkeci. Jedna se o po ¢astech polynomialni funkce definované na intervalu
[0,a]. Pro vSechna r z tohoto intervalu pak radialni funkei x;, aproximujeme
linedrni kombinaci B-spline funkei B;(r) jako

X1 = ZCiBz'(T) , r<a. (2.1)

Mimo tuto oblast (tj. sféru) povazujeme potencial za nulovy, tudiz resitelny vino-
vou funkef ze vztahu (1.18). V pifpadé aplikace metody R-matice staci, kdyz tzv.
hranici gridu a zvolime tak, abychom za ni mohli povazovat potencidl za nulovy
(pro pravothlou potencidlovou jamu lze brat hranici jamy).

Méjme usporadanou sekvenci bodu (tzv. break points)

&l » &=0 & =a , & <&, (2.2)

jez rozdéluje interval [0,a] do n podintervali [£;,&;1]. B-spline funkce jsou po
castech polynomidalni funkce. Na kazdém intervalu je funkce bud nulova nebo je
rovna polynomu ¢(z) fadu k

q(x) = ;cixi_l. (2.3)

Polynom tddu k&, jak ukazuje vztah (2.3), ma nejvyssi nenulovy koeficient u ¢lenu
z*~1. Baze B-spline funkei je pak zadefinovana pro usporadanou mnozinu uzli,

{t;}2" . ty=¢x pro je {k.n+k},

(2.4)
tl :t2::tk:O s tn+k:'-':tn+2k—l = a.

MnoZina uzli ¢; je tedy mimo ndsobnost okrajovych bodu & a &,, jeZ je rovna
k, totozna s mnozinou bodu §&;. Jak je dale popsano v [7], nasobnost vétsi nez 1
nemusi mit pouze krajni body. V nasem pripadé ale vzdy budeme pouzivat mno-
zinu definovanou v , kde multiplicita vSech vnitinich boda je 1. Multiplicita
uzli ovlivnuje spojitost B-spline funkci v téchto bodech.

Dohromady pro danou mnozinu uzli a rad k tvori funkce B-spline bazi o na-
sledujicich vlastnostech:

« Kompletni baze {B;} 1~ &itd n + k — 1 funkei.

» Funkce B;(x) je nenulovd pouze na intervalu [¢;,t;1x], ¢ili napt. funkce By je
nenulovd pouze pro x € [§y,&].

o Plati tedy: B;(z)Bj(x) =0 pro |i — j| > k.
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« V bodech & pro j € {1,.,n — 1} plati B; € C¥72,

o V bodé &, resp. &,, plati B; € C"2, resp. B; € C"™"==2 kde spojitost
v téchto bodech znamena spojité navazani funkce ¢i jeji derivace do nuly.
Plati tedy, ze funkce B je jako jedina v bodé &, nenulova, analogicky B, 1

v &,

1.0

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

Obrézek 2.1: Kompletni baze B-spline funkci fadu k& = 4 na ekvidistantni sekvenci
bodu {0,1,2,3,4,5}. Svislé cervené cary oddéluji jednotlivé intervaly, na kterych
je kazda B-spline funkce polynomem.

Nézorny piiklad béze B-spline funkei je na obrazku 2.1} kde jsou vykresleny
vSechny B-spline funkce fddu k = 4 na ekvidistantni sekvenci boda {0,1,2,3,4,5},
¢ili mnozinu uzla {0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5}.

Ekvidistantni sekvence bodu je typickym prikladem. V praci téz pouzivam
exponencialni sekvenci

v — 1

5@’ =a e’ — 1 )

kde v je parametr rozdéleni uzli. Tato sekvence ma za dusledek zhusténi bézi

v blizkosti nuly, coz je uzite¢né pro aproximaci vinové funkce, kterd blizko poc¢atku
osciluje.

V praxi pak pri implementaci B-spline funkci pouzivame rekurzivni vzorec

z [1]

(2.5)

—t; tivk —
TTU B )+ T

BF(z) = ———
’ tive—1 — b tivk — tisa

sz—&—_ll(x)v (26>
kde BY je i-ty B-spline o fadu k. Pro k = 1 plati pro B-spline funkce trivialn{

vztah
BZ(.%) =1 , T € [ti—lati] a BZ(.T) =0 , T ¢ [ti—lati]‘ (27)

19



2.2 ResSeni Schrédingerovy rovnice pomoci baze
B-spline funkci

V této kapitole aplikujeme bazi B-spline funkci a posléze i metodu R-matice
a popiSeme vyslednou numerickou metodu, kterou jsme pouzili. Vyjadieme ko-
ne¢né funkei y;(r) na intervalu [0,a] linedrni kombinaci N B-spline funkci B;(r)
dle vzorce . Dosadime ji do bezc¢asové Schrodingerovy rovnice S opera-
torem hamiltonidnu

. 1d* I(l+1) 1
H=->— 5 2.
sz g TV (28)

pro néjz hleddm vlastni energie a prislusné vlastni stavy x;(r) takové, zZe
Hlxi) = Elxu)- (2.9)

V bazi B-spline funkci ma tento problém tvar

N N
S (Bu|H|B)ei = ES (B,|Bi)e;, (2.10)
=1 =1

jenz lze prepsat ve formé vektori a matic
H.-c=ES-c, (2.11)

kde ¢ je vektor z RY o komponentach ¢;, H je matice hamiltonidnu a S je tzv.
prekryvova matice. Maticové elementy

v Hilbertové prostoru pocitame jako integraly; napi. pro potencidlovou ¢éast ha-
miltonidnu U(r) poc¢itdme prislusny maticovy element jako

(B,|U|B;) = /0 " B(r)U(r)B,(r)dr. (2.13)

Abychom mohli snadno fesit problém vlastnich stavii matice H , je nutné upra-
vit B-spline bazi tak, aby matice S byla jednotkova - ¢ili bazi ortonormalizovat.
Ortonormalni baze se sklada z vlastnich funkci matice S, které lze vzdy vypoci-
tat, nebot prekryvova matice musi byt symetricka (z tvaru lze nahlédnout,
ze S;; = Sj;). Nova ortonormalizovana béaze se sklada z funkei

N
Bi(r) =Y Bi(r)vy , i=1...N, (2.14)
=1

jez jsou linedrni kombinaci ptivodnich B-spline funkei pro redlné koeficienty v;;.
Plati pro né dale

/0 * Bu(r) By (r)dr = 5. (2.15)

Prekryvova matice S vyjadiena témito funkcemi je pak zfejmeé jednotkova. Vlastni
stav x;,(r) vyjadiime funkcemi ortonormalni baze jako

N

xi(r)=> d; By(r) (2.16)

i=1
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a vektorova rovnice (2.11]) a matice hamiltonidnu tak prejde do tvaru
H-d=FEd , H;=(B;H|B;), (2.17)

kde d je opét vektor z RY. Rovnici (2.17) pak muzeme fesit diagonalizaci matice
H a hledanim jejich vlastnich stavii.

2.2.1 Hledani vazanych stavi primou diagonalizaci

Pri aproximaci vlnové funkce linearni kombinaci B-spline funkci nepouzivame
celou bazi, resp. vyrazujeme krajni B-spline Bj, jenz je nenulovy v r = 0 a ne-
spliiuje tak okrajovou podminku z (1.60). RozliSujeme jednodusi ptipad, kdy hle-
dédme pouze vazané stavy hamiltonianu. V tom pripadé vyskrtavame z baze i po-
sledni B-spline B, ;1 (baze tak ¢itd N = n + k — 3 funkci), jenz je u hranice
gridu » = a nenulovy. Predpokladame tedy, Ze vinova funkce je v nasem priblizeni
pro vSechna r > a nulova.

Zde je dulezité si uvédomit, ze ndm nestaci a takové, Ze potencidl V(r) je
pro r > a nulovy — chceme diagonalizovat v bazi pokryvajici cely prostor, kde
je hledana vazana funkce nezanedbatelna. Potrebujeme tedy zpravidla velké a,
pricemz je zde dulezité znat chovani vinové funkce pro velka r, abychom mohli
odhadnout potfebnou hranici gridu.

2.2.2 Aplikace na metodu R-matice

Pro tfeseni problému s libovolnou okrajovou podminkou nemtzeme predpokla-
dat nulovost vlnové funkce na hranici gridu (v r = a), proto do baze zarazujeme
i B-spline B,, ;1 nenulovy v r = a. Zde pouzijeme metodu R-matice z kapitoly
[1.3] K hamiltonidnu pfi¢teme Blochiv operator preskalovany na tvar hamiltoni-
anu z

.1 d

L= 25(7“ a)dr. (2.18)
Ze vztahu jiz vime, Ze matice reprezentujici operator H+1L v bazi funkei B;
bude symetricka. Diagonalizaci této matice ziskdme mnozinu vlastnich cisel Ej
a vlastnich funkei ¢ (r) opét jako linedrni kombinaci B-spline funkei. Dosazenim
vlastnich ¢isel a funkei do vzorce (1.69) vypocitdme R-matici R(E) a muzeme
aplikovat napojovaci podminku (L.71).

Aplikaci vzorcu (1.72), (1.73) a (1.75) lze pfimo spocist hodnoty S-matice
S(p), fazového posuvu §;(p) (tedy i uc¢inného prurezu o;(p)) a hledat pély S-
matice.

2.3 Gauss-Legendrova kvadratura

Pro numerickou integraci nutnou pro vycisleni ¢lenti prekryvové matice S
a hamiltonidnu H pouzivam Gauss-Legendrova kvadraturu (ddle GL) popsanou
podrobnéji v [13] a [14]. Jedné se o numerickou integraéni metodu aproximujici
integral funkce pres interval [—1,1]. Jedingym parametrem metody je stupen GL
kvadratury, jenz déle znac¢im m. Pro kazdy fad existuje mnozina uzlu {x;}",
a vah {w;}, GL kvadratury, kde uzle jsou z intervalu (—1,1), vahy jsou kladna

21



realnd cisla. Typicky ziskdavam tyto data z tabulek, v mém pripadé byla soucasti
fortranového kédu procedura obsahujici (pro dany rdd m) mnoziny uzli a vah
vzata z [15].

Integral funkce f(x) pres dany interval aproximujeme vyrazem

m

/1 f(z)dr ~ Zf(xn)wnv (2.19)

i=1

tedy jako sumu hodnot funkci v uzlech z; s vahami w;. Rovnost ve vztahu
plati vzdy, pokud je integrovana funkce polynomem stupné k < 2m. GL kvadra-
tura je tedy metoda vhodna k pocitani integralii polynomii, ¢ili i B-spline funkei.
Pokud chceme provést integraci pies obecny interval [a,b], kde a i b jsou redlna
¢isla, musime uzle i vahy preskalovat dle

_ (i +1)(b—a) . b—a

T, = +a , w;=
2

w;, (2.20)

kde x; a w; znaci nepreskalované parametry a x; a w; uzle a vahy preskalované
k danému intervalu.

Dilezitd je dale presnost odhadu integralu nepolynomialni funkce (napft. po-
tencidlové ¢asti matice potencialu pro coulombicky potencial %) Ukazuje se ale,
ze i zde je GL kvadratura velmi presnd. Porovnaval jsem za timto tcelem od-
hady vypoctu GL kvadratury s integraly vypoctenymi v Mathematice praveé pro
coulombicky potencidl (tj. integraly funkef typu < B;(x)B;(z)). Pro fad B-spline
funkci £ = 5 a td4d GL m = 11 byla pii pouziti redlnych ¢isel o velikosti 8 byt
(tzv. double precision) relativni chyba fadu 107, tedy bliZil jsem se maximalni
dosazitelné presnosti.
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3. Vysledky

3.1 Vypocet vazanych stavi primou diagonali-
zaci

Numerickou metodu popsanou v predeslé kapitole jsem nejprve vyzkousel ve
Wolframu Mathematice, kde jsou B-spline funkce preddefinované, a staci tedy
spocist prislusné matice a diagonalizovat hamiltonian. Pro B-spline bazi bez po-
sledni funkce jsem hledal hybnosti vazanych stavii diagonalizaci matice hamil-
tonianu. Pro konstantni potencidlovou jamu jsem porovnal vazané stavy ziskané
pomoci B-spline funkei a jiz diive vypoctené vazané stavy z tabulky [I.1], které
jsou vysledkem hledani kotenii analytického vztahu , beru je tedy jako re-
feren¢éni. Cleny hamiltonidnu a prekryvové matice v Mathematice po¢itam funkei
Integrate, diagonalizaci pak funkci Eigenvalues, resp. Eigensystem. Diilezita
pro mé byla predevsim presnost urceni vazanych stavi a vliv jednotlivych para-
metri B-spline baze na presnost. V tabulkach a jsou vypséany hodnoty
imaginarni slozky hybnosti &(p) vazaného stavu jako ukdzka optimalizace pa-
rametri B-spline baze. V Mathematice byla pro vétsi B-spline baze problémem
¢asova naroc¢nost programu (napt. pro n = 64 a k = 5 uz bylo tfeba ¢ekat v radu
minut). Vidime, Ze pro dosazen{ pfesnosti cca 1077 je nutné zvolit hustotu uzl B-
spline baze alespon h = 32. Vysledky uddvam v jednotkdch a~!, kde a je polomér
potencialové jamy. Ten jsem ve fortranovém programu zvolil a = 1.

Tabulka 3.1: Vysledky vypoctu S(p) [1] vazanych stavii z vlastnich hodnot ma-
tice hamiltonianu v B-spline bazi v zavislosti na parametrech baze; horni hranici
gridu R a poctu uzli n + 1, resp. hustoty uzli i = % na jednotku délky a,
kterou je polomér potencidlové jamy. Pocitano pro rad polynomt k& = 5, ekvi-
distantni sekvenci uzlii a redukovany sféricky potencial U = 17.9 a2, pro nédjz
jsem z rovnice vypocetl referen¢ni hodnotu S(p) = 3,407863 a~1. Pocet
desetinnych mist u kazdého ¢isla je dan poctem platnych desetinnych mist vytis-

ténych Mathematicou.

an Rlel
a 5) 10 20 30 40 60
0.5 3.3 3.3 3.3 3.3 3.3 3.3
1 3.39 3.38 3.38 3.38 3.38 —
2 3.400 3.400 3.400 3.400 3.400 —
4 3.406 3.406 3.410 3.406 — —
8 3.4076 3.4076 3.4076 3.4076 — —
16 3.40783 3.40783 3.40783 — — —
32 3.407860 3.407859 — — — —
64 3.407859 — — — — —

Pro dalsi vypocty jsem pouzil programovaci jazyk Fortran. Implementuji mno-
zinu uzlu (sekvence ekvidistantni nebo exponencidlni) a pak mnozinu B-spline
funkei. Na zakladé rekurzivniho vzorce (2.6)) ziskdm pro kazdy B-spline koefici-
enty polynomu radu k£ na kazdém intervalu.
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Tabulka 3.2: Vysledky vypoctu $(p) [1] vdzanych stavii z vlastnich hodnot matice
hamiltonianu v B-spline bazi v zavislosti na radu k& polynomt B-spline funkeci.
Pocitano pro hranici gridu R = 5 a, ekvidistantni sekvenci a hustotu uzli h = 16 %
a redukovany sféricky potencial U = 17.9 a%, pro néjz jsem z rovnice vyse
vypocetl referenéni hodnotu I(p) = 3,407863 % )

EoS) Gk SO (G
1 42 5 3.40783
2 340786 | 6  3.40785
3 340785 | 7 3.40783
4 340785 | 8  3.40784

Ve Fortranu jsem déle vypocetl prislusnou prekryvovou matici a ortogonali-
zoval bazi B-spline funkci. Pro ortogonalizovanou bazi jsem vypocetl matici ha-
miltonidnu a ziskal tak symetrickou matici H ze vztahu . Nejprve jsem pro
pripad vazanych stavi a bazi bez posledni B-spline funkce opét vypocetl vlastni
¢isla hamiltonianu pro konstantni potencialovou jamu. Jesté jednou jsem pak po-
rovnal ziskané hodnoty s témi vypoctenymi stejnym zptisobem ve Mathematice
a s vysledky ziskanymi funkci FindRoot z analytického vztahu . Presnost
urceni hybnosti vazaného stavu byla pro tytéz parametry stejna jako pii pouziti
této metody v Mathematice. Casova naro¢nost vypoctu se pii pouziti Fortranu
radove snizila.

Tabulka 3.3: Energie E, vlastnich stavi atomu vodiku, porovnani s vysledky
z [7] a pfesnymi hodnotami E£** = —1/2k* (hodnoty zaokrouhleny na Sest
desetinnych mist). Absolutni chyba uréeni vlastnich energii Fj, v mych vysledcich,
resp. EPechav 4 [7] vypoctend jako AE = |E, — B¢, Pocitano pro fad k = 5,
exponencialni sekvenci uzli B-spline baze s parametrem v = 5, horni hranici
gridu R = 100 au a n = 100.

k Ek: EkBachau Eg:mct — —1/2]€2 ‘ AE AEBachau
1 —0.500000 —0.500000 —0.500000 | 1-1071! 1-10712
3 —0.055555 —0.055555 —0.055555 | 2-107"2 1-10713
5 —0.019999 —0.019999 0.020000 | 3-1078 3-1078
7 —0.009596 —0.009596 —0.010204 | 6-1074 6-10~*
8§ —0.004662 —0.004662 0.007812 | 3-1073 3-1073

Opét pro bazi bez posledni B-spline funkce jsem vypocetl energie Ej vazanych
stavii pro coulombicky potencidl (tedy energie vlastnich stavii atomu vodiku)
a porovnal vysledky s tabulkou hodnot z [7] pocitanych stejnym zptisobem a pro
stejné parametry baze. Konkrétné pro tad k = 5, exponencialni sekvenci uzla
baze s parametry v = 5, horni hranici gridu R = 100 au a n = 100 jsem vypocetl
hodnoty E, jejichZ porovnani s presnymi hodnotamii s vysledky z [7] je v tabulce
@. Pfesnost mého kodu je priblizné o fdd mensi nez v [7], pro nizsi k plati pro
pfesnost mych vysledkt piiblizné AE, ~ 107'2. DileZité je porovnani mnou
zjisténych hodnot a hodnot z [7] pro vyssi hodnoty & (v tabulce 5, 7 a 8), které se
presné shoduji — vidime tedy, ze mnou pouzita metoda se shoduje s tou pouzitou
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v [7]. Pfikladdm déle tabulku, kde jsou hodnoty Ej vypoéitané pro n = 200
a R = 100 au, jako ilustraci, ze vétsi hranici gridu lze vysledky pro k radové
zpresnit.

Tabulka 3.4: Energie Ej vlastnich stavii atomu vodiku porovnané s presnymi
hodnotami E{** = —1/2k? a absolutni chyba energie AE = |Ej, — Ef**“|. Poci-
tano pro rad k = 5, exponencialni sekvenci uzli baze s parametrem v = 5, horni
hranici gridu R = 200 au a n = 200.

k E,  Egmect = —1/2k? AE
—0.020000 000009 —0.020000 000000 9 - 10~12
—0.013888 888896  —0.013888 888889 7. 10712

)
6
7 —0.010204 081569 0.010204 081633  6-10~'!
8 —0.007812 381091 0.007812 500000 1.2-1077
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3.2 Vypocet S-matice

Pokud neni feceno jinak, pouzival jsem ve zbytku prace néasledujici parametry
B-spline baze:

+ Rad B-spline funkef: k = 5.
o Pocet intervall v gridu: n = 160.

o Pouzivam ekvidistantni sekvenci uzl, resp. vysledky jsem ovéril i pro ex-
ponencialni sekvenci s parametrem: v = 5.

« Pro pripad s konstantni potencidlovou jamou o Sitce r = a lze zfejmé na-
stavit horni hranici gridu téz na hodnotu a, nebot potenciél je pro r > a
nulovy.

« R4d GL kvadratury, kterou jsem pocital komponenty matic: m = 12.

o Hranice gridu je rovna poloméru potencidlové jamy a. Polomér potencidlové
jamy jsem zvolil a = 1.

Pro dané parametry jsem aplikoval postup z kapitoly a ziskal hodnoty
R-matice R(F). Nejprve jsem pro hodnotu potencidlu Uy = 11.4 a=2 vypocetl dle
vzorce fazovy posuv dg(p) pro p € [0,10] s krokem Ap = 0.01. Numerické
hodnoty zavislosti jsem porovnal s grafem fazového posuvu z obrazku kde je
posuv pocitan dle analytického vztahu pro tan(B/A), viz (1.23)). Pii vykresleni
fazového posuvu numerické hodnoty splyvaji s analytickou funkci, jak je ukazano
na obrazku [B.1l

: ' T T 3
Sg(p) - numerické vysledky ——
_ So(p) - analytické Feseni - - -
3n/4. ¢ S ey 4225
_ . . : : —
® : g : : - 5
s on/2 - - 1.5 hanl
.. -. .. _' .- q
/4 r ; S 075
0 l l | |
0 2 4 6 8 10

p [1/a]

Obrézek 3.1: Fazovy posuv do(p) (leva osa y). Porovnani numericky pocitanych
hodnot s analytickym fesenim. Relativni chyba A(p) numerického fazového po-
suvu (prava osa y).

Pro lepsi kontrolu jsem déle pocital hodnotu relativni chyba A(p) numerické
hodnoty, kterou pocitam dle vzorce

04— 0N

A(p) = )

, (3.1)
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kde je vyrazem 04 myslen analyticky ziskany fazovy posuv a vyrazem Jy nume-
ricky spocteny fazovy posuv. Takto vypoctend chyba je vynesena v obrazku
a neptekrocila hodnotu 3-1075, jak je z obrazku patrné. Tedy numericky vypocet
je dostatecné presny v celém zvoleném rozsahu hybnosti.

3.2.1 Moment hybnosti 1=0

V této c¢asti jsou vysledky hledani poli S-matice v komplexni roviné za pomoci
numerickych vysledkii pro moment hybnosti [ = 0. Pro tento moment hybnosti
a potencial Uy = 11.4 a2 jsem hledal komplexni pély p v komplexni roviné
hleddnim nulovych bodi funkce F(p) z (1.75), resp. poli funkee S(p) z (L.72).
Amplitudy |F(p)| a |[S(p)| jsou vykresleny na obrazku

V grafech jsou oznac¢ena minima |F'(p)|, resp. maxima |S(p)|. Z téchto grafu
jsem ziskal ptibliznou polohu polt, kolem kazdého jsem vybral maly ¢tverec a vy-

[F(p)]|
4
3 103
— 2 100
(0]
=1 10
=50 1
-1
-2 0.01
-3
-4
0 2 4 6 8 10
Re(p) [1/a]
|S(p)]
4
3 104
— 2 100
E 1
=0 1
=1
£, 0.01
-3 10-4
-4
0 2 4 6 8 10
Re(p) [1/a]

Obrézek 3.2: Horni obrazek: Amplituda implicitni funkce | F'(p)| vykreslend v kom-
plexni roviné, zakrouzkovana minima funkce. Dolni obrazek: Amplituda S-matice
|S(p)| v komplexni roviné, zakrouzkovina maxima funkce. Velikost amplitudy
je vynesena na barevnou osu v logaritmické skale. Funkce jsou vykresleny pro
moment hybnosti [ = 0 hodnotu potencialu Uy = 11.4 a2
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pocetl jsem ve fortranovém programu numerické hodnoty funkce (s danou jem-
nosti v hybnosti) a hledal jsem jejich minimum, resp. pak maximum. Takto jsem
primym hleddnim minima, resp. maxima (obéma metodami jsem ziskal stejny vy-
sledek) dané funkce ve fortranovém programu nasel konkrétni hodnoty t¥{ pélu:

e pol P: pp =2.41i é
« pdl Q: po = (3.03 — 1.22i) <
« pol R: pp = (6.89, — 1.64i) 1

V grafu fazového posuvu g (obrézek nebo pozorujeme v okoli redlné ¢asti
péli Q a R lokdlni maxima d;(p). Stejné tak i nejvétsi chybu A(p) v obrazku
pozorujeme v blizkosti redlné ¢asti poli.

Vysledky jsem zde zaokrouhlil na dvé desetinnd mista. Spravnost této metody
jsem ovéril porovnanim s vysledky hledani péli S-matice v kapitole jako ko-
fentl rovnice , kde jsem dosahl presnosti na pét desetinnych mist. Vlastnosti
poli zkoumam sledovanim pohybu téchto tii poli po komplexni roviné v zavislosti
na potencialu — tento pohyb je ukdzan na obrazku [3.3]

1 I T
PSIP — -
n Up=4 P6lQ ——
0.5 POIR —-—
0 . |
_05 = _

Im(p) [1/a]

-3 pUo=0.1 | ! | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Re(p) [1/a]

Obrazek 3.3: Pohyb péla P, Q a R po komplexni roviné pro [ = 0 v zavislosti na
potencialu Uy. V grafu jsou pro prehlednost oznaceny nékteré body hodnotami
potencialu Uj.

Na obrazku predstavuje pol P vazany stav a pély Q a R komplexni pély.
Z [§] vime, ze pro | = 0 existuje jeden pdl S-matice pohybujici se pouze po imagi-
narni ose a prechazejici z virtualniho stavu na vazany, jak to pozorujeme u polu
P na obrazku [3.3] Déle vime, ze v komplexni roviné existuje nekoneéné mnoho
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komplexnich (ale nerezonanc¢nich) poli, které rostouci potencial prechazi na vir-

tudlni stav v bodé —i a posléze na vazany. Toto potvrzuje pohyb komplexnich
poli na obrazku [3.3]

3.2.2 Moment hybnosti 1=3

Stejnou jsme zkoumali pély v komplexni roviné i pro moment hybnosti [ = 3
a hodnotu potencidlu Uy = 11.4 a™2. Amplitudy |F(p)| a |S(p)| jsou vykresleny
v komplexni roviné na obrazku [3.4]

V grafech jsou opét oznacena minima |F(p)|, resp. maxima |S(p)|. Stejnym
zpusobem jako v predeslé kapitole jsem ziskal jejich hodnoty a ovéril jejich pres-
nost s vysledky hledani pélu v kapitole Ziskal jsem t¥i poly:

[F(p)]

4

3 106
.2
Sy 104
O B 100
gl c

-2 A 1

-3

) 0.01

0 2 4 6 8 10

Re(p) [1/al

Re(p) [1/a]

Obrazek 3.4: Horni obrazek: Amplituda implicitni funkce |F(p)| v komplexni
roviné, cervené jsou zakrouzkovany minima funkce. Dolni obrézek: Amplituda
S-matice |S(p)| v komplexni roviné, ¢erné zakrouzkovana maxima funkce. Veli-
kost amplitudy je vynesena na barevnou osu v logaritmické skale. Funkce jsou
vykresleny pro moment hybnosti [ = 3 a hodnotu potencidlu Uy = 11.4 a2, Ze-
leny obdélnik na dolnim obrazku oznacuje integracni krivku pri pouziti Cauchyova

vzorce, viz Cast
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« pol A:py=(1.1-2.73i) 1
« pdl B: pp = (3.53 — 0.92i)

ISH L

e pol C: py = (7.84 — 1.78i)

Q|

Vlastnosti péli opét zkoumam sledovanim jejich pohybu po komplexni roviné
v zavislosti na potencidlu — tento pohyb je ukazan na obrazku Pol B je
zfejmé rezonancni (jak uz vime z analyzy grafu na obrazku a oba pdly B
a C se pohybuji komplexni rovinou po krivce do pocatku, kde pak prechézi na
vazané stavy (pro prehlednost ukézano pouze pro B). Trajektorie bodu B se
shoduje s trajektorii rezonan¢niho stavu na obrazku ziskanou analytickymi
metodami.

1 I I
lu0:34 P&IA ——
PoIB - —
0.5 - POIC —-—
0 I — o Lt e e e e e e e e e e e e e —
Ug=30 ~~_Uo=70
[ 3
-0.5 - Up=20 ~ "~ _Ug=60 .
E N \."\
= “ T~ Up=40 i
< Up=10 .-
E \ ~._Ug=20
'15 ~ \ ‘I.‘ —
I\ ~N
U0=5 N
-2 " Up=30 Up=50 \ ]
\
Up=70
2.5 0 U0=2‘ .
Up=10 !
-3 | | | | \ | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Re(p) [1/a]

Obrézek 3.5: Pohyb poli A, B a C po komplexni roviné. V grafu jsou pro pre-
hlednost oznaceny nékteré body prislusnym hodnotami potencialu U,.

Komplexni pél A neni rezonancni, jak je patrné z grafu i¢inného prirezu [1.2]
Pozorujeme, ze pél A se nejdrive blizi pocatku, ale nasledné se otaci — jedna se
o typ polu, jenz zistava v pravém dolnim kvadrantu komplexni roviny. Detailni
pohyb bodu A (az do potencidlu Uy = 600 a~?) ukazujeme na obrazku . Je
ziejmé, ze pol opravdu kona cyklicky pohyb.

Porovnejme pohyb péli na obrézku [3.5]s obréazkem[1.3] kde zFejmé pozorujeme
pohyb rezonanéniho polu B. Pr1i tvorbé obrazku |1.3] jsem se spoléhal pouze na
vysledky Mathematicy, coz je problematické, nebof nemizeme védét, ke kterému
z polu funkce FindRoot zkonverguje. Pti konstrukci trajektorii na obrazcich
a se spoléham predevsim na hledani polt pomoci implicitni funkce na
obrazku [3.4] Timto zptsobem jsem ziskal pély pouze pro nékolik vybranych po-
tencialtt a ¢asti mezi nimi vyplnil body pocitanymi Mathematicou, abych ziskal
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P&IA —

Up=600

Im(p) [1/a]
r
[

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Re(p) [1/al

Obrazek 3.6: Pohyb polu A (potenciél v rozmezi Uy € (18;600) a=2) po komplexn{
roviné. V grafu jsou oznaceny nékteré body prislusnymi hodnotami potencialu Uj.

spojity prubéh. Tento zptisob kombinujici oba zptsoby vypoc¢tu se mi jevi jako
velmi presny a efektivni zaroven, nebof hledani pomoci Mathematicy je podstatné
rychlejsi.

U obrazku bylo patrné, ze nejsme schopni presné zachytit prechod re-
zonancniho polu na vazany a vazané stavy pro nizsi potencial. Tento problém
¢astecné Tesi pouziti grafi amplitudy implicitni funkce |F(p)| jako na obrazku
B.4] nebot ndm ukazuji, kde presné mame pdly hledat. I v tomto piipadé je pro
funkce F'(p) pro p — 0 al > 0 diverguje. Problém lze vyftesit prechodem k impli-
citnf funkei p' F(p), kde [ je moment hybnosti. Diky znalosti explicitniho vztahu
pro F'(p) mizeme samoziejmeé vzorec primo upravit, pro ndzornost uvadim pripad
prol=1

PF(p) = R(E)” — 5 + L) + (ip— )e. (32)

Pripad [ = 0 je samoziejmé trividlni, jak vidime i na obrazku kde pro F(p)
v pocatku zadnou divergenci nepozorujeme. Tedy vynasobenim funkce F'(p) ¢le-
nem p' odstranime divergenci funkce y(p) ze vzorce (L.75).

Na obrazku porovnavame vysledek hledani pélu blizkého pocatku (pél B
pro Uy = 33 a~2) pro pouZiti funkce F'(p) na hornim grafu a p*F(p) na grafu
dolnim. Na dolnim grafu je pél jasné patrny, ¢ili pouziti funkce p*F(p) je vhodné
pro hledani péla v blizkosti pocatku. Amplituda této funkce s rostouci velikosti p
velmi rychle roste, tudiz nemusi byt vhodné ke hledani péla daleko od pocatku.
S vyuzitim této funkce jsem mohl snaze nalézt poly blizké pocatku a popsat tak
napiiklad pfechod pélu B z komplexniho na vazany stav v grafu na obrézku [3.5]

31



[F(p)]

Im(p) [1/a]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Re(p) [1/a]

|p3F(p)|

Im(p) [1/a]
o

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Re(p) [1/a]

Obréazek 3.7: Porovnani amplitudy implicitni funkce |F(p)| (na hornim obrazku)
a amplitudy implicitni funkce |p*F(p)| zbavené divergence v p = 0 pro | = 3
a Uy = 33 a=2. V obou grafech je zakrouzkovan rezonanéni pél.
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3.2.3 Ucinny prurez v zavislosti na potencialu

V této podkapitole rozebirame tvar ic¢inného prirezu o; v zavislosti na poten-
cialu a jeho souvislost s pohybem jednotlivych komplexnich poli po komplexni
roviné.

Nejprve jsem numerickym vypoctem S-matice S(p) ziskal i¢inny prutez o3 dle
vzorce , kde bereme pouze hodnoty S-matice pro redlnd p. Uéinny prifez
jsem stejné jako u fazového posuvu porovnal s vysledkem analytického reseni
a ziskal jsem obdobnou shodu jako v piipadé fdzového posuvu na obrazku [3.1]
Nésledujici grafy lze tedy vygenerovat jak pouzitim analytického vztahu (viz grafy

3 I I 3
Ug = 11.4 ——

2.5 - Pg - - - - | 2.5
- 2 Pc ™" 77 - —  2F
N(U 1 N(U
E 1.5F- ! A 2 45tk
m (]
© 1 - I L © 1k

0.5_ 1 | — 0.5_

0 | :\ | :\ 0

0 2 4 6 8 10 0
p [1/a]
3 ‘ ‘ 3
Ug = 30 ——

2.5 - Pg - --- 2.5
2L Pc ~ " b
NCU NCU
E 1.5F- | . E 15Ff
m m
o 1 - : 4 o 1L

0.5 - \/\ 05 L

0 :\ | \: | 0

0 2 4 6 8 10 0
p [1/a]
3 3
Ug = 50 ——

2.5 Pc---- 2.5
— 2 - - — 2 -
NfU NfU
E 15 . . E 15
m m
o 1L : | o 1L

0.5 - [ — 0.5

0 L/_\\IL L T 0

0 2 4 6 8 10 0
p [1/a] p [1/a]

Obrazek 3.8: Prubéhy tcinného prurezu o3(p) pro vybrané hodnoty potencidlu
Up € {11.4, 20, 30, 40, 50, 70} a=2, v grafech jsou svislymi ¢arami oznaceny
realné ¢asti rezonancnich pola B a C.
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na obrazku , tak pouzitim numerické metody. Vyhodou numerické metody je
pro které nemame analytické feseni.

Pro dalsi vysledky je ditlezité zkoumat chovani i¢inného prifezu v zavislosti
na potencialu Uy. Na obrazku porovnavame pro pripad [ = 3 pribéhy ucin-
ného prufezu o3(p) pro vybrané potencialy. Vyznacujeme téz polohu pélu B a C
(resp. jejich redlné ¢asti). V prvnich trech grafech je patrny narust rezonanéniho
prispévku pochéazejictho od pdélu B, ktery pro vyssi potencidly prechazi na va-
zany stav. Na poslednim obrazku je zfejmy rezonanc¢ni peak pro pol C - vidime
tedy i z acinného prurezu, ze pdél C je také rezonancni. Zajimavé jsou grafy pro
Up = 30 a2, 40 a2, 50 a2, kde na okoli hybnosti p = 4 a~! pozorujeme rist
uc¢inného priifezu, ktery nesouvisi ani s jednim poélem. Jednd se patrné o cho-
vani uc¢inného prurezu, které nesouvisi s rezonancnimi jevy, jak budeme ovérovat
v dalsi casti. Ukazeme dale, Ze tento jev je vyhodné zkoumat skrze odebirani
prispévki jednotlivych péli z S-matice.
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3.3 Odebirani pdolt S-matice

V této casti pouzijeme dvé metody manipulace s pély S-matice. To nam
umozni identifikovat rezonanc¢ni a nerezonanc¢ni prispévky k t¢innému prurezu.

3.3.1 Pouziti Cauchyova vzorce

Abychom mohli studovat pély S-matice, musime mirné obmeénit zptisob je-
jitho vypoctu. Vyuzivime zde matematickou teorii komplexnich funkei (konkrétné
Cauchytv vzorec a Laurentiv rozvoj) popsanou v [16]. Poly S-matice jsou jed-
nonasobné [2], a pro kratkodosahové potencidly je S-matice analytickd funkce
hybnosti. Pél funkce S(p) v bodé py charakterizujeme pomoci rezidua Res,,S(p):

2m
Res,, S(p) = 217“ 2 S(p)dp = 217T/0 S(po + €'®)ee®de, (3.3)
kde prvni integral je pres libovolnou uzavienou kladné orientovanou kiivku C
uzavirajici pouze pol py a druhy integrél je pres kruznici o poloméru ¢, ¢ili body
kruznice jsou vyjaddieny vztahem p = py + ce'® pro ¢ € (0,27). Integral jsem
pak pocital opét GL kvadraturou — pro € = 0.01 a~! hodnota rezidua konverguje
s presnosti na 14 desetinnych mist pro rad kvadratury m = 12.
Hodnoty S-matice S(p) pak vyjadiuji Cauchyovym vzorcem

S(p) = ! 72 5() dz+> w, (3.4)

C2miJoz—p i e

kde C' je libovolna uzaviena kladné orientovana kiivka, jez uzavird vsechny poly
{p;}L1, a Resy, S(p) je reziduum funkce S(p) v bodé p;. Tato metoda byla zkou-
méana diive v praci [4].

V piipadé Ze integracni kiivka nezahrnuje zadny pdl S-matice, suma v ((3.4))
neprispiva. Pro tento pripad jsem vypocetl uc¢inny prurez dle vzorce pri
dosazeni za S(p) ze vzorce (3.4). Integracni kiivkou byla stejné jako u vypoctu
rezidua kruznice, na které plati z = p+ee'® pro ¢ dostateénd malé. Graf ic¢inného
priifezu se opét shodoval s vysledkem analytického Feseni.

Déle jsem za integracni ktivku vzal obdélnik zahrnujici pdl B, jenz je zelené
vyznacen na obrazku . Zde uz je pri pouziti vzorce tfeba odecist c¢len
s reziduem prislusnym poélu pg. Obdélnik zahrnuje redlnou osu, takze jsem opét
mohl vypocist i¢inny priifez pro kontrolu s analytickym fesenim. Je samoziejmé
mozné pouzit dle potieby vétsi éi mensi obdélnik (pro ktery neni nutné odecitat
rezidudlni cleny), tedy piiklad na obrdzku je pouze ilustrativni.

Zde je dilezité poznamenat, ze obdélnik je mnohem vétsi nez predtim pouzité
kruznice a bylo tfeba zpresnit integraci. V tomto pripadé je efektivnéjsi namisto
pouhého zvyseni fadu m GL kvadratury, rozdélit kiivky, pres které integruji,
na nékolik mensich. Strany obdélniku jsem tedy rozdélil na mensi stejné dlouhé
tsecky (strany rovnobézné s redlnou osou na 10, strany rovnobézné s imaginarni
osou na 5 useCek) a na né jsem aplikoval GL kvadraturu s fddem m = 12. Pri
pouziti této metody se vysledny tc¢inny prirez shodoval s vysledkem analytic-
kého Teseni. V piipadé, Ze se ale strana obdélnika (pfipadné body kruznic) blizila
pélu pp, zacinal Géinny prutez i pro vétsi m oscilovat (predevsim pro hodnoty p
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blizké redlné casti polu p4). Toto je zfejmé zpusobeno velkymi prispévky v bliz-
kosti divergence S-matice a naslednou ztratou presnosti pii jejich odé¢itani v GL
kvadrature.

3.3.2 Odebrani pélu Cauchyovym vzorcem

Zkoumejme dale tvar t¢inného prirezu po odebrani pélu pg. Vypocteme hod-
noty S-matice na redlné ose Cauchyovym vzorcem pfi integraci pres obdélnik

z obrézku [3.4] jenz zahrnuje pél pp. Ve vzorci (B.4) ale neodecteme pifslusné
reziduum, ¢ili poc¢itame pouze

B 1 S(z)
S5 () = 5- 7{0 e (3.5)
Pro S-matici pocitanou dle (3.5) jsem spocetl novy uc¢inny prurez po odecteni
polu pp, ozn. o3 g(p). Tuto funkci porovnavam s ptvodnim Géinnym prifezem
o3(p) v grafu na obrazku Na obrazku je patrné snizeni maxima v R(pg),
které ztraci rezonanéni tvar, zaroveti vsak zcela nemizi. Udinny prifez pro p — 0
diverguje, coz je zfejmé zpusobeno ¢lenem 1% ve vzorci .

2 T T
t | o3(p) ——
| | 03,B(p) - Cauchy
| | o3,s(p) - Laurent
| | Redlnad éast pg — - -
1.5 ] | |
| I
| I
|
—_ \ I
o | I
E 1 \
™M 1 !
o \ |
\‘ |
\
\
0.5 N
0
0

p[1/a]

Obrazek 3.9: Porovnani ptvodniho t¢inného prifezu os(p) a uéinného prutezu
o3 5(p) po odecteni pélu v pg. Kfivka pro o3 p(p) pocitand z Cauchyova vzorce a z
odecteni ¢lenu z Laurentova rozvoje se shoduji. V grafu je svislou pferusovanou
carou oznacena realna ¢ast rezonancéniho pélu pg.

3.3.3 Primé odecteni pdolu

Druha moznost je odebrat pol pg S-matice bez pouziti Cauchyova vzorce, a to
pouhym odec¢tenim ¢lenu s reziduem od piimo podcitanych hodnot S(p) na redlné
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ose, tj. odectenim prislusného ¢lenu Laurentova rozvoje okolo daného polu. Novy
vyraz pro S-matici tak pocitame jako

_ Res,,S(p)

S (p) = S(p) o

(3.6)

Tento vypocet vyzaduje presné zjisténi polohy polu pg, je ale vyrazné rychlejsi
nez vypocet vzorcem . Na obrazku porovnavame obé metody vypoctu
S-matice, resp. uc¢inného prurezu. Z grafu vidime, ze vysledky se pro oba vypo-
¢ty shoduji a pro odecteni pélu tak mizeme pouzivat méné vypocetné narocnou
metodu ze vzorce . Ke stejnému vysledku jsem dosel pii odecitani obou re-
zonancnich poli B a C, viz nize.

Stejnym zplisobem lze spocist z S-matice s odebranym poélem fazovy posuv
d1.5(p) jako komplexni logaritmus

516(p) = 5 S(p). (3.7)

Tento vyraz méa na rozdil od puvodniho redlného fazového posuvu nenulovou
imaginarni ¢ast. Na obrazku porovnavame puvodni posuv d3(p) s redlnou
a imagindrni ¢asti fazového posuvu po odebrani pélu 3 p(p). Vidime, ze imagi-
narni ¢ast ma maximum v blizkosti polu.

n/2 ‘ T \
‘ 83(p) —
| 33,8(p) - readlna Cast
| d3,8(p) - imag. cast
‘ Readlna ¢ast pg - - - -
n/4 - I —
©
o
“m
Je]
0 } .
-n/4 \ L ! |
0 2 4 6 8 10

p [1/a]
Obréazek 3.10: Porovnani ptuvodniho fazového posuvu d3(p) s redlnou a imagi-

narni ¢asti fazového posuvu 03 p(p) po odecteni pélu v pg, V grafu je svislou
prerusovanou ¢arou oznacena realna cast rezonancniho polu pg.
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3.3.4 Ucinny prurez v zavislosti na potencialu

V této casti opakujeme postup z kapitoly a porovnavame chovani ucin-
ného prirezu po odebrani prislusného poélu pro riazné potencidly. Jak jsme jiz
vidéli u obrazku a , Uéinny prurez po odebrani pélu diverguje pro hod-
noty p blizké nule. p blizké nule, pro vétsi p by mél ale konvergovat k ptivodnimu
uc¢innému prurezu. Predmétem zkoumani jsou predevsim zmény v rezonancnich
strukturach, které u ac¢inného prurezu pozorujeme. Chceme také urcit, které ¢asti
uc¢inného prurezu nejsou disledkem rezonanci.

Nejprve jsem zkoumal chovani i¢inného prifezu pri odebrani jednoho z poli

o “©
E E
m m
o] ]
o “®
E E
m m
o o
3 \ I I
25 Ug =34 |
— 2 93 . —
Nt‘U 03,B Nt'U
E 15+ Pc -~~~ =)
m m
o] 1 L ‘ | o)
0.5 - /\
0 \ \: \
0 2 4 6 8 10
p [1/a] p [1/a]

Obrazek 3.11: Pribéhy tcinného prifezu os(p) a o3 g(p) po odebrani pélu B pro
vybrané hodnoty potencidlu Uy € {5, 11.4, 20, 30, 34, 40} a=2. V grafech jsou
oznaceny realné ¢asti rezonanc¢nich péli B a C.
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B a C. Vysledné grafy jsou na obrazcich a3.12] Z graft je ziejmé, Ze zejména
pro vyrazné rezonance (tj. pro pdl blizky redlné ose) je mimo okoli daného pélu
Ucinny prurez po odebrani pélu podobny puvodni funkei o;(p) v sirokém rozsahu
hybnosti, s vyjimkou okoli rezonance, nebot odstranénim pélu je odstranén i pri-
slusny rezonanéni peak (jasné patrné pro Uy = 30 a~2 na obrizku a pro
Uy = 80 a2 na obrazku . Opravdu tedy ziskavame tvar ic¢inného prurezu
zbaveného rezonance. U polu B zkouméme také tvar ti¢inného priifezu pri ode-
brani vizaného stavu. Pro vazany stav blizky pocatku (potencial Uy = 34) jsou
obé funkce témér shodné, ani pro vzdalenéjsi vazany stav nepozorujeme vyraznéjsi
zménu tvaru krivky, pouze vyrazny rust pro p — 0.
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Obréazek 3.12: Prubéhy ucinného prufezu o3(p) a o3 ¢(p) po odebrani pélu C pro
vybrané hodnoty potencidlu Uy € {30, 40, 50, 60, 70, 80} a=2. V grafech jsou
oznaceny realné ¢asti rezonancnich poli B a C.
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Zkougel jsem déle odecist oba dva pély B a C. Obrézek [3.13|ukazuje porovnéan{
pro potencial Uy = 30 a2, tedy pro potencidl s vyraznym rezonanénim peakem
odpovidajicim polu B. Z obrazku [3.13| vidime, ze pél C ma znacny vliv na uc¢inny
priffez v Sirokém intervalu hybnosti od cca 4 a=! do 9 a1, tento interval se pro
rostouci potencial a zvysujici se rezonanc¢ni peak zuzuje, jak vidime na obrazku
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Obréazek 3.13: Udinné priezy o3(p), osp(p) po odebrani pélu B, osc(p) po
odebrani pélu C a o3 pc(p) po odebrani obou poli pro hodnotu potencidlu
Uy = 30 a=2. V grafech jsou oznaceny redlné ¢asti rezonanénich pélt B a C.

Jak uz je nadneseno v kapitole 1ze v okoli hybnosti p = 4 a~! pozorovat
nerezonancni rust. Tuto domnénku jasné potvrzuji grafy na obrazcich al3.12]
kde je vidét, ze i po odebrani prislusného polu zistava tento nerezonancni peak na
svém misté. Otazkou je, zda se nejedné o strukturu zptisobenou nerezonanénim
komplexnim pélem A. Vykreslil jsem proto i iéinny prufez os 4(p) po odebrani
pélu A a porovnal ho pro vybrané potencidly na obrazku s puvodnim o;(p).
V grafech je patrné, Ze i odebrani p6élu A ma na pozorovany nerezonancni peak
minimalni vliv, stejné tak na cely pribéh uc¢inného prirezu mimo hodnoty blizké
nule. Pouze pro Uy = 30 a2, 50 a=? se zd4 byt vliv pélu A vyrazngjsi. Toto je
pravdépodobné zptisobeno priblizenim se pélu A redlné ose, viz obrazek [3.6]
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Obréazek 3.14: Prubéhy uc¢inného prufezu o3(p) a o3 4(p) po odebrani pélu A pro
vybrané hodnoty potencidlu Uy € {5, 11.4, 20, 30, 50, 70} a=2. V grafech jsou
oznaceny realné ¢asti rezonancnich péla A a B.
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4. Diskuze

4.1 Hledani vazanych a Siegertovych stavi

V prvni ¢4sti prace vyuzivame analytického vztahu ke spocteni Sie-
gertovych stavi v tabulkdch a tyto vysledky ndm v pozdé&jsi ¢asti prace
poslouzili k ovéreni vysledkiti numerické metody. Diky pouziti B-spline baze a jeji
kombinaci s metodou R-matice jsme ziskali dvé nové metody nalezeni vazanych
stavi: pfimou diagonalizaci matice hamiltonianu a pak prfimym hledanim minima
funkce F(p) na obrazcich[3.2] a

Prvni metoda je méné presnd, jak je ziejmé z vysledku v tabulkach [3.1] a [3.4]
Pro coulombicky potencidl jsem dosahl podobné presnosti jako v [7], naopak pro
potencialovou jamu jsem dosahl konvergence pouze na pét desetinnych mist a ca-
sova narocnost byla navic ze vSech metod nejvétsi. Diagonalizace hamiltonidanu
cidly, pro které neumime ziskat analyticky vztah typu (|1.56), ndm pak mohou
vysledky diagonalizace slouzit jako prvni odhad vazanych stavi pred aplikaci
metody R-matice.

Pti zkoumani pohybu pélt po komplexni roviné se mi podarilo potvrdit ana-
lytické vysledky v [§]. Ziskany pohyb péla byl velmi dilezity pro zndzornéni
zavislosti u¢inného prurezu v zavislosti na potencialu. Predmétem dalsiho badani
je existence nerezonancnich poli podobnych pélu A, jejichz vliv na i¢inny prirez
je oproti rezonanénim pélim minimélni. Je mozné, ze pro vétsi moment hybnosti
[ existuje vice takovych polia. Je ddle mozné zkoumat periodu cyklického pohybu
polu A a hledat moznou zavislost u¢inného prufezu na tomto pohybu. Jistou
pravidelnost lze vypozorovat v grafech i¢inného prifezu o3 4(p) na obrazku [3.14]
Pro potencidly Uy = 20 a Uy = 70 pozorujeme podobné rezonanc¢ni peaky od
pélu B a C, pél A ma (viz obrazek pro tytéz potencialy priblizné stejnou
imaginarni ¢ast a vliv jeho odstranéni se také jevi podobnym.

4.2 Fazovy posuvy a ucCinné prurezy s odecte-
nym polem

Fézovému posuvu 03 g z obrazku neprisuzuji fyzikdlni vyznam. Muzeme
na ném vsak ilustrovat matematické vlastnosti S-matice a t¢inného prurezu po
odebrani pélu a zduvodnit divergenci o3 g(p) v poc¢atku. Fazovy posuv d3 p ma
nenulovou imaginarni slozku a je nenulovy v p = 0, tudiz S-matice nemiize byt
unitérn{ a neplati S2(0) = 1. Uéinny prifez tedy musi pro p — 0 divergovat, jak
vidime na obrazku [3.9} Vidéli jsme téz, Ze imagindrni ¢ast ds g pro vysoké hod-
noty hybnosti daleko od pélu konverguje k nule a redlna cast se blizi puvodnimu
fazovému posuvu. Analogicky konverguje u¢inny prutez o3 p(p) k ptuvodni funkei
o3(p).

Divergence uc¢inného prifezu o g(p) pro p — 0 je zplsobena ¢lenem 1% ve
vzorci . Podstatné je pro nas chovani uc¢inného prifezu na okoli rezonanci.
V nasem pripadé nam divergentni chovani nebranilo porovnat jednotlivé prifezy

ani pro rezonance blizké pocatku (napft. pripad Uy = 80 a2 obrazku [3.12)). Pro
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siroké rezonance v blizkosti poc¢atku ale miize byt divergence rusiva.
Otazkou je, zda lze toto divergentni chovani plné odstranit a zbavit se jeho
rusivého efektu. Moznym zptisobem by bylo rozsifeni vzorce (3.6) na vztah

_ Res,,S(p)  Resy, S(p)

SB(p) = S(p , 4.1
(r) = S(p) — 2P 2 (@)

¢imz bychom dosahli konvergence
SB(p) = 0. (4.2)

Tato metoda méa ale nulové matematické a fyzikalni opodstatnéni, navic nezis-
kame pomoci ni unitarni S-matici, pouze funkci uméle upravenou tak, aby vp =0
konvergovala k nule.

V préaci jsem tak nedosel k ti¢cinnému zptisobu odstranéni divergence v p = 0.
Otazka, zda je mozné ¢i smysluplné ji odstranit, mize byt rozhodné predmétem
dalsiho badani.

4.3 Porovnani odecteni jednoho a dvou péli

Stézejni ¢asti vysledkl je porovnani Ucinnych prifezl o3 pe, 035, 03¢ a 03
na obrazku . Funkce o3 po(p) zjevné kombinuje efekty odebrani jednotlivych
poli B a C. Nevyhodu odebrani vice péla vidim v rychlej$im rustu o3 po(p)
pro malé p — 0, nez pozorujeme u jednotlivych funkci o3 g(p) nebo o3¢ (p).
To nevadi, pokud zkoumame struktury ucinného pritrezu pro veétsi p. Pokud ale
chceme porovnat tvar ti¢inného priifezu blize nule (zde cca pro p < 2 a™'), je lepsi
odecitat vzdy pouze jeden pél. Moznost odecitani vice péla je jednim z divodi,
pro¢ by bylo uzite¢né odstranit divergenci v p = 0.

4.4 Analyza rezonancnich struktur

Vysledky odebirani rezonancnich péla v grafech i¢inného prirezu na obrazcich
a ukazuji mozné pouziti této prace pro oddéleni rezonanénich struktur
pti interakeich podobné jako [4]. Je patrné, Ze touto manipulaci s pdly S-matice lze
odhalit nerezonancni struktury uc¢inného prirezu. Hypotézu, ze zdrojem téchto
struktur je nerezonanc¢ni pol A, vyvraci grafy o3 4(p) na obrazku . Otazkou
je, zda neni pozorovany peak, ktery zbyl po pdlech A, B, C diusledkem existence
vzdalenéjsich komplexnich poli. Problém je, ze pti odecteni vétsiho mnozstvi
poli se zvetsi divergence icinného prirezu v p = 0. Vysvétleni tohoto jevu miize
byt predmétem dalstho zkouméani. Zajimavé jsou i vysledky odecteni vazaného
stavu B pro Uy = 34a2, 40 a2, nebot se zd4, Ze na rozdil od rezonanc¢nich
poli neméni odecteni vazaného polu tvar ic¢inného prirezu vyjma divergence
zptisobené ¢lenem # ve vztahu ([1.46)).
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Z.aver

V této praci jsem zkoumal srazkové procesy ve sféricky symetrickém potenci-
alu pro nerelativistickou ¢astice bez spinu. Zaméril jsem se specialné na analyzu
pomoci tzv. Siegertovych stavi a zkoumal jsem jejich vliv na pozorovatelné veli-
¢iny reprezentované uc¢innym prurezem interakce.

Problém jsem nejprve tesil analyticky pro sférickou konstantni potencialovou
jadmu. Na tomto ptikladu jsem vysvétlil pojem S-matice a Siegertovych stavi jako
poli S-matice. Vysledkem analytického TeSeni byly grafy parcidlniho téinného
prifezu interakce a analytickym vztahem nalezené Siegertovy stavy.

Hlavnim cilem prace bylo otestovat numerickou metodu pro hledani Sieger-
tovych stavli a manipulaci péli S-matice. K tomu jsme implementovali metodu
R-matice v kombinaci s reprezentaci vinové funkce v bazi B-spline funkci. Nu-
merické vypocty jsem provadél v programovacim jazyce Fortran. Metodu jsem
verifikoval ovéfenim numerickych vysledkt pro sféricky symetrickou konstantni
potencialovou jamu s vysledky analytického Teseni.

Zakladni vystupy préace ohledné chovani polt S-matice pro sféricky symetricky
potencidl jsou grafy zaznamenavajici trajektorii péli po komplexni roviné v za-
vislosti na potencialu a grafy ucinného prirezu v zavislosti na potencialu a tedy
na pohybu pola. Déle grafy zkoumajici odebrani péli S-matice, jez porovnavaji
ucinny prurez v zavislosti na potencialu po odebrani jednotlivych péla a oddéleni
jim prislusicich (rezonanc¢nich) struktur. Na zakladé téchto vysledku jsme jedno-
znacné ukazali, ze nékteré struktury v cinnych prufezech (Siroké peaky) nemaji
pivod v rezonanc¢nich polech S-matice.

Nase vysledky rozsituji clanek [§], kde byly presné nalezeny pouze Siegertovy
stavy s I = 0 a [ = 1. Nase metoda umoznuje nalézt Siegertovy stavy numericky
libovolné presné pro jakykoliv moment hybnosti a libovolny sféricky symetricky
interakéni potencial. Nami pouzitda numerickd metoda ndm dale umoznuje vy-
pocist i uc¢inny prirez po odebrani vazanych stavii. Tim nase prace doplnuje
vysledky v [4], jelikoZ tam pouZzitd numerickd metoda neni aplikovatelnd na ode-
birani vazanych stavi. Pti analyze t¢inného prifezu je vyhodné, Ze se na rozdil
od [4] zabyvdme jednodussim problémem a mohli jsme jednoduse oddélit rezo-
nan¢ni peaky v grafu ac¢inného prifezu a nalézt tak struktury, jejichz zdrojem
nejsou poly S-matice blizké realné ose.

Metodu R-matice ve spojeni s bazi B-spline funkei lze rozsitit na dlouhodosa-
hové potenciély, napt. [10], a vicekanalové systémy, napt. [4], coz bude predmétem
dalsi prace.
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desetinnych mist u kazdého cisla je dan poctem platnych desetin-

nych mist vytisténych Mathematicou.|. . . . . . . . . ... .. ..
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3.2

Vysledky vypoctu S(p) [1] vazanych stavi z vlastnich hodnot ma-

tice hamiltonianu v B-spline bazi v zavislosti na radu k& polynomu

B-spline funkci. Pocitano pro hranici gridu R = 5 a, ekvidistantni

sekvenci a hustotu uzltt h = 16 = a redukovany sféricky potencidl

U = 17.9 =5, pro néjz jsem z rovnice (1.56) vyse vypocetl referenéni

hodnotu (p) =3,407863 = |. . . . . .. ... ... ... .. ..
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[3.3

Energie F, vlastnich stavu atomu vodiku, porovnani s vysledky

z [7] a presnymi hodnotami F;™** = —1/2k* (hodnoty zaokrouh-

leny na Sest desetinnych mist). Absolutni chyba urceni vlastnich

energii £, v mych vysledcich, resp. EP%" 7 [7] vypoctend jako

AE = |E, — E£*t]. Poéitdno pro rad k = 5, exponencialni sek-

venci uzlu B-spline baze s parametrem v = 5, horni hranici gridu

R=100auan=100J . . . . . .. . .. ...

B

Energie F, vlastnich stavu atomu vodiku porovnané s presnymi

hodnotami £ = —1/2k* a absolutni chyba energie AE = |E), —

Egct]. Poc¢itano pro rad k = 5, exponencialni sekvenci uzlu béaze

s parametrem v = 5, horni hranici gridu R = 200 au a n = 200.|

48
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