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Uvod

Studium univerzalnich kvadratickych forem zapocalo jiz v roce 1770 Lagrange-
ovou slavnou vétou o ¢tyfrech ctvercich, kterd tika, ze kazdé prirozené c¢islo je
souctem ¢tyt druhych mocnin. Nejprve byly univerzalni kvadratické formy stu-
dovany nad celymi ¢isly, coz vedlo k nékolika péknym vysledktim, jako napriklad
wveta 290 1] nebo ,véta 15“ [2]. Lze je vSak studovat i nad jinymi strukturami,
konkrétné nad okruhem celistvych prvki ¢iselnych téles.

Predmétem naseho zajmu bude pocet proménnych univerzalnich kvadratic-
kych forem v ¢iselnych télesech, presnéji, kolik nejméné proménnych mohou mit.
Napriklad pro Q je nejmensi mozny pocet proménnych 4, protoze univerzalni
kvadratické formy s celociselnymi koeficienty o 3 proménnych neexistuji, avsak
pro Q(v/2),Q(v/3) a Q(+/5) je toto minimum 3 [3].

Vedouci této prace Vitézslav Kala [4] dokézal, ze pro libovolné prirozené M
existuje nekonec¢né mnoho realnych kvadratickych téles, ve kterych ma kazdé uni-
verzalni kvadraticka forma alesponn M proménnych. Na tento vysledek navazal
obecnéjsi vétou, ktera uz nehovoii pouze o kvadratickych télesech: pro libovolné
prirozené M a d délitelné 2 nebo 3 existuje nekonec¢né mnoho totalné realnych ¢i-
selnych téles stupné d, ve kterych mé kazda univerzalni kvadraticka forma alespon
M proménnych [5].

V této praci formalné sepiseme dikaz obecnéjsi véty pro d = 2n (véta dale
ji nazyvame hlavni vétou). Budeme se v jistém smyslu opirat o platnost véty
pro kvadraticka télesa; pri zobecnovani osetiime pripady, které predtim nastat
nemohly. Klicovym krokem bude odhad stopy celistvého prvku, ktery odvodime
z jedné ze Stieltjesovych vét o odhadu diskriminantu [];;(z; — x;)? (véta .
Diikaz jedné ze Stieltjesovych vét zde také formalné rozepiseme (véta . Dal-
sim zamérem této prace je vice se obeznamit s pojmem stopy, a to samostatnym
vypracovanim odhadt poctu totalné kladnych celistvych prvka s omezenou sto-
pou.

V prvni kapitole predstavime zédkladni pojmy a poznatky z algebry a algebraické
teorie Cisel, zavedeme univerzalni kvadratické formy.

Ve druhé kapitole zodpovime otazky tykajici se poétu celistvych prvki s ome-
zenou stopou. Budeme se zabyvat konecnosti poc¢tu a konkrétnimi pripady pro
stupen minimalniho polynomu 2 a 3. Tato kapitola slouzi pouze k priblizeni pojmu
stopy celistvého prvku, k dikazu hlavni véty nebude potiebna. Dikazy vypracuje
autorka samostatné s pomoci vedouciho prace.

Ve tfeti kapitole se budeme zabyvat odhadem diskriminantu [T, (x; — ;) na
zakladé rtiznych podminek kladenych na proménné - tyto odhady jsou prezento-
vany ve trech Stieltjesovych vétach. Zadefinujeme si systémy ortogonélnich poly-
nomt, které se ve vétach vyuzivaji, zamérime se na jejich vlastnosti a samostatné
dokazeme nékolik rekurentnich vztahii. Dvé Stieltjesovy véty pouze zformulujeme,
u jedné uvedeme cely dikaz. Vychdzime ze Schurova ¢lanku [6], kde dikaz neni
prilis detailni, a tak bylo tfeba fadu kroki doplnit. Nakonec provedeme odhad
stopy celistvého prvku.

Ve c¢tvrté kapitole nejprve vénujeme dvé kratsi sekce poznatkiim z oblasti
permutacnich a Galoisovych grup. Zprvu nebude ziejmé, k ¢emu nam budou



lemmata uzitecna, protoze zde pracujeme s velmi konkrétnim systémem téles,
ktery se vyskytuje v dikazu hlavni véty. Konecné, sepiseme ditkaz hlavni véty,
opét jej oproti ¢lanku [5] doplnime o nékolik chybeéjicich kroku a pomocnych
lemmat. Na zavér provedeme diskuzi k odhadu diskriminantu télesa figurujiciho
v dikazu.



1. Zakladni definice a fakta

V této kapitole shrneme zakladni pojmy a tvrzeni, jez jsou soucasti kurzi algebry,
komutativnich okruhii a algebraické teorie ¢isel, a proto je uvadime prevazné bez
dikazt a explicitnich referenci.

1.1 Télesova rozsireni

Necht T' < § jsou télesa. Potom S ma prirozenou strukturu vektorového prostoru
nad 7T, kde nasobeni skaldarem T' x S — S definujeme jako ztzeni nasobeni

S xS — S. Proto mizeme zadefinovat stupen rozsireni téles T' < S jako dimenzi
vektorového prostoru S nad télesem 7', znacime [S : 7. Pro T < S < U rozsiteni
téles nam véta o iterovaném rozsiteni dava [U : T'| = [U : S][S : T1.

Dale tikame, ze a € S je algebraicky prvek nad T, pokud existuje nekonstantni
polynom f € T[z] takovy, Ze f(a) = 0. Pokud jsou vSechny prvky v S algebraické
nad T, nazveme S algebraickym rozsirenim T.

Piipomenme, Ze pro a € S algebraicky nad 1" je minimdini polynom mg,r
prvku a nad 7" monicky polynom nejmensiho (nenulového) stupné takovy, ze
mqr(a) = 0.

Tvrzeni 1.1. Bud T < S rozsireni téles. Je-li a € S algebraicky prvek nad T,
potom [T'(a) : T| = deg(mqr).

ProtélesaT < U, T < V nazveme homomorfismus ¢ : U — V' T-homomorfismem,
pokud ¢(t) =t pro vSechna t € T. Potom pro T < U rozsifeni téles definujeme
Galoisovu grupu jako mnozinu vSech T-automorfismt U — U spolu s operaci skla-
déni, zna¢ime Gal(U/T'). Pripomenime, ze S je rozkladové nadtéleso polynomu f,
pokud je to nejmensi mozné téleso takové, ze se v ném f rozklada na linearni
Cinitele.

K zadefinovani Galoisovych rozsiteni téles budou potieba pojmy algebraicky
uzaver, separabilni a normalni rozsiteni.

Definice 1.2. Téleso T je algebraicky uzavrené, pokud v ném kazdy polynom f €
T'[z] ma kofen. Algebraicky uzdveér télesa T' potom definujeme jako algebraicky
uzavriené téleso S > T, které je algebraickym rozsitenim 7', znacime 7.

Definice 1.3. Bud T < U rozsiteni téles. f € T[x] je separabilni polynom,
pokud nem4 nasobné koteny v T'. o € U je separabilni prvek, pokud je minimalni
polynom pro « nad T separabilni. U je separabilni rozsireni T, pokud je kazdy
prvek a € U separabilni.

Ekvivalentné, pro rozsireni konec¢ného stupné separabilita U znamena, ze U =
=T(o,...,ak) Pro ai,...,q separabilni. V této préci se setkdme pouze s roz-
sitenimi Q, kterd jsou vzdy separabilni, protoze se jedna o algebraicka rozsireni
télesa charakteristiky 0.

Definice 1.4. Télesové rozsiteni T < U je jednoduché, pokud U = T(«) pro
néjaky prvek a € U algebraicky nad T.

Véta 1.5. KazZdé separabilni rozsireni konecného stupné je jednoduché.
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Definice 1.6. Télesové rozsiteni T' < U je normalni, pokud je algebraické a pro
kazdy T-homomorfismus ¢ : U — U plati ¢(U) C U.

Pro U > T normélni a f € T[z] ireducibilni plati, ze ma-li f v U jeden koten, pak
uz tam ma vsechny koreny. Dale mame nésledujici vztah normalniho rozsireni a
rozkladového nadtélesa: Rozsiteni U > T je normalni pravé tehdy, kdyz existuje
mnozina M C T'[x] takova, ze U je rozkladové nadtéleso M nad T, coz znamena,
ze se kazdy polynom f € M rozkladd v U na linedrni ¢initele a U = T[M], kde
M je mnozina vSech kofent polynomu f € M.

Definice 1.7. Galoisovo rozsireni definujeme jako normalni, separabilni rozsireni
konec¢ného stupné.

Véta 1.8 (Hlavni véta Galoisovy teorie). Pro T < U Galoisovo rozsireni plati

Gal(U/T)| = [U : T).

Definice 1.9. Galoistuv uzdver separabilniho rozsiteni téles T' < U je minimalni
Galoisovo rozsiteni T obsahujici U.

Galoisova teorie ndm dava dilezitou korespondenci mezi télesy a Galoisovymi
grupami. Konkrétné, mame-li T' < U Galoisovo rozsiteni, dostavame antiisomor-
fismus usporadanych mnozin

{V téleso | T <V < U} «— {podgrupy H < Gal(U/V)}
V— Gal(U/V)
Fix(U,H) +— H,

kde Fix(UH) ={u e U | h(u) =u VYh € H}.

1.2 Ciselné téleso, celistvé prvky

Definice 1.10. Téleso K nazveme ciselnym telesem, pokud je to télesové rozsireni
Q konecného stupné.

Definice 1.11. Bud R C S okruhy. Prvek o € S nazveme celistvyj nad R, pokud
je kofenem néjakého monického polynomu v R[z].

Poznamenejme, ze mnozina celistvych prvka okruhu S nad okruhem R tvori
podokruh v S.

Protoze se v této praci zabyvame kvadratickymi formami nad ¢iselnymi télesy;,
budeme pojem celisvého prvku zminovat pouze ve vyznamu celistvosti nad Z. Pro
¢iselné téleso K znacime okruh prvkia K, jez jsou celistvé nad Z, jako O.

Piiklad 1.12. Pro K = Q(v/D), kde D # 0.1 je bezétvercové celé, mame

Z[v/D]  proD = 2,3 (mod 4)
Ok =

Z[**YP] pro D =1 (mod 4).




1.3 Stopa, diskriminant prvku, diskriminant
télesa

V této kapitole shrneme zakladni vlastnosti stop a diskriminanti, které jsou pro-
birdany na predmétu algebraicka teorie ¢isel, proto nebudeme dokazovat vse, anebo
diikkaz jen naznacime.

Meéjme K ¢éiselné téleso koneéného stupné [K : Q] = n. Protoze je K sepa-
rabilni nad Q, je dle véty tvaru K = Q(«) pro néjaké o € K. Kazdy prosty
télesovy Q-homomorfismus (zkracené vnoreni) K — C je jednoznacné urcen ob-
razem prvku a a z Galoisovy teorie vime, Ze « se musi zobrazit na jeden z kotenti
jeho minimalniho polynomu mqg. Ten ma dle tvrzeni stupen n, a tedy ze
separability n riznych kofent. Cili mdme pravé n vnoteni oy,...,0,: K — C,
kterda budeme vyuzivat v dalsich definicich.

Definice 1.13. Ciselné téleso K nazveme totdiné redlné, pokud kazdé vnoreni
o : K — C mé obor hodnot v R.

Definice 1.14. Bud K ¢&iselné téleso. Rekneme, 7e prvek a € K je totdlné kladng,
pokud o(a) > 0 pro kazdé vnofeni o : K — R, znac¢ime a > 0. Déle piseme
a = (B, pokud o« — > 0 nebo o« = . Mnozinu vsech totalné kladnych prvka K
znacime K a mnoZinu viech totdlné kladnych celistvich prvki znac¢ime OF.

Definice 1.15. Bud K c¢iselné téleso stupné n. Pro prvek a € K definujeme jeho

stopu jako
Trggla) = D oila).

1<i<n

Casto budeme psét jen Tr, pokud bude zfejmé, o jakém télese mluvime. V této
praci se zaméffme predevsim na stopy prvki z O a Of.

Lemma 1.16. Bud K ¢iselné téleso. Pokud o € O, resp. a € OF, pak Tr(a) €
Z, resp. Tr(a) € N.

Drikaz. Je-li prvek a kofenem minimalniho polynomu m, g = A S L P

+ ag € Z[z], pak obrazy oi(«),...,0,(a) vSech vnoreni K < C tvor{ mnozinu
vSech kofentt mq g. Neboli z Vietovych vztaht 3 <;<, 0i(a) = —an—1 € Z. Pro
a € OF plyne pi{mo z definice totdlné kladného prvku Tr(a) = 3 <ic, 04(a) €
N. O

Lemma 1.17. Necht L > K jsou ciselnd télesa, [L : K| =n. Potom Trp (o) =
= nTrg g(a) pro kazdé o € K.

Diikaz. Pro téleso K stupné d mame d vnoreni oy, ...,04: K — C, pricemz kazdé
o; muzeme rozsitit na n vnoreni ¢;1, ... ,py: L — C. Potom pro a € K miizeme
psat Trr () = (pui(a) £+ +@mla)) + (wa(@) + - +an) + -+ + (ear(@) +
+ - 4 @an(@)) = noi (@) + noa(a) + - - - + nog(a) = nTrgga). O

Nyni si zadefinujeme pojem diskriminantu prvku. Ten se na prvni pohled lisi od
diskriminantu polynomu, jak ho zname ze zakladni algebry. Ukazeme vsak, ze
existuje jisté propojeni mezi témito dvéma koncepty.



Definice 1.18. Pro c¢iselné téleso K stupné n a prvky aq,...,a, € K definujeme
diskriminant jako

AK/Q<CL1, Ce 7CLn> = det((Tr(aiaj))an).
Diskriminant prvku o € K potom definujeme jako
Agola) = A(la,0?, ... .a™ ).

Casto budeme psét jen A, pokud bude ziejmé, o jakém télese mluvime.
Uvedme si nyni ekvivalentni definici diskriminantu prvku, ve které figuruji
vnoreni o;: K — C. Mé&jme matici

o1(1) oy(a) ... op(a™h)
M= 02‘(1)
on1) o on(amY)

Potom prvek na pozici (4,j) matice MT M je roven

Z oe( Nop(a? 1) Z “lad™h TrK/Q(Oéi_laj_l),
k=1 =1
a odtud
Axsale) = AlLae?, .. a" 1) = det((Tr(a' LT 1)) =
= det(MTM) = det(M)? = det(o;(a/1))%

Toto vyjadreni vyuzijeme v tvrzeni [1.20] které dava do souvislosti diskriminant
prvku a diskriminant z nasledujici definice, jemuz se budeme vice vénovat v ka-

pitole

Definice 1.19. Diskriminantem o n proménnych xq,xs,...,x, rozumime vyraz
A _ 2
A(z1,22, ... 2) = [[(zi — 25).
i<j

Explicitné upozoriiujeme, zZe dva rizné diskriminanty z definic a odlisime
znacenim A A.

Tvrzeni 1.20. Pro K ciselné téleso stupné n, vnoreni oq,...,0,: K — C a
a € K plati
Axso(@) = [[(ei(a) = 05())* = A(or (@), .. ,on(@)).
i<j

Diikaz. (ndznak) Protoze Ag (o) = det(M)?, staci ukdzat, ze

o1(1) oi(a) ... o)

det(M) = det [ 2D | = £ TTu(0) - o5(a)).
. - : 1<J
o,(1) ... .. op(a)™?

Divame-li se na tento determinant jako na vyraz v proménné o;(«), potom pro
g # i plati (o;(c) — oj(«)) | det(M) (po dosazeni o;(«) za o;(cr) pocitame deter-
minant matice se dvéma shodnymi fadky). Odtud [];;(os(a) — oj()) | det(M).
Porovnanim stupnu obou polynomi dostaneme (az na nasobek —1) rovnost. [
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Lemma 1.21. Necht K je ciselné téleso, b € K a Agg(b) = 0. Potom Q(b) < K.

Diikaz. Necht [K : Q] = n, méjme vnofeni oy, ...,0,: K — C. Z ekvivalentni
definice diskriminantu prvku (tvrzeni snadno nahlédneme, Ze Ag/g(b) =
= [licj(0i(b) — 0;(b))* = 0 pravé tehdy, kdyz existuji indexy i # j takové, Ze
oi(b) = o;(b). Pokud by platilo Q(b) = K, pak bychom takové indexy nenasli,
protoze oy, . .. ,0, by musely byt jednoznacné urc¢eny obrazem prvku b, ale zaroven
jsou navzajem ruzné. Tedy Q(b) < K. ]

Definice 1.22. Necht K je ¢iselné téleso a by,....,b, je celistva baze Ok, tj.
O = Zby + -+ - + Zb,,. Diskriminantem ciselného télesa K rozumime

discg = A(by, ... ,by).

Poznamenejme, ze diskriminant nezavisi na volbé celistvé baze, tudiz je definice
korektni.

Podobné jako u diskriminantu prvku mame ekvivalentni definici vyuzivajici
vnoteni oy,...,0,: K — C

2

o1(b1) o1(b2) ... o1(by)
discy = det 02(.bl> | _
O'n(.bl) cee an(.bn)

Uziteéné pozorovani je, ze kazdé dva diskriminanty se lisi prendsobenim druhou
mocninou, presnéji pro o, ...,on, Bi,...,8, € K, bj = > pijcu, pij € K,

P = (pi;) plati
A(By,...,Bn) = (det P)?A(ay, . .. ,an).

Odtud mame nasledujici vztah diskriminantu celistvého prvku a diskriminantu
télesa:

Lemma 1.23. Bud K cdiselné téleso. Pak
Vo€ Ok« disck | Agjg(a).

Diikaz. Plyne z rovnosti A(1,q,...,a" 1) = (det P)*Ak, kde P je matice vyjad-
feni prvki 1,a,...,a" ! pomoci celistvé baze Of. O
Lemma 1.24. Pro K < F ciselnad télesa plati

discp > disc[lf:K].

Diikaz. Vyplyva to napiiklad ze vztahu v [7, Cor. 111.2.10]. ]

1.4 Univerzalni kvadratické formy

V této sekci zadefinujeme klicové pojmy potiebné ke studiu univerzalnich kvad-
ratickych forem.

Definice 1.25. Kvadratickou formou nad okruhem R rozumime polynom
Q(CCl, e ,ill'n) = Zigj Qi T, kde Qg5 € R.
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V této préaci se budeme potykat pouze s pripadem, kdy okruh R je okruhem
celistvych prvki néjakého ¢iselného télesa.

Pozitivné definitni kvadratickou formu v Z nazveme univerzilni, pokud re-
prezentuje vsechna prirozena ¢isla, neboli pokud pro kazdé n € N nalezneme
T, ..., Tp € Z spliujici Q(zq, ... ,2,) =n.

Analogickou definici nyni zavedeme v ¢iselnych télesech. Zobecnénim celych ¢i-
sel jsou celistvé prvky, zobecnénim prirozenych zase totalné kladné celistvé prvky.
Analogii k pozitivné definitnim kvadratickym formam jsou totalné pozitivné de-
finitni kvadratické formy.

Definice 1.26. Bud F' totalné realné ¢iselné téleso. Kvadratickou formu @ (v n
proménnych) nad Op nazveme totdlné pozitivné definitni, pokud Q(v) € OF pro
kazdy nenulovy vektor v € OF.

Definice 1.27. Bud F totalné realné ciselné téleso. Totalné pozitivné definitni
kvadraticka forma @) nad Op je univerzalni nad F, pokud reprezentuje vSechny
totalné kladné prvky z Op.

Protoze s vyssim poctem proménnych mohou kvadratické formy reprezentovat
vice totalné kladnych celistvych prvki, dava smysl patrat po nejmensim mozném
poc¢tu proménnych univerzalnich kvadratickych forem v daném ¢iselném télese.
Pocet proménnych kvadratické formy budeme zkracené nazyvat hodnost, tedy nas
zajiméa nejmensi moznd hodnost m(F') univerzélnich kvadratickych forem v to-
talné redlném Ciselném télese F. Napiiklad mame m(Q) = 4, protoze univerzalni
kvadraticka forma nad Z o 4 promé&nnyrch je napiiklad 22 +y?+ 22 +w?, na druhou
stranu zadné kvadratické formy o 3 proménnych nad Z neexistuji.

Mezi dilezité dosavadni vysledky studia hodnosti univerzalnich kvadratickych
forem patii nasledujici véta:

Véta 1.28. [4, Th. 1.1] Pro kazdé m € N existuje nekonecné mnoho redlngch kva-
dratickych téles, nad kterymi je pocet promeénnych kazdé univerzdalni kvadratické
formy alespon m.

Zobecnéni této veéty tika, ze dokonce pro kazdd m.d € N, kde d je délitelné
2 nebo 3, existuje nekonecné mnoho totalné realnych ciselnych téles F' stupné
d splijicich m(F) > m [5, Th. 1]. Tato prace bude sméfovat k podrobnému
rozebrani dikazu této obecnéjsi véty, avsak pouze pro stupen d = 2n.

Véta [1.28 ke svému dukazu vyuzivd pomocného tvrzeni [1.29 které v této
praci také budeme potiebovat. Riké nam, za jaké podminky mé kazda univerzalni
kvadraticka forma alespon néjaky nami zvoleny pocet proménnych.

Tvrzeni 1.29. |4, Prop. 2.1] Necht existuji totdlné kladné proky ay,as,. .. ,amy €
Or spliujici, Ze pokud plati 4a;a; = b* pro néjakd 1 < i < j < m a néjaké
b € Op, pak b = 0. Potom ma kaZdda univerzalni kvadraticka forma nad Op
alespori m promenngjch.

Zavedeme znaceni navazujici na tvrzeni [1.29; prvky ay,...,a,, € Or nazveme
ortogondini v F, pokud 4a;a; *= b* pro néjakd 1 < i < j < m a néjaké b € Op
implikuje b = 0.

Princip dikazu véty je pro kazdé m ukéazat existenci nekoneéné mnoha
kvadratickych téles, v nichz existuje m totalné kladnych ortogonélnich prvki. Pro
nase ucely bude ovsem stacit, ze existuje jedno takové:
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Tvrzeni 1.30. [, sekce 4] Pro kazdé m € N existuje téleso Q(v/D) s D > 1
bezctvercovym takové, Ze v ném existuje m totdlné kladngch ortogondlnich prvki.
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2. Totalné kladné celistvé prvky
S omezenou stopou

V této kapitole si vice priblizime pojem stopy celistvého prvku nad Z. Konkrétné
nas bude zajimat, kolik existuje totalné kladnych celistvych prvka takovych, ze
jejich stopa je shora omezena néjakym prirozenym cislem. Ukazeme, Ze pro dany
stupen jejich minimélniho polynomu je jich vzdy konec¢né mnoho, provedeme
presny vypocet pro stupen 2 a okomentujeme jejich pocet pro stupen 3. Vysledky
v této kapitole miizeme povazovat za viceméné znamé, avsak jejich dikazy jsme
vypracovali samostatné.

2.1 Konec¢ny pocet pro dany stupen

Véta 2.1. Necht n, X € N. Potom existuje nejvyse konecné mnoho totdlne klad-
nyjch celistvijch proki o nad Z takovych, zZe deg(mag) =n a Tr(a) < X.

Diikaz. Ukazeme, ze existuje nejvyse koneéné mnoho monickych celoc¢iselnych
polynomt stupné n, jejichz koreny jsou kladné redlné se souctem nejvyse X.
Protoze kazdy totdlné kladny celistvy prvek a s deg(maq) = n a Tr(a) < X
je korenem néjakého takového polynomu a kazdy polynom mé koneéné mnoho
korent, dostaneme konecnost poctu téchto prvku.

Koeficienty polynomu 2" + a,_12" ! + - - + a1 + ap miZzeme zapsat jako &
elementarni symetrické polynomy, do kterych dosadime koteny z,...,r,. Kon-
krétné, koeficient u ¢lenu stupné (n — i) je tvaru

Ap—j = (_1)i5i(x17'--al'n) = (_1)Z Z Ly - Ty,
1<j1<ga<-<ji<n
Specidlné, 0 < —a,_1 = 21 + -+ x, = Tr(a) < X, kde « je jeden z kotentu
Z1,...,2,. Tedy a,_; mize nabyvat jen koneéné mnoha hodnot. Ostatni koefici-
enty omezime v zavislosti na a,_;. Mame

0< S 4y a < 3 (M>

1<j1<jo<...<ji<n 1<j1<ja<-<ji<n v

IN

< 5 (1 + 29+ -+ 2)° 5 (—an',l)i

1<ji1<ge<<ji<n

kde jsme ve druhé nerovnosti pouzili A-G nerovnost. Pro koeficienty a,,_; tedy
mame nasledujici odhad:

neboli

11



i

e prosuda i: 0 < a,_; < (?)a"—‘l

it

e pro lich4 i: (:L) bl <, <0

/L"L
Tudiz koeficienty monickych celoé¢iselnych polynomi stupné n, jejichz koreny jsou
kladné redlné se souctem nejvyse X, mohou nabyvat pouze kone¢né mnoha hod-
not. O

2.2 Pocet pro stupen 2

Pojdme nyni urcit presny pocet totalné kladnych celistvych prvki stupné 2. Tento
pocet se rovna dvojnasobku poctu prislusnych polynomii:

Véta 2.2. Necht X € N. Pocet monickijch ireducibilnich polynomi nad Z stupné
2 s koteny 1,12 € RT\ N spliiujicimi x1 + xo < X je pro

1 1 1
X sudé: —X3—-X?—- —X,

12 8 12

1 1 1 1
X liché: —X3— X% X 4 —.

12 8 12 8

Diikaz. Uréime pocet polynomi pro z,27o € R* a od néj odec¢teme pocet poly-
nomu pro xi,rs € N,
Necht 1,75 € R*. Pro polynom z? + bx + ¢ musi byt splnény podminky

0<—b:$1+$2§X,
0<C:(L’1$2.

Protoze 1,25 € R, plati pro diskriminant D = b* — 4¢ > 0, neboli ¢ < 1b?. Tedy
b muzeme volit libovolné (v prislusnych mezich) a kazdé hodnoté b odpovida {%J
hodnot ¢, ¢ili pocet polynomt miizeme vyjadrit jako
X |52 X 2
? 1 1
=N _
DRSS

kde L je pocet lichych i € Z,1 <7 < X. Tedy pro X sudé dostavame

X -2
21X 1 1 1 1 1
— S = 22X 43X X)X = X X X
;4 42 24< + +X) 8 2" T8 127
pro X liché mame
X -2
2 1X+1 1 1 1 1 1 1
— - = L 2X 43X X)) - (X )= =X o X - X — -
Z4 4 2 24( * +X) 8( +1) 2" T3 12 8

=1

Nyni uré¢ime pocet polynomi s koteny xi,2o € N, ekvivalentné, uré¢ime pocet
dvojic (z1,79) € N? takovych, Ze x; + 22 < X, 21 < 5. MoZné hodnoty pro
jsoul, ..., [%J, podle toho pro s mame vzdy X — 2z + 1 moznosti, tedy pocet
vsech takovych dvojic je

3

o[£ 3] (3] 1)+ (5] (- 13T

12

m‘x
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. . . x? C.ox2
coz se pro suda X rovna XT a pro lichd &£ 1 L

Nyni uz mizeme urcit vysledny pocet polynomu s neceloc¢iselnymi koreny:

1 1 1 1 1 1 1

Xsudé: —X°+-X?— X - -X*= X3 _X?_- X,
12 8 12 4 12 8 12
1 1 1 11 1 1 1 1
X liché: —X°4+-X?— X —- - (X?-1)= X’ - -X*— X+ .
12 8 12 8 4 12 8 12 8
O

2.3 Pocet pro stupen 3

Poc¢ty monickych polynomi nad Z s ryze realnymi kladnymi koreny a jejich ome-
zenym souctem se da zkoumat i pro polynomy vyssiho stupné. Pocet monickych
kubickych polynomu nad Z s kofeny x1,z9,23 € RY\ N, x1 + 29 + 23 < X je
asymptoticky roven X z kapacitnich divodii vSak toto pozorovani nebudeme
dokazovat a ponechavame jej pouze jako neformalni poznamku. Asymptotickym
poc¢tem zde myslime existenci konstant cy,co takovych, Ze tento pocet je omezen
zdola ¢; X° a shora ¢, X% pro vsechna X € N.

Postup by spocival v asymptotickém odhadu celkového poctu kubickych po-
lynomi s koreny z RT \ N (vyjde &~ X%) a ndsledném odecteni téch polynomt,
které maji n&jaky celociselny koten (vyjde ~ X?).

Naznacime alespon druhou ¢ast dikazu, tedy urceni poc¢tu polynomu s alespon
jednim celociselnym korenem. RozlisSime dva ptipady:

A) Vsechny 3 kofeny jsou celociselné.

Uréime pocet trojic (z1,22,x3) € N3, kde o1 + 29 + 23 < X, 21 < 29 < 23.
Mozné hodnoty pro z; jsou 1, ..., L%j, na zakladé toho xs muze nabyvat hodnot
T1ye.n, {%J (horni hranice zaru¢i existenci x3). Podle toho pro x3 méame vzdy
X —x1 — 229 4+ 1 moznosti, tedy pocet takovych trojic je

L5 5%
> Y (X—i-2+1),

Pro presny vysledek bychom rozlisili 6 pripadt podle zbytkia X po déleni 3 a 2.

B) Pravé 1 koren je celociselny.

Vyuzijeme véty [2.2] Celociselny kofen muZe nabyvat hodnot 1,...,X — 1, tedy
maximalni soucet pro zbylé 2 ryze realné koteny také nabyva hodnot 1,...,.X — 1.
Pocty takovych polynomt tedy jsou pro

=l 1 1 Xt X3 X2 X
X sudé: 3 <k3_k2_k> _X_ X
sude 2" T’V T 8 12 T T

k=1
SIS XD X0 X IX

1 1
X liché: SR k2 ok ) x_1
e ;(12 U TRYTs) T T2 T s s

Pocet polynomt, ktery musime odeéist, je tedy asymptoticky roven X*.
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3. Stieltjesovy odhady
diskriminantu

Hlavnim vystupem této kapitoly bude dolni odhad stopy druhé mocniny celist-
vého prvku. K dikazu vyuzijeme jednu ze Stieltjesovych vét odhadujicich diskri-
minant z definice [LT9

Uvedeme celkem t¥i Stieltjesovy véty (vSechny prevzaté z ¢lanku [6]) a po-
drobné rozebereme ditkaz jedné z nich. Pred formulaci kazdé z vét zadefinujeme
systém ortogonalnich polynomii, se kterym se v dané vété pracuje.

3.1 Gegenbauerovy polynomy

V této podkapitole dokazeme nékolik rekurentnich vztahi pro Gegenbauerovy
polynomy, které pozdéji vyuzijeme v ditkazu Stieltjesovy véty I.

Definice 3.1. Gegenbauerovy polynomy C® definujeme vztahem

(1 =222+ =Y CW(x)"
n=0

1
Necht po zbytek sekce F,, = C7(L 2), zajimé nas tedy pouze verze definice pro

a=—

N

V1—=2zz+422=) F,(z)z". (3.1)
n=0
Nyni si blize ukazeme, jak takové polynomy vypadaji a jaké vztahy spliuji.

Priklad 3.2. Spoc¢teme polynomy F{,F}. Zobecnéna binomicka véta nam dava

(14 (2* = 222))* = (é) + (%) (2% — 222) + @) (22 —222)2 + - =

(—3)
2

(NI

DO |

1
:1+§(z2—2xz)+ (2 —212)* + ...

Odtud FU($) = 1,F1(£E) = —X.

Déle ozna¢me ¢ = /1 — 2xz + z2. Prvni a druhé parcidlni derivace podle pro-
ménnych z,z jsou

dp —z o —2?
Or  1—=2zz+ 22 022 (1 —2xz+ 22)3/%
dp Z—x ¢ —r?+1

0z 1—2xz+22 022 (1—2xz+22)3/2

coz vyuzijeme v nasledujicich dvou lemmatech:
Lemma 3.3. Polynomy F,, pron > 1 splnuji

nF, =aF, — F,_,.
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Diikaz. Ze vztahu prvnich parcidlnich derivaci

3@ (- )3¢
8,2 oz

méame po dosazeni ze vztahu (3.1))
2y nF,(2)2" ' = (z - z) Z F!(2)z
n=0
ZnFn 2" —ZQ:F’ ZF’ 2"
n=0

> nFy(2)2" =Y xF)(x)" — ZF’ PSR
n=1 n=1

kde jsme v poslednim fadku vyuzili, ze F{(z) = 0. Pfeindexovanim

©  F (z)z"T =3 | F!(x)z™ jiz dostaneme
> nFy(z)" =Y xF,(x)2" — Z => (:EF' F,g_l(x)> 2"
n=1 n=1 n=1

Lemma 3.4. Polynomy F,, pro n > 2 splnuji
(n—1)F,—(2n—3)zF,_, + (n—2)F,_,=0.

Diikaz. Ze vztahu druhych parcidlnich derivaci

e _ 0%
@ = Vo = 52
mame po dosazeni ze vztahu (3.1
(2 =1) > F)(x)" —222 (n — 1) E,(x)2"2,
n=0

neboli F = "( )F Zderivovanim vztahu z lemmatu dostaneme

n(n—l)Fn_ (n—1)(n—2)

F/ :F/ F//_F// :F/
nt, n+xn n—1 n+ ZL‘Q—l ZL‘2—1

Fn—l

a opét pouzijeme lemma pron,n—1:

n(n—1)1

/A '} / / / /
nFn_Fn+I 22 — E('IFn_Fn—l)_ 22— 1 n_l(xF _Fn 2)
x’n—1 —2xn + 3x n—2
— F/ / F/
x?—1 x?—1 "71+x2—1 n=2

coz vede na dokazovanou rekurenci.

Lemma 3.5. Polynomy F,, splniuji pro n > 2 rekurentni vztah
1

Fn = ﬁ [ZE (2n — 3) Fn—l — (n — B)Fn_z] .
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Diikaz. Podle lemmatu 3.3 dosadime do dokazované rovnosti

1
Fy = —(¢F, = F,),

n

1

anl - n— 1(33’F7;_1 - F’;L-Z)?
1

Foo= n— Q(xFé—z - Fé—g)a

zaroven z lemmatu [3.4] dosadime

F, = [(2n = 3)zF,_, — (n=2)F,_,],

n—1

tedy celkem mame

i {x : S(@n=3)2F L~ (n-2)F,,) - F] N

n —

1 1
:n[:E(Qn—?))n_l(a:F,’L_l—F,’L_2>—(n—3)n_2(xF,i_2—F,§_3)],
neboli
2n — 3 2
222 Fq;—1_xn Fhy—F =
n—1 n—1
2n — 3 2n —3 n—3 n—3
:352“ 1 7;—1_3571_1 ho— T 5 ezt 2F;L—3
Rovnost déle upravujeme:
n—2 2n—-3 n-—3 n—3
_F/ _ _ _ :|F/ _7F1 :0
e P ] R S
—2)? 2n —3)(n — 2
(n—2)Fr’L1+x[(n 1) _@n )(7; >—(n—3)] F o+ (n—-3)F _5=0.
n— n—

Upravime prostfedni zavorku posledni rovnosti:

(7;—_21) _ (2n —n3z(7;— 2) (n—3) =
_ —2n% +Tn—5 :_(Qn—5)(n—1)

n—1 n—1

= —(2n —b).
Po dosazeni ziskavame vztah
(n=2)F,_y — (@2n—=5)xk,_,+ (n—3)F,_s=0,

ktery po preindexovani odpovidd vztahu z lemmatu [3.4] tedy rovnost, ze které
jsme vychazeli, byla spravna. O]

Priklad 3.6. S vyuzitim lemmatu [3.5] spoc¢teme dal$i polynomy F,:

] Fg(x) = —%12 +%
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« Fy(z)=—32%+ 1z

o Fy(x)= _%x4+ %$2 _%

Lemma 3.7. Polynom F,, md stupen n a pro vedouci koeficient ¢, pro n > 2
plati
1-3---(2n—3)

1-2...m
Diikaz. Stupen n ziskame pouzitim indukce, konkrétné z prikladu a rekurence
z lemmatu [3.5] Vzorec pro ¢, dokdzeme také indukei. Z piikladu mame ¢y =
= —%. Predpokladejme, ze vztah plati pro n — 1. V rekurentnim vztahu

Cp = —

(n—1)F, — (2n—3)zF,_,+ (n—2)F,_,=0
z lemmatu [3.3 méme specidlné rovnost koeficienttt u ¢lenu 2", tedy

(n—1)ne, — (2n —3)(n — 1)c,m1 =0,
_2n-—3

Cn Cn—1,

coz s vyuzitim indukéniho predpokladu vede na dokazovany vztah. O

3.2 Stieltjesova véta o maximalnim
diskriminantu

V této sekci vyslovime a dokézeme prvni Stieltjesovu vétu o tom, jak je omezen
diskriminant proménnych xi, ... ,x,, pokud pro kazdou proménnou z; plati —1 <
< z; <1 (v&taf3.13). Protoze je dikaz ponékud rozséhly, rozdélime Stieltjesovu
vétu I na dvé ¢asti. Nejprve bez dikaz uvedeme tii véty z matematické analyzy,
které poté vyuzijeme v ditkazu lemmatu [3.11] (prvni ¢dst Stieltjesovy véty I). V
celé sekci uvazujeme n > 2.

Véta 3.8 (kompaktnost v R™). Necht n € N a K C R™. Potom K je kompaktni
prave tehdy, kdyz je omezend a uzavrend.

Véta 3.9 (extrémy spojité funkce na kompaktu). Necht K C R™ je kompakini a
f: K — R spojita. Potom f nabyvd na K svého maxima i svého minima.

Véta 3.10 (nutnd podminka existence lokalniho extrému). Nechtn € N,G C R
je otevrend, a € G a i € {1,...,n}. Necht funkce f : G — R md v bodé a lokdlni
extrém. Potom bud %(a) neexistuje nebo %(a) = 0.

Lemma 3.11 (1. ¢ast Stieltjesovy véty I). Necht 1,15, ...,2, jsou redlnd cisla
spliujici —1 < z; <1 proi=1,...,n. Potom A(xy,xs,...,x,) nabjvd maxima
v bodé (x1,...,2,), kde x1, ...z, jsou koreny polynomu F,.

Diikaz. Mnozina {—1 < x; < 1 | =1 < i < n} C R"™ je zfejmé omezend a
uzaviend, tudiz je dle véty kompaktni. Funkce A(xl,xg, ...,xy,) je jakozto po-
lynom n proménnych spojita, proto dle véty nabyva na kompaktni mnoziné
{-1 < z; <1| -1 <1i < n} svého maxima. Protoze se jednd o nezdpornou
funkci, kterd je nulova, pokud z; = z; pro né¢jaké i # j, a my hleddme takova
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X1, ... ,T,, ve kterych se nabyva maxima, mizeme bez 1jmy na obecnosti predpo-
kladat, ze 1 < w9 < -+ - < z,,. Protoze A je hladka funkce (¢ili m4a vSude derivaci),

musi pro takova xq, ... ,z, dle véty|3.10| platit bud g—fy = 0, anebo x,, = +1 (krajni
body intervalu). Pokud n = 2, maximum funkce (z; — x5)? = 2% — 22,29 + 23 je
nabyto pro x1 = —1, x5 = 1, protoze parcialni derivace 2x; — 2x9, —2x1 4+ 225 jsou
rovny 0 pro x; = x5 a funkce zde nabyva 0, kdezto v krajnich bodech intervala
je rovna 4.

_ Nyninecht n > 2. Ukazme si nyni, co znamena, Ze je pro z, splnéna podminka

98 — 0 (pro —1 < z, < 1, kde 1 < v < n, tato podminka platit musi, protoze

oz,
parcialni derivace existuji, a ukaze se, ze pro xi,r, musi platit druha varianta
z nutné podminky extrému, totiz x; = —1,z,, = 1). Protoze

1 0A 1

Adz, Mgy — 20 Tepjp () — o)’

) 8(Hi¢y($u - Ii)Q Hj<k,j,k;£u(xj - xkz)Z) - 2 Hi;éu(% — ;) ) 8(Hi7éu<xv — ;) _

a$1/ B Hi;éu(xl/ - mi)Q axl/
_ 2 ‘ a(H#u(% — ;) _ QZ#V(H]‘#(% — 7)) _ Qi 1
[Tz (7, — 23) dx, [Liz (20 — 24) =, —x;
£y
resime
& 1
> =0.
i—1 Tv — Ti
15a%
Levou stranu si vyjadfime jinym zptsobem. Definujme polynomy
f(z) = H(x — ), fu(z)= H(f — ;).
i=1 i=1
(£33

Tyto polynomy splnuji
fo(x) ( f(z) >/x—xu _S@)e—) - fl@) -z, [f(z) 1

fole)  \z—w=z,) [fl(z) (x —x,)? f@) ~ fl@) w—w
() mm) @ mw) (@ —wen) ] _
(x —x1) - (x — ) r—x,
- zn: T : T
=

Tedy pokud % = 0, pak musi platit % = 0. Mame

f”(l’)z ( Z (I—l’il)"-(.f—xinl)) =

1<in < <ipn—1<n

= Y (@-w)@-wm) =

1<i) <-<ip_1<n
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= Z ( Z ((x_le)"'<x_$jn—2)) =

1<ip < <ip—1<n \1<j1<+<Jn—2<n

—9 3 (x—x3) - (x —4,_,),

1<y < <ip_a<n

tedy f"(x,) = 2f/(x,) a podminka ﬁgz; = 0 implikuje f”(z,) = 0.

Dostali jsme, ze pokud g—fy = 0, pak f"(z,) = 0. Tedy xa,...,x,1 jsou
nutné koteny polynomu f”(z). Protoze pocet kotfenu f”(z) je (n — 2), nemohou
jiz. x1,x, byt jeho koreny, tedy musi platit xy = —1,2, = 1. Protoze vime, ze
maxima diskriminantu je nabyto, jsou nutné podminky zaroven postacujici a
v takto popsaném bodé (z1,...,r,) se maxima opravdu nabyva.

Nyni se pokusime zy,...,z,-1 jakozto kofeny polynomu f”(x) popsat jinym
zpusobem, to jest jako kofeny funkce, jejiz predpis na nich nezavisi. Polynomy
f(x) a (22 — 1)f"(z) maji stejné kofeny, tedy jsou si az na nasobek konstanty
rovny. Porovnanim koeficienti u 2™ dostaneme, 7e (2? — 1) f”(z) = n(n — 1) f(z)
(koeficient u "2 v f”(z) je 2(3)) Protoze je f polynom, je feSeni této diferenci-
alni rovnice jednoznac¢né az na konstantu. Ukazeme, Ze rovnici resi pravé polynom
F,, ktery je definovan vztahem

o(x,2) =V1—2zz+22=> F,(2)z
n=0

Ze vztaht
dp —z o —2?
0r 1 —=2xz+ 22 022 (1 —2xwz+ 22)3/%
dp z—x e —r2+1
0z 1—=2wz+ 22 022 (1 —2xz+22)32
vyplyva , ,
(2% — 1)2;5 = ng;g. (3.2)

Protoze druhé parcidlni derivace mtzeme zapsat také jako

0:52 Z ’ 822 Z n(n —1)F(2)2",

n=0 n=0

dostaneme uzitim vztahu ({3.2))

(x2—1)ZFT/L’(x —222 (n —1)F,2"2,

d (2* = 1)F)(x Z (n—1)F,

n=0 n=0

Tedy polynom F,, vyhovuje rovnici (z2—1) f”(z) = n(n—1) f(z). Slozky z1, ..., x,
bodu, ve kterém diskriminant nabyva maxima, jsme charakterizovali jako koreny
polynomu f”(z) spolu s —1,1, a tudiz je rovnéz muzeme charakterizovat jako
koteny F,. O]

19



Lemma 3.12 (2. ¢dst Stieltjesovy véty I). Necht 1,13, ...,7, jsou redlnd cisla
spliugici —1 < z; <1 proi=1,...,n. Potom mazimum vijrazu A(xy,xs,...,2,)

je rovno
22.3%...n"-22.3%... (n —2)(n"2)

33.55... (2n _ 3)(2n—3)

M, =

Dikaz. V lemmatu jsme ukazali, ze maximum M,, je nabyto pro xi,....,z,

koteny polynomu F,,. Oznaéme F,(z) = c, " +Cx" 1 +..., kde ¢, = —w
z lemmatu [3.7 Dale nechf v1,...,yp-1 a 21,...,2,—2 popofadé oznacuji kofeny

polynomu F), F!

Strategie nalezeni maximalniho diskriminantu M,, bude nasledujici: Vyjadiime
M,, zvlast pomoci F!_; a F!_,, poté diky premdexovam Ve Vztahu M, a F|_,
vyjadiime M,,_; pomoci F! , kde se figurujici
polynomy F _, zkrati. Z tohoto podilu jiz bude patrny predpls pro M,.

Plati

— 11 Fulys), (3.3)

n(n—1) 1 2
(-1 M, - 117

kde prvni rovnost v (3.3 plyne z nésledujicich aprav a krok:
(e — 1)+ (x — 1),
) =cal(@ —@2) - (x—wn) + -+ (2 —21) - (2 — 2na)],
F ( a) Cn(xa - 1'1) Tt (Ia - xa—l)('xa - xoc-‘,—l) e (Zl'a - :En)y
)

[T 7o) = G TID0 -

i<j

(x

Fy
FI
/

" (x

kde jsme vyuzili, ze kazda zavorka (x; — x;) se v soucinu vyskytne dvakrat, po-
kazdé s jinym potadim clent, a viech dvojic je ().
Druhé rovnost v (3.3)) potom plyne z tprav

Fl(z) =cona™ t+e,(n—1z" 2+ =con(z—y) - (T — Yn_1),
& L) =l =)+ o= )] [ = 1)+ o = )] =

= (=)D BH (g —21) (g — )] =

nt "z 1
B=1

Nyni do rekurentniho vztahu z lemmatu [3.3|za x dosadime yg, kofen F., ¢imz do-

staneme nF,(ys) = —F,_(ys). V rovnosti (3.3)) tedy mizeme nahradit F,(ys) =
—1 7

= TFn—l(yﬁ):
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()" (n—1)""ep

-2
= F’ 3.4
nn—SC%Ln—3 g n(Z’Y)ﬂ ( )

kde druhou rovnost dostaneme pomoci nasledujicich krok:

Foi(z) =cod™ P+ 82" 2+,
Fq(2) =coa(n = 1)(z — 21) -+ (T = 20-2),

n—1
H () = [l enatn = 1)(ys — 21) -+ (Yp — 2n—2) =
B=1
=i (n— 1" (= e H — Yn-1) =
n—1 n—1 n—2
Cn—l(n - 1) H ’
= F(2y)
Cg—an—Q e’ Y

"1, ¢imz
dostaneme (n—1)F) (zy) = —(n—2)F),_,(z,). V rovnosti (3.4) dosadime F) (z,) =

= 7(51 1))F7/L 2(27) :

Nyni{ do rekurentniho vztahu z lemmatu [3.4] za = dosadime 2., koren F),

Zaroven prvni rovnost ze vztahu (3.4)

n(n—1) (
<_1) 2 Mn H 1y/3

dava po substituci n — 1 za n:

(_1)11_2_(;1 H L(2). (3.6)

n
Cn—1

()2, =

Nyni jiz ze vztahi 1’ a 1) muzeme vyjadrit podil ML::

Mn B (n _ 2)n—2 (Cn_1)2n—3 B (n _ 2)n—2 < n )2n—3 B nn(n _ 2)n—2
M, ,  nn3 Ch - g3 on — 3 ~ (2n —3)=37

Indukci uz Ize snadno dokéazat, ze

22.33...nn.22.33...(n_2)n—2

M, =
33.55...(2n — 3)2n-3

e Pron = 2 jsme v tivodu diikazu lemmatu|3.11|spocetli, Ze maximum vyrazu
. . . 2 . .
(r1 — x9)? je 4, coz souhlasi s M,, = QT = 4 (poznamenejme, ze se v My

vyskytuji 2 prazdné souciny, které jsou z definice rovny 1).
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e Pro k € N mame s pouzitim indukéniho predpokladu

/{Ek(k—2)k—2
My = Moy gy —gys =
B 2233(]{:_1)’?)712233(]{:_3)]673 kk(kj_z)k72 _
B 3355 .. (2k — 5)2h-5 (2k — 3)%6=3

_22.33...kk.22.33...(k_2)k—2
B 3355 (2k — 3)2k3

Nyni obé lemmata shrneme do jedné véty.

Véta 3.13. [0, Par.1, Th.I](Stieltjesova véta I) Necht x1,29,...,2, jsou redlnd
c¢isla splnugjici —1 < z; <1 proi=1,... ,n. Potom vjraz A(xy,z9, . ..,x,) nabjvd

maxima
22-33--~n”-22-33---(n—2)(”_2)

33.55... (2n _ 3)(2n—3)

v bodé (z1,...,x,), kde x1,. .. ,x, jsou koteny polynomu F,, ktery vystupuje jako
koeficient u z" ve vyrazu

p=V1-2zz+422=> F,(z)".
n=0

M, =

3.3 Dalsi Stieltjesovy véty

V této sekci zminime dalsi dvé Stieltjesovy véty, které se tykaji omezeni diskrimi-
nantu, avsak tentokrat v predpokladu omezime soucet proménnych, nikoli kazdou
proménnou zvlast. Pred kazdou vétou si opét zadefinujeme systém ortogonélnich
polynomt, ktery bude potfeba k formulaci véty anebo bude s formulaci néjak
souviset (vlastnosti zadefinovanych polynomu jsme rovnéz prevzali z clanku [6]).
Opét predpokladame n > 2.

Definice 3.14. Hermitovy polynomy definujeme jako

Hy(z) = (—=1)"eT —(e 7).

dxm
Ekvivalentné,
T n—1\ 22 n—1\az3 "
H,(z) = < — T S G UAS b
(@) =1 <1>2l+<2>3! TEDT
Véta 3.15 (Stieltjesova véta I1). Pro redind ¢isla w12, . . .z, spliujici T34+
+22 <1 je mazimum M) virazu A(z1,zs,...,2,) TOUN0

22.33...pn
(TL2 _ n)(nQ—n)/Q'

M, =

Toto maximum je nabyto prdvé tehdy, kdyz jsou x;v/n? —n pro 1 < i <n koreny
n-tého Hermitova polynomu.
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Diikaz. Je hodné technicky, nebudeme jej uvadét. Pouze poznamenejme, ze prv-
nim krokem je vyjadieni proménnych pomoci polarnich souradnic:

T1 = COS [41, To = SIN L4 COS U2, . . . ,\Tp—1 = SIN 47 . . . SIN fhy_2 COS b1,
Tp = SN fiq ... SN fy_osin p, 1. Dale se maximum diskriminantu hled& pro pro-
ménné fug, ... 1, 1. Dikaz najdete v clanku [6, Par.2, Th.II]. ]

Definice 3.16. Laguerrovy polynomy definujeme jako
x dn
Lo(z) = &2 (zre).

~ nldan
) , . z n—1Y) z2 n—1) z3
Poznadmka 3.17. Polynom G, definovany jako G (z) = §; — ( )i"‘( 2 )? -
— o (=)™ splituje G, = [ Ly, _1dx.

n!

Véta 3.18 (Stieltjesova véta III). Pro nezdpornd redind cisla x1,2z, . .. v, spliu-
jici xy 4+ -+ -+ x, <1 je mazimum M) vjrazu A(z1,x9, ... ,x,) rOUNO

22.33...nn.22.33...(n_1)(n—1)

"o
Mn - (n2 _ n)n27n

2

Toto mazimum je nabyto pravé tehdy, kdyz jsou (n® —n)x; pro 1 < i < n koreny

polynomu
x n—1\x? n—1\a° "
Gn(x) = — — — ()M
(©) =1, ( 1 >2l+< 2 )3! TEDT

Dukaz. Opét vyuziva goniometrickych substituci, nebudeme jej uvadét. Najdete
jej v clanku [6, Par.3; Th.III]. ]

3.4 Odhad stopy celistvého prvku

Dostavame se k aplikaci jedné ze Stieltjesovych vét. Sestrojime dolni odhad stopy
druhé mocniny celistvého prvku, v némz figuruje diskriminant celistvého prvku.

Tvrzeni 3.19. Necht F' je totalné redlné ciselné téleso stupné [F: Q] = N > 2.
Pokud 6 € Op, pak

Trrg(5?) > enApg(B)Y VN,

kde
N2 _— N

CN = (22 .33.44. .. (N _ 1)]\771 k NN)Q/(N27N) .
Diikaz. 7 véty méame, Ze pro redlnd ¢isla x1,x,, . . . @y spliujici 23+ - -+a% <

<1 je maximum My virazu A(zy,@s, ... 2x) = [1i<j(@; — 2;)* rovno
22.33... NN
M]/V = 2 )
(N2 — N)(N*-N)/2
PR %o —(N?-N)/2 Oznac = _ai® (]
coz je pri nasem oznaceni rovno ¢, . Oznac¢me x; ook e
o1, ...,0n jsou vnoreni F' — C. Protoze plati
g S o1(B)? + -+ on(B)? _ o1(8%) + - +on(B?) _ Tr(5%) 1
1 " Tr(552) Te(5?) Te(5?)
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muzeme pouzit Stieltjestiv odhad pro vyraz

vy () I (O I N
Aoz = e =) g(ﬁr(ﬁ?) \/Tr(/ﬁ?))

tedy dostavame
A(U1(5)7 e 7UN(5)) < C—(N2—N)/2
et T

neboli B
Te(5%) > enA(o1(B),. .. .on(8)) VN,

Konetné, A(oy(f8),....on(B)) = Ap/g(B) z tvrzeni
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4. Univerzalni formy v télesech
stupné 2n

4.1 Permutacni grupy

Pripomenme si, ze grupé vsech permutaci néjaké koneéné mnoziny s operaci skla-
dani a identitou jakozto neutralnim prvkem rikame symetrickd grupa. Symetric-
kou grupu na mnoziné {1, ... ,n} budeme dédle znacit S,,. Prvky 7,0 € S,, nazveme
konjugované, pokud existuje prvek p € S, takovy, Ze m = pop~!. Plati:

e Permutace 7, 0 jsou v .S, konjugované pravé tehdy, kdyz jsou stejného typu
(tj. maji stejny pocet cykla kazdé délky).

o Pro permutace m,0 € S, kde 7 = (aq,...,ax)(b1,...,b) ..., plati
oot = (o(ay),...,0(ax))(a(by),...,0ly))....

Déle necht A,, < S, zna¢i grupu vsech sudych permutaci na {1, ... ,n} a Cy cyklic-
kou grupu radu 2 obsahujici prvky 1,u. Grupu S,,_; uvazujeme jako podgrupu .S,
tvofenou vSemi permutacemi na {1,...,n}, které fixuji prvek n. V néasledujicich
lemmatech predpokladame, ze n > 2.

Lemma 4.1. Jedind podgrupa S, indexu 2 je A,.

Diikaz. Méjme podgrupu H < S, indexu 2. Potom je H normalni podgrupa
a S,/H ~ C5. Odtud mame s pouzitim prvni véty o isomorfismu surjektivni
homomorfismus ¢ : S,, = Cs s jadrem H. Pro kazdé dvé transpozice ti,t; mame
t; = otyo™! pro ndjakou o € S,, a odtud ¢(t;) = p(otac™t) = ¢(t2). Protoze
S, je generovana transpozicemi, Cy musi byt generovana ¢(t) pro libovolnou
transpozici ¢, ¢ili p(t) = u. Grupa H jakozto jadro ¢ tedy obsahuje vsechny sudé
permutace a z porovnani velikosti jiz H = A,,. O

Lemma 4.2. S, _; je maximdlni podgrupa v S,.

Diikaz. Necht S,,_1 < G <5, a G obsahuje permutaci obsahujici cyklus

(a,b,...,n), oznaéme ji o. Potom pro w € S,_1,7(a) = b mdme moo = (bn)(...).
Slozenim s vhodnou permutaci z S,,—1 dostaneme (b,n), slozenim s dalsi vhodnou
permutaci z S, _; dostaneme libovolnou transpozici (¢,n) a ty spoleéné s S,
generuji celou S,,. O

Lemma 4.3. Pokud grupa G spliiuje {1} xS,_1 < G < Cyx S, pak G = {1} xS,
nebo G = Cy X S,_1.

Diikaz. Méjme grupu G spliujici {1} x S, 1 < G < Cy X S,,.
« Pokud (1,m) € Gprom € S, \ S,_1, pak G 2 {1} x S, z lemmatu [4.2]

o Pokud (u,m) € G prow € S,,_1, pak G D Cy X S,,_;.
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o Pokud (u,r) € G prow € S, \ S,_1, oznacime cyklus v 7 obsahujici n jako
(a,...,b,n) a vezmeme permutaci o = (b,c) € S,,_1. Potom

(u,m)(1,0)(u,m) = (1,7), kde 7 € Sy, \ Sp_1,

nebot z pozorovani o konjugacich mame wor™! = (7(b),7(c)) = (n,d)

pro n&jaké d # n, neboli ror~! € S, \ S,_1. Tedy opét z lemmatu
dostavame {1} x S, C G. Déle pro jakykoliv (u,v) € {u} x S, plati
(u,v) = (u,m)(1,m'v) € G, tedy také {u} x S, € G, coz uz implikuje
G = 02 X Sn

Tedy jsme dokézali, ze jediné podgrupy Cy x S,, obsahujici {1} x S,,_1 jsou
{1} X Sn—b {1} X Sn7 CQ X S'n,—l a 02 X Sn O

4.2 Galoisovy grupy

Dokazeme nékolik lemmat, ktera vyuzijeme pri dikazu hlavni véty. V celé této
sekci uvazujeme tuto situaci: at K je Ciselné téleso, [K : Q] = n, K Galoisuv
uzaver K, Gal(K/Q) ~ S, a D > 1 je bezctvercové a nesoudélné s disc.

e D>0 bezctvercové,

(\/5) nesoudélné s discy
\ e [K:Ql=n
\ / « K je Galoistv uzévér

« Gal(K/Q)~ S,

Lemma 4.4. Eristuje ireducibilni polynom f € Q[z] stupné n takovy, Ze K
je korenovym nadtélesem a K je rozkladovym nadtélesem tohoto polynomu. To
znamend, ze K = Q(a,), K = Q(ay,...,a,) pro ay,...,a,, koreny f.

Dikaz. K je jakozto separabilni rozsiteni konecného stupné jednoduché (véta
[L.5)), a tedy K = Q(a,) pro néjaké a, ¢ Q. Miniméln{ polynom f = m,, o pak
ma stupen n dle véty . Protoze ma f v K kofen a, a K je Galoistiv uzaver
K, tedy konkrétné norméalni rozsiteni Q, ma f v K vsechny koteny, kterych je n
ze separability K. O

Znaceni. Ve zbytku sekce budeme uvazovat situaci z lemmat, tedy f znaci
polynom z tohoto lemmatu, ay, . . . ,a, jeho koteny, K = Q(a,), K = Q(ay, ... ,a,).

Lemma 4.5. Q(vD)N K = Q, neboli /D ¢ K.

Diikaz. Nejprve dokéazeme, ze K mé prave jedno kvadratické podtéleso. Pro kva-
dratické podtéleso M plati [M : Q] = 2, a tedy z Galoisovy korespondence
[Gal(K/Q) : Gal(K /M)] = 2. Protoze Gal(K /Q) ~ S, a jedina podgrupa indexu
2v S, jeA,dle lemmatu méme jediné kvadratické podtéleso M = Fix(K,A,).
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Nyni ukézeme, ze M = Q(v/disck). Zvolme prvek a € Ok \ Z. Potom
Agjgla) =t - disck, kde t je determinant matice vyjadieni prvka 1,q,...,a"*
pomoci celistvé baze Ok dle odstavce za definici [1.22} a odtud

Q(y/disck) = Q(y/A(w)).

Protoze z lemmatu |1.20| mame po odmocnéni /A(a) = £[];,(0i(a) — oj(a)),

pro permutace m mnoziny {oy,...,0,} se sudym poctem transpozic 2s plati
£ [[(n(0:)(a) — (o)) () = £ [[(-1)*(0i1(@) — 0(a)) = \/A(a),
i<j i<j

odtud /A(a) € Fix(K,A,), neboli Q(,/A(a)) C Fix(K,A,). Protoze viak obé
tato télesa jsou stupné 2, mame rovnost, tedy M = Q(/A(«a)) = Q(v/discg).

Konecné, Q(vD) # Q(+/disck ) diky podmince nesoudélnosti D a discy, proto
QWD) ¢ K. 0

Lemma 4.6. K(v/D) je Galoisovo roziteni Q stupné 2n!.

Diikaz. Podivejme se nejprve na stupen rozsiteni. Protoze v D ¢ K=
=Q(ay,...,a,) z lemmatu , mé minimalni polynom pro v D nad Q(ay, .. .,a,)
stupenl minimalné 2. Zaroven v/ D je kofenem 2% — D, tudiZ z tvrzeni mame

[Q(ay, ... ,an, VD) : Qlay, . .. ,a,)] = deg(m\/ﬁ%) = 2.
Déle z nasi volby K tak, ze Gal(E/Q) ~ S,, a véty vyplyva, ze

Q(aq,...,a,) : Q] = ‘Sn’ =nl.
Celkem uzitim véty o iterovaném rozsiteni téles dostavame
[K(VD):Q] = [Q(as,....an,VD) : Qay, ...,a,)|[Qas, ... ,an) : Q] = 2-nl.

Rozsiteni K(v/D) > Q je normélni, nebot je rozkladovym nadtélesem mnoziny
polynomi { f,2* — D}. Koneény stupeii rozsifeni mame z predchoziho vypoctu.
Konecné, K (v D) je jakozto algebraické rozsiteni QQ separabilni. ]

Lemma 4.7. Gal(K/K) ~ S,_;.

Ditkaz. Protoze K = K (a,...,an-1), je kazdy K-automorfismus télesa K _ popsdn
obrazy prvku as,...,a, 1, proto Gal(K/K) < S,_;. Kazdé zobrazeni K — K
urcené néjakou permutaci na mnoziné {a, ... ,a,—1} je automorfismus na K, ne-
bot S,—1 C S, ~ Gal(K/Q). Déle je kazdé takové zobrazeni K-homomorfismus,
nebot je to konkrétné Q-homomorfismus a a, zobrazi na a,. Celkem mdme,
Ze kazda permutace na {ai,...,a,1} nam davad K-automorfismus K, odtud
Gal(K/K) ~ S, _;. ]

Lemma 4.8. Gal(K(vD)/K (VD)) ~ {1} x S,_1.
Diikaz. analogicky dukazu lemmatu [4.7] m
Lemma 4.9. Gal(K(v/D)/Q) ~ Gal(Q(v/D)/Q) x Gal(K/Q) ~ Cy x S,.
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Diikaz. Protoze ’Gal(}?(\/ﬁ)/(@)‘ = [K(VD) : Q] = 2n! (lemma , tak kazdy

Q-homomorfismus ¢, . : K(v/D) — K (/D) definovany predpisy

cyln,E

ay = ay,

Qp, — Q;,

VD s eVD

pro {i1, ... in} = {1,... n},e = 1, je korektné definovany prvek Gal(K (v/D)/Q)
(kazdy prvek a; se musi zobrazit na kofen polynomu f, v/D se musi zobrazit
na koien 22 — D a diky velikosti Galoisovy grupy jakakoliv moznost funguje).
Definujme zobrazeni z Gal(K(v/D)/Q) do Gal(Q(v/D)/Q) x Gal(K/Q) pred-
pisem @i, i o @ X @i, kde g0 a0 jsou definovana analogicky jako
©iy...in,c- LOto zobrazeni je bijekce; pokud se ¢, € Gal(K(v/D)/Q) lisf v nékte-
rém z indexu {iy,... i, e}, pak se lis i prislusné slozky jejich obrazi obsahujici
tento index. Surjektivita plyne z podminky VD ¢ Q(ai,...,a,), tedy faktu, ze
kazdé ¢ € Gal(K(v/D)/Q) mizeme zvlast definovat na mnoziné {ay, ... an_1}
a zvlast na v/D. Popsané zobrazeni je navic homomorfismus, nebot ¢r, (1. )¢, ©
OSDTI'Q(L..‘,H),EQ - 507r107r2(1,...,n),51062- O

Neni jasné, ze situace z této sekce muze nastat. Nastésti nam to ale zarucCuje

nasledujici véta:

Véta 4.10. Pro kaZda n,D,X > 2 ezistuje nekonecné mnoho totdlné redlnijch
ciselngich teles K stupné n = [K : Q| takovyjch, Ze disck > X je nesoudélny s D
a jejich Galoistiv uzdver K ma Galoisovu grupu Gal(K/Q) ~ S,,.

Diikaz. clanek [, Prop. 3|. Dikaz by byl nad rdmec bakalarské prace, proto ho
neuvadime. O]

4.3 Ditkaz hlavni véty

Véta 4.11 (Hlavni véta). Pro vSechna prirozend cisla m,n existuje nekonecné
mnoho totdlné redlnijch ciselnych téles F stupné [F : Q] = 2n, nad ktergmi je
pocet proménnych kazZdé univerzdalni kvadratické formy alespon m.

Diikaz. Pro n =1 se odvolejme na vétu [1.28 a déle predpoklddejme n > 2. Dle
tvrzeni muzeme volit téleso L = Q(v/ D) takové, Ze v ném existuje m totalné
kladnych ortogonalnich prvki aq, ... ,a,,. Oznac¢me

T = 4max{Tryg(a;a;) | 1 <i<j<m}

Polozme F = K(v/D), kde [K : Q] = n, Galoisiiv uzévér K télesa K ma Galoi-
sovu grupu Gal(K/Q) ~ S, disck je nesoudélny s D a

T (2n2—n)/2 T (n?—n)/2
discxk > B = max{ (n) , (n ) },

Con, 20n
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pricemz cy bude v tomto ditkazu vzdy znacit konstantu z tvrzeni[3.19 Dle tvrzeni
existuje takovych téles K nekoneéné mnoho, z mame i nekonecny pocet téles

F.

Z lemmatu 4.5l mame D ¢ K, tudiz /D ¢ K, a proto [F : Q] = [K(v/D) :
: K|[K : Q] = 2n.

Nyni ukdzeme, ze v takovych télesech F' ma kazda univerzalni kvadraticka
forma alesponn m proménnych. Necht nase zvolené totalné kladné prvky aq,as,...,an,
€ Oy, spliuji 4a;a; = b? pro néjakd 1 < i < j < m a pro n&jaké b € Op. Nasim

cilem je ukazat, ze b = 0 a moct tak pouzit tvrzeni [1.29,

K(vD)

F = K(V/D) \F
L=Q(/D) i
T /

Z definice stopy prvku mame, Ze 4a;a; = b* implikuje 4Trp/g(a;a;) > Trpg(b?).
Levou stranu nerovnosti odhadneme shora, pravou zdola:

o Podle tvrzeni méame Trp/g(aa;) = nTrpg(aa;), nebot [F: L] =

% =2 = n. Tedy nT > 4nTrp g(a;a;) = 4Trp/g(aiay).

e 7 tvrzeni dostaneme Trp/q(b?) > co, A(b)?/ (307 =(20)),

Odhad disckx mizeme prepsat jako

T (ne—n)/2
discxk > B = max ((ne ) ),

Cne

kde M = F = K(v/D) nebo M = K,e = [M : K]. Konkrétné,

nT (2n%—n)/2
B = IIlaX{BF,BK}, kde BF = () ,BK = (

Con

nT ) (n®—n)/2

2

Z lemmatu méme discp | Ap/g(a) Vo€ Op. Pokud Apqg(b) # 0, dostavame
Apsg(b) > discp a sérii nerovnosti

nT > 47LTI'L/Q(G/1'CL]') = 4TI'F/Q<CZZ'GJ') > TI'F/Q(Z?2) > CQnAF/Q(b)2/((2n)27(2n)) >

n-—n . n<—n n<—n T
> CQndisc}p/(2 =) > c2nd1sc§(/(2 =) > can?;/(2 2n) _ Con (n) =nT

Con

(discp > disc% z lemmatu , coz vede ke sporu. Proto nutné Ap/g(b) = 0,
neboli dle tvrzeni lezi b v néjakém netrividlnim podtélese F.
Nyni s vyuzitim lemmat ze sekei [£.1)[4.2] a Galoisovy korespondence ukdzeme

Ze netrividlnimi podtélesy F' jsou pouze Q,Q(v/D) a K. Dle lemmat a
mame pro téleso K (v/D) a jeho podtéleso K(v/D)
Gal(K(VD)/Q) ~ Cy x S,

29



Gal(K(VD)/K (VD)) ~ {1} x S,_1.
Protoze K (v/D) je Galoisovo rozsifeni Q, z Galoisovy korespondence museji mezi-
télesa téles Q a K (v/D) korespondovat s mezigrupami grup {1} x S,_; a Cy x S,,
(jakozto télesa, kterd jsou témito grupami fixovana). V lemmatu jsme do-
kéazali, Ze jediné netrividlni mezigrupy {1} x S, a Cy x S, jsou {1} x S, a
Cy X S,_1. Proto jsou Q(v/D),K jedinymi netrividlnimi mezitélesy Q a F (kon-
krétné, Q(v/D) je fixovano grupou {1} x S, a K je fixovano grupou Cy x S,_1).

Cy x S, Q
{1} x S, Cy X Sp_1 Q(vD) K
{1} x S,y F = K(vVD)

Dostali jsme, ze b lezi bud v Q(v/D), anebo v K. Prvni pifpad je vyfesen v élanku
[4], kde je véta dokézana pro kvadratickd rozsitend.

Vysetiime pripad, kdy b € K. Provedeme stejnou sérii odhada jako vyse,
akorat pro M = K. Pokud Ag/q(b) # 0, dostavame

nT > 4nTry g(aa;) = 4Trpg(aia;) > Trp/@(b2) = 2TrK/@(b2)

-n n‘—n T
> ZCHAK/Q(b)Q/("L") > QCndiSC%(n2 ) > QCnB%( o) 20"<;L> =nT,

coz opét vede ke sporu. Proto Ag,qg(b) = 0, neboli b lezi v né€jakém netrividlnim
podtélese K, coz muze byt jediné QQ z predchoziho vysetteni podtéles F. Specialné,
b e Q(\/B), tedy se znovu odvoldme na ¢lének [4], kde je tento ptipad vyfeSen.

]

4.4 Odhad diskriminantu z dukazu

Zaverem provedme diskuzi k volbé spodniho odhadu pro disck. V diikazu volime
B = max{Bg,Br}, kde

(n2—n)/2 . (92.33.44... _ 1\n—1_.n
BK:(nT> —T%(Z 3’ -4 (n2 1) n)’
2¢y, (2n — 2)(n*—n)/2
B — g (2n%2—n)/2 B T2"227" (22 . 33 . 44 L (2n _ 1>2n71 3 (2n)2n)1/2
F (4n — 2n)@n*=n)/2 )
Zd4 se ale, ze ve skutecnosti Bx < Bp pro vSechna n > 2, pojdme si vysvétlit,
proc¢. Nerovnost prepiseme na

Con

n?on (2233 4%...nn)

2 93 44 . 2n\1/2

(2n — 2)=n)/2 (4n — 2n)@@-m/2

coz upravime na
2234 (n—1)""t.n" (2n — 1)@n*-n)/2
\/22 L3344 (20 — 1)221 . (2p)20 (n— 1)n*=n)/2

7L2 n2
227 <T'r
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1

(22 . 33 . 44 .. (TL _ 1)n71 5 nn)Q n2 (27’L _ 1)2_%
22.33.44... (2TL _ 1>2n—1 3 (2n)2n (n _ 1)1,%

2<T.
Protoze T = 4max{Trg(a;a;) | 1 < i < j < m} a a; € OF pro viechna
1 <i<m, lemma nam dava T > 4. Dale uc¢inime odhad

(2n — 1) _ (2n)* =

(n—l)l_% - nl_%

Y

ktery je zfejmy z prepsani

< n )1i ( om >22
< .
n—1 —\2n—-1

Tedy k diikazu nerovnosti By < Bp pro vSsechna n > 2 by nam postacilo dokazat

1

( (22.33,44...<n_1)n—1_nn)Z )712(271)2’11

22.33.44...(2n — 1)z . (2n)2n ni=w

-2 < 4,

1
92.933 . 44... _ 1\n—1_,n)\2 n? L
(2347 (n= D" ") 2% R < 2,
22,33,44,,,(2n_1)2n—1_(2n>2n

Oznacme

a1
(22 B 33 . 44 . (7’L _ 1)1171 . nn)Q n2 b 1
)\ - . 2 n . .
(n) (22 L3344 (2n — 1)1 (2p)2n n

Dokazeme, ze lim,,_,o, A(n) < 2. Pro hyperfaktoriél
H(n)=22-3"-4*..(n—1)""t.n"

méme asymptoticky odhad H(n) ~ An(67*+6n+1)/12¢=%/4 (ve smyslu
lim,, o0 An(6n2+ﬁf+(ﬁ)/12€_n2/4 =1),kde A =1.2824... je Glaisher-Kinkelinova kon-
stanta [g].

a 1
H(n)?2 n? A2. (12n2+12n+42)/12 ,—n?/2 \ n?
lim (n) .92 % . = lim " 5 ¢ 5 92w . =
n—00 H(Zn) A <2n)(24n +12n+1)/12 p—n

2

1 1 1
— llm \/E . 14"72 . 2_E_12n2 . ’n,12n2 fd \/E < 2
n—o0

Tim padem by uz jen stacilo ukézat, ze A(n) je ryze rostouci funkce pro n > 2,
coz z rozsahovych duvodu délat nebudeme.
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