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Uvod

Prvocisla i polynomy patii k zdkladnim objektim matematiky. Zajimavou
otazkou je, zda dokazeme prvocisla vyjadrit pomoci néjakého polynomu. Presnéji
feceno: Lze zapsat mnozinu prvocisel jakozto mnozinu vSech kladnych hodnot
néjakého diofantického polynomu? Kladnou odpovéd na tuto otazku dal v roce
1970 rusky matematik Jurij Matijasevic¢, kdyz navazal na praci Julie Robinson,
Martina Davise a Hilaryho Putnama. VSichni ¢tyfi zminéni matematici ptfitom
nehledali primarné tento polynom, nybrz dokazovali neexistenci feseni Hilbertova
Desatého problému. Z postupu, jimz tuto neexistenci feseni prokazali, vSak ihned
plynula existence nami hledaného polynomu.

V nasi préaci vyjdeme predevsim z ¢lanku [I] a explicitné vyjadiime polynom
reprezentujici prvocisla. Budto s pomoci jinych zdrojii, nebo vlastni invenci za-
rovenn doplnime kroky, které jsou v [I] vynechany. Po cesté k nalezeni polynomu
ukazeme i jiné netrivialni poznatky o diofantickych mnozinach ¢i reseni Pellovy
rovnice.

V prvni kapitole predstavime rekursivni, rekursivné vycislitelné a diofantické
mnoziny. Nastinime, jak spolu uvedené mnoziny souvisi a predevsim, jak souvisi
s nasim problémem. Tato kapitola bude tudiz slouzit jako mensi predehra ke
kapitole druhé, ve které se jiz budeme plné vénovat hledani jiz zminovaného
polynomu reprezentujiciho prvocisla.



1. Rekursivni a diofantické
mnoziny

V prvni kapitole predstavime rekursivni, rekursivné vycislitelné a diofantické
mnoziny. Uvedeme, jak spolu dané mnoziny souvisi a jak souvisi s polynomem
reprezentujicim prvocisla. I vzhledem k tomu, Ze hlavni diiraz prace je kladen na
druhou kapitolu, budeme v této postupovat méné formalné.

Prirozenymi ¢isly minime nezaporna celd ¢isla, zna¢ime N. V celé praci, pokud
nebude feceno jinak, budou za vSechny proménné dosazovana pouze prirozena
¢isla.

1.1 Rekursivni a rekursivné vycislitelné
mnoziny

Rekursivni a rekursivné vy¢éislitelné mnoziny se obvykle definuji pomoci Tu-
ringova stroje. Tento stroj navrhl ve 30. letech minulého stoleti Alan Turing jako
pokus o formalizaci algoritmu. Pracovat v této kapitole s pivodnim Turingovym
strojem by pro nas bylo zbyteéné obtizné, proto budeme psat kody v jazyce Py-
thon. Oba pristupy jsou ekvivalentni v tom smyslu, zZe co zvladne vytesit Turingiv
stroj, zvladne i Python a obracené.

Definice 1. Mnozina M C N¥ je rekursivné vycislitelnd, pokud existuje Turingtv
stroj, ktery ukonéi sviij vypocet pravé tehdy, kdyz mu je dan vstup z mnoziny
M.

Definice 2. Mnozina M C N* je rekursivni, pokud existuje Turingtiv stroj, ktery
pro prvky M vrati hodnotu 1 a pro ostatni prvky vrati hodnotu 0.

Zminime jeden ptiklad mmnoziny, kterd je rekursivni. Neptekvapivé to bude
pravé mnozina prvocisel.

Priklad 1. Mnozina prvocisel je rekursivni.

Nize je jeden z moznych programii dosvédcujici rekursivitu prvocisel. Vstupem
programu je prirozené ¢islo n. Vystupem pak jedna, nebo nula v zavislosti, zda n
je, ¢i neni prvocislo.
def prvocislo(mn):

if n <= 1:
return O

else:
i= 2
while i < n:
if n%i==0:
return O
i = i+1

return 1



Mezi dvéma definovanymi mnozinami existuje jednoduchy vztah. Mnozina
vsech rekursivnich mnozin je totiz podmnozinou mnoziny vsech rekursivné vy¢is-
litelnych mnozin.

Tvrzeni 1. Kazda rekursivni mnozina je rekursivné vycislitelna.

Diikaz. Necht M C NF je rekursivni. Potom z definice rekursivni mnoziny existuje
program rozhodujici o nalezeni do M. Ozna¢me tento program 7} a zkonstruujme
pomoci n¢j program 75 nasledovné. Vstupem programu 75 je k—tice ¢isel, ktera
je pro jednoduchost oznacena pismenem a.

def T 2(a):
if T 1(a) ==
return 1
else:
i=1
while i < 2:
print (i)

1:

Program T, se zastavi pravé tehdy, kdyz je jeho vstupem prvek mnoziny M,
neboli 75 je hledanym programem z definice rekursivni vycislitelnosti.
O

Opacna inkluze neplati, existuji mnoziny, které jsou rekursivné vycislitelné a
nejsou rekursivni. Ty jsou pro nas text vsak nepodstatné.

1.2 Diofantické mnoziny

Od teorie vy¢cislitelnosti, kam patii rekursivni mnoziny, se presouvame k ¢isté
teorii ¢isel a takzvanym mnozinam diofantickym. Ackoliv jsou tyto dva obory dost
odlisné, plati, ze diofantické mnoziny jsou pravé mnoziny rekursivné vycislitelné.

V této sekci budeme misto k—tice ptirozenych ¢isel (aq, as, ..., ax) psat struc-
néji ay, tedy ar = (aq,as, ..., ax). Analogicky budeme toto znaceni pouzivat pro
jiné posloupnosti ¢isel.

Definice 3. Polynom P nazveme diofanticky, pokud jsou vSechny jeho koeficienty
celd cisla.

Definice 4. Mnozina D C N* je diofantickd, pokud existuje diofanticky polynom
Pxy,y;] takovy, ze

D = {a; € N* | Existuje b; € N' takové, Ze P(a;, b;) = 0.}.

V pripadé, kdy k posloupnosti prirozenych ¢isel a; existuje posloupnost priro-
zenych ¢isel by takovd, ze P(ag, b;) = 0, fekneme, ze polynom P[x,y,] je Fesitelny
pro ay.

Pozor, napriklad polynom z +y neni fesitelny pro = 1. V definici diofantické
mnoziny totiz bereme pouze prirozena ¢isla a v nich nema rovnice y = —1 Teseni.



Priklad 2. Mnozina kladnych slozenych cisel je diofantickda mnozina.

Cislo a je kladné slozené pravée tehdy, kdyz lze zapsat jako soudin dvou pfiroze-
nych ¢isel vétsich nez jedna. Uvazme polynom Plzy,y1, ya] = 1 — (y1 +2)(y2+2).
Z definice polynomu je zjevné, ze P je Tesitelny v yy, yo pravé tehdy, kdyz za pro-
meénnou x; dosadime slozené ¢islo. Oznacime-li mnozinu kladnych slozenych ¢isel
C, pak plati C'= {a € N | Existuji pfirozend b, ¢ takova, ze a—(b+2)(c+2) = 0.}.

V definici diofantickych mnozin se nemusime omezovat pouze na jeden po-
lynom. Nasledujici lemma tika, ze k popisu dané mnoziny jich mizeme pouzit
kone¢né mnoho. Samotné lemma i ideu jeho dikazu nékolikrat vyuzijeme v druhé
kapitole.

Lemma 2. Mnozina D C N* je diofanticka pravé tehdy, kdyz existuji diofantické
pOlynomY Py [ina YZ]7 Py [Xk‘a yl]’ X3 Pn[Xk’a YI] takOVéa ze

D = {a; € N* | Existuje b; € N' takové, 7ze P;(ay,b;) = 0 pro kazdé 1 <i < n.}.

Diikaz. Implikace zleva doprava je ziejma. K dikazu opa¢né implikace definujeme
polynom

Plxi,y)] = (Palxi, yi))* + (Polxi, vi])* + -+ (Palxe, i)™

Pokud plati P;(ag,b;) = 0 pro vsechna 1 < i < n, poté zaroven plati také
P(ag,b;) = 0. Naopak, pokud je P(ag,b;) = 0, musi byt i vSechny scitance z
definice P nulové, tudiz i vsechny P; musi byt rovny nule po dosazeni (ay, by).

7, predeslych uvah plyne, ze P je Tesitelny pro a; pravé tehdy, kdyz jsou
vsechny P; Tesitelné pro a. Mnozina D tudiz mize byt zadana jednim polyno-
mem (polynomem P), tedy D je diofanticka.

O

Dostavame se k souvislosti diofantickych mnozin s mnozinami rekursivné vy-
¢islitelnymi, poptipadé rekursivnimi.

Tvrzeni 3. Kazda diofantickd mnozina je rekursivné vycislitelna.

Diikaz. Necht M je diofantickda mnozina. Pro jednoduchost predpokladejme, ze
M = {a, € N¥ | Existujf pfirozend by, by takova, Ze P(ay, by, by) = 0.}. S vyuzi-
tim pythonovské funkce numpy.polyval(P, ay, by, bg), kterd vyhodnoti polynom
P v bodé (ay, by, by), sestrojime nésledujici program.

def enum(a_k):

bl =0
b2 = 0
while numpy.polyval(P, a_k, bl, b2) != 0:
if bl > b2:
b2 = b2 + 1
else:
b1 = bl + 1
b2 = 0



Jestlize aj nelezi v M, neboli neexistuji by, by takova, ze P(ay,bi,by) = 0,
program nikdy nedokond¢i sviij vypocet. Naopak, pokud a;, lezi v M, pak existuji
b1, by takova, ze P(ay,bi,bs) = 0. PTi téchto by, by se program ukonéi, protoze
while cyklus bézi pres vsechny dvojice prirozenych éisel (by, bs).

Celkové tudiz program dobéhne pravé tehdy, kdyz ay lezi v M, z ¢ehoz vy-
plyva, ze M je rekursivné vycislitelna.

Kdybychom uvazovali obecné by, bs, ..., by namisto by, by, napsali bychom kod
programu analogicky, pouze bychom pouzili vice if-else podminek v téle while
cyklu.

m

Prekvapivéjsim tvrzenim je, ze plati i opacna inkluze. Tento vysledek dokazal
Jurij Matijasevi¢ pri feSeni Desatého Hilbertova problému. Jelikoz navazal na
dlouhodobou préci Julie Robinsonové, Martina Davise a Hilaryho Putnama, ik
se vété v anglické literature téz MRDP Theorem.

Véta 4 (Matijasevicova). Kazda rekursivné vycislitelnd mnozina je diofanticka.

Ditkaz véty jde naprosto mimo zabér této prace. Ctenai ho miiZe nalézt v
[2], spoleéné s kompletnim ditkazem neexistence feseni Desatého Hilbertova pro-
blému. Pro nas je zajimavy predevsim nasledujici duisledek véty.

Tvrzeni 5. Mnozina prvocisel je diofanticka.

Dikaz. 'V predchozi sekci jsme dokazali, ze kazda rekursivni mnozina je rekur-
sivné vycislitelna. Z Matijasevicovy véty tudiz plyne, ze kazdé rekursivni mnozina
je diofantickd, specidlné mnozina prvocisel je diofanticka (viz téz priklad v pred-
chozi sekei).

O

Jinymi slovy, existuje diofanticky polynom M[k,yy,...,y], ktery je TeSitelny
pravé tehdy, kdyz je k prvocislo. Prvni takovy polynom nasel sam Jurij Mati-
jasevi¢ v roce 1971. V celé druhé kapitole se budeme vénovat polynomu repre-
zentujicimu prvocisla. Ten je s vyse uvedenym polynomem M tzce svazan, ale
neznaci totéz. Co pojmem polynom reprezentujici prvocisla myslime je uvedeno
v nasledujici definici.

Definice 5. Diofanticky polynom P|xy, o, ..., 2] nazveme polynomem reprezen-
tujicim prvocisla, pokud mnozina jeho kladnych hodnot po dosazeni prirozenych
¢isel je totozna s mnozinou prvocisel.

V pristi sekci vyjasnime, pro¢ intuitivné jasny pojem definujeme tak slozité.
Nejprve ale uvedme souvislost diofantického polynomu M uvazovaného vyse s
polynomem reprezentujicim prvocisla.

Tvrzeni 6. Existuje polynom reprezentujici prvocisla.

Diikaz. Dle Tvrzeni 5| a snadné substituce v prvni proménné existuje polynom
Mk, y1, ..., ui], ktery je Tesitelny pravé tehdy, kdyz je k + 2 prvocislo. Polozme

Plai,yy, ooy = (21 +2)(1 = (M[21, 91, 0])%)-

6



Jelikoz za proménné dosazujeme pouze nezapornd ¢isla, je prvni faktor P vzdy
kladny. Pokud za x; dosadime k takové, ze k 4+ 2 je prvocislo, budou existovat
ptirozena by, by, ..., b, takova, ze M(k, by, ...,b,) = 0. Z vyjadieni P proto plyne,
ze k+2 = Plk,by,...,b,]. Kazdé prvocislo tudiz lezi v oboru hodnot P. Pokud
naopak po dosazeni bude k + 2 slozené, je polynom M[k,y, ..., y,| nefesitelny.
Vyraz 1 — (Mlk, by, ..., b])? je poté pro viechna piirozend by, by, ..., b, nekladny a
stejné tak P[k, b, ..., b;]. Nekladné hodnoty polynomu vsak neuvazujeme, coz do-
kazuje, ze nic kromé prvocisel v oboru hodnot P nelezi. Dohromady dostavame,
ze P je polynomem reprezentujicim prvocisla.

]

Matijasevicova véta nam tudiz zarucuje existenci polynomu reprezentujiciho
prvocisla. Dikaz existence je vsak pouze nekonstruktivni. V druhé kapitole do-
kazeme predchozi tvrzeni konstruktivné, neboli nalezneme a explicitné uvedeme
polynom P z ditkkazu predchoziho tvrzeni.

1.3 Omezujici podminky pro reprezentaci prvo-
Cisel

Vysvétlime, pro¢ jsme polynom reprezentujici prvocisla definovali tak slozité.
Konkrétné se budeme vénovat dvoum c¢astem uvedené definice: dosazovani pouze
prirozenych cisel a brani pouze kladnych ¢isel z oboru hodnot.

Dosazovani prirozenych ¢isel by se diky nasledujici slavné vété dalo obejit.

Véta 7 (Lagrangeova véta o ¢tyfech ¢tvercich). Pro kazdé prirozené ¢islo m
existuji prirozend cisla my, mo, mg, my takova, ze m = m? + m3 + m3 + m3.

V nasem polynomu bychom mohli tudiz nahradit kazdou proménnou x; ¢tyrmi
novymi proménnymi x;,, Z;,, T, i,. otacilo by pro kazdé i polozit x; = xfl +
a:?Q + a:?g + xi. Za puvodni proménné by pak byla dosazovana pouze prirozena
c¢isla a diky Lagrangeové vété by obor hodnot polynomu ziistal stejny.

Polynomy reprezentujici prvocisla vsak maji i pfi podmince dosazovani pouze
ptirozenych ¢isel hodné proménnych (napiiklad ten, ktery uvedeme v druhé ka-
pitole jich bude mit 26). Tuto podminku proto dodavame predevsim kvili pre-
hlednosti.

Opacna situace nastava u podminky o kladnych hodnotach. Plati totiz, ze
zadny polynom, jehoz oborem hodnot jsou pravé prvocisla, neexistuje.

Tvrzeni 8. Necht Qxy, za,...,x,,] je diofanticky polynom, ktery nabyva pouze
prvociselnych hodnot. Potom je () konstantni.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei dle m, tj. poctu proménnych.

Uvazme nejprve polynom Q[z;] v jedné proménné. Oznacme p = Q(0), p je
z predpokladu prvoéislo. Pro kazdé piirozené n plati Q(np) = Q(0) =0 mod p,
neboli p déli Q(np). Jelikoz Q(np) je z predpokladu také prvocislo, musi platit
Q(np) = p pro vsechna prirozend n. Polynom Q[x;] — p ma proto nekonecné
mnoho kofeni a tudiz musi byt nulovy. Odsud snadno dostdvame Q[z1] = p, tedy
@ je konstantni.



Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy o méné nez m
proménnych a dokazme ho pro Q[z1, xa,..., Z,,] 0 m proménnych. Jelikoz plati, ze
Qlz1, Ty, T = Qlx1, T2y oy Tp—1][Tm], MiZeme psat

n

Qlz1, T2y T) = Y Qit,

=0

kde n je nejvyssi mocnina x,, v polynomu Q a Q; € Q|x1, Za,..., Tym—1]. Qn je poly-
nom v m — 1 proménnych. Pokud by pro vSechny (m — 1)—tice nezadpornych ¢isel
a1, g,..., Gy Nastalo Qn((a1,as,...,am—1)) = 0, byl by @, + 2 polynom o méné
nez m proménnych nabyvajici pouze prvociselné hodnoty 2. Z indukéniho pred-
pokladu by poté vyplyvalo, ze @), je konstantni, tedy konstantné nulovy. Musi
proto existovat nezaporné ay, as,..., a,,—1 takova, ze Q,((ay, as,..., ay—1)) # 0. Po-
lynom Rz,,] = Qlai,ag,..., @m—1, Tym) je nenulovy polynom v jedné proménné,
ktery stale nabyva pouze prvociselnych hodnot. Z indukéniho predpokladu poté
plyne, ze R[x,,] je konstantni, neboli n = 0. To znamend, Ze proménnd x,, se
v polynomu nevyskytuje a () je tudiz polynom o méné nez m proménnych. Z
indukcéniho predpokladu je poté () konstantni.

O

Véta 9. Neexistuje diofanticky polynom, jehoz obor hodnot by byl roven mnoziné
prvocisel.

Diikaz. Snadny disledek ptedchoziho tvrzeni.



2. Konstrukce polynomu

2.1 Princip konstrukce polynomu

Tato kapitola tvori jadro prace, ponévadz na jejim konci najdeme kyzeny po-
lynom reprezentujici prvocisla. Jiz v minulé kapitole jsme spatrili, Ze naprosto
stézejnim pri tom bude konstruktivné ukazat, ze mnozina prvocisel je diofan-
ticka. Na rozdil od nekonstruktivniho ditkazu uvedeného v minulé kapitole, nyni
opravdu najdeme polynom, ktery je resitelny tehdy a jen tehdy, kdyz za jednu z
jeho proménnych je dosazeno prvocislo. Jak z tohoto polynomu odvodit polynom
reprezentujici prvocisla jsme jiz nahlédli v dikazu Tvrzeni [6]

Obtiznym zustava nalezeni polynomu dosvédéujicitho diofanti¢nost mnoziny
prvocisel. Nalézt se nam ho podaii ve Vété kterda shrne vSechny drive doka-
zané poznatky dohromady a bude proto hlavni vétou této prace. Budeme pri tom
postupovat az na malé vyjimky podle ¢lanku [1]. Plan tohoto postupu nemusi
byt pri prvni ¢etbé zcela jasny. Abychom c¢tenari poskytli motivaci pro nékteré
hiite pochopitelné kroky a pomohli mu neztratit se v technickych lemmatech, vé-
nujeme nasledujici fadky vysvétleni hlavni myslenky naseho postupu.

Prvni otazkou je, jak vibec testovat pomoci polynomu, ze je dané ¢islo pr-
vocislem. K tomu pouzijeme jeden krasny test prvociselnosti z teorie ¢isel znamy
pod nazvem Wilsonova véta. Véta tvrdi nasledujici:

Cislo k > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz & déli (k — 1)! + 1.

Problém detekce prvocisel jsme tedy prevedli na relaci obsahujici délitelnost a
faktorial. Skutecnost, ze je ¢islo délitelné jinym ¢islem, se pomoci diofantické rov-
nice napise snadno. Problém nastava pri urceni, zda pro dana f, k plati f = k!.
Tento problém vyfesime ve Vété 28 Spojenim Véty 28 a Wilsonovy véty pak
ziskame Vétu 30| dokazujici diofanticnost mnoziny prvocisel.

K dikazu vyse uvedenych vét bude ovSem nejdiive nutné vyslovit mnoho
pomocnych lemmat. Protoze faktoriadl roste velmi rychle, nadefinujeme si po-
sloupnost realnych cisel, jejiz ¢leny téz rostou velmi rychle, a to exponencialné.
Tuto posloupnost budou tvorit feseni Pellovy rovnice, a tento druh rovnice nas
také bude provazet velkou ¢asti této kapitoly. V nasledujici podkapitole pripome-
neme obecné znalosti o Pellové rovnici, s kterymi je jiz mnohy ¢tenaf obezndmen.
Obecné znalosti budeme pozdéji vyuzivat pro rovnici

2 —(a® = Dy* = 1,

kde a je parametr, pro ktery plati a > 1.
VsSechny poznatky o feseni této rovnice nam poté pomohou pii dokazovani
uvedenych vét.

Jesté na zavér této sekce poznamenejme, zZe konstrukce naseho polynomu re-
prezentujiciho prvoéisla bude mirné odlisnd od té uvedené ve Tvrzeni [0 Zatimco



tam jsme uvazovali obecny M fteSitelny praveé tehdy, kdyz jedna z jeho promeén-
nych nabyva prvociselné hodnoty, nas konkrétni M bude souctem druhych moc-
nin. M tim padem bude nabyvat pouze nezapornych hodnot a neni nutné ho
mocnit na druhou, postaci polozit

P[Ilaylw”vyl] - (xl + 2)(1 - M[Ilaylw'wyl])'

Zdanlivym paradoxem je, ze se P, ackoliv ma nabyvat pouze prvociselnych
hodnot, rozklada na dva faktory. V pripadé, ze hodnota P je kladnd, je ale druhy
faktor vzdy roven jedné a tento rozklad je tudiz nevlastni.

2.2 Pellova rovnice

Jak jsme zminili v predeslé sekci, nase pout zacne u Pellovy rovnice. Na prvni
pohled nemusi byt spojitost mezi Pellovou rovnici a nasim cilem viibec ocividna.
Pozdéji se vSak ukaze, ze vlastnosti posloupnosti nezapornych feseni rovnice
2?2 — (a*> — 1)y?> = 1 budou naprosto fundamentdlni pro dikaz diofanti¢nosti
mnoziny prvocisel.

V této sekci uvedeme nékolik tvrzeni platicich pro obecnou Pellovu rovnici.
Vychazime pri tom z textu Keitha Conrada, ktery je volné dostupny na internetu
(viz [3]).

Definice 6. Diofanticka rovnice tvaru 2 — dy? = 1, kde d je kladné ne¢tvercové
¢islo, se nazyva Pellova rovice.

Pro tuplnost poznamenejme, ze nectvercové ¢islo znaci ¢islo, které neni druhou
mocninou zadného prirozeného cisla a ze hleddme pouze celociselna reseni dané
rovnice.

Poznamka. Z predpisu Pellovy rovnice vidime, ze (1,0) a (—1,0) jsou vzdy jeji
reseni. Tato dvé feseni nazyvame trividlni. Pokud je (a,b) feseni Pellovy rovnice,
jsou Teseni i (a,—b), (—a,b) a (—a, — b). Pti Teseni Pellovy rovnice tedy staci
uvazovat pouze nezaporné dvojice (a,b) a zbyld FeSeni z téchto ,nezapornych
reseni” odvodit.

Na mnoziné feSeni Pellovy rovnice zavedeme grupovou strukturu. Oznac¢me
M, jakozto mnozinu vech feSeni Pellovy rovnice 22 — dy? = 1. Déle pro vsechna
(a,b), (e, f) € My definujme binarni operaci - nasledovné

(a,b) - (e, f) = (ae + dbf,af + be).

Véta 10. Necht 22 — dy? = 1 je Pellova rovnice. Mnozina feseni této rovnice
spolu s binarni operaci - definovanou vyse tvori grupu.

Diikaz. Nejprve dokdZeme uzavienost mnoZiny feseni 22 — dy? = 1 vzhledem
k vyse definované operaci. Uvazme libovolnd (a,b), (e, f) € My, potfebujeme
ukazat, ze i (ae + dbf,af + be) € My, neboli (ae + dbf,af + be) je feSenim dané
rovnice. Pomoci nékolika algebraickych tprav vypocteme, ze

(ae + dbf)* — d(af + be)? = a*e* + 2aedbf + d*b* f* — da® f? — 2da fbe — db*e* =
a’(e? — df?) — db*(—df* + ) = (e? — df*)(a®* — db*) = 1-1 = 1. V posledni
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rovnosti jsme vyuzili toho, Ze (a,b), (e, f) jsou feSeni x*> — dy* = 1 a dohromady

tedy dokazali uzavienost grupy na definovanou binarni operaci.

Dtikaz asociativity nasobeni je rutinni vypocet. Z definice ndsobeni snadno
nahlédneme, Ze (1,0) je jednotkovy prvek v grupé. Zaroven diky pozndmce vyse
tento prvek vzdy v grupé lezi. Podobné nahlédneme, Ze inverznim prvkem pro
(a,b) je (a,—b). Plati totiz (a,b) - (a, —b) = (a* — db*, —ab + ab) = (1,0). Stejné
vyjde i souéin (a, —b) - (a, b), protoze definované nasobeni je zfejmé komutativni.
Opét diky stejné poznamece plati, ze inverz prvku vzdy lezi v M,. Tim jsme oveérili
vsechny axiomy grupy, jak bylo pozadovano.

m

Grupu, kterou jsme zkonstruovali oznac¢ime stejné jako jeji nosnou mnozinu,
tj. My. Vsimnéme si, ze definice ndsobeni v grupé neni zadna umeéla konstrukee,
nybrz prosté nasobeni dvou prvkiu v Z[\/E] s naslednym porovnanim koeficient. V
nasledujici vété ukdzeme souvislost mezi témito dvéma strukturami. Potfebujeme
k tomu definici normy v kvadratickych rozsitenich a dvé snadna pozorovani o této
normé. Definici i nasledujici lemma ¢erpame z knihy [4]. Na rozdil od této knihy
vsak neuvazujeme v definici normy absolutni hodnotu. Tento rozdil je pro nase
ti¢ely zanedbatelny a navic ndm pomiize jemnéji rozlisit prvky okruhu Z[v/d].
Néami zavedena norma pak ovsem nebude standardni normou, jak ji v matematice
obvykle chéapeme.

Definice 7. Necht d je ne¢tvercové &islo, definujeme zobrazeni N : Z[\d] — 7Z
tak, ze pro kazdé a + bv/d € Z[\/d] polozime N(a + bv/d) = a*> — db*. Zobrazeni

N nazveme norma.

Lemma 11. Pro kazda o, 8 € Z[V/d] plati
a) N(a-f) = N(a) - N(p),
b) N(a) = £1 pravé tehdy, kdyz o je invertibilni prvek v Z[v/d].

V daldf ¢ésti pro nas bude Z*[v/d] multiplikativni grupa tvofend invertibilnimi
prvky okruhu Z[v/d]. Pfedchozi lemma tvrdi, Ze Z*[v/d] obsahuje pravé prvky
Z[\/d], jejichZ norma je rovna =+1.

Véta 12. Grupa fesen Pellovy rovnice 22 —dy? = 1 je izomorfni podgrupé Z*[v/d]
tvorené pravé vsemi prvky, jejichz norma je rovna jedné.

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ : My — Z*[v/d)], ¢((a,b)) = a +bvd. Obraz prvku
(a,b) ma normu rovnou a? — db?*. Jelikoz (a,b) € My, plati a®> — db* = 1 a z tivah
pred vétou proto ¢((a,b)) lezi v Z*[\/d]. Zobrazeni ¢ je tudiz dobfe definované.

Pomoci standardniho vypoctu ovérime, Ze ¢ je homomorfismus. Pro libovolna
(a,b), (e,f) € My plati ¢((a,b) - (e, f)) = ¢((ae + dbf,af + be)) = ae + dbf +
(af +be)vVd = (a+bVd)(e + fVd) = o((a.b)) - (e, ).

Déle vypoétem jadra ¢ dokazeme, ze zobrazeni je prosté. Bud (a,b) € Ker ¢,
tedy a + bv/d = 1. Kdyby bylo b # 0, mohli bychom rovnici ekvivalentné upravit
na vd = l;ba 7 tohoto vyjadieni plyne, Ze v/d lze zapsat jako podil dvou celych
¢isel. Cislo d je ovSem z predpokladu ne¢tvercové, tudiz je v/d iracionéni, coz je
ve sporu s predeslymi ivahami. Musi proto platit b = 0, coz implikuje a = 1,
neboli (a,b) = (1,0) a jadro ¢ je tak trivialni.
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Nakonec jesté dokézeme, Ze obrazem zobrazen{ je mnozina X = {a € Z*[/d] |
N(a) = 1}. Pro kazdé (a,b) € M, plati N(¢((a,b))) = N(a+bVd) = a*—db* =1,
coz dokazuje, ze obraz zobrazeni je podmnozinou X. Pro druhou inkluzi uvazme
libovolné a € X. Bud a = a + bv/d pro a,b celoéiselné. Potom o = ¢((a,b)) a
diky pozadavku na hodnotu normy « dostdvame (a,b) € M,.

Tvrzeni nyni plyne z prvni véty o izomorfismu.

O

Vime, Ze izomorfni grupy jsou v podstaté stejné. Dale proto spojenim z+1yv/d
je resenim Pellovy rovnice minime, ze usporadand dvojice (x,y) je feSenim Pellovy
rovuice.

Ve zbytku sekce ukazeme dva klicové poznatky o Pellové rovnici. Prvnim
je, ze kazda Pellova rovnice ma néjaké netrivialni feseni. Druhym, Ze vsSechna
nezapornd reseni Pellovy rovnice (tj. FeSeni, kterd maji obé slozky nezédporné) se
daji nagenerovat pouze pomoci jediného reseni.

Prvni vysledek byl dokdzan Lagrangem v roce 1768. Jeho diikaz zde nebudeme
uvadét, je mozné ho nalézt v Conradové ¢lanku [3].

Véta 13. Pro kaZzdé nec¢tvercové kladné d ma rovnice 22 — dy? = 1 néjaké netri-
vialni TeSeni.

Druhy vysledek lze formulovat tak, ze grupa feseni Pellovy rovnice je cyklicka.
Generatorem této grupy je minimdlni feseni, coz je pojem, ktery definujeme poz-
déji. V tomto duchu je i tvrzeni dokazéno ve ¢lanku [3]. Nam v dalsich podka-
pitolach bude stacit drive uvedena konkrétnéjsi varianta, proto se od Conradova
¢lanku mirné odklonime. V nasem dikazu avsak budeme postupovat analogicky
k dikazu z tohoto ¢lanku.

Zacneme s porovnavanim prvkil v okruhu Z[v/d]. Prvky a 4+ bvVd € Z[/d] a
e + fVd € Z[/d] bychom budto mohli porovnévat jako dvé redlnd &sla, nebo
pomoci jejich koeficientli. Nasledujici lemma ukazuje, ze pro feseni Pellovy rovnice
jsou obé varianty ekvivalentni.

Lemma 14. Necht 2* — dy* = 1 je Pellova rovnice a (a,b), (e,f) jsou jeji dvé
nezaporna reseni. Potom plati

a) a < e pravé tehdy kdyz b < f,

b) a + bVd < e+ fv/d pravé tehdy, kdyZ a < e a zaroven b < f.
Pfi¢emz nerovnosti a 4+ bv/d < e 4+ f+/d myslime nerovnost redlnych &sel.

Diikaz. a) Protoze vSechna ¢isla jsou nezaporna, nastava a < e pravé tehdy, kdyz
a? < e2. JelikoZ jsou (a,b), (e, f) fesenim Pellovy rovnice, je pfedesld nerovnost
ekvivalentni s nerovnosti 1+db* < 1+df?. Tato nerovnost opét diky nezédpornosti
¢isel nastava pravé tehdy, kdyz b < f.

b) Implikace zprava doleva je ziejmé. U obracené implikace predpokladejme
pro spor, Ze jedna z nerovnosti ze zavéru neplati. Z Casti a) poté vyplyva, Ze ne-
plati ani druha nerovnost ze zavéru, tedy nastava a > e a zaroven b > f. Tyto dvé
nerovnice dohromady daji a + bv/d > e + fV/d, coz je ve sporu s predpokladem.

O

Pred vétou dokazujici cyklicnost Pellovy grupy si jesté uvedme jedno mensi
lemma, které ndm pomtze v jejim dlikaze. Zaroven zadefinujeme pojem minimdini
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resent, ktery nam usnadni vyjadfovani. Minimalni feseni pro nas bude netrivi-
alni, nezaporné Teseni, které ma mezi vsemi netrivialnimi, nezapornymi resenimi
minimalni druhou slozku.

Lemma 15. Pokud jsou a, b celd ¢isla splitujici a?—db? = 1 a zéroveii a+bv'd > 1,
potom jsou a i b kladna.

Diikaz. Rozkladem v redlych &slech dostavame (a — bv/d)(a + bv/d) = 1. Spolu
s predpokladem odsud vyplyva, Ze 0 < a — bv/d a zéroveii a — bv/d < 1. Z prvni
nerovnosti plyne, ze a > bv/d. Se¢tenim druhé nerovnosti s nerovnosti z pied-
pokladu ziskdme a + bv/d + 1 > a — bv/d + 1, coz implikuje, Ze b je kladné. Z
nerovnosti a > bv/d je tudiz kladné i a.

O

Véta 16. Necht ma Pellova rovnice 22 — dy? = 1 néjaké netrividlni feseni a bud
(e,f) jeji minimalni feseni. Potom {(a,b) | a + bv/d = (e + f+/d)",n € N} jsou
pravé vsechna nezdpornd feseni 22 — dy? = 1.

Diikaz. Vsechna (e + f \/E)” jsou diky Vété |10| feseni Pellovy rovnice. Zaroven
to jsou zrejmé vsechno TeSeni nezaporna, pricemz pro n = 0 dostavame teSeni
trividlni. Zbyva ukézat, ze zadnd jina nezdporna reseni neexistuji.

Bud a -+ bv/d néjaké nezdporné feseni 22 — dy? = 1. Minim4ln{ FeSeni m4 nutné
druhou slozku vétsi ne7 trivialn{ feSeni, tudiz z Lemmatu [14] plyne e + fv/d > 1.
Tim padem je ((e + fv/d)")22, rostouci posloupnost redlnych isel konvergujici k
nekonec¢nu. Existuje tudiz nezaporné n takové, ze

(e + V)" < a+bVd < (e + fVd)".
Vydélenfm obou nerovnosti &slem (e + f1/d)" dostaneme
1< (a+bVd)(e+ fVd)™ <e+ fVd (2.1)

Pro ptehlednost ozna¢me o+ pvd = (a+bvd)(e+ f/d)™". Z Véty je o+pVd
taktéz FeSenim 2% — dy? = 1 a dosazenim do (2.1]) ziskdme

1<o+pVd<e+ fVd.

7 druhé nerovnosti a Lemmatu [14] plyne, ze p < f. Kdyby byla prvni z nerov-
nosti ostré, neboli kdyby platilo 1 < 04 pv/d, pak by podle pfedchoziho lemmatu
byly o, p kladn4 ¢isla. Dvojice (o, p) by tudiz byla netrividlnim, nezdpornym fe-
Senim x? — dy?* = 1 s mensi druhou slozkou neZ (e, f). To by byl ovSem spor s
minimalitou e + fv/d.

Musi proto platit 1 = o4 pv/d a tudiz 1 = (a + bv/d)(e + f/d)™". Z posledni
rovnosti jiz snadno plyne (a + bv/d) = (e + fv/d)", jak mélo byt dokazano.

O

Predchozi vétu vyuzijeme k popisu mnoziny nezapornych reseni Pellovy rov-
nice pomoci rekurentni posloupnosti. Tento pohled na mnozinu feseni budeme
vyuzivat témeér celou néasledujici podkapitolu.
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Tvrzeni 17. Necht ma Pellova rovnice 2% — dy? = 1 netrividlni feSeni a (e, f) bud
jejl minimalni feseni. Pak rekurentné zadana posloupnost usporadanych dvojic

(Gny by )02, takova, ze

pio = 2€0p411 — Ay, ay =1, ap =e

bn+2 - 2€bn+1 - bna bO = 07 bl = f

tvoif pravé viechna nezdporna feseni 22 — dy? = 1.

Diikaz 7 piedchoziho vty plyne, ze {(e + fv/d)"}22, jsou pravé viechna neza-
porné feSeni 22 — dy? = 1. Indukeci dokazeme, Ze pro vSechna nezidporna n plati
an + Vdb, = (e + fv/d)*, tim bude ditkaz hotov.

Pro n = 0, n = 1 rovnost plati, jelikoz ag + bpv/d = 1 = (e + fV/d)? a
a1 + bl\/C_l = (6 + f\/a)l

Bud n > 2, s vyuzitim definice posloupnosti a indukéniho predpokladu pro
n + 1, n spocteme, ze

Qpto + bn—i—Q\/a = 26an—}-l — Qp + <Zebn+l - bn)\/a = 26(an+l + bn—i—l\/a)_

(an + bpVd) = 2e(e + VA — (e + fVA)" = (e + FVd)"(2e(e + fVd) —1).

Nyni vyuzijeme fakt, 7e e+ f1/d je feSenim 22 —dy? = 1, tudiz plati e?—df? = 1.
Viraz 2e(e + fv/d) — 1 je proto roven 2e? + 2efv/d — €2 + df?, coz lze upravit na
tvar (e + f \/8)2 Dosazenim do predeslych rovnosti ziskame

nia+ bnyaVd = (e+ [Vd)" (e + V)’ = (e + fVd)",

Tim je indukéni krok dokézan.

]

Na zavér sekce jesté uvedme jedno pozorovani vyplyvajici z dikazu predcho-
ziho tvrzeni. Toto pozorovani budeme casto pozivat ve zbytku kapitoly. Lemma
Cerpame ze ¢lanku [5].

Lemma 18. Pro ¢leny posloupnosti definované ve Tvrzeni [I7) a nezdporna i, j
plati

a) a; + bij\/é_l = (a; + bi\/c_i)ja

b) Ay = A; Q45 + bibjd, bi+j = ajbi + aibj.
Pokud je zaroven ¢ > j plati navic také

C) Q;—j = Q;Q5 — bibjd, bz‘—j = Ciji — aibj.

Dikaz. 7 dikazu predchoziho tvrzeni vime, ze pro vSechna nezdporna n plati
an + Vdb, = (e + fv/d)". S vyuzitim tohoto vztahu spocitame, ze

aij + Vb = (e + Vdf)7 = ((e + Vdf)') = (a; + Vb)),
coz dokazuje prvni rovnost. Podobné odvodime, ze

Qiyj +bi+j\/g = <€+ \/Ef)i+j = (€+ \/Ef)z(e—i_ \/&f)ﬂ - (a’i +bl\/c_l>(a’] +bJ\/E)
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Roznasobenim zavorek a porovnanim koeficienti dostaneme pozadované vzorce.
Pro ¢ > j bychom obdobné odvodili, ze

Qi—j -+ bi_j\/a = (CL»L' + bz\/a)<(lj + bj\/c_l)_l.

Nyni uz si jen staci uvédomit, ze (a;,b;) je TeSenim Pellovy rovnice. Plati
proto 1 = a2 +db? = (a; + b;V/d)(a; — b;jV/d), neboli (a; +b;v/d) ™ = (a; — b;V/d).
Vzorce pro a;—j, bi—; poté opét ziskdme roznasobenim zavorek a porovndnim
koeficient. O

2.3 Diofanticnost reseni Pellovy rovnice

S nabytymi znalosti o obecné Pellové rovnici z predchozi podkapitoly se nyni
muzeme pustit do studia jedné specialnéjsi Pellovy rovnice. Tuto rovnici jsme uz
zminili na zacatku kapitoly, ptfipomenme, Ze se jedna o rovnici tvaru

2 —(a®* —1)y* =1, kde a > 1. (2.2)

Povsimnéme si, ze pro kazdé takové a je vidy a? — 1 ne¢tvercové a rovnice tim
padem Pellova. Této rovnici se budeme vénovat celou sekci. Nejprve pro ni pomoci
tvrzeni z predchozi podkapitoly odvodime rekurentni posloupnost jejich Teseni.
Poté dokazeme nékolik uziteénych vlastnosti této posloupnosti. Tyto vlastnosti
shrneme do Véty 23] tvrdici, ze relace byt n-tou slozkou posloupnosti reseni urcené
rovnici je diofanticka.

Zacnéme ale zkoumdnim rovnice z? — (a®> — 1)y?> = 1. Z predpisu rovnice
nahlédneme, ze (a,1) je jejim feSenim. Protoze je druhd slozka tohoto Tfeseni
rovna jedné, je toto feSeni minimalnim resenim rovnice.

Nasli jsme minimalni feseni a proto muzeme z Tvrzeni urc¢it rekurentni
posloupnost nezapornych feseni této rovnice. S pomoci zminéného tvrzeni vypoc-
teme, ze touto posloupnosti je

20(@) =1, 1(a) =@, Tnsa(a) = 202011(a) — a(a),

Yo(a) =0, yi(a) =1, Ynia(a) = 2ayni1(a) — ya(a).

Poznamka. Pismeno a v zdvorce znaci zavislost na a. To znamend, ze napriklad
pro a = 2 ziskdme rovnici 22 — 3y? = 1, pro jejiz posloupnost FeSeni plati

20(2) =1, 21(2) =2, 22(2) =7, yo(2) =0, 11(2) =1, y2(2) = 4.

Pokud bude a ztejmé z kontextu nebo nedtilezité, budeme jeho psani v zavorce
vynechavat.

Az do konce kapitoly pro nas budou z,(a), y,(a) n—té slozky posloupnosti
definovanych vyse.

Uvedeme ¢tyfi lemmata shrnujici nékteré vlastnosti platici pro tato z,(a),
yn(a). Dikazy lemmat vétSinou nejsou tézké, ale jejich spojenim ziskdme netri-
vialni Vétu TaktéZ se mnohda z nich budou hodit pii dikazu zévérecné véty
prace a proto je lepsi mit jejich znéni zformulovana. Znéni i dikazy vsech ¢tyt
lemmat a nasledné véty jsou az na drobné odlisnosti prevzaty z Davisova ¢lanku

5.
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Prvni z lemmat slouzi pro odhady x,(a), y,(a). Nékteré z téchto odhadu jsou
ziejmé a zbylé se daji snadno dokéazat indukei. Z téchto divodu zde jejich dikaz
ani neuvadime.

Lemma 19 (Odhady pro feSeni Pellovy rovnice). Pro vSechna a > 1, n, plati
a) a” < x,(a) < zpy1(a),
b) z,(a) < (2a)",

&) (20— 1)" < gy (1) < (20)"
Déle vyslovime nékteré zakladni vlastnosti o soudélnosti x,,(a), y,(a).

Lemma 20 (Soudélnost feseni Pellovy rovnice). Pro vSechna a > 1, n, ¢ > 1

a) yp(a) =n mod (a — 1),

b) pokud je a = b mod ¢, potom pro vsechna n plati z,(a) = z,(b) mod c,
Yn(a) = yn(b) mod ¢,

¢) Yn je sudé prave tehdy, kdyz n je sudé,

d) NSD(z,(a),yn(a)) = 1.

Diikaz. Dokéazeme pouze ¢asti ¢) a d), prvni dvé tvrzeni se daji snadno dokézat
indukeci dle n.

c¢) Dukaz provedeme také indukei podle n. Z predpisu posloupnosti vidime, ze
Yo je sudé a y; je liché. Tvrzeni tedy plati pron =0, n = 1.

V indukénim kroku predpokladejme, ze n > 2 a tvrzeni plati pron, n — 1. Z
definice posloupnosti je y, = 2ay,_1 — y,_o. Podivame-li se na paritu y,,, zjistime,
7€ UYn = Yn—o mod 2. Z kongruence vidime, ze y, je sudé pravé tehdy, kdyz y,_»
je sudé, coz z indukéniho predpokladu nastane pravé tehdy, kdyz n — 2 je sudé.
Ponévadz n — 2 a n maji zfejmé stejnou paritu, je indukéni krok dokazan.

d) Jelikoz z,(a), ya(a) jsou FeSenim (2.2), plati pro né z2 — (a* — 1)y* = 1.
Uvazme libovolného délitele d ¢isel x,(a) a y,(a). Potom je d nutné délitelem i
¢isla 22 — (a® — 1)y2. Tento vyraz je vSak roven jedné, jak jsme vySe pripomnéli,
tudiz d | 1, neboli d = £1. To dokazuje, ze ¢isla z,(a), y,(a) jsou nesoudélna.

O

Zbyla dvé lemmata se opét vénuji délitelnosti a kongruentim vlastnostem po-

vvvvvv

Lemma 21 (Délitelnost feseni Pellovy rovnice). Pro vSechna ¢, k nezdporna a n
kladné plati

a) Yn | yr pravé tehdy, kdyz n | ¢,

b) Ynr = kynay = mod yp,

c) pokud y2 | y;, potom ¥, | t.

Dikaz. 'V dikazu budeme casto pouzivat Lemma v nasem piipadé bod b)
zminéného lemmatu dava pro vSechna nezaporna u, v vzorec

Yuto = Tulo T Tolu- (23>
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a) Dokazme nejprve nasledujici pozorovani, ze pro vsechna j plati v, | yu;-.
Budeme postupovat indukei podle j. Pokud je j =0, jeinj =0 a tedyiy,; =0
a tvrzeni tudiz plati. Provedeme indukéni krok, predpokladejme platnost tvrzeni
pro j a dokazme ho pro j + 1. Podle plati ¥ng41) = Tnj¥n + TnYnj. Z
indukéniho predpokladu mame, ze y,, | y,; a trividlné také plati y,, | y,,. Ze vzorce
PTO Yn(j+1) POté VYPIYVA, Ze Yy | Yn(j4+1), ¢imZ je pozorovani dokézano.

Implikace zprava doleva je nyni diky pozorovani ziejma, staci si uvédomit, ze
t = nj pro néjaké nezaporné j.

Dokazme obrécenou implikaci. Pfedpokladame, ze y,, | y; a necht t = gn + r,
kde 0 < r < n. Chceme dokazat, ze r = 0. K tomu opét vyuzijeme , plati
totiZ Yt = Yngtr = TrYng + Tngyr- Diky pozorovani vime, zZe v, | ynq. V kombinaci
s predpokladem a vysSe uvedenym vyjadfenim y; odvodime, ze y,, | 2p,y,. Podle
bodu d) predchoziho lemmatu plati, ze NSD(24, Yng) = 1. Nyni opét vyuzijeme
vztahu Y, | Yng, ktery implikuje, ze i NSD(zp,, yn) = 1. Z relace y,, | £nqy- proto
plyne y, | y,.. Protoze vSak z ¢dsti ¢) Lemmatu |19 vime, Ze y,, > ¥y, zbyva jedind
moznost, a to y,. = 0. V tom pripadé je ale z definice posloupnosti i » = 0, presné
jak jsme chtéli ukazat.

b) Z bodu a) Lemmatu (18 plyne pro vsechna n, k také vztah

(Tok + Va2 — 1) = (2, + ynVa2 — 1)*.

Pravou stranu upravime pomoci binomické véty a dostaneme

k
k .
Tk + YneVa? —1 = Z ( ,)xﬁjyﬁl(cﬂ — 1)%.
§=0 J

Porovname koeficienty na obou stranach rovnice ptislusné v/a? — 1 a ziskame

_ }: —(2j+1),,2j+1 .2 J
= (2] + 1)

Sj<k
Nyni uz si jen stac¢i povSimnout, ze pro vSechna kladna j je exponent u v,
vétsi nez dvé. Vsechny ¢leny sumy kromé prvniho jsou proto kongruentni nule
modulo 32 a plati tedy Y, = ky,2t~! mod y2.
c) Predpoklddame, Ze y?2 | y;, coZ trividlné implikuje, Ze v, | y; a proto z Casti
a) plyne n | ¢, neboli t = nk pro né&jaké k. Z ¢asti b) dostavame vy, = yp =
ky,z8=1 mod y?. Tato kongruence jinymi slovy tvrdi, ze existuje ¢ takové, Ze
ky,rk=1 =y, + qu3. Z piedpokladu plyne, ze y2 déli pravou stranu, déli proto i
levou. Cili y? | ky,2*~1, coz implikuje ¥, | k2%, Protoze NSD(z,,y,) = 1 (viz
predchozi lemma), musi nutné y,, délit k a tudiz musi délit i ¢.
O

Lemma 22 (Periodicita feseni Pellovy rovnice). Necht i, j, n jsou nezdporna
cisla.

a) Pokud j < 2n, pak plati xg,1; = —x; mod z,. Pokud j < 4n, pak plati
Tan+j = x; mod z,.

b) Necht z; = x; mod z,, i < j < 2n, n > 0. Potom ¢ = j, az na piipad, kdy
a=2,n=1,1=0aj=2.

c¢) Necht z; = z; mod z,, 0 <i < n. Potom j = +i mod 4n.

17



Diikaz. a) K dikazu prvni ¢asti vyuzijeme Lemma (18| aplikované postupné na
Tontj, Ton = Tnin & Yon. O jeho pomoci spocitame

Tontj = TonTj  yony; = (xp + yo(a® — 1))z & 22,y,y,(a® — 1).

JelikoZ jsou x,,, y, Fesenimi Pellovy rovnice, plati 22 —(a*—1)y? = 1. Tato rovnost
implikuje, ze y2(a* — 1)z; = (22 — 1)z; = —x; mod x,. VSechny ostatni cleny
vyrazu jsou délitelné x,,, z ¢ehoz vyplyva, Ze

Top+j = —x; mod Ty,

Druhd ¢ast tvrzeni se odvodi analogicky:.
b) Predpokladejme pro spor, ze z; = x; mod x, a zaroven ¢ < j. Z lemmatu
vyplyva, Ze
O<ap<a1<...<Tp_1 <y (2.4)

Cisla xg, 21, o, . . ., Tn_1 jsou tudiz po dvou nekongruentni modulo z,,. Snadno
si tim padem rozmyslime, Ze pro platnost x; = x; mod xz,, musi byt j > n. Déle
rozlisime, zda ¢ > n, nebo i < n.

1) i > n: V ¢asti a) jsme dokazali, Ze x9,—; = —x; mod z,, a Tg,_; = —x;
mod x,. Ve spojeni s pfedpokladem to dava x9,_; = x9,—; mod z,. Protoze vsak
2n—j <na?2n—i<na?2n—j#2n—1i, nemuze kvili uvedena kongruence
platit.

2) i < n: Stéle plati z9,_; = —x; mod z,, a proto x; = —xg,—; mod z,.
Predesla kongruence tvrdi, ze z,, | x; + 22,—;. Z jsou x;, x9,—; kladna, musi
proto platit x; + xg,—; > x,,. UkdZeme, Ze tomu tak neni.

Jelikoz uvazujeme j > n, plati 2n — j < n. Zaroven je i < n, takze z (2.4)
muzeme levou stranu predeslé nerovnosti odhadnout

Ty ST+ Top—j < Ty + Ty = 20,1,
Déle pouzijeme bod b) Lemmatu (L8| pro x,, plati
Tp = T(n-1)41 = Tp—1T1+ (@®=1D)yn1yr = Tp_1a+(a® = )Yp1 > Tp_1a > 2T,_1.

Pohledem na obé uvedené sady nerovnosti, zjistime, ze vSechny nerovnosti v nich
musi byt rovnostmi. Musi tedy platit

2
Tpo1a+ (0" = D)Yn1 = Tp1a, Tp1a = 2T, 1, T+ Ton—j = Tpo1 + Tp_1.

Z prvni rovnosti plyne, ze y,_1 = 0, ¢ili n = 1. Z druhé plyne a = 2. A konecné ze
treti spolecné s jiz dokdazanym n = 1 plyne ¢ = 0 a j = 2. To je ovSem prave ten
priklad, ktery jsme v tvrzeni vyloucili. Pro vSechny ostatni pripady jsme dokazali,
ze tvrzeni plati.

c) Predpokladame, ze x; = x; mod z,,. Necht j = 4ng+r, 0 < r < 4n.
Plati tedy j = r mod 4n. Z ¢asti a) je téz z; = x, mod z,, tudiz plati z; = z,
mod z,,. Déle rozlisime dva pripady hodnot, kterych mutze r nabyvat.

1) 0 < r < 2n: Pak z ¢asti b) kongruence z; = z, mod x,, implikuje r = i,
kromeé oné jedné zminované vyjimky, ktera vsak nenastane. Kdyby totiz nastala,
muselo by byt n =1 a r = 0 (protoze ¢ je z predpokladu kladné). Tim padem by
se ale ¢ muselo rovnat dvéma, coz je ve sporu s tim, ze ¢ je z predpokladu mensi
nebo rovno nez n.
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2) 2n < r < 4n. Polozme s = 4n — r. Z ¢ésti a) je z3 = z, mod z,, tudiz
rs = x; mod x, a z ¢asti b) je i = s (i, s jsou nyni obé kladné a vyjimka proto
nastat nemtze). V kombinaci s definici s to ddva r = —s = —i mod 4n

V obou pripadech jsme dokézali, ze » = ¢ mod 4n, coz spolu s kongruenci
j =r mod 4n dava pozadované j = +i mod 4n.

O

Konecné jsme pripraveni dokazat prvni veétsi vysledek o posloupnosti feseni
rovnice (2.2). Nésledujici véta tvrdi, Ze n-ty prvek dané posloupnosti je diofan-
tickd mnozina.

Véta 23 (Diofanticnost feseni Pellovy rovnice). Pro vsechna y, a > 2, n > 1
nastava y = y,(a) pravé tehdy, kdyz existuji nezaporna b, ¢, d, e, r, s, t, u, v,
takova, ze

(1) 2* = (a®> = 1)y* + 1 (5) b=a+u*(u®—a)
(2) v? = (a* = 1)v* + 1 (6) s=x+cu

(3) s> =(b* -1t +1 (7) t = n + 4dy

(4) v = 4ry? 8)y=n+e

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze existuji nezaporna Cisla spliujici rovnice (1)
az (8) a dokazme, ze pak y = y,(a).

Prvnim pozorovani je, ze y, t, v jsou kladna. V tvrzeni véty predpokladame,
ze n je kladné. Z tohoto predpokladu a rovnic (7) (resp. (8)) plyne i kladnost ¢
(resp. y). Pro spor predpokladejme, ze v = 0. Potom z (2) vyplyvd, ze u = 1,
tudiz z (5) b =1 a proto z (3) je i s = 1. Z rovnice (6) vyplyva, ze x < s=1az
(1) naopak > 1. Dohromady tedy x = 1 a opét diky (1) musi byt y = 0. To je
ovsem ve sporu s nasimi predchozimi tivahami.

Dokézali jsme, ze ¢isla y, ¢, v jsou kladn, procez dvojice (z,y), (u,v), (s,t) jsou
netrividlnimi feSenimi Pellovych rovnic ze znéni véty. (PovSimnéte si, ze b > 2
diky kladnosti v a rovnicim (2), (5). Rovnice (3) je proto taky Pellova.) Podle
Tvrzeni |17 a definice posloupnosti (2,,)°_, (ym)oo_, existuji kladnd ¢isla i, j, k
takova, ze

r=uz;(a), y=yi(a), u=xi(a), v=uyila), s=xz;(b), t =y,(b). (2.5)

Chceme dokézat, ze z osmi zadanych rovnic jiz plyne ¢ = n a tim padem
y = yi(a) = yn(a). Postupné dokézeme nésledujici t¥i pozorovani

1) j = i mod 4y;(a),

2) j =n mod 4y;(a),

3) n+i < 4yi(a).

Z prvnich dvou pozorovani pak vyplyne, ze 4y;(a) | n + i nebo 4y;(a) | n — i.
Diky tretimu pozorovani a predpokladu, ze n je kladné vSak prvni vztah nemtze
nastat. Tim padem musi 4y;(a) | n — i a opét diky tfetimu pozorovani si snadno
rozmyslime, Ze tento vztah implikuje ¢ = n. Tim bude diikkaz hotov, zbyva jen
dokéazat uvedena t¥i pozorovani.

ad 1) Z rovnice (5) je b = a mod u, dosazenim za u z dostaneme kon-
gruenci b = @ mod xy(a). Lemma [20 proto implikuje z;(b) = z;(a) mod xj(a).
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Z rovnice (6) je s = x mod u, neboli podle (2.5)) z;(b) = x;(a) mod zx(a). Do-
hromady tudiz mame z;(a) = z;(a) mod zx(a). Dle rovnice (4) a kladnosti v
je y < v a proto diky musi byt i < k (viz téz Lemma )) Ponévadz,
jak bylo dffve FeCeno, je zaroven i kladné, muzeme pouzit Lemma [22] z kterého
plyne j = +i mod 4k. Ze (4) a také vyplyva, 7ze (y;(a))? | yx(a), tudiZ podle
Lemmatu 21| y;(a) | k. Ve spojeni s predchozi kongruenci dostavime pozadované
Jj = +i mod 4y;(a).

ad 2) V rovnici (5) nahradime u? ekvivalentnim vyrazem z rovnice (2) a na
vyslednou rovnici se podivame modulo v. Vypoctem ziskdme b =1 mod v. Je-
likoz ze (4) a 4y;(a) déli v, mame b =1 mod 4y;(a), neboli 4y;(a) | b — 1.
Podle Lemmatu [20] je y;(b) = j mod b — 1, procez diky predchozi kongruenci
yj(b) = 7 mod 4y;(a). Nakonec rovnice (7) a tvrdi y;(b) = n mod 4y;(a).
Dohromady tudiz posledni dvé kongruence davaji kyzené j =n mod 4y;(a).

ad 3) Posledni pozorovéani je snadné, nebot z (8) plyne n < y;(a) a z Lemmatu
[19¢ < yi(a). Dohromady proto plati n + i < 2y,(a) < 4y;(a).

Nyni naopak predpokladejme, ze y = y,(a) a dokazme existenci nezapornych
¢isel vyréenych ve znéni véty.

Za prvé polozme z = z,(a), ¢imz splnime (1). Déle polozme m = 4ny,(a),
u = x,(a), v =yn(a), ¢imz je splnéna (2). Povsimnéme si zéroven, ze v je kladné.
Uzitim ¢asti b) Lemmatu [21| aplikovaného na k = y,(a) ziskdvame

Yagn(a) (@) = Yn(@)’wn(@) @~ mod (yn(a))*.

Pomoci této kongruence vidime, ze y,(a)? | Yny, (@), tudiz 4y, (a)? | 4y, (a).

Bod b) Lemmatu (18| implikuje

y4nyn (a) = y2nyn (a)+2nyn(a) = 21’2”?/71 (a) anyn (a) = 4I2nyn (a) :L‘nyn (a) ynyn (a)-

Z definice v tudiz plyne 4y, @) | v. Diky tranzitivité délitelnosti z predchozich
tvah plyne, ze 4y? déli v. Cislo r = ﬁ je proto kladné celé ¢islo pomoci néhoz
je splnéna (4).

Z rovnice (2), kladnosti v a predpokladu véty je ziejmé u? > a, tudiz
b = a+ u?(u® — a) je nezédporné &islo spliujici (5). Ddle polozme s = z,(b),
t = yn(b), ¢imz je splnéna (3). (Stejné jako v opa¢né implikaci plati, ze b > 2). Z
jiz splnénych rovnic (2) a (5) zjistime stejné jako v dukazu predchozi implikace, zZe
b= a mod u. Pomoci Lemmatu [20| z tohoto pozorovani plyne, ze z,(b) = z,(a)
mod u, neboli s =z mod u. Mazeme tedy nalézt ¢ spliujici rovnici (6).

Z definice ¢t a bodu ¢) Lemmatu jet > n a z Lemmatu jet =n
mod (b — 1). Stejné jako v opacné implikaci jsme schopni ukazat, ze 4y | b — 1.
Dohromady tudiz predeslé uvahy implikuji 4y | (n —t). Existuje proto d spliujici
(7).

Konecéné z Lemmatu |19 plyne y > n a proto je y —n nezaporné ¢islo. Polozime
tudiz e = y — n a tim splnime i posledni zbyvajici rovnici (8).

O

Pomoci Lemmatu [2| a predeslé véty bychom jiz snadno mohli dokazat dio-
fanticnost mnoziny obsahujici pravé n—tou slozku posloupnosti reseni Pellovy

rovnice ([2.2)).
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Ve znéni véty jsme pro jednoduchost uvedli osm rovnic. Kvili usetfeni mista a

vvvvvv

v, b, s, t ze znéni véty totiz lehce ziskame nasledujici disledek.

Dausledek. Pro vsechna y, a > 2, n > 1 nastivd y = y,(a) prdvé tehdy, kdyz
existuji nezdpornd c, d, e, r, u, x takovd, Ze

2? = (a> - 1)y* +1 u® =16(a® — 1)riy* + 1
(z+cu)’ = ((a+u*(u®—a®)? = 1)(n+4dy)* +1 y=n-+e.

2.4 Prvodcisla a faktorial

Dostavame se k predfindlni fazi naseho snazeni. V této podkapitole dokédzeme
dvé velka tvrzeni, o kterych jiz byla fe¢ v ivodu kapitoly. Jedna se o Wilsonovu
vétu a Vetu 28] Wilsonova véta stavi do relace prvocisla s faktoridlem a druhd
zminovand véta pro zménu faktoridl s polynomy. Ve Vété |30 ndm jen zbude tyto
dvé véty sikovné spojit, pricemz toto ,,spojeni” zajisti vysledky o Pellové rovnici
z predchozich sekci.

Pripomenme jesté jednou Wilsonovu vétu, nyni i s jejim dikazem.

Véta 24 (Wilsonova). Cislo k > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz k déli (k—1)!4-1.

Diikaz. Predpokladejme nejdrive, ze k je slozené cislo. Necht k& = jl je néjaky
netrivialni rozklad k. Specidlné tedy plati 1 < j < k, procez j déli (k—1)! a tudiz
j nedéli (k—1)!' + 1. Tim pddem vSak ani k£ nemutze délit (k — 1)! + 1.

Necht je nyni £ prvocislo. Pro dvojku tvrzeni plati, dale proto budeme pred-
pokladat, Ze k je liché prvocislo. Skutecénost, ze k déli (k —1)!+ 1 je ekvivalentni
tomu, ze soucin vsech prvka grupy Z; (tj. multiplikativni grupy télesa Zy) je v
této grupé roven minus jedné. Grupa Zj je cyklickd (viz napt. skripta [4], Véta
15.9), neboli existuje a € Zj, které je generatorem této grupy. Souéin vSech prvku
Zj, tudiz mizeme diky komutativité nasobeni v Z; vyjadrit jako

_ k(k—1) k=1 k-1
a-ad? . d M =a"2 =@ T ar.

(V prvni rovnosti jsem vyuzili vzorec pro soucet prvnich k — 1 pfirozenych ¢isel.)

Prvek a ma, jakozto primitivni prvek Z;, rad roven k£ — 1. Proto je prvni ¢ini-

tel v souc¢inu roven jedné v Z; a rad druhého ¢initele v soucinu je roven dvéma.

Prvek fadu dva v Zj je ovsem jen jeden a to —1. Soucin vsech prvki Z; je proto

vskutku roven minus jedné, jak jsme chtéli dokazat. Spolu s diskuzi vyse tudiz
pro kazdé prvocislo k plati, ze k déli (k — 1)! + 1.

O

Dikaz druhé véty bude o néco komplikovanéjsi a budou k nému potieba dvé
nasledujici tvrzeni. Prvni z nich je opét dost spjaté s Pellovou rovnici. Dukazy
obou tvrzeni i nasledné véty jsou az na malé vyjimky prebrany z jiz zminovaného
¢lanku [1].
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Tvrzeni 25. Pro kazda s, e > 2 takova, ze
Ale+2)(n+1)2+1=5s% (2.6)
plati e¢72 4+ e — 1 < n. Zaroven pro vsechna kladn4 e, ¢ existuji nezdporna n, s

takovd, ze plati (2.6 a zaroven ¢t < n.

Dikaz. Polozme a = e + 1. Rovnice (2.6) se pak transformuje v Pellovu rovnici

s> —(a®* = 1)((a — 1)(n + 1))* = 1. Povs§imnéme si, ze a > 2, tudiZ pro néj plati

a—2 1 \o2 2a — 1\%72
I+ ——— <2< (2 ) = ( ) :
—i_(a—l)a—1 +a—1 a—1
Vyndsobenim obou stran nerovnice ¢islem (a — 1)%2 dostaneme ekvivalentni ne-

rovnici (@ — 1)*? 4+ (a — 2)(a — 1) < (2a — 1)*2. Lemma ééstﬁ tvrdi, ze

(2a—1)4"2 < y,_1(a). Cislo (a—1)(n+1) je kladné, tudiz z Tvrzeni [17|a definice
posloupnosti (y;)72, existuje kladné j takové, ze (a — 1)(n + 1) = y;(a). Déle z
bodu a) Lemmatu [20| plyne, ze (a — 1)(n +1) = j mod @ — 1, neboli a — 1 | j.
Ve spojeni s kladnosti j to implikuje nerovnost a — 1 < j, tudiz y,—1(a) < y;(a)
(viz téZ bod ¢) Lemmatu [19). Celkové ziskdvame nasledujici sadu nerovnosti

(a—1)"2+(a—2)(a—1) < (2a —1)*? < yo1(a) < y;(a) = (a —1)(n+1).

Vydélenim obou stran nerovnice ¢islem a — 1 a dosazenim e zpét za a — 1
dostaneme e 2 +e¢—1 < n + 1.

Zbyva ukéazat existence n, s z druhé ¢éasti véty. Uvazujme stile a = e+ 1 a
tedy i Pellovu rovnici s* — (a? —1)((a—1)(n+1))? = 1. Podle Véty [13| existuje ne-
trivialni feSeni této rovnice. Dale proto podle Véty [16|existuje nekonecnd rostouci
posloupnost Feseni této rovnice. Musi proto existovat feseni (s, (a — 1)(n + 1)),
pro které je n > t.

O

Druhé tvrzeni je dost technické. V jeho diikaze pouzijeme nasledujici pozoro-
vani, které je snadno dokazatelné pomoci elementarni matematické analyzy.

Lemma 26. Nechf « e R, g € N, ¢ > 1.

a) Pokud je 0 < a < %, potom 1 — gar < (1 — ).

b) Pokud je 0 < v < %, potom (1 —a)™! <1+ 2a.

Diikaz. a) Bud q pevné a polozme f(a) = (1 — ) — (1 — qa), a € [O,%). K
diikazu nerovnosti ze znéni lemmatu staci ukazat, ze tato funkce je pro vsechna
a ze svého definicniho oboru nezaporna.

Pro a =0 je f(a) = 0 a zdroven f(«) je neklesajici: f/'(a) = ¢(1— (1 —a)?™!)
a snadno si lze rozmyslet, ze pro vsechna « z defini¢niho oboru funkce f je tento
vyraz nezaporny. Tim padem je f(a) > 0 pro vSechna o € [0,%).

b) Zadana nerovnice je ekvivalentni s nerovnici 1 < (14 2a)(1 — «). Posledni
nerovnici lze jesté upravit na tvar a(1 — 2a) > 0, odkud snadno nahlédneme jeji
platnost pro viechna « € [0, 5.

O

V samotném tvrzeni budeme pracovat s funkei r(a,b). Tato funkce vraci zbytek
a po déleni b, neboli r(a,b) = a mod b.
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Tvrzeni 27. Pro kladna k, n, p takovd, Ze (2k)* < n a zaroven n* < p plati

(n+ 1)Fp*

< k!'+1.
Mot Dy ST

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze

r((p+1)" ") f:( )

=0

7 binomické véty plyne (p + 1)" = 2 (Z) D D (?) p’. Druh4 suma
zrejmé nechava zbytek nula po vydéleni pk“. Staci dokazat, ze prvni suma je

mens{ neZ p**1. S vyuZitim vzorce pro soucet geometrické fady plati
k k+1
n (np)"tt —1
I S
i=0 i=0 B

Vzorec jsme mohli vyuzit, protoze z predpokladiu tvrzeni je np > 1. Z pred-
pokladt téZz odvodime nasledujici sadu nerovnosti

nFpfnp—1 < (p—1)p*np—1 = p" 'np—p"*'n—1 < P ap—p"tt = (np—1)p**t.
Snadnou upravou dostaneme, ze M < pF*tl. To spolu s piedchozimi
np—1

k+1)

nerovnicemi dokazuje tivodni pozorovani. Specidlné je r((p +1)", p nenulové

a tvrzeni tedy dava smysl.
Miizeme se proto pustit do ditkazu obou uvedenych nerovnic, pricemz za¢neme
s hornim odhadem pro k!. Z predpokladu tvrzeni je vcelku snadné nahlédnout,
ze pro viechna i € {0,1, ...,k — 2} plat (?)pz < (i_tl)p”l. Proto plati
k k—1 k
ny . n n n n
< ke k—1+ k<l€ k_l_i_ik_
;(Jp = (k—l)p R I § L R
Po prenasobeni k! ziskame
Eoin\
k! Z ( >pz < ank:flpkfl i nkpk
i=0 \
Vyraz na pravé strané odhadneme pomoci predpokladi tvrzeni
k, k—1

k_2nk—1pk—1 + nkpk < kppk—l + nkpk — pk(/{? + ’I’Lk)

+nFp* < knFp
JelikoZ je k +n* < (n + 1)*, dostdvdme spojenim vSech piedchozich nerovnic
E o\
kDY (Z,>pZ < pF(n+ 1),
i=0

coz je diky avodnimu pozorovani ekvivalentni s uvedenym hornim odhadem pro

k!
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K dikazu druhé nerovnosti nejprve odhadneme sumu kombinancénich cisel ve
jmenovateli, dostaneme

(n+ D D (1)
SOF TSRO0

7 definice kombinacniho ¢isla mtzeme dale psat

(n+1)* < kU E 3 "
T 0 ) LA k _ K
(+) o (=K1 (1 =k/n)

Nyni dvakrat pouzijeme predchozi lemma k odhadu jmenovatele. Pokud totiz
polozime o = £ a ¢ = k, potom z &sti a) plyne (1 — k/n)¥ > 1 — k?/n. Déle
z Gasti b) aplikované na a = £ vyplyvd (1 — k?/n)~" < 1+ 2k%/n. Nakonec
vyuZzijeme piedpoklad tvrzeni a snadno ovéfitelny vztah 2871k%=2 > k! a ziskdme
2k? /n < 2k%/(2k)* < 1/k!. Dohromady vSechny odvozené nerovnosti implikuji
(1 = k/n)k)~1 <1+ 1/k!. Spolu s nerovnostmi vyse dostdvdme

(n + 1)Fp* _ (n+ 1)*
Zf:o (?)pz (Z)

coz je opét diky tivodnimu pozorovani ekvivalentni s uvedenym dolnim odhadem
pro k! + 1.

BN+ 1/(kY) = k! + 1,

O

Véta 28. Pro kladna f, k nastava f = k! pravé tehdy, kdyz existuji nezdporna
c¢isla h, 7, n, o, p, q, w, z takova, ze

(1) ¢g=wz+h+j, (4) p = (n+ 1),
(2)Z f(h+j)+h, (5)612( +)
(3) 0 = (2k)3(2k + 2)(n + 1) + 1, (6) = = ph+1.

Diikaz. Predpokladejme nejdiive existenci ¢isel splnujicich sest zadanych rovnic.
Ze t¥eti rovnice a Tvrzeni plyne, ze (2k)?*~242k—1 < n, pomoci ¢ehoz snadno
odvodime, ze (2k)¥ < n. Déle z rovnice (4) vyplyva n* < p, tudiz z Tvrzeni
plyne

(n+ 1)p*
o+ P

Ponévad? je z rovnic (4) a (6) z = (n+1)¥p*, mizeme vyse uvedeny vztah piepsat
do tvaru

< k!'+ 1.

k! < < k'+1.

z
(g, 2)
Pokud by platilo h 4+ j < z, pak bychom z rovnice (1) dostali r(q,2) = h + j.
Predpokladejme pro spor, ze rovnost h + j < z neplati, neboli h + 7 > 2. V
tom pripadé je ale z (2) a kladnosti f nutné h + j = z. Tudiz z (1) vyplyva,
7e z | q, neboli p**1 | (p +1)". V diikaze Tvrzeni jsme vsak také ukdzali, Ze
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zbytek (p+ 1)"*! po délen éislem pF*! je za danych predpokladi nenulovy, &mz
dostavame spor. Plati tedy 7(q,2z) = h + j a tudiz

z

kl < —— < Kl + 1. 2.7

h+j 27)

Vydélenfm rovnice (2) ¢islem h + j, ziskdme f = ;% — TZ] Ponévadz ([2.7)
implikuje téz, ze h—frj neni celé ¢islo, musi platit

z
< ——<f+1 2.8
f<ypi</t (2.8)

Cisla f a k! jsou celd, tudiz z (2.7) a (2.8) vyplyva f = k!.

Predpokladejme nyni naopak, ze f = k!. Diky Tvrzeni 25| mizeme najit n, o
spliujici (3), pro kterd zaroven plati (2k)* < n. Polozme p = (n+1)*, ¢ = (p+1)"
a z = pF*l. Tim jsou splnény rovnice (4), (5) a (6). Zaroveni pro k, n, p jsou
splnény predpoklady Tvrzeni které tudiz implikuje

r(g,2)

k! < < k!'+1, neboli fr(q,z) <z < (f+1)r(q,2).

Polozme h = z — fr(q,z), j = (f + 1)r(¢q,2) — 2. Z vyse uvedenych nerovnosti vi-
dime, Ze h, j jsou kladn4 ¢isla, pro néz dale plati h+j = r(q,z) a f(h+j)+h = z.
Tim padem je splnéna rovnice (2) a zaroven lze nalézt w splnujici posledni zby-
vajici rovnici, tj. rovnici (1).

[]

2.5 Mnozina prvocisel je diofanticka

V této podkapitole uz zbyva ucinit posledni krok, a to dokéazat, ze samotna
mnozina prvocisel je diofanticka. Vétsinu prace pro dikaz tohoto tvrzeni jsme jiz
ucinili v minulych podkapitolach. Posledni véc, ktera se nam bude v diukazu véty
hodit, je nasledujici lemma. Znéni véty i lemmatu jsou prevzaty opét z clanku
[1]. N&s dikaz véty kopiruje dikaz z tohoto textu, lemma je v ptvodnim textu
ponechano bez dikazu.

Lemma 29. Pro vsechna p, n, a > 1 plati
r,(a) = p" + (a — p)yn(a) mod (2ap — p* — 1).

Pokud navic 0 < p" < a, potom je x,(a) > p" + (a — p)yn(a).

Diikaz. Pozadovanou kongruenci dokédzeme indukci podle n. Pron =0an = 1se
dané vyrazy dokonce rovnaji a kongruence tudiz plati. Pfedpokladejme platnost
kongruence pro n, n—1 a dokazme ji pro n+1. Z indukéniho predpokladu a vzorce
pro z,41 odvozeného na zacatku sekce 2.3, tj. z,41(a) = 2az,(a) —x,-1(a), plyne

Tni1(a) = 2a(p" + (a — p)ya(a)) — ("' + (@ — p)yn—1(a)) mod (2ap —p* —1).
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Vyraz na pravé strané upravime na p"~*(2ap — 1) + (@ — p)(2ay,(a) — yn_1(a)).
Plati p? = 2ap — 1 mod (2ap — p* — 1), tudiZ spole¢né se vzorcem pro ¥, a
predeslou kongruenci dostavame

Tpi1(a) = p" + (@ — p)ynii(a) mod (2ap — p* — 1).

Tim je proveden indukéni krok a kongruence tudiz plati pro vsechna n.

Predpokladejme nyni, Ze navic 0 < p™ < a a dokazme uvedenou nerovnost. Pro
n=0an =1 jsme jiz vyse ukézali, Ze se vyrazy rovnaji a nerovnosti tedy plati.
Predpoklddejme proto ddle n > 2. Pfipomertime, Ze plati vztah 22 = (a*—1)y2+1
a Tp, Yn jsou nezdpornd. Z téchto pozorovani a predpokladu lemmatu plyne

2a(a) > Va? = Tya(a) = (a— Dya(a) > (@ — Dya(a) + " — a.

Ve vyse dokdzanych nerovnostech lze spatfit, ze x,(a) > (a — 1)y,(a) + 1, coz
dokazuje nerovnost pro p = 1. Déle proto predpoklddejme p > 1. Bod e) Lemmatu
tvrdi, ze y,(a) > (2a — 1)""1. Jelikoz je a kladné, p > 1 a n > 2, plati i
(p — Dyn(a) > a, neboli —a — y,(a) > —pyn(a). Z tohoto pozorovani tudiz plyne

ayn(a) — yn(a) +p" —a > ay,(a) — pyn(a) +p" = p" + (a — p)ya(a).

Ve spojeni s predchozimi nerovnostmi dostavame pozadované tvrzeni.

]

Shrnutim vSech poznatki z této kapitoly jsme ted schopni konstruktivné do-
kazat diofanti¢nost mnoziny prvocisel a tedy i hlavni vétu této prace.

Véta 30. Pro kazdé kladné k je k + 1 prvocislo pravé tehdy, kdyz existuji a, b,
C7 d7 6’ f? g? h’ 7:7 j? l? m7 n? 07 p7 q’ r’ 87 t? u? U’ w’ x? y’ Z ta'kOVé" ie

(1) ¢g=wz+h—+7, (6) 22 = (a®> — 1)y* + 1,

(2) z=(gk+g+k)(h+j)+h, (7) u? = 16(a® — 1)r?y* + 1,
(3) f2=(2k)*(2k +2)(n+ 1)* + 1, &) l=k+i (a—l)

(4) e=p+q+2z+2n, (9) m? = (a® — 1)I> + 1,
(5) 0* =e*(e+2)(a+1)*+1, (10) n+1l+v=y,

(11) (x + cu)? = ((a + v (u? — a?))? — 1)(n + 4dy)* +
(12) m=p+lla—n—1)+b2a(n+1)— (n+1)* - )
(1) z=q+yla—p—1)+sRalp+1)—(p+1)?—-1),
(14) pm = z + pl(a — p) + t(2ap — p* — 1).

Diikaz. Predpoklddejme nejdiive existenci ¢isel spliujicich rovnice (1) az (14).
Z rovnice (3) a Tvrzeni 25| plyne, ze 2k — 1 + (2k)?*=2 < n. Specidlné diky této
nerovnosti a kladnosti k plati k& < n, tedy také 1 < n. Z rovnice (4) je proto e > 2
a tudiZ opét z Tvrzeni 25 a rovnice (5) plyne e — 1 + ¢“~? < a. Dosazenim za e z
rovnice (4) ziskdme nerovnost

PHag+z+2n—1+4(p+q+z+2n)PTrH 2 g (2.9)

Ponévadz je diky této nerovnosti zfejmé a > n > 1, vyplyva z disledku za Vétou
23] a rovnic (6), (7), (10), (11), Ze y = ya(a), x = z,(a).
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Z rovnice (9) vidime, ze m = x/(a) a | = yp(a) pro néjaké nezaporné k’. Bod
a) Lemmatu 20| implikuje [ = £’ mod (a — 1). Z (8) je také | = k mod (a — 1),
tudiz £ = k¥ mod (a — 1). Pomoci rovnice (10) nahlédneme, ze | < y, nebot n
je kladné. Tim padem je diky Lemmatu (19| c) k' < n. Jiz dfive jsme dokézali, ze
k<mnan<a,tudiz plati k < a—1 a k' < a — 1. Tyto dvé nerovnice spolu s
vyse uvedenou kongruenci implikuji k& = &', neboli m = x4 (a), | = yi(a).

V dalgich tfech odstavcich ukdZeme, Ze p = (n+ 1)k, g = (p+1)" a z = p**L.
V dikazu vSech tfi rovnosti budeme postupovat naprosto analogicky. Nejdiive
pomoci Lemmatu zjistime, Ze uvazovana dvé ¢isla jsou kongruentni modulo
néjaké prihodné treti ¢islo. Poté diky nékolika nerovnostem odhadneme, zZe toto
treti ¢islo je vétsi nez obé uvazovana c¢isla. Dohromady tato dvé pozorovani daji
kyzenou rovnost uvazovanych cisel.

Diky Lemmatu 29 plati m = (n+1)*+(a—n—1)l mod (2a(n+1)—(n+1)>-1).
Ve spojeni s (12) je proto p = (n+1)* mod (2a(n+1) — (n+1)? —1). Vime, Ze
n >k > 0, z ¢ehoz diky snadno odvodime, 7e p < a a (n+ 1)¥ < a. Zaroveii
z vyplyva (n+1)% < a, procez a < 2a—(n+1)*—1 < 2a(n+1)—(n+1)?—1.
Vsechny nerovnosti spolecné s kongruenci davaji p = (n + 1)*.

Diky Lemmatuplatix = (p+1)"+(a—p—1)y mod (2a(p+1)—(p+1)*—1).
Ve spojeni s (13) je proto ¢ = (p+1)" mod (2a(p+1)— (p+1)>—1). Z je
opét vidét, ze ¢ < a a (p+1)" < a. Posledni nerovnice také implikuje (p+1)? < a,
odkud analogicky jako v pfedchozim odstavci odvodime a < 2a(p+1)—(p+1)2—1.
VsSechny nerovnosti pak spolecné s kongruenci davaji ¢ = (p + 1)".

Jesté jednou diky Lemmatu [29] plati m = p* + (a — p)l mod (2ap — p* — 1).
Tim padem plati pm = p**! + p(a — p)l mod (2ap — p? — 1). Ve spojeni se (14)
je proto z = p**1 mod (2ap — p® — 1). Déle z plyne z < a a p**! < a. Tyto
nerovnosti implikuji a < 2a — p*> — 1 < 2ap — p* — 1. (Posledni nerovnost plati,
protoZe p je kladné, nebot p = (n+1)k.) Stejnou tivahou jako v piedchozich dvou
odstavcich dostavame z = pF+l,

Vyse dokazané tii rovnosti spolu s rovnicemi (1), (2), (3) a Vétou [28|implikuji
k! = gk 4+ g + k. Rovnost upravime do tvaru k! + 1 = (¢ + 1)(k + 1), z kterého
vyplyva, ze k+1 | k!4 1. Z Wilsonovy véty pak plyne, ze k+ 1 musi byt prvocislo.

Predpoklddejme nyni, ze k+ 1 je prvocislo. Z Wilsonovy véty plyne, ze (k+1)
déli k!'+ 1. Jinymi slovy existuje nezédporné g takové, ze (g + 1)(k+ 1) = k! + 1,
neboli gk + g + k = k!. Poté dle Véty [2§| existuji nezaporna f, h, j, n, p, ¢, w, z
sphitujici (1), (2), (3) a zaroven rovnosti p = (n + 1)*, ¢ = (p+ 1), z = p**L.

Polozme e = p + ¢ + z + 2n, ¢imz bude splnéna (4). Ponévadz e > 2, plyne z
Tvrzeni [25] existence ¢isel a > 1, o splnujicich (5). Diky tomu, ze a > 1 muzeme
polozit y = yn(a). Podle disledku za Vétou 23| potom existuji ¢, d, I, r, u, z
spliujici (6), (7), (11), pro néz zaroven plati n + ' = y.

Déle polozme m = xzx(a), | = yx(a), tim je splnéna (9). Z bodu a) Lemmatu
plyne yi(a) = k mod a—1 az bodu ¢) Lemmatu[L9| plyne yx(a) > k. Diky témto
pozorovanim je mozno nalézt i spliiujici (8). Lemma [19]d) tvrdi, Ze n+y,_1(a) <
Yn(a). V minulé implikaci jsme ukazali, Ze z (3) plyne k& < n. To spolu s predchozi
nerovnosti znaci, ze n + yx(a) < n+ y,—1(a) < yy(a). (V prvni nerovnosti jsme
vyuzili ¢ast ¢) Lemmatu . Nerovnost tedy tvrdi, ze n+1 <y =n+1', tudiz je
mozné nalézt v spliujici [ +v = I’ a splnit tak (10).

Dtikaz existence zbyvajicich ¢isel b, s, t se opird o stejné tvahy, jaké jsme vyu-
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zivali v predeslé implikaci p¥i ditkazech p = (n+1)*, ¢ = (p+1)" a z = p**1. Pro
nazornost predvedeme dikaz existence b splinujici (12), zbylé dva pfipady se Tesi
analogicky. Na zac¢atku ditkazu této implikace jsme ukazali, ze p = (n + 1)k. Dle
Lemmatu [29|je m = (n+1)*+(a—n—1) mod (2a(n+1)—(n+1)2—1). Z rovnic
(4) a (5) plyne (n+1)* < a (viz diikaz pfedchoz{ implikace), tudiZ Lemma [29] té
tvrdi, ze m > (n+1)* + (a — n — 1)I. To spolu se zminénou kongruenci zarucuje
existenci b splnujicitho rovnici (12). Podobné se dokaze existence s splnujici (13)
a t spliujici (14). Tim je dokézana pozadovana existence ¢isel spliiujicich danych
¢trnact rovnic.

]

Pomoci Lemmatu [2] a substituce k£ + 1 misto k ziskame nésledujici disledek.

Disledek. MnozZina prvocisel je diofantickd.

2.6 Polynom reprezentujici prvocisla

Na zavér shrneme veskeré poznatky a explicitné vyjadiime polynom repre-
zentujici prvocisla. Na konci minulé sekce jsme uvedli ¢trnact rovnic o 26 pro-
ménnych, které jsou fesitelné v nezapornych c¢islech pravé tehdy kdyz £ + 1 je
prvocislem. Pfesuneme-li vSechny ¢leny rovnic vzdy na jednu stranu dané rovnice,
ziskame na téchto ,nenulovych stranach” ¢trnact polynomt v 26 proménnych.
Klasickym trikem pomoci souc¢tu ¢tverci téchto ¢trndcti polynomu (formélnéji
uvedenym v Lemmatu [2)) ziskame jediny polynom fesitelny pravé pro prvociselné
hodnoty k-+1. Zaroven ziejmé plati, Ze tento polynom nabyva pouze nezapornych
hodnot. Jak z takového polynomu zkonstruovat polynom reprezentujici prvocisla
jsme jiz diskutovali na zac¢atku kapitoly. Poslednim mensim zadrhelem je, Ze jsme
v predchozi vété predpokladali k£ kladné a pritom za proménné dosazujeme obecné
nezaporné hodnoty. Tento zadrhel vSak snadno vyTresime nahrazenim k promeén-
nou k + 1. Tim ziskdme polynom fesitelny tehdy a jen tehdy, kdyz k& + 2 je
prvocislo, presné jako jsme tvrdili na zacatku kapitoly. Nasim polynomem repre-
zentujici prvocisla tudiz je

(k+2){1—[wz+h+j—q]2—[(gk+2g+k‘+ D(h+j)+h—2%-[2n+

p+ag+z—e —[16(k+1)3k+2)(n+1)*+ ] [e*(e +2)(a+ 1)* +
1— 0’ —[(a® = 1)y* + 1 — 2?2 — [16r*y(a® — 1) - 2}2 [((a + w?(u® —
a))?—1D)(n+4dy)?*+1—(z+cuw)?P—n+l+v—y]?—[(a®* = 1)*+1—-m?]*—

]
lai+k+1—1—i>—[p+1l(a—n—1)+b2an + 2a — n? —2n—2)—m]2—[q+
yla—p—1)+s(2ap+2a—p?—2p—2)—z]’ — [z +pl(a—p) +1(2ap—p* — 1) — pm|*}

Tim je nas tkol hotov. Problém polynomu reprezetnujicich prvocisla tim ale
nekondi. Otevienymi problémy ztstavaji naptiklad minimélni pocet proménnych
potfebnych ke konstrukci polynomu nebo minimalni stupen polynomu. V oblasti
proménnych bylo dokézano, ze existuje polynom reprezentujici prvocisla o 12
proménnych. Ditkaz tohoto faktu je postaven na metodach Juriho Matijasevice a
Julie Robinsonové a je ho mozno nalézt v [I]. Co se tyce stupné, je zndm polynom
reprezentujici prvocisla stupné 5. Tento polynom neni tézké sestrojit, staci vyuzit
takzvanou Skolemovu substituéni metodu rozebiranou napiiklad v [5]. O této
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metodé uz zde hovorit nebudeme, jen uvedme, zZe pro nas polynom by jeji pouziti
zpusobilo vzrist proménnych z 26 na 42.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme strucne nastinili, co to jsou rekursivni, rekursivné vy-
¢islitelné a diofantické mnoziny. Uvedli jsme nékolik snadnych pozorovani, ktera
spise slouzila jako mensi vsuvka pred kapitolou druhou.

V té uz jsme se vénovali diikazu diofanti¢nosti mnohych mnozin. Vrcholem
prace byl konstruktivni dikaz diofanti¢nosti mnoziny prvocisel a nalezeni poly-
nomu reprezentujictho prvodisla. Vychazeli jsme pritom predevsim z ¢lanku [I].
Snazili jsme se ale postupovat vice podrobnéji a pro pripadného ¢tenare privéti-
véji. Doplnili jsme obecny tivod o Pellové rovnici, nékteré snazsi kroky, které jsou

Na zavér jsme pak jesté uvedli nékolik otevienych otazek ohledné polynomu
reprezentujicich prvocisla. Jednalo se o problémy ohledné maximélniho stupné
polynomu a maximalniho poc¢tu jeho proménnych. Tyto problémy by mohly byt
zajimavym rozsifenim prace.
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