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Abstrakt: V predlozenej praci sa zaoberame tedriou Voroného mozaik. Zaobe-
rame sa vlastnostami Voroného mozaik obecne, ale sistredime sa hlavne na tie
mozaiky, ktoré si ndhodne generované. Skimame bodové procesy, ktoré nahodne
Voroného mozaiky vytvaraji. Definujeme najbeznejsi Poissonov proces. Venujeme
sa procesom obnovy, a to konkrétne obycajnému procesu obnovy, modifikovanému
procesu obnovy a rovnovaznemu procesu obnovy. S pomocou tychto procesov bu-
dujeme jednorozmernu verziu Poissonovho procesu. Voroného mozaiky skiimame
prvotne na polpriamke. Neskor ziskané vysledky zobecnujeme pre priamku a ro-
vinu. V zavere prace sa zaoberdme Voroného mozaikami v priestore.
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Abstract: In the presented work we deal with the theory of Voronoi tessellations.
We deal with the properties of general Voronoi tessellations, but we focus mainly
on those tessellations that are randomly generated. We study the point processes
that create random Voronoi tessellations. We define the most common Poisson
process. We focus on the renewal processes, specifically the ordinary renewal
process, the delayed process and the equilibrium renewal process. With the help
of these processes, we build a one-dimensional version of the Poisson process.
We examine Voronoi tessellations primarily on a semi-straight line. Later, we
generalize the obtained results for the line and the plane. In the conclusion of the
work we deal with Voronoi tessellations in space.
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Uvod

Histoéria skamania Voroného mozaik siaha do prvej polovice 17. storocia. Po-
uzival ich uz Descartes, ked popisoval rozdelenie hmoty v slnecnej sustave. Pod-
robnejsie sa tymto konceptom zaoberal az v 19. storoé¢i Dirichlet, ktory skimal
dvojrozmerné a trojrozmerné mozaiky, a neskor na zaciatku 20. storoc¢ia Voronoi,
ktory zobecnil koncept takto generovanych mozaik do priestoru obecnej dimenzie.
Uplatnenie si tieto mozaiky rychlo nasli v odboroch ako geofyzika, meteorologia
alebo krystalografia.

Znédme vyuzitie konceptu Voroného mozaiky bolo v roku 1854, kedy v Lon-
dyne vypukla epidémia cholery. Jednym z tych, ktory sa epidémiou zaoberali, bol
aj matematik John Snow, ktory rozlozil mapu Londyna na oblasti podla toho,
ktora studna bola k danému miestu najblizsie. Tym v podstate vytvoril Voroného
mozaiku generovani miestami, kde sa nachadzali studne. Vdaka tomuto pristupu
zistil, ze vacsina obeti nakazy zila v oblasti, ktord prislichala studni na Broad
Street. Tym sa podarilo identifikovat zdroj choroby.

V stcasnosti sa Voroného mozaiky vyuzivaji v sirokom spektre réznych od-
borov. Od lingvistiky na popis dialektov v réznych regiéonoch cez prirodné vedy
ako bioldgia na popis buniek alebo astrofyzika. Vyuzitie nachddzaju aj v letectve
alebo mestskom planovani. Prikladom mozu byf niektoré oblasti, kde studen-
tov rozdeluji do skdl podla toho, ktora sa nachadza najblizsie k ich domovom.
S rozvojom pocitacovych technolégii sa Voroného mozaiky uplatnuju v dalsSich
oblastiach ako siete, poc¢itacova grafika alebo strojové ucenie.

Cielom tejto prace je c¢itatela zoznamif so zakladnymi vlastnostami Voroného
mozaik na priamke, v rovine a v priestore. Praca je rozdelena do styroch kapitol.
V prvej kapitole zavedieme skiimané pojmy, zozndmime sa s bodovymi procesmi
a mozaikami. V druhej kapitole sa budeme podrobne venovat Voroného mozaikam
na priamke a polpriamke. V tretej kapitole preskimame vybrané charakteristiky
Voroného mozaik v rovine a napokon v stvrtej kapitole sa pozrieme na Voroného
mozaiky v priestore.



Zoznam pouzitych skratiek

dim(A)
card(A)
int(A)
conv(A)

diam(A)

mnozina redlnych cisel

mnozina prirodzenych c¢isel

mnozina celych cisel

NuUO0

n rozmerny Euklidov priestor

interval [0, co)

dimenzia mnoziny A

pocet prvkov mnoziny A

vnutrajsok mnoziny A

konvexny obal mnoziny A

hranica mnoziny A

priemer mnoziny A

systém borelovskych mnozin

systém obmedzenych borelovskych mnozin
najmensia o-algebra obsahujica vsetky prvky mnoziny A
euklidovska norma

pravdepodobnostny priestor

indikatorova funkcia mnoziny A

strednd hodnota ndhodnej velic¢iny X
rozptyl ndhodnej veliciny X

kovariancia nahodnych velicin X a Y
koeficient koreldacie nahodnych velicin X a Y
distribu¢nd funkcia ndhodnej veli¢iny X
hustota nadhodnej velic¢iny X

uzavreta gula so stredom x a polomerom e



1. Zavedenie pojmov

1.1 Bodovy proces

Koncept bodovych procesov a Poissonovho procesu je prevzaty z [I]. Oznac¢me
B" systém borelovskych podmnozin R" a B C B" systém obmedzenych borelov-
skych mnozin. Definujme priestor lokalne konec¢nych podmnozin R™ ako

N ={p CR": p(B) < o0,VB € B} },

kde ¢(B) oznacuje pocet bodov mnoziny ¢ N B. Na N mozno zaviest o-algebru

nasledovne:
nzo{{cp eN:¢o(B)=m},meNy,B e Bg}.

Bodovy proces moézeme definovat ako nahodnt lokélne koneénti bodovu konfigu-
raciu (prvok N).

Definicia 1 (Bodovy proces).
Bodovy proces ® je meratelné zobrazenie ® : (Q, A, P) — (N,n), kde (Q, A, P)
je pravdepodobnostny priestor. Rozdelenie bodového procesu je miera IT na (N, n)

definovand vztahom II(U) =P(® € U),U € n.

Definicia 2 (Stacionarny bodovy proces).
Nech ® je bodovy proces, potom ® nazveme staciondrny bodovy proces, ak ® + y
ma rovnaké rozdelenie ako ® pre kazdé y € R™.

1.1.1 Poissonov proces

Najzékladnejsim modelom bodovych procesov je Poissonov proces. Pouziva
sa ako zaklad k popisu zlozitejsich modelov. Medzi bodmi Poissonovho procesu
neexistuju ziadne interakcie, pretoze si tiplne nezavislé.

Definicia 3 (Poissonov proces).
Bud A lokdlne konecnd miera na R"™ takd, ze A({x}) = 0 Vo € R". Bodovy proces
D splnujict vlastnosts

1. ndhodnd velicina card(®N B) md Poissonovo rozdelenie s parametrom A(B)

VB € By,

2. ak si By,Bs,...,By € Bj po dvoch disjunktné, potom card (® N By),
card (PN By),...,card (P N By) s nezdvislé nahodné veliciny Vk € N,

nazveme Poissonovym bodovym procesom s mierou intenzity A. Ak existuje hus-
tota A miery A voci Lebesqueovej miere a je konstantnd, potom ® je homogénny
Poissonov proces s intenzitou .

Lemma 1 (Stacionarita Poissonovho procesu).
Homogénny Poissonov proces je staciondrny.



Dokaz.

Nech @ je homogénny Poissonov proces, potom pre kazdi obmedzent borelov-
skt mnozinu B plati: card(®N B) mé rovnaké rozdelenie ako card(®N(B+y)), Vy.
Plynie to z toho, Ze hustota A miery intenzity A je konstantna na R", teda rozde-
lenie card(® N B) zavisi len od Lebesgueovej miery mnoziny B. Z toho vyplyva,
ze rozdelenie ® nezavisi od posunutia, teda homogénny Poissonov proces je sta-
cionarny.

]

1.1.2 Proces obnovy

Obmedzime sa teraz na n = 1 a zavedieme si Specialnu triedu bodovych
procesov na R. Ako si neskor ukazeme, do tejto triedy patri aj jednorozmerny
pripad Poissonovho procesu.

Definicia 4 (Proces obnovy).

Nech { X1, Xa, X3, ...} je postupnost nezdvislijch, rovnako rozdelengjch ndhodnijch
velicin, P(X; > 0) = 1. Procesom obnovy rozumieme postupnost ndhodnijch ve-
licin {T, Ty, Ts, ...}, pre ktoré plati Ty = X1, Ty = X1 + Xo,..., T = S8 | X3,
k e N.

Takto zadefinovany proces obnovy sa nazyva obycajny proces obnovy. Zade-
finujeme si este modifikovany a rovnovazny proces obnovy.

Definicia 5 (Modifikovany a rovnovazny proces obnovy).

Nech { X5, X3,...} je postupnost nezdvislyjch rovnako rozdelengjch nahodngch ve-
licin, P(X; > 0) = 1,7 = 2,3,... a X1 je na nich nezdvisld ndhodnd velicina,
P(X; > 0) = 1. Modifikovanym procesom obnovy rozumieme postupnost nahod-
nych velicin {T1, T3, Ts, ... } definovanych ako vyssie.

Nech Fx je distribucnd funkcia a u je strednd hodnota ndhodnej veliciny Xo a hus-
totu nahodnej veliciny X, definujeme predpisom:

() = 2=

I{t > 0}
potom postupnost nahodngch velicin {Ty, Ty, T3, . .. } nazgvame rovnovdiny proces
obnowvy.

Veta 2 (Rovnovazny proces obnovy).

Nech { X1, X2, X3, ...} je postupnost nezavislych nahodnych veli¢in ako v definicii
rovnovazneho procesu obnovy, pp je k-ty obecny moment nahodnej veliciny X,
potom nahodnd velicina X, je dobre definovand a pre jej obecné momenty plati:

HE+1
EXF ="
(k4 Dm

Doékaz.
Na overenie, ze X; je dobre definovana nahodna veli¢ina potrebujeme overit,
ze 1 = [ fx,(t)dt. Oznac¢me Fx distribuént funkciu ndhodnej veli¢iny Xo.



Plati:
() dt = — Fx ()]It>0 dt = ool_iFX(t)dt
J¥0 / {t>opat= [

M1
1 1 foo 1
=—[t(1 - Fx®)] — — —tdFx(t) = —(0+ =1
m[( 5 = [t () = 0 m)

Teda X, je dobre definovana nezaporna nahodna veli¢ina.
Pre jej momenty plati:

/tkfxl t)dt = /tk et > 0y at = /tk FX<)dt

1 k41 > 1 gk
- T Tn [ (1_Fx(t))]0 - W/O — "L dFx (1)
B _ M1
= G o O ) T G

]

Specidlne pre stredni hodnotu a rozptyl nahodnej veli¢iny X; plati: EX; = 2“721
avar(X;) =EX? — (EX;)? = /2 — M

Bur  Apd

Veta 3 (O Poissonovom procese na RT).

Nech { X3, X3, ...} st nezavislé rovnako rozdelené nahodne velic¢iny s distribucnou
funkciou Fx(r) = (1 — e ) {x > 0}, A > 0. Dalej nech X, je na nich nezdvisld
ndhodnd velicina s rovnakym rozdelenim (OPO) alebo s hustotou fx, = %
(RPO), potom je rozdelenie nahodnej veliciny X, v oboch pripadoch rovnaké a po-
stupnost ndhodngjch velicin {Py, Py, Ps,...}, kde P, = Y | X tvori Poissonov
proces.

Dokaz.
Hustota X; je v pripade (OPO) rovné: fx(x) = [Fx(x)] = e *I{z > 0}.
V pripade (RPO) je hustota rovna:

1—(1—e) e

fX1(x): fooox)\e*’\‘”dx H{.’E>O}: _Ax]l{$>0}:fx($).

A
Zostava ukazat ze { Py, Pa, P, ...} je Poissonov proces. Nech (a,a+ h| je interval,
potom pre pocet N bodov mnoziny P v intervale (a,a + h] plati:

P(N = k) =P (card (PN (a,a + h]) = k)

=P (card ({z’:i:Xj € (a,a+h]}> —k) .

Definujme si nahodnd veli¢inu N, := card (P N (O,t]),t > 0. Ked#e nihodna
veli¢ina X ma exponencidlne rozdelenie, ktoré mé specidlnu vlastnost (rozdelenie
bez paméte) P(X >t + a|X > a) = P(X > t), tak Yk, m € Ny bude platit:

P(Notn = k+ m|N, = m)
m+1 )

k+m k+m+1
—P(ZX <a+h< Z X;




k+m k+m—+1

=P X;<a+h< ZXZX <aXm+1>a—ZX)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
k+m k+m+1

=P > X;<h< ZXZX<@>
j=m+1 j=m+1

k+1

—P ZX <h<ZX)_PNh_k)

Pre N potom bude platit:

ZP Noin =k +m, N, =m)

m=0

= > P(Nayn =k +m|N, =m)P(N, =m)

m=0

iPNh_k )P(N, =m) =P(N, =k)

I
Mw

JZ“X)

:P(ZXj>h)—P(ZXj>h).

7 toho vidime, Ze pocet bodov v intervale (a,a + h] zavisi len od dlzky in-
tervalu h a nezavisi od priebehu procesu pred bodom a. Sucet k nezavislych
exponencialnych rozdeleni s parametrom A ma rozdelenie I'(k, A). Teda:

P(IN=Fk)=1— Frggin(h) — (1 — FT(k«\)(h))
0/\h th=1e=t ¢ 0/\h the=t dt

= Frgn(h) = Frgein(h) =

r(k)  TDk+1)
Ah
- O k=1t gy - ([—tket}o + M ktE et dt) - (AR)F e
B I'(k) L(k+1) B ko

Teda poéet bodov mnoziny P v intervale (a,a + h] ma Poissonovo rozdelenie
s parametrom \h, takze prvi podmienku Poissonovho procesu mame splnent.

Druh& podmienka plynie z toho, ako sme uz skor ukézali, ze pocet bodov
v intervale nezavisi od toho, ¢o sa deje mimo skiimaného intervalu, zavisi len od
jeho dizky. To znamend, ze pocty bodov v disjunktnych intervaloch st nezavislé.
Z toho vyplyva, ze aj druha podmienka Poissonovho procesu je splnenda. Teda
mnozina P tvori homogénny Poissonov proces s intenzitou .

O

Pre podrobnejsie vztahy medzi procesom obnovy a Poissonovym procesom,
odkazujem na [2].



1.2 Mozaika

Koncept mozaik v tejto praci je prevzaty prevazne z [3]. Ciastocéne je in$piro-
vany aj |4, [5].

Definicia 6 (d-polytop).
Nech d,n € Ny, 0 < d < n. MnoZinu B nazveme d-polytop v R", ak dim(B) = d
a existuje konecnd mnoZina A takd, Ze B = conv(A).

Pre d € {0,1,2} nazyvame d-polytop bod, tsecka, mnohouholnik. Polytopy
st konvexné obmedzené a uzavreté mnoziny. V R" je postacujica podmienka
kompaktnosti obmedzenost a uzavretost, teda polytopy st kompaktné. Specidlne
este oznacujeme polytopy, ktoré tvoria hranicu iného polytopu.

Definicia 7 (s-faseta).
Nech mnozina B je d-polytop. Hranica OB tejto mnoZiny pozostdava z s-polytopov,
pre s € {0,1,...,d — 1}. Tieto s-polytopy sa nazjvaji s-fasety polytopu B.

Samotny d-polytop mdzeme bez ujmy na obecnosti povazovat za d-fasetu. Pre
s € {0, 1,2} nazyvame s-fasetu vrchol, hrana, stena.

Definicia 8 (Mozaika v R™).
Nech I je spocetnd indexovd mnozina. MnozZinu

M :={M;: M; CR"iel}
nazveme mozaikou ak plati:
1. int(M;) Nint(M;) = 0,Vi,5 € I,i # j,
2. U M; =R",

i€l
3. VB C R™, B obmedzené plati: card(M; € M : M;N B #(,i € ) < oo,

4. M; je n-polytop Vi € I.

Mnozinu M; nazyvame bunkou mozaiky. Prva podmienka ndm hovori, Ze jed-
notlivé bunky mozaiky sa neprekryvaji, spolo¢nii maji nanajvys hranicu. Druha
podmienka hovori, Ze jednotlivé bunky vyplnia cely priestor R". Tretia podmienka
hovori o tom, zZe bunky tvoria lokalne kone¢nii mnozinu, teda, ze kazda obmedzena
mnozina obsahuje konec¢ne vela buniek. Poslednd podmienka vravi, ze bunka je
n-polytop, teda, ze je konvexna, kompaktna a ma dimenziu n.

Oznacime si F3(M;) mnozinu s-faset M; a Fo(M) = U;er Fs(M;) mnozinu
s-faset vietkych buniek mozaiky M. Dalej oznacime F(y) prienik buniek M ob-
sahujicich bod y. Mnozina F(y) je prienik kone¢ne vela n-polytopov teda je to
s-polytop pre nejaké s € {0,1,...,n}. Oznacime Ss(M) = {F(y) : dim F(y) =
s,y € R"} mnozinu s-faset mozaiky M.



Definicia 9 (Regularna a normélna mozaika).

Mozaika M je regularna prave vtedy, ak plati Ss(M) = Fs(M),Vs € {0,1,...,n}.
Mozaika M je normalna prdve vtedy, ak je requldrna a pre kazdi s-fasetu mozaiky
plati, Ze sa nachddza na hranici n — s+ 1 buniek pre s € {0,1,...,n— 1}.

Podmienka regularity je vzdy splnena pre s = 0 a s = n. Priklady roznych
mozaik v rovine mozno vidiet na obrazku L1l

|/

Obr. 1.1: Na obrazku moézeme vidief tri mozaiky, mozaika vlavo nie je regularna,
pretoze zvyraznena hrana je hranou bunky pod nou ale nie je hranou mozaiky;,
mozaika v strede je regularna, ale nie je normalna pretoze zvyrazneny bod je
na hranici styroch buniek avsak n —s+1 =2 — 0+ 1 = 3. Mozaika vpravo je
regularna a normalna.




1.3 Voroného mozaika

Definicia 10 (Voroného mozaika v R").
Nech P C R", P = {p1,p2,p3,...} je lokdlne konecnd mnozina, ktord spliuje
conv(P) = R™. Definujme:

Potom V :={V;,i € N} sa nazgva Voroného mozaika.

Veta 4 (Voroného mozaika je mozaika).
Nech n € N a ||.|| je Standardnd euklidovskd norma v R", teda ||z||* = X", 2.
Potom Voroného mozaika V' je mozaika.

Doékaz.

Nech B je obmedzena mnozina v R". Zvolme Iubovolny bod zq € B a lu-
bovolny bod p; € P. Definujeme mnozinu By := B(xg, 2diam(B) + ||zo — pil|).
Potom plati, ze By je obmedzena a Vp; € P\ By,Vx € B : ||z — p;|| < ||z — pj]| -
Teda BNV, # 0 len pre také k, pre ktoré plati pr € By. Mnozina By je obme-
dzend, teda {k : BNV, # 0} je konetné z lokdlnej kone¢nosti P. To ndm déva
tretiu podmienku.

Kazdy bod x € R™ patri aspon do jednej mnoziny V;, teda druh& podmienka
je splnena tiez.

Dalej overime prvi podmienku. Pre spor predpokladajme, ze mame dve mno-
ziny V; # V;, pre ktoré plati int(V;) Nint(V;) # 0. Z toho vyplyva, ze

dr e R",Je e R,e > 0:Vy € B(z,¢) : [|ly —pill = lly — sl -
£ _DPj—pi
2 lpj—pill® i
|z — pj|, potom ||y — pil| = ||y — p;|| vedie k sporu. Upravami dostaneme

Volime y = z+2z, kde 2 = Potom y € B(x,¢). Ukdzeme, ze ak ||z — p;|| =

ly —pill = [ly — oyl
2 2
0=y —pll” = lly — psll
0=z +z—pl?* = llz+2—p;?

2 2 2 2
0=l —pill” + [I21" + 2z, 2 = pi) = llz = pslI” = 120" = 2{z, 2 — py)
€

2||p; = pill

a to je spor. Teda prva podmienka je splnena.

Zostava overit stvrtd podmienku. Najprv ukézeme, ze dim(V;) = n,Vi € N.
To plynie z toho, ze Vi € N,3e; : B(p;,e;) C V;. Konvexnost V; plynie z toho,
ze Vi = Njentr : o € R, ||z — p;|| < ||z — pj;||}, ¢o je spocetny prienik konvex-
nych mnozin. Ostava ukazat, ze V; je obmedzené. Budeme postupovat ako v [6].
Predpokladajme pre spor, ze V; nie je obmedzené, potom musi existovat vektor
u # 0 tak, ze p; + au € V;,Va > 0. Dalej Voo > 0 plati, ze kruznica so stredom
p; + au a polomerom « prechadza bodom p; a v jej vnutri sa nenachadza ziaden
bod P. Pre a — oo dostaneme, ze existuje polpriestor, ktory neobsahuje ziaden
bod P, ¢o je spor s predpokladom conv(P) = R". To nam dava stvrti podmienku
a z toho uz vyplyva, ze Voroného mozaika je mozaika.

0= (z,p; —pi) = (pj — pisDj — Pi)

]
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Lemma 5.
Nech V' je Voroného mozaika vR™ a x € V;NV},i # j, potom x leZi v nadrovine,
ktord prechddza stredom medzi p; a p;, a zdroven je kolmd na spojnicu p; a p;.

Dokaz.
Nech z € V; NV}, teda musi platit:

|z = pill = llz = pill < lle—pell . VE 5 # K #1.

Umocnenim prvej rovnosti na druhi dostaneme:

iB—ijif—pﬁ
2(x,pj — ps p;,p;) — (i, vi) = (pj + PisDj — Di)

p; + i\’
fET(Pj—pz‘ :(32 ) (Pj—Pz‘)-

<x_plax_pz

o~~~

Z toho uz plynie tvrdenie.
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1.4 Konvolucia funkcii

Definicia 11 (Konvoltcia funkcif).
Nech f1 a fy st funkcie R — R, potom konvoliciou funkcii fi a fo nazveme taki

funkciu f, pre ktori plati:

F6) = (fr* fo)(1) = /o; Fi(@) folt — 7) d.

Konvolucia je vyuzivana pri praci s ndhodnymi velicinami. Nech fx, a fx, st
hustoty nezavislych nahodnych velicin X; a X5, potom hustota ndhodnej veli¢iny
X1+ Xo je rovna leJer(t) = (fXI * fX2)(t>
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2. Voroného mozaika v R

Uvazujme usporiadani lokdlne konecni mnozinu P redlnych ¢isel
P ={...,P 5, P_1,P,P1,...}. Voroného mozaika V generovanid mmnozinou
P je postupnost uzavretych intervalov V; = [W;_1, W;], kde body W; nazyvame
vrcholy Voroného mozaiky V. Velkost Voroného bunky V,, budeme oznacovat ako
L, =W, —W,_1. Priklad na mnozinu P a vrcholy W Voroného mozaiky mozeme
vidiet na obrazku 2.1 a obrazku 2.2

Veta 6 (Voroného mozaika v R).
Nech P={...,P_9,Pi_1,P,, P11,...} je usporiadand lokdlne konecnd mnozina
a 'V je nou generovand Voroného mozaika na R, potom Voroného bunky siu tvaru
Vi = (W1, Wi], kde W; = Dt

Dokaz.

Nech x € R a x € V,, potom z definicie Voroného mozaiky pre x plati:
|z — P| < |v—P;|,Vj # i. Nech j > ¢ potom P; > P,. Pre x < P, je pod-
mienka urcite splnend, pre x > P; podmienka urcite splnend nie je. Zameriame
sa na pripad P, < x < P;. V tom pripade musi platit + — P, < P; — = teda

< Pﬂzrpjavj > i. Pre j < i dostaneme obdobne z > @. Prienikom tychto
mnozin dostaneme x € [Pi+§i-17 Pi+2pi+1 ‘
O
‘% ® | o ® * ¢ Fo——t —
-5 -4 -3 =2 -1 0 1 9 3 1 5

Obr. 2.2: Mnozina P z obrazku [2.1] spolu s vrcholmi W Voroného mozaiky.

2.1 Voroného mozaika v R"

MézZeme sa vSak obmedzit len na mnozinu [0, 00). V takom pripade uvazujeme
lokalne koneénti usporiadant mnozinu nezapornych ¢isel P = {Py, P»,...}. Vo-
roného mozaika bude ako v predoslom pripade postupnost uzavretych intervalov
Vi = [Wi_1, W], kde body W; nazyvame vrcholy Voroného mozaiky V. Velkost
Voroného bunky V,, budeme opét oznacovat L, := W,, —W,,_;. Na rozdiel od pre-
doslého pripadu sa tentokrat pohybujeme na zlava ohrani¢enom priestore, preto
bude platit: Wy := 0.
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2.2 Nahodne generovana mozaika v R

2.2.1 P generovana obycajnym procesom obnovy

Predpokladajme teraz, ze mnozina P generatorov Voroného mozaiky je ge-
nerovand obyc¢ajnym procesom obnovy. Mame teda mnozinu nezavislych rov-
nako rozdelenych ndhodnych veli¢in {X;, X5, X3,...} so strednou hodnotou pu
a rozptylom o2, pre ktoré plati: P(X; > 0) = 1. Pre body mnoziny P plati:
b, = Zle X,k =1,2,.... Vrcholy Voroného mozaiky v R lezia v strede medzi
dvoma susednymi generatormi, teda mnozina vrcholov W = {W;, Wy, ...}, kde
Wi = %. Dalej budeme skimat vzdialenosti susednych vrcholov, teda vel-
kosti L; Voroného buniek.

Plati:

PotPon P+ P Don — P X+ Xin

Ly =W, =Wy = = =
k k k—1 7 5 7 2

pre k > 2. Pre k = 1 mame ale W, = 0, preto plati:

P+P X+ X+ X X
Li=W,—0= 1; 2 = 1+21+ f= X+

Vezmime n > 1. Pre L,, platia nasledujice tvrdenia:

Veta 7 (Vlastnosti L,, pri OPO).
Nech mnoZina P je generovand obycajnym procesom obnouvy, potom pre velkost
L,, Voroného bunky, kde n > 1, budi platit nasledujice tvrdenia:

[ ] ELn:,LL7

o var(L,) = &,

o cor(Ly, Lys1) = 3.
Dokaz
B, = 2o TEXwn gt
2 2
Xn Xn 2 2 2
var(L,) = var( )+4var( +1) _ o 1—0 _ %7
1
COV(Lna LnJrl) = ]ELnLnJrl - ELnELn+1 = ZE (Xn + XnJrl) (Xn+1 + Xn+2) - NZ

1
_ Z(EXNIEXTLH +EXEX 2 + EXZy + EXp i EX, ) — 12
2

1 o
= Wt ot ) -t =
2
1

__ 1 _!

cor(Ly, Lyyq)
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. Xpint X . . ,

Plati: L,, % a Ly, = M Vieme, ze X,,, Xp11, Xnak, Xnikr1 sU
nezavislé, teda aj L, a L, st nezavislé, a teda cov(L,, L,+r) =0,k =2,3,....
H

Teraz sa blizsie pozrieme na vlastnosti L.

Veta 8 (Vlastnosti Ly pri OPO).
Nech mnozZina P je generovand obycajnym procesom obnovy, potom pre velkost
Ly Voroného bunky budi platit nasledujice tvrdenia:

(] ELl = %:u’?
o var(Ly) = 207

. COV(Ll, Lg)

o cov(Ly, Ly) =

T
0,k =
o cor(Ly, Ly) = \/7

Dokaz.
EX, 3
1 1+ 5 2/%
X 2 5
var(Ly) = var(Xi) + Vari ) _ g2y Uz =37
Xo\ /Xo+ X3\ 3
cov(Ls, L) = BLiLy ~ ELEL =B (X, + 37 ) (T2 = 3y
1 3
= (2EX\EX; + 2EX,EX; + EX] + EX,EX;3) — 5 112
1 3 o2
— 2(942 4 9,2 2 2 2y _2.2_ 9
AR A2 o T ) = ot =
cor(Ly, Ly) = T =/ L
L2 = T — = -
o2/ V10

Plati: Ly = X; + %2 a L, = 22041 Vieme, 7e Xy, Xo, Xi, Xpt1 80 nezdvislé,
teda aj Ly a Ly st nezavislé, a teda cov(Ly, Ly) =0,k =3,4,....
L]

2.2.2 P generovana modifikovanym procesom obnovy

Teraz sa zameriame na situaciu, kedy je mnozina generatorov P generovana
modifikovanym procesom obnovy. Mame teda mnozinu nezavislych rovnako roz-
delenych ndhodnych veli¢in { X5, X3, ...} s rozptylom ¢? a strednou hodnotou ,
pre ktoré plati P(X; > 0) = 1,4 = 2,3,... a na nich nezavisli ndhodnu veli¢inu
X, so strednou hodnotou /i a rozptylom é*. Rovnako ako v pripade oby¢ajného
procesu obnovy, pre body mnoziny P plati: P, = Y% | X; k = 1,2,.... Vrcholy
Voroného mozaiky lezia v strede medzi dvoma susednymi generatormi, teda mno-
zina vrcholov W = {Wy, W, ...}, kde W}, = %. Pre velkosti Ly Voroného
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buniek plati: Ly = %, k=23,... aL =X+ % Opéf sa zameriame na
vlastnosti velkosti Voroného buniek. Pre n > 1 budu platit rovnaké vztahy ako
v predoslom pripade.

Veta 9 (Vlastnosti L,, pri MPO).
Nech mnozina P je generovand modifikovanym procesom obnovy, potom pre vel-
kost L,, Voroného bunky, kde n > 1, budi platit nasledujice tvrdenia:

Dokaz.

Skumané vlastnosti L,, nezavisia od X;. Tvrdenie preto plynie z vety o vlast-
nostiach L,, pri OPO (Veta [7)).

[]

Veta 10 (Vlastnosti L; pri MPO).
Nech mnozina P je generovand modifikovanym procesom obnovy, potom pre vel-
kost Ly Voroného bunky budi platit nasledujice tvrdenia:

e ELi=j+4,
o cov(Ly, Ly) = %2,

o cov(Ly, L) =0,k =3,4,..

*

o cor(Ly, Ly) = #
Dokaz.
EL, = EX, + E‘;Q i+ %
var(L,) = var(X;) + Var(zX2) &% + 042
cov(L1, Ly) = EL Ly — EL,EL, — ( ) (XQ;X?’) - <ﬂ+ ’;) y
_ EX12IEX2 ) IEX12EX3 . ]Ei(Q . EXZEXg B (ﬂ . g) ,
e g

COI‘(Ll, LQ)

\/ 2 \/ o?
/Az az / 16 462 +0202 862 + 202"
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Plati: Ly = X, + % aly = % Vieme, ze Xi, Xy, Xj, Xii1 s nezéavislé,
teda aj L; a Ly st nezavislé, a teda cov(Ly, Ly) =0,k =3,4,....

]

2.2.3 P generovana rovnovaznym procesom obnovy

Teraz sa zameriame na situaciu, kedy je mnozina generatorov P genero-
vana rovnovaznym procesom obnovy. Mame teda mnozinu nezavislych rovnako
rozdelenych ndhodnych veli¢in {X,, X3,...} s rozptylom o2 a obecnymi mo-
mentmi g, pre ktoré plati P(X; > 0) = 1,4 = 2,3,... a na nich nezavisla
nahodnu veli¢cinu X; s vlastnostami odpovedajicimi rovnovaznemu procesu ob-
novy. Rovnako ako v pripade obyc¢ajného procesu obnovy pre body mnoziny P
plati: P, = Zle X;,k=1,2,.... Vrcholy Voroného mozaiky lezia v strede medzi
dvoma susednymi generatormi, teda mnozina vrcholov W = {W; Wy, ...}, kde
Wi = %. Pre velkosti Ly Voroného buniek plati: L = %, k=23,...
a L1 =X 1+ %

Opéat sa zameriame na vlastnosti velkosti Voroného buniek. Pre n > 1 budu
platit rovnaké vztahy ako v predoslom pripade, kedze rovnovazny proces obnovy
je specialny pripad modifikovaného procesu obnovy. Blizsie sa vSak pozrieme na
pripad L.

Veta 11 (Vlastnosti L; pri RPO).
Nech mnoZina P je generovand rovnovdznym procesom obnovy, potom pre velkost
Voroného bunky Ly budi platit nasledujice tvrdenia:

_ poted
° ELl — 2/“ 1,

2, 4
_ U3 pe _ MotHY
o V&I‘(Ll) — 3//«1 + 4 4#% )

2

. COV(Ll,LQ) =<

4 7

o cov(Ly,Ly)=0,k=3,4,....

Dokaz.
Plynie z vety o vlastnostiach L; pri MPO (Veta dosadenim hodnoét i = 2"721

52 — 13 13
aog = .
3p1 4p?

]

2.2.4 P generovana Poissonovym procesom

Ako sme si ukdzali vo Vete [3, ak budeme pre oby¢ajny, respektive rovnovazny
proces obnovy uvazovat nahodné veli¢iny s exponencidlnym rozdelenim s para-
metrom A, dostaneme Poissonov proces s intenzitou A. Pozrieme sa teraz blizsie
na vlastnosti Voroného buniek, ktoré dostaneme z tohto Poissonovho procesu.

Veta 12 (Vlastnosti L,, pri Poissonovom procese).
Nech mnozina P je generovand Poissonovym procesom s intenzitou A, potom pre
velkost L,, Voroného bunky, kde n > 1, budu platit nasledujice tvrdenia:
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Dokaz.

Plynie z vety o vlastnostiach L, pri OPO (Veta D a faktu, ze EX

a var(X) = 55. Dalej:

fua@) = (F# Fruns ) @) = [~ fralo—Of sy ()
- L O; 2fx, (2(x — 1))2fx,.,, (20) dt
- /_ T PEOI > 0)20e NIt > 0} di

= 4)\2/ e P dtl{x > 0} = 4\2ze *I{x > 0}.
0

Veta 13 (Vlastnosti L; pri Poissonovom procese).

>

Nech mnoZina P je generovand Poissonovym procesom s intenzitou \, potom pre

velkost Ly Voroného bunky budi platit nasledujice tvrdenia:
« EL, = %7

o var(ly) = &,

e« cov(Ly, Ly) = 33,

o cov(Ly, L) =0,k=3,4,...,

o cor(Ly, Ly) = 1—10,
o f1,(x) =2\ — ) [{z > 0}.

Dokaz.

Plynie z vety o vlastnostiach L; pri OPO (Veta a faktu, ze EX =

a var(X) = 3. Dalej:

fr@) = (fafx) @ = [ fale = Ofs @) d

- / T A — ¢ > 0}20e Mt > 0) di

18
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=2\ /I e M) dt{z > 0} = 2\%e ™ /I e~ M dtl{x > 0}
0 0

= 2\Z [GA] Ha >0} = —2Xe ™ (e — 1) I{z > 0}
o

=2\ (e”\"’“" - e’z’w) I{z > 0}.

2.2.5 Rozsirenie Poissonovho procesu na celé R

Poissonov proces mozeme rozsirit na celé R nasledujicim sposobom. Nech
{X1, X 1, X5, X o,...} je postupnost nezavislych veli¢in s exponencidlnym roz-
delenim s parametrom A. Mnozinu P definujeme ako {..., P9, P_1, Py, P»,...},
kde P, = Zle X, a Py = —Zle X_;, k € N. Pre vrcholy Voroného mozaiky
bude platit:

P+ P
W, = ’“L SR TR ZX+ ’“+1k—123

P+ P X
W_kz’“JFQ’“:—ZX_i— Fl e —1,2,3,. .,
=1
P+P, X —X_,
Wy = — .
0 2 2

Pre velkosti Voroného buniek bude platit:

i=1 =1 2
X
- k+Xk+17k:_2737 9
2
k+1
L—k:W—k—l—l_W—k_ ZX—z__< ZX—z_ 2 )
X+ X
:”2 EL g =93,
X X —X_ Xo+ X1+ X_
Ly=W,—-W,= X1+72— 12 - =2 21 17
X — X_ X_ X +X+X_
L_1:W0—W_1:121—<—X_1— 22>: 1+ 21-1- 2

Pre L,,n > 1 budu platit vlastnosti L,, rovnako ako v pripade Poissonovho
procesu na Rt (Veta . Zo symetrie budu tieto vlastnosti platit aj pre L_,.
(V pripade vlastnosti tykajucich sa L, a L, budeme uvazovat pri symetrii L_,
a L_,_). Taktiez plati: cov(L,,L_x) = 0, k,n > 1 z toho, Ze st funkciami
navzajom nezavislych nahodnych veli¢in.

Veta 14 (Vlastnosti L; pri Poissonovom procese na R).
Nech mnoZina P je generovand homogénnym Poissonoviym procesom s intenzitou
A na R, potom pre velkost Ly Voroného bunky budi platit nasledujice tvrdenia:
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Doékaz.
EL, — EXi +EX, +EX, i’
2 2\
var(Xy) + var(X_1) + var(Xs) 3
Var(Ll) = 4 = W,

COV(Ll, L_1> = ELlL_l — ELlEL_l

— }E (X1 +Xo+ X ) (Xa + X o+ X )] - ( ; )2

4 2)
1
= (EX? +EX?, + 2EX1 X ) + EX, X, + EX, X
9
+EX 1 Xy +EX X o+ EXQX_Q) e
o9
TANZ 4N 207
COV(Ll, Lg) = ELlLQ — ELlELQ
1 3
= E]E [(Xl + XQ + X_l)(XQ + Xg)] - 27)\2
1
=7 (]EXng +EX;1 X34+ EX2 + EXyXs + EX_ 1 X,
3
+IEX_1X3) ~ 5
7 6 1

CAN2 4N2 40
Plati, ze L; je funkciou X7, X_1, X5 a L_5 je funkciou X_o, X_3. Vieme, Ze
X1, X_1, X9, X 5, X_3 st navzajom nezavislé, teda aj L1, L_5 s navzajom neza-
vislé, a teda cov(Ly, L_5) = 0.
Pre 0 plati: P(0 € V1) = P(Wp < 0) = P(X; < X 1) =1-P(X_; < Xj).
KedZze st X; a X_; rovnako rozdelené, musi pre ne platit, ze P(X; < X_1) =
P(X_1 < X1)=3,atedaP(0€ V) =1.

O]
Pre L_; budu zo symetrie platit podobné tvrdenia:
_ 3
® EL—l — o)\

« var(L_1) = 53,

o COV([/,l7 L,Q) = ﬁ,
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e cov(L_q,Ls) =0,
- POEV,) =1

Napriek tomu, zZe je proces generatorov stacionarny, tak rozdelenie L, a L_;
je odligné od rozdelenia L, pre |n| > 1. Mézeme si vimnit, 7e strednd dizka
bunky, ktora obsahuje bod 0, je jedenapolkrat vacsia nez strednd dizka ostatngch
buniek. Je to dané sposobom vyberu bunky obsahujticej 0, ktory uprednostnuje
dlhsie bunky. V teérii stacionarnych ndhodnych mozaik sa zavadza pojem ty-
pickej bunky. Zhruba povedané ide o ndhodne vybranti bunku mozaiky. Presna
matematickd definicia je zalozena na ergodickej tedrii a Palmovom rozdeleni. Ak
oznadime Ly dlzku bunky, ktord obsahuje 0, a L dlzku typickej bunky, tak plati
vztah E Ly = EE—LLQ, viz Theorem 10.4.1 v [6]. V nasom konkrétnom pripade Voro-
ného mozaiky generovanej homogénnym Poissonovym procesom je podla Vety
dlzka Ly rovna L, alebo L_; s pravdepodobnostami % a jej strednd hodnota je %
Momenty dlzky L typickej bunky mozno néjst vo Vete [12]a vidime, Ze skutocne
spliuju:
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3. Voroného mozaika v R?

3.1 Obecna Voroného mozaika v R?

Presunieme sa do R?. MnoZina P bude lokdlne kone¢nd mnozina { Py, P, ... }.
V R? uz nemd zmysel pozadovat usporiadanie tejto mnoziny, preto tento predpo-
klad nebudeme uvazovat.

Veta 15 (Voroného mozaika v R?).

Nech P ={Py, Py,...} je lokdlne konecnd mnoZina bodov, ktord splria podmienku
conv(P) =R? a V je niou generovand Voroného mozaika, potom Voroného bunky
V; st uzavreté konvexné mnohouholniky.

Ak ezistuje hrana Voroného mozaiky oddelujica bunky V; a V;, tak je castou osi
usecky P;P;.

Pre vrcholy W; Voroného mozaiky plati, Ze W; leZi v strede kruznice prechddzajicej
aspon troma bodmi P a vnitri kruznice sa nenachddza Ziaden dalsi bod P, obrdtene
pre kaZdu takito kruZnicu ewistuje bod W;, ktory leZi v jej strede.

Dokaz.

7 dokazu Vety (4] vyplyva, ze Voroného bunka V; je 2-polytop, teda V; je
uzavrety konvexny mnohouholnik.

Nech z € R? lezi na hrane oddelujicej bunky V; a Vj,j # i. Potom plati, ze
x € V;NVj, teda z Lemma [5] plati, Ze = leZ{ na priamke kolmej na F;P; ktora
prechadza stredom medzi P; a P;, teda z lezi na osi F;P;.

Nech teraz z lezi vo vrchole spolo¢nom pre bunky V;, V;, Vi, kde j # k # i # j.
Potom plati, ze x € V; N V; NV}, teda musi platit:

le = Bl = lle = Bill =l — Bll < [le = BV i £ L g # L E#L

Z predchadzajucej Casti dokazu vieme, Ze musi lezat na osi tseciek P;P;, PPy
a P;Py. 7 vlastnosti trojuholnika vieme, Ze x musi byt stred kruznice opisanej
trojuholniku P, P; P, a zaroven musi platit, Ze kazdy dalsi bod mnoziny P lezi
bud mimo alebo na hranici tejto kruznice.

Naopak uvazujme, ze mame takito kruznicu, potom pre jej stred musi platit,
ze du,j,k € N:i# j#k#1 tak, ze plati:

le = Bill = [le = Bill = lo — Pel| < [le = B[, VE: i # 15 # 1Lk #1,

a teda z € V;NV; N Vj. Z toho vyplyva, Ze x je vrchol Voroného mozaiky.
O

Ukazali sme si zédkladne vlastnosti jednotlivych buniek, hran a vrcholov Voro-
ného mozaiky v R%. Teraz sa pozrime na vlastnosti Voroného mozaiky ako celku.

Veta 16 (Regularita a normalita Voroného mozaiky v R?).

Nech P = {Py, P, ...} je lokdlne konecnd mnoZina bodov R* a V je riou gene-
rovand Voroného mozaika, potom mozaika V' je reguldirna a je normdalna prave
vtedy, ked pre kazdu kruznicu prechddzajicu aspon troma bodmi mnoZiny P, vnitri
ktorej sa nenachddza Ziaden dalsi bod P, prechddza prave troma bodmsi P.
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Dokaz.

Vieme, ze podmienka regularity je vzdy splnena pre s = 0 a s = n = 2.
Zostava teda overit pre s = 1. Predpokladajme, ze podmienka nie je splnend,
a teda existuje bunka V; a jej hrana a, ktora nie je hranou mozaiky. Musia teda
existovat dve s nou susedné bunky V, a V,, pre ktoré plati, ze hrany medzi V;, V,
a Vi, V, su castami usecky a. Kedze ide o Voroného mozaiku, tisecka a musi byt
castou osi useciek PP, a zaroven P;P,, teda P, = P,. Z toho vyplyva, ze V, =V},
¢ize dve také rozne bunky nemozu existovat. To ndm déava spor. Teda hrana a
musi byt hranou mozaiky. Tym mame hotovy dokaz regularity.

Mozaika v R? je normdlna prave vtedy, ak kazd4 jej s-faseta lezi na hranici
2 — s+ 1 buniek pre s € {0,1}. 1-faseta (hrana) moze v R? oddelovat iba dve
bunky, preto pre s = 1 je podmienka splnena. O-faseta (vrchol) vSak moze lezat
na hranici Tubovolného poc¢tu buniek. Mozaika V' je teda normélna prave vtedy,
ked kazdy vrchol W; lezi na hranici prave troch buniek.

Nech teda W; € V, NV, N V., potom plati, ze

Wi = Full = Wi = Byl = [[Wi = Fe|| < Wi = Byl .5 # a,5 # b, # ¢

Ak bod Py lezi tiez na kruznici so stredom W; prechadzajucej P,, P,, P., potom
plati, ze |W; — P,|| = ||W; — P4, teda W; € V. Tym padom lezi W; na hranici
styroch buniek, a z toho vyplyva, Zze V' nie je normalna.

Ak V nie je norméalna, potom musi existovat bod W;, ktory lezi na hranici
aspon Styroch buniek. Musia teda existovat rozne body P,, By, P., P; tak, ze

Wi = Pall = Wi = Byl| = Wi = Pul| = [[W; = Pall < [Wi = Py,
JFajEbj#cj#d

Uvazujme kruznicu so stredom W; a polomerom ||W; — P,||, potom tato kruznica
prechédza aspon Styrmi bodmi P a vnutri sa nenachadza ziaden dalsi bod P.

. T

Obr. 3.1: Vlavo mnoZina generatorov P = Z? a vpravo 1ou generovand Voroného
mozaika v R?.

Pozrime sa blizsie na niektoré specialne pripady generatorov Voroného mo-
zaiky v rovine. Uvazujme najprv, Zze mnozina P = Z? teda Voroného mozaika je
generovana bodmi s celoc¢iselnymi stradnicami. Takto generovana Voroného mo-
zaika bude tvorit Stvorcovi sief s mnozinou vrcholov (Z + %) X (Z + %) Vysledna
Voroného mozaika — ako mozno vidiet na obrazku — zjavne nie je normalna,
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Obr. 3.2: Vlavo mnozina generatorov P usporiadana do pravidelnych trojuholni-
kov a vpravo fiou generovand Voroného mozaika v R2.

vrcholy st na prieniku Styroch Voroného buniek a kruznica so stredom vo vrchole
prechadza styrmi bodmi mnoziny P.

Dalsim prikladom mnoziny generdtorov P mdzu byt body usporiadané do
pravidelnych rovnostrannych trojuholnikov. V tomto pripade bude vysledna Vo-
roného mozaika Sestuholnikova siet. Sestuholnikova siet v R? je — ako mozno vidiet
na obrazku — normalna mozaika. Kazdy vrchol je na rozhrani troch Voroného
buniek a kruznica so stredom vo vrchole prechddza troma bodmi mnoziny P.
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3.2 Nahodne generovani mozaika v R?

V R? budeme uvazovat mnozinu P generovani homogénnym Poissonovym
procesom s intenzitou A. Poissonov proces je lokdlne koneény skoro iste, takze
takto skonstruovana mnozina generatorov nam vyhovuje. Zaroven plati, ze ziadne
styri body nelezia na jednej kruznici skoro iste, teda mozeme o takto skonstruova-
nej Voroného mozaike predpokladaf, Ze je normélna skoro iste. Priklad Voroného
mozaiky generovanej Poissonovym procesom najdeme na obrézku [3.3]

Charakteristiky takto skonstruovanej Voroného mozaiky, ktoré nas budu zau-
jimat, su stredna hodnota poctu vrcholov )\, stredna hodnota poctu hran Aq,
(uvazovat budeme stred hrany ako referenény bod), strednd hodnota po¢tu buniek
Ao (ako referenény bod budeme uvazovat bod mnoziny P, ktory dani bunku gene-
ruje) v jednotkovom $tvorci. Dalej nés bude zaujimat stredné hodnota a rozptyl
poctu vrcholov (respektive hran) Voroného typickej bunky EN a var(/N), stredna
hodnota a rozptyl obvodu Voroného typickej bunky EO a var(O), strednd hod-
nota a rozptyl obsahu Voroného typickej bunky EA a var(A) a strednd hodnota
a rozptyl dlzky hrany Voroného mozaiky EL a var(L).

V [7] ndjdeme, Ze pre tieto hodnoty plati:

e No =20\,
o A\ =3,
o o=\

. EN =6,

o var(N) ~ 1,781,

o var(L) ~ 2156,

Hodnoty strednych hodndét st uvedené presne, hodnoty rozptylov si uvedené
iba priblizne. Niektoré z hodnot si rozoberieme, ako sa k nim dopracovat. Z pred-
pokladov mame, ze Voroného mozaika V' je skoro iste normaélna, teda typicky
vrchol sa nachadza na hranici troch buniek. Pre priemerny pocet vrcholov EN
bunky mozaiky v R? plati:

20
§—2
kde 0 je stredny pocet hran, ktoré sa zbiehaji vo vrcholoch. V nasom pripade
plati: 6 = 3, a z toho dostavame vysledok EN = 6. Pre stredntt hodnotu poctu
bodov P v jednotkovom stvorci Ay plati z definicie Poissonovho rozdelenia, ze je
rovna A. Kazda hrana lezi na hranici dvoch a kazdy vrchol lezi na hranici troch

EN =
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buniek. Z tohto a z faktu, ze EN = 6, plynie \; = 3\, Ay = 2\. KedZe mame
v jednotkovom sStvorci priemerne A buniek, bude platit pre obsah jednej z nich
EA =1

by

Obr. 3.3: Vlavo ndhodne generovand mnozina generatorov P a vpravo nou gene-
rovand Voroného mozaika v R2.
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4. Voroného mozaika v R°

V tejto kapitole sa pozrieme na Voroného mozaiky v R3. MnoZinu generatorov
P bude tvorit lokdlne konecnd mnozina bodov {P;, P,,...}. Ako v pripade R?
ani teraz nebudeme pozadovat, aby bola tato mnozina nejako usporiadana.

Veta 17 (Voroného mozaika v R?).

Nech P ={Py, Py,...} je lokdlne konecnd mnoZina bodov, ktord splria podmienku
conv(P) =R3, a V je riou generovand Voroného mozaika, potom Voroného bunky
V; s kompaktné konvexné mnohosteny.

Ak existuje stena oddelujica bunky V; a V;, tak je castou roviny prechddzajicej
bodom @, ktorej normdlou je priamka so smernicou P; — P;.

Nech a je hrana mozaiky V', potom existuji aspon tri body mnoziny P, pre ktoré
plati, Ze a je castou priamky a kolmej na rovinu, v ktorej leZia, a prienik a s touto
rovinou je stred kruznice, ktord prechddza tymito troma bodms.

Pre vrcholy Voroného mozaiky plati, Ze leZia v strede gule, na ktorej hranici sa
nachddzaji aspon Styri body mnozZiny P a vnitri sa nenachddza Ziaden dalsi bod
mnoziny P.

Dokaz.

7, dokazu Vety 4| vyplyva, ze Voroného bunka V; je 3-polytop. To znamend, ze
V; je kompaktny konvexny mnohosten.

Nech 2 € R? lez{ na stene oddelujicej bunky V; a Vj,j # i. Potom plati, ze
x € V; NV, teda z Lemma [o| plati, Ze x lezi na rovine kolmej na F;P;, ktora
prechddza stredom medzi P; a P;.

Nech z € a C a teda x lezi na hrane mozaiky, potom x musi patrit hraniciam
aspon troch buniek. Nech si to bunky V;, V;, Vi, 7 # k # i # j. Potom plati, ze
x € V;NV; NV, teda musi platit:

le = Bl = [le = Bill =l — Bll < [le = Bl Vi AL g # L E#L

Z predchédzajicej casti dokazu potom plynie, ze priamka a je kolma na vektory
(P; — P,),(P; — P) a(P, — P). Body P, Pj a P, nelezia na jednej priamke, inak
by platilo V; N V; NV, = 0. Plati teda, Ze a je kolma na rovinu P,P;Py. Stred c
kruznice prechadzajucej bodmi P, P; a Py zjavne lezi v rovine P;P; P}, a spliuje
lc— Bi|| = |lc = Pj|| = |lc — Pxl||- Z toho vyplyva, ze lezi aj na priamke a. Kedze
rovina sa s priamkou na nu kolmou pretina prave v jednom bode, je tento bod
urceny jednoznacne. Teda prienikom roviny F;P; P}, a priamky a je stred kruznice
prechadzajucej bodmi F;, P; a Pj.

Ak bod z lezi vo vrchole Voroného mozaiky, potom musi patrit hraniciam
aspon styroch buniek. Nech st to bunky V;, V;, Vi, Vi, 4,7, k, [ navzdjom rozne.
Potom plati, Ze x € V; N V; NV, NV}, a teda musi platit:

|z = Bl = [lo = Bl = [lo = Bill = [lo = Bl < [lo — Pal
VYm :i#m,5 #m,k#m,l#m.

Z toho je zrejmé, Ze ak vezmeme gulu so stredom v bode z a polomerom ||z — P,
tak bude splnat pozadované parametre.

]
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