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Text posudku:

Ve své diplomové práci se Jan Soukup věnuje několika problémům z oblasti kresleńı graf̊u na

obarvené množiny bod̊u v rovině, konkrétně hledáńı rovinných geometrických nakresleńı cest a

párováńı. Předpokládáme, že R a B jsou disjunktńı množiny bod̊u v rovině, jejichž sjednoceńı

R ∪ B je v obecné poloze, tj. žádné tři body nelež́ı na př́ımce. Body množiny R jsou obarveny

červeně a body B modře. Cı́lem je pro zadaný bipartitńı grafG naj́ıt rovinné geometrické nakresleńı

G (tj. nakresleńı pomoćı úseček bez kř́ıžeńı) takové, že každá hrana spojuje vrchol z B s vrcholem

z R. Nakresleńı G s těmito vlastnostmi nazveme alternuj́ıćı. Je-li G cesta nebo párováńı, nazývame

alternuj́ıćı nakresleńı G alternuj́ıćı cestou resp. alternuj́ıćım párováńım.

V práci jsou dokázány dva hlavńı výsledky: Věta 1 v 1. kapitole a Věta 3 ve 2. kapitole.

Věta 3 rozšǐruje dosud známé konfigurace množin n červených a n modrých bod̊u, na které lze

vždy nakreslit alternuj́ıćı cestu pokrývaj́ıćı všechny zadané body. Dosud bylo známé, že taková

hamiltonovská alternuj́ıćı cesta existuje, pokud R a B jsou oddělené př́ımkou, nebo pokud množina

R tvoř́ı vrcholy konvexńıho mnohoúhelńıku, který obsahuje všechny body B uvnitř. Věta 3 oba

tyto speciálńı př́ıpady zobecňuje na situaci, kdy podmnožina R′ ⊆ R tvoř́ı vrcholy konvexńıho

mnohoúhelńıku, jehož vnitřek obsahuje všechny body B, ale žádný bod z R \ R′; tedy všechny

zbývaj́ıćı červené body jsou vně tohoto mnohoúhelńıku.

Důkaz Věty 3 netriviálńım zp̊usobem zobecňuje metody použité při d̊ukazech dř́ıvěǰśıch výsledk̊u.

Kombinaćı topologického KKM lemma a chytře navržené indukce se zkonstruuje rozklad roviny

na konvexńı části takový, že v každé části už jsou červené a modré body ve vyváženém počtu a

oddělené př́ımkou; v každé části tohoto rozkladu pak lze naj́ıt hamiltonovská alternuj́ıćı cesta, a

tyto d́ılč́ı cesty se nakonec pospojuj́ı do alternuj́ıćı cesty pokrývaj́ıćı celou zadanou množinu bod̊u.

Kapitola 1 je věnována př́ıpadu, kdy zadaná množina R ∪ B je v konvexńı poloze, tj. tvoř́ı

vrcholy konvexńıho mnohoúhelńıka, což je kombinatoricky ekvivalentńı př́ıpadu, kdy R ∪ B lež́ı

na kružnici. Nav́ıc se předpokládá, že každá z množin R a B má n bod̊u. Tato situace byla v
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literatuře zat́ım studována nejv́ıce. Je známo, že v určitých konfiguraćıch nelze celou zadanou

množinu pokrýt hamiltonovskou alternuj́ıćı cestou. Populárńı zkoumanou otázkou je tedy délka

nejdeľśı možné alternuj́ıćı cesty, kterou lze pro dané n a libovolnou konfiguraci n červených a

n modrých bod̊u na kružnici vždy naj́ıt. I přes relativně nedávné nové výsledky je tato otázka

stále široce otevřená. Autor se zaměřuje speciálně na př́ıpad, kdy obarveńı bod̊u na kružnici má

konstantńı diskrepanci, tj. počet červených a modrých bod̊u na každém oblouku kružnice se lǐśı

nejvýše o konstantu. Z předchoźıch výsledk̊u je známé, že konfigurace s velkou diskrepanćı garantuj́ı

separované párovańı větš́ı velikosti než v obecném př́ıpadě. Z tohoto d̊uvodu je př́ıpad konfiguraćı

s konstantńı diskrepanćı zaj́ımavou výzvou.

V př́ıpadě bod̊u na kružnici už dř́ıve byla známá bĺızká souvislost alternuj́ıćıch cest a al-

ternuj́ıćıch separovaných párováńı; tj. párováńı, jejichž všechny hrany lze protnout společnou

př́ımkou.
”
Rozstřižeńım“ kružnice na dva oblouky a přebarveńım bod̊u v jednom z nich lze problém

hledáńı separovaných párováńı dále převést na problém hledáńı společné podposloupnosti dvou

binárńıch posloupnost́ı. Tento převod neńı úplně př́ımočarý, ale v př́ıpadě konstantńı diskrepance

funguje dobře minimálně v jednom směru; podrobně jej popisuje Lemma 5. Délka společné podpo-

sloupnosti se zde vyhodnocuje ne vzhledem k délkám zadaných dvou posloupnost́ı, ale vzhledem k

délkám jejich prefix̊u, které společnou podposloupnost obsahuj́ı. Cı́lem je pak maximalizovat pod́ıl

délky společné podposloupnosti a součtu délek př́ıslušných prefix̊u. Věta 6 a Lemma 7 téměř přesně

řeš́ı př́ıpad, kdy jedna ze zadaných posloupnost́ı má diskrepanci 1 a druhá diskrepanci nejvýše k.

Věta 1 řeš́ı př́ıpad, kdy obě zadané posloupnosti maj́ı diskrepanci nejvýše 2. Výsledné odhady

jsou opět velmi přesné, horńı a dolńı odhad na délku nalezené společné podposloupnosti se lǐśı jen

o konstantu. Z Věty 1 je pak odvozen Důsledek 2, který tvrd́ı, že v konfiguraci n červených a n

modrých bod̊u na kružnici s diskrepanćı nejvýše 2 lze vždy naj́ıt separované párováńı pokrývaj́ıćı

asymptoticky 8n/5−O(1) bod̊u, což velmi výrazně zlepšuje předchoźı známý odhad 4n/3. Důkaz

Věty 1 byl proveden indukćı, částečně s pomoćı poč́ıtačového programu, ale jeho výstup neńı př́ılǐs

dlouhý a je velmi názorně prezentovaný ve formě ilustraćı, které umožňuj́ı ručńı ověřeńı.

Kromě občasných jazykových drobnosti a překlep̊u jsem neodhalil žádné vážněǰśı nedostatky.

Celkově mi práce přijde velmi kvalitńı, po matematické stránce i srozumitelnost́ı textu a d̊ukaz̊u.

Každá z kapitol obsahuje dostatek originálńıch a zaj́ımavých výsledk̊u pro publikaci v odborném

kombinatorickém časopise. Navrhuji práci uznat jako diplomovou.

Práci doporučuji k obhajobě.

V Praze dne 18. 06. 2021
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