UNIVERZITA KARLOVA V PRAZE
Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky a didaktiky matematiky

BAKALARSKA PRACE

Aplikace neeuklidovské geometrie

Aplication of non-Euclidean geometry

Eliska Fialova

vedouci prace: Mgr. Michal Zamboj, Ph.D.
studijni program: Specializace v pedagogice
studijni obor: Matematika se zamérenim na vzdélavani

Praha, 2021



Prohlasuji, ze jsem bakaldrskou praci na téma Aplikace neeuklidovské geometrie
vypracovala pod vedenim vedouciho bakalarské prace samostatné za pouziti v
praci uvedenych prament a literatury. Déle prohlasuji, ze tato bakalarska prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

V Praze dne 19. 4. 2021



Rada bych podékovala vedoucimu své bakalarské prace, Mgr. Michalu Zambo-
jovi, Ph.D. za pomoc, cenné rady a cas, ktery mi vénoval pti tvorbé bakalarské
prace. Chtéla bych také podékovat mé rodiné za podporu béhem studia, a to
predevsim rodi¢im a manzelovi.



Abstrakt

Préce se zabyva aplikacemi neeuklidovské geometrie v jinych oborech
nez matematika a poukazuje na rozdily mezi euklidovskou a neeuklidov-
skou geometrii v nich. Po urceni vymezeni geometrii, je text rozdélen do
tT{ kapitol. V prvni kapitole je rozebrana aplikace v geodézii. V prvni casti
této kapitoly jsou uvedeny zaklady sférické geometrie, a pak jsou predsta-
veny tii rizné mapové projekce. Dale jsou ukazkové piiklady pro porov-
néni vypoctu vzdalenosti na sféfe a v rovinné mapé. Druhd ¢ast kapitoly
se vénuje astronomickému pozorovani oblohy. Na zavér jsou predstaveny
dlohy, ve kterych je aplikace ukazana. Ve druhé kapitole jsou vystaveny
zéklady pro teorii relativity. Nejprve jsou odvozeny Lorentzovy transfor-
mace, a poté je predstavena geometrie prostorocasu. Kapitola je zakon-
Cena geometrickou interpretaci obecné teorie relativity jako teorie gravi-
tace a zakriveného prostoru. Posledni kapitola je o aplikacich v uméni.
Jsou zde zminéni zastupitelé umeéleckych sméra a hnuti na prelomu 19. a
20. stoleti, a také M. C. Escher. Celou préaci doprovazi nazorné obrazky,
které byly vytvoreny v programu Vectr a Geogebra.
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Abstract

The work deals with applications of non-Euclidean geometry in fields
other than mathematics and points out the differences between Euclidean
and non-Euclidean geometry in them. After determining the definition
of geometries, the text is divided into three chapters. The first chapter
discusses the application in geodesy. In the first part of this chapter,
the basics of spherical geometry are presented, and then three different
map projections are introduced. After that there are sample examples for
comparing the distance calculation on a sphere and in a planar map. The
second part of the chapter deals with astronomical observations of the
sky. Finally, the tasks in which the application is shown are presented.
The second chapter presents the basics for the theory of relativity. First,
Lorentz transformations are derived, and then the geometry of spacetime
is introduced. The chapter concludes with a geometric interpretation of
the general theory of relativity as a theory of gravity and curved space.
The last chapter is about applications in art. Representatives of artistic
trends and movements at the turn of the 19th and 20th centuries are
mentioned here, as well as M. C. Escher. The whole work is accompanied
by illustrative images that were created in Vectr and Geogebra.
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Uvod

Vznik neeuklidovské geometrie sahé az do starovékého Recka, kdy Euklides
formuloval zéklady pro geometrii. Z jeho péti axiomnl, které pro geometrii zavedl,
nas bude zajimat pfedevSim ten posledni ,,0 rovnobézkich®. V téchto mistech
se odtrhneme od Euklidovych Zakladi a budeme pokracovat smérem, ktery vy-
slapali Bolyai, Lobacevsky a Gauss, smérem do mist, kde muze existovat vice
rovnobézek prochazejici jednim bodem k pfimce nebo dokonce zadn4.

Neeuklidovska geometrie je v porovnani s euklidovskou geometrii novinkou.
Byla objevena poc¢atkem 19. stoleti a prinesla tak revoluci do matematiky. Ce-
lému objevu predchazela fada nezdart, neobhajenych myslenek pred nazory
dané doby a jisté dlouhé dny badani, nez se dnes uz slavnym matematiktim
podarilo dojit ke spravnym formulacim.

Neeuklidovska geometrie, méa v dnesni dobé Siroké pole aplikaci. Proto si jako
cil této prace kladu sjednotit aplikace neeuklidovské geometrie do jednoho od-
borného textu. Ctenaf by po piecteni prace mél mit jasnéjsi pohled na vyuziti
neeuklidovské geometrie v jinych oborech.

Na zacatku této prace je uvedeno vymezeni geometrii, které budou zmino-
vany. Déle je price je rozdélena na tii Casti, ve kterych jsou predstaveny tri
ruzné oblasti aplikace. Prvni aplikace je v oblasti geodézie. Planeta Zemé, jak
uz rekl Galileo Galilei, je kulata. Pti vypoctech ve vétsim méfitku musime poci-
tat s jejim zakfivenim a uz se dostdvame mimo rovinnou geometrii. Jak je tedy
zjevné, neni mozné chtit naptr. mérit vzdalenosti na Zemékouli pomoci vzorcu
znamych z euklidovské geometrie. Dalsi aplikace sahd do oblasti fyziky. Je to
predevsim zndmaé teorie relativity, se kterou prisel Albert Einstein. Tato teorie
ma své zaklady postavené na geometrii casoprostoru. Tedy pokud by matemati-
kové pred Albertem Einsteinem neprisli s myslenkou, Ze jsou i jiné geometrie nez
euklidovska, nejspis by teorie relativity nikdy nevznikla. Treti ¢ast je vénovana
uméni. Mnoho umélcti na prelomu 19. a 20. stoleti se snazilo davat do svych
dél nové rozméry. Nékterym z nich, predevsim zastanctim kubismu, futurismu
a surrealismu, v tom dopomohly nékteré typy neeuklidovskych geometrii.



1 Vymezeni geometrii

1.1 Absolutni geometrie

Absolutni geometrie je zaklad pro vSechny geometrie. Je to axiomatickd vy-
stavba zahrnujici prvni ¢tyri Eukleidovy postulaty:

1. Dvéma body lze vidy vést jedinou primku.

2. Usecku lze neomezené prodlouZiti.

3. Z libovolného stredu lze libovolngm polomerem sestrojit kruzZnici.
4. Vsechny prave uhly jsou shodné.

Déle délime geometrie podle toho, jaky dalsi postuldt k nim piiddme [26, s. 15—
47].

1.2 Euklidovska geometrie

Pridanim k absolutni geometrii 5. postulatu:

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou primku této roviny a tvori s ni
po jedné strani vnitrni uhly, jejichz soucet je mensi dvou pravych, se vZdy
protinaji a to po té strané primky, kde je soucet mensi.

dostavame euklidovskou geometrii tak, jak ji zndme ze zdkladni skoly. Téchto
5 postulati sepsal Eukleidés ve své knize ,,Zéklady*. Byl to prvni pokus o axi-
omatickou vystavbu geometrie [26, s. 14-15]. V celém textu budeme vyuzivat
toho, Ze ji uz zname, a s jeji pomoci budeme stavét zaklady dalsich geometrii,
které uz nebudou euklidovské.

1.3 Neeuklidovska geometrie

Tato geometrie je spojenim absolutni geometrie a postulatu, ktery nahrazuje
Eukleidav paty o rovnobézkiach. Zde muzeme geometrii rozdélit na hyperbo-
lickou (Lobacevského) a eliptickou (Riemannovu). Pro hyperbolickou geometrii
pridame postulat o vice primkéch, které neprotnou primku p. Primky pak mo-
hou byt v takovéto geometrii trojiho druhu: rtiznobézky, soubézky a rozbézky,
kdy dva posledni pojmy oznacuji dva druhy primek, které jsme v euklidovské
geometrii nazyvali rovnobézkami. Jejich klasifikace je poté rozebrana v prislus-
nych kapitoldch [26, 8.106-107]. A pro eliptickou geometrii postuldt o neexistenci
neprotinajici primky.

Riemannova geometrie zahrnuje také sférickou geometrii, coz je specialni pri-
pad eliptické geometrie, ktera ve dvou dimenzich splyne s euklidovskou geometrii
na kouli. Zatimco v hyperbolické geometrii muze jednim bodem prochézet vice
riznych piimek, které neprotnou piimku p, na které bod nelezi, ve sférické ge-
ometrii se pfimky protnou vzdy a navic dvakrat. Protoze se piimky protnou
dvakrat, neplati, ze by dvéma body byla urcena jedna primka. Vztah mezi elip-
tickou geometrii v roviné a sférickou geometrii lze popsat tak, ze v eliptické
roviné jsou protéjsi body na sféfe sjednocené [26, s.18-19].

Posledni vymezeni je pro Minkowského prostorocas, ktery je spise fazen mezi
pseudoeuklidovské geometrie. Tato geometrie je vystavén pfedevSim pomoci



metriky, vektori, souradné soustavy a tenzoru. V Minkowského geometrii se
vzdélenosti méti pomoci pseudoeuklidovské metriky, jejiz jedna slozka je ¢asova
vynasobend imaginarni konstantou. Podrobnéjsi vlastnosti jsou vice rozvinuty v
kapitole 3.1.2. Normalni euklidovsky prostor E3 je podprostorem v Minkowského

prostoru, kde ¢asovd slozka je nulova [8, s.16-20].



2 Geodézie

Predstavme prvni aplikace neeuklidovské geometrie, kterd je v oblasti geodé-
zie. Geodézie je véda o Zemi. Vyuziva geometrickych metod k ziskani idaji o ni
a zabyva se také tvorbou map. Jednou z dalsich véci, kterou se geodézie zabyva
je také velikost a tvar Zemé. Neni totiz iplné presné kulata, jeji tvar je velmi
nepravidelny. Neustalou rotaci je Zemé pod vlivem odstredivé sily a zplostuje se
na svych pdlech, kdezto v okoli rovniku je vice nafoukla. Jeji tvar neni dokonale
hladky, nachézi se na ni pohori, niziny a ocedny. Mimo to se tvar Zemé neu-
stale méni v dusledku pohybu litosférickych desek. Tento fyzicky povrch Zemé je
znacné komplikovany pro rizné matematicky vypocty, proto budeme jeji povrch
povazovat za elipsoid s hladkou plochou.

Geometrie Zemé je zvlastnim pripadem sférické geometrie. Kdyz méiime
vzdélenosti, které lod nebo letadlo urazi mezi libovolnymi dvéma misty na Zemi,
nepouzivame primé vzdalenosti, protoze se musime pohybovat po kfivkach Zemé
z jednoho mista na druhé [6].

2.1 Sféricka geometrie

Sféricka geometrie, jak uz bylo v predchozi kapitole zminéno, je specidlni pri-
pad eliptické geometrie. Jako model sférické geometrie budeme uvazovat kulovou
plochu v tifirozmérném euklidovském prostoru. Kulova plocha je mnozina vsech
bodu stejné vzdalenych od jednoho bodu O, stfedu kulové plochy. Na této plose
definujeme body jako euklidovské body kulové plochy. Jak jiz bylo uvedeno v
1.3, ztotoznime-li dva protilehlé body, dostaneme eliptickou geometrii, v niz je
primka uréena dvéma body jednoznacné [16].

Méjme rovinu, kterd protind kouli a prochazi jejim stfedem. Jejich prinikem
je kruznice, kterou nazveme hlavni kruznice. Hlavni kruznice ma polomér R
a stied stejny jako koule O. Na Zemékouli jsou hlavnimi kruznicemi poledniky
a rovnik. VSechny jiné kruznice, které vzniknou jako prunik kulové plochy s ro-
vinou neprochazejici sttedem O, se nazyvaji vedlejsi kruznice. Pfimku na kulové
plose definujeme jako celou hlavni kruznici, ktera je sloZzend ze dvou polokruz-
nic, uvazujeme-li jen jeden jejich krajni bod, které jsou totozné. Zde je patrny
rozdil mezi sférickou a euklidovskou geometrii, ze primka na sfére je kone¢na.

Useckou AB na kulové ploge, mysleno jako nejkratsi vzdalenosti mezi dvéma
body, je nejkratsi kruznicovy oblouk, ktery prochézi body A a B. Délku tako-
véto tsecky urc¢ime pomoci thlu a definujeme ji jako délku nejkratsiho oblouku
hlavni kruznice, na které body lezi. Urcujeme-li délku tsecky AB na sfére s
polomérem R a body A, O a B sviraji tthel LAOB, je potom délka tsecky

180°
180

|AB| = |{AOB]| - R
viz obrézek 1 [16].

Pro pozorovani téles na Zemi potfebujeme zavést soustavu souradnic. Bu-
deme postupovat od pravouhlé soustavy soutadnic, kterd se vyuziva lokalné
v malém meéritku, kde mizeme dané misto povazovat za rovinné, az po zemeé-
pisnou soustavu soufadnic, ktera je vhodnd pro popisy téles na Zemékouli.



Obrazek 1: Usecka AB na sféie

2.1.1 Trojuhelniky

Nyni se podivejme na to, jak méfit jednotlivé vzdalenosti na sféfe. Vzdéle-
nost zavedeme pres sférické trojihelniky. Pro sestrojeni sférického trojihelniku
si pomtzeme trojihelnikem z rovinné geometrie. Sestrojime trojhran, ktery mé
jeden z vrcholu ve stiedu kulové plochy O. Jeho zbylé vrcholy jsou A, B’ a C’
a lezi vné sféry. Prinikem hran A’O, B’O a C’'O trojhranu s kulovou plochou
vzniknou tii nové body A, B a C. Tyto body jsou vrcholy sférického trojtuhel-
niku. Jeho strany jsou tvoreny tfemi oblouky AB = ¢, AC = b, BC = a. Délky
stran sférického trojihelniku jsou velikosti prislusnych thlu: |[AB| = |[{AOB,
|AC| = |£AOC|, |BC| = |£BOC]| (obr. 2).

Obrazek 2: Trojuhelnik na sfére, ktery vznikl jako prtsecik hran ctyfstsnu
OA'B'C’ se sférou

Vnitrni dhly sférického trojihelniku mérime jako thly mezi dvéma primkami
(tseckami), ktery sviraji roviny, na kterych ptimky (tsecky) lezi nebo také thel
mezi jejich teénami v bodé pruseciku primek (isecek). Protoze piimky poledniki
nesviraji nulovy thel a jsou kolmé na piimku rovniku, mé tento trojuhelnik
soudet vnitfnich dhlt vétsi nez 180° [16]. Délky stran v trojihelniku se méff
ve stupnich nebo radidnech. Konkrétné se délka strany sférického trojihelniku
rovné velikosti jeho protilehlého thlu. Na obrazku 2 jsou velikosti stran proti
vrcholim B a C 90°, protoZe lezi naproti ihlim o velikosti 90° [16].



2.1.2 Reseni sférickych trojahelniki

N4

lenosti, mezi dvéma body na sféfe. Uvazujme trojuhelnik ABC jako v predchozi
kapitole. Resenf sférickych trojihelnikii vyuziva kosinovu vétu pro trojihelniky
v roviné ¢ = a2 + b% — 2abcos <tc, kde cosc je goniometrickd funkce pro thel
lezici proti strané c. Pro odvozeni kosinovy véty pro trojiuhelnik na sféfe promit-
neme sféricky trojuihelnik do roviny nasledujicim zptisobem: ke strandm c a b
vytvoime tecny t. a t, v bodé A. Prusecik teény ¢, a poloptimky OB je bod Q a
prisediky tecny t;, a polopiimky OC' je bod P. Uhly <OAQ a <O AP jsou pravé
a thel <PAQ je opacny thel strany a (obr. 3a). Vytvorili jsme takto Ctyfstén,
ktery rozlozime do sité (obr. 3b). V této siti mizeme zkoumat ¢tyfi trojuhelniky.

A . b)

Obrazek 3: Projekce sférického trojihelniku
a) Ctyfstén OAPQ
b) rozlozena sit ¢tyisténu OAPQ z obrazku a) do roviny
Trojihelniky OAP a OAQ jsou pravouhlé a z Pythagorovy véty
2 2 2 2 2 2
|OP|" = |AO[" + [AP[", [OQ[" = [AO|" + |AQ]".
Vztahy upravime

|AO)> = |OP|> — |AP]*, |AO[ = |0Q| — |AQ|.

Dalsi dva trojihelniky QAP a QOP jsou obecné rovinné trojihelniky, takze
pomoci kosinovy véty pro rovinné trojihelniky mame

1PQ|* = |[PO® + |QOf* — 2 |PO| - |QO| - cos <O

IPQI”> = |AP* +|AQ|* — 2-|AP| - |AQ| - cos <A,

thel <A je thel u vrcholu A. Odec¢teme-li tyto dvé rovnice, dostaneme
0 = (|POI*=|AP|*)+(|QOI*—|AQ|*)—(2-|PO|-|QO|-cos <O—2:|AP|-| AQ|-cos < A).
Dosadime odvozené vztahy pro |[AO[*:

0= |AO]> + |AO> =2 |PO| - |QO| - cos <O + 2 - |AP| - |AQ| - cos <A

2|AO)* +2- |AP| - |AQ| - cos <A = 2 - |PO| - |QO| - cos <O.



Vydélime obé strany 2 - |[PO| - |QO] a déle, jelikoz z rovinné trigonometrie plati

[AO| 40| AP |AQ)|
cos <AOP = ,cos <AOQ = ,sin <<AOP = ,8in <A0Q = —,
|PO 10Q) |OP| (6]

nahradime pfislusné zlomky goniometrickymi funkcemi
€08 <0 = cos <AOP - cos <AOQ + sin <AOP - sin <AOQ cos < A.

Nakonec dosadime za dhly <AOP a <AOQ prislusné protilehlé strany b a ¢
a dostaneme vzorec pro tfeti stranu a sférického trojuhelniku daného dvéma
stranami b a ¢ a thlem A jimi sevfieny:

cosa = cosb - cosc—+sinb - sin ccos <A.

Tento vztah nazyvdme kosinova véta pro sférické trojihelniky [4]. Timto odvo-
zenym vztahem muzeme vypocitat na priklad vzdalenosti dvou ruznych mist na
Zemeékouli. Pro zndzornéni rozdilu mezi vypoctem vzdalenosti na sféfe a vypo-
¢tem vzdalenosti v roviné, ukazeme nejprve, jakym zpusobem se sférickd mapa
Zemé prendsi na rovinnou, a pak porovname jednotlivé vypocty, viz kapitola
2.3.

2.2 Tvorba map

P1i pozorovani drah letadel na mapé zjistime, ze jejich drdha neni primkou, je
zaktivena. Kdyz leti letadlo naptiklad z New Yorku do Londyna, leti pres severni
Atlantik kolem Gronska. Ve skutec¢nosti se letadlo pohybuje po sféfe Zemékoule
a nejkratsi vzdalenosti mezi dvéma body na sféfe je ¢ast hlavni kruznice. Pro-
mitnutim hlavni kruznice do rovinné mapy vznikne kfivka.

Toto je dokonalym piikladem skutecnosti, ze sférickd geometrie a euklidov-
skéa geometrie se zasadné lisi. Kdyz se pokusime vytvorit rovinnou mapu Zemé,
bude vzdy zkreslena, takze primy let z New Yorku do Londyna se ve skutecnosti
na mapé jevi jako zakriveny. Skutecnost, ze povrch koule a rovinny povrch jsou
geometricky odlisné, je diisledkem Theorema Egregium! piedstavené némeckym
matematikem Carlem Gaussem: , Jestlize rozvineme zakrivenou plochu na jiné
plose, mira zakriveni v kazdém bodé zistdvd stejnd.“ [12] Jinymi slovy zakii-
veni objektu v prostoru muzeme zcela pochopit pouhym méfenim na povrchu
objektu. Muzeme ukézat, ze Zemé neni plochéd jednoduchym méfenim na jejim
povrchu. Ale dulezité je, Ze neni mozné rozvinout sféru do roviny.

Podivejme se na to pomoci nasledujictho prikladu, ktery ukazuje, jakym mi-
zeme premyslet o problému vytvareni map, pomoci pomerance. Nejprve vez-
meme pomeran¢ a nakreslime na néj obrysy kontinenti jako na Zemi. Poté
pomeranc opatrné oloupeme a srovname do roviny. Bez ohledu na to, jak se bu-
deme snazit kuru narovnat, vzdy naruSime nékteré ¢asti ,,mapy“, kterou jsme
na ni nakreslili. Takze se dostavame k praktickému problému pro kartografy.
Jejich tkolem je vykreslit Zemi — sféricky objekt — jako rovinny povrch, ktery
bude zkresleny, vzhledem k predchozim tvahdm. Proces zobrazovani sférického
povrchu Zemé na rovinnou mapu se nazyva projekce a existuje fada riznych
metod projekce, z nichz kazdd ma své vlastni vyhody a nevyhody. Na piiklad
urc¢ité projekce presné vykresluji prislusné oblasti riznych mist na svété, ale
zkresluji vzdalenosti mezi misty.

l=vyznacni véta (z lat.)



Obrazek 4: Zleva: Na prvnim obrazku je Zemé jako sféricky baléon umisténa
doprostied véalce. Uprostied je sféricky balén nafouknuty tak, ze vyplnuje cely
prostor. Nebo muZeme uvazovat paprsky (piimky) vychazejici ze stfedu koule,
které promitnou body, kterymi projdou na sfére, na valec. Druhy obrazek uka-
zuje rozlozenou vélcovou sit [17].

2.2.1 Mercatorova projekce

Znaméa Mercatorova projekce byla nejspis prvni projekei, kdyz se v atlasech
pred vice nez stoletim zacaly pojmenovavat pouzité projekce, coz je jiz dnes
docela béznd praxe. O projekci byli jiz v historii zminky, ale nikdy nebyl jasny
presny princip. Az v roce 1569 Gerhardus Mercator pfisel se svou projekei velké
mapy svéta s 21 listy v celkové velikosti priblizné 1,3 krat 2 metry. Sam ekl
o povaze projekce, ze chtél rozprostrit povrch Zemékoule do roviny, kde budou
mista vSude spravné umisténa, a to nejen s ohledem na jejich skute¢ny smér
a vzdalenost, jeden od druhého, ale také v souladu s jejich nalezitou délkou
a Sitkou. Dale, aby byl co nejvice zachovan tvar zemi. K tomu bylo zapottebi
nové usporadani a umisténi poledniku, aby se staly rovnobéznymi. Mapy, které
dosud vytvorili geografové, byly kvili zakriveni a ohybani polednikti nevhodné
pro navigaci [33, s. 43-47].

Poledniky v Mercatorové projekci jsou vertikalni, rovnobézné, rovnomérné
rozmisténé cary, které v pravych tihlech protinaji vodorovné horizontalni rov-
nobézky. Smérem k obéma poélum roste vzdalenost mezi rovnobézkami.

Tato mapova projekce je praktickd pro namotni aplikace. Hlavni navigac¢ni rys
projekce spociva ve tom, ze trasa plavby mezi dvéma body je zobrazena jako
primka, pokud smér nebo azimut lodi zlstava vici severu konstantni. Tento
druh trasy se nazyvé loxodroma (loxodromova ¢ara), ktery je obvykle delsi nez
draha hlavni kruznice (coz je nejkratsi moznd trasa na sféfe). M4 stejnou délku
jako hlavni kruznice, pouze pokud se pohybuje po rovniku nebo poledniku.

V okoli libovolného bodu na mapé je méritko konstantni pohybujeme-li se
o malé vzdalenosti do riznych sméri. Zachovaji se tak thly a tvary malych
objektti. Mercatorova projekce zkresluje velikost vétsich objektti. Cim vice jsou
objekty u péli, tim vice jsou zkreslenéjsi. Na piiklad projekce Gronska a Antark-
tidy se jevi mnohem vétsi, nez ve skutecnosti jsou ve srovnani s pevninami blize
k rovniku, jako je stredni Afrika. Projekce se provadi pomoci véalce, kdy umis-
time gléb Zemé doprostied valce. Zemi si predstavime jako sféricky balon, ktery
se uvnitt vdlce zvétSuje, az vyplni jeho prostor (obr.4).

Soufadnice na této mapé, jak jsou zavedeny v [33, s. 47|, se uréi jako x = Rep,
y = Rarctan(sin), kde R je polomér Zemé, ¢ zemépisnd délka a 1) zemépisnd
sirka. Pocatek soustavy je v pruseéiku rovniku a nultého poledniku [10] [17] [33,
s. 43-47].



2.2.2 Galls-Petersova projekce

Podivejme se na druhy priklad projekce mapy, Gall-Petersovu projekci. Svét
potifeboval mapu, kterd by se vyhnula urc¢itému zvétSeni métritka Mercatorovy
projekce, coz vedlo k nékterym valcovym tpravam, stejné jako k dalsim tpra-
vam, které nejsou valcovité. S nejstarsi vilcovitou projekei prisel Rev James Gall
z Edinburghu kolem roku 1855. Jeho poledniky jsou rovnomeérné rozmistény jako
u Merkatora, ale rovnobézky jsou rozmistény ve vzristajicich intervalech od
rovniku. Rovnobézky zemépisné sitrky jsou promitnuty na vélec, ktery je kolem
koule, pficemz perspektivnim bodem je bod na rovniku naproti promitanému
poledniku. Gallova projekce nezachovava tihly ani velikosti obsahii. Na rozdil od
Mercatora ukazuje Gallova projekce pély jako cary probihajici pres horni a dolni
¢4sti mapy. Soufadnice uréime ze vztahii © = Ry, y = Rarctan(sin 0, 8v)/0, 8.
Métitko podél poledniku je h = 1/(cos0,8w) a méfitko podél rovnobézky ze-
mépisné Sitky je k = 1/(cos®). Mapa sestrojend pomoci této projekce je na
obrézku 5 [33, s. 85-87].
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Obrézek 5: Galls-Petersova valcova projekce [33, s. 86]

2.2.3 Robinsovona projekce

Posledni predstavovanou projekci je Robinsonova projekce, kterd vyobrazuje
cely svét. Je prvni projekci, kterou si nechala objednat spole¢nost Rand McNally,
a ktera méla zdokonalit dvé predchozi projekce. Tato projekce se lisi od ostatnich
tim, Ze nebyla sestavena pomoci geometrickych vzorci, ale je zadana tabulkou,
ktera ukazuje, jak vysoko nad nebo pod rovnikem se misto nachazi. Projekce
ale nezachovava poméry ploch a thly. Poledniky se jemné zaktivuji a pély jsou
znazornény jako dlouhé ¢ary v horni a dolni ¢asti mapy. V jejich blizkosti je
také nejvétsi zkresleni. Tato projekce ma predevsim vytvaret zobrazeni celého
sveta a je hojné vyuzivand v atlasech (obr. 6) [21].



Obrézek 6: Robinsonovo vélcové zobrazeni [2]

2.3 Vzdalenost dvou mist na mapé

Jak je v minulych kapitoldch zminéno, neni jednoduché prevést mapu Zemeé-
koule na rovinnou mapu. I presto, ze s nékterymi projekcemi méme pomérné
presnou rovinnou mapu, zmérené velké vzdalenosti na rovinné mapé neodpovi-
daji skutec¢nosti. Uvedme priklad, jak spocitat vzdalenost dvou mist v porovnani
na sféfe a v rovinné mapé.

Priklad 1 Vypocitejte nejkratsi vzddlenost mezi Prahou a Sydney pomoci sfé-
rickjch vzorct a v Toving.

Praha se nachdzi na 50°2’ rovnobé&zce severni §itky a 14°4’ poledniku vychodni
délky. Sydney se nachdzi na 33°9’ rovnobézce jizni itky a 151°2" vychodni délky.
Vytvotrime trojihelnik na sfére se dvéma vrcholy jako dand mésta a tieti vrchol
je severni pol. Vzdalenost Prahy od severniho pdlu je 90° — 50°02" = 39°5&
a vzdalenost Sydney od severniho pélu je 90° +33°9 = 123°9’. Uhel mezi mésty
je dén rozdilem jejich polednikt zemépisné délky 151°2" — 14°4’ = 136°58'.
K vypoctu vzdalenosti vyuzijeme vzorec pro tieti stranu sférického trojihelniku
daného dvéma stranami b a ¢ a thlem A jimi sevieny:

cosa = cosb-cosc—+sinb - sinccos A.
cosa = cos39°58’ - cos 123°9’ + sin 39°58’ - sin 123°9’ cos 136°58’.
cosa = —0,812
a = 144,312°.

Vzdélenost Prahy a Sydney je 144,312°. Obvod Zemé je 40 075 km. Jeden
stupen odpovidéd 111,319 km, protoze

40 075 : 360 = 111, 319

a tedy
144,312 - 111,319 = 16 064, 67.

Praha a Sydney jsou vzdéleny 16 064,67 km.
Intuitivnim zméfenim vzdalenosti stejnych mist na rovinné mapé uvidime
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rozdil. Vezméme na piiklad mapu z atlasu 2, ktera je zobrazena pomoci Robin-
sonovy projekce. Vzdalenost Prahy a Sydney je v této mapé 15,2 cm, méritko
mapy je 1 : 100 000 000. Podle Robinsonovy mapové projekce je vzdalenost
Prahy a Sydney 15 200 km.

Mizeme si povSimnout pomeérné velkého rozdilu obou hodnot. Aby bylo pa-
trnéjsi, jaky je rozdil mezi mérenim vzdalenosti na sféfe a v rovinné mapé,
podivejme se jesté na dvé mista, ktera si jsou blize.

Priklad 2 Vypocitejte vzddlenost Rima a Istanbulu pomoci sférickijch vzorci
a v roviné.

v

Zemépisné soufadnice Rima jsou 41°54’ s. §. a 12°27' v. d. a pro Istanbul jsou
40°59’ s. . a 29°0" v. d. Vzdalenost Rima od severniho pdélu je b = 48°6'
a Istanbul je vzddlen ¢ = 49°1’. Uhel mezi mésty je A = 16°33’. Pak

cosa = cos48°6’ - cos49°1" + sin 48°6’ - sin 49°1’ cos 16°33'.

a=12,42°.

Vzdélenost Rima a Istanbulu je a = 12,42°, pfevedenim na kilometry dosta-
neme vzdalenost 1 382, 67km.

Zmérime-li stejnou vzdalenost i na rovinné mapé a provedeme stejny vypocet
jako v predchozim ptikladu, dostaneme vzdéalenost 1 400km. Porovname-li tuto
hodnotu s hodnotou sférickou, vidime, Ze jejich rozdil uz neni tak znacny.

Kdyz se podivame na vysledky piikladi 1 a 2, muzeme pozorovat, Ze pii
méfeni kratsich vzdalenosti se rozdil hodnot zmengil. Cim vétsi je méfend vzda-
lenost, tim je vétsi odchylka vypoctu. Pokud tedy budeme mérit jen kratké
vzdélenosti (relativné vzhledem k méfitku), mizeme se spokojit s klasickym eu-
klidovskym méfenim v rovinné mapé, napi. pomoci Pythagorovy véty. Ve vétsim
méfitku uz musime pouzit vyse uvedené vztahy pro vypocty vzdalenosti [22].

2.4 Astronomie a pozorovani oblohy

Lidi uz od pradavna pritahovala noc¢ni obloha a predevsim pozorovani ruznych
objektii na ni. Pro urCeni presné polohy télesa je ale zapotiebi souradna sou-
stava. Pro pozorovani raznych téles na Zemi a kolem Zemé je nutné zavést rizné
soustavy soufadnic podle potieby jejich vyuziti. Souradnicova soustava musi mit
definovanou zakladni rovinu, poc¢éatek lezici na této roviné a smér. Soustavy mu-
zeme délit na priklad podle zvoleného poéatku: topografickd (pocatek v misté
pozorovani), geocentrickd (pocdtek ve stfedu Zemé), heliocentrickd (pocatek ve
stfedu Slunce), selenocentrickd (pocatek ve stfedu Mésice) a dalsi [4].

2.4.1 Pravouhla soustava souradnic

Pravoihla soustava soutadnic je definovana hlavni rovinou p, ve které lezi
pocatek P a osy z,y, z jsou na sebe kolmé. Poloha télesa T' je dana tremi sou-
fadnicemi (z,y, ) [4] [5].

2Skolni atlas svéta. 2. vydani. Praha: Kartografie PRAHA, 2007, s. 26 — 27. ISBN 978-80-
7011-925-9.
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2.4.2 Sféricka soustava souradnic

Pro sférickou soustavu soufadnic, jak je uvedeno v [4], je zakladni rovina p
stejnd jako u pravouhlé soustavy a smérem je kladny smér poloosy x. Poloha
télesa T je urcena pruvodicem r a thly ¢ a 1

x =rsinpcosy

y =rsinesiny

Z =T COoS .

2.4.3 Zemépisna soustava souradnice

Zemépisné souradnice jsou velmi podobné sférickym souradnicim s poc¢atkem
ve stfedu Zemé. Zemeékouli prochéazi osa, okolo které se otaci. Osa protind Zemé-
kouli ve dvou bodech v severnim a jiznim poélu. Soustavu urcuje rovina stejnéd
jako u sférické soustavy rovina p. Priisecnice této roviny, na které lezi stred
Zemé (pocatek soustavy), se sférou predstavujici Zemékouli, se nazyva zemsky
rovnik. Na zemském rovniku zvolime bod X, pomoci kterého budeme vyjadio-
vat polohu ostatnich bodu vyskytujicich se na sfére. Libovolny bod T na sfére
je ur¢en souradnicemi (7, ¢, A), kde r je polomér koule, ¢ thel mezi bodem T
a jeho obrazem T promitnutym na zemsky rovnik a A thel mezi obrazem T’
a zvolenym bodem X. Souradnice ¢ bodu T se nazyva zemépisna sitka bodu
T a A se nazyva zemépisna délka bodu T

Hlavni kruznice, které vznikly jako pruseciky rovin kolmych na rovinu p pro-
chazejici po¢atkem O, nazveme poledniky. Smluvné byl dohodnut zédkladni po-
lednik, ktery prochazi observatori v Greenwiche, nazyvany jako nulty polednik.

Rovina prochézejici bodem T' rovnobézna s rovinou p protinad sféru v kruz-
nici, kterd neni hlavni, ale vedlejsi, a nazyvame ji rovnobézka. Vedlejsi kruznice
nejsou povazovany za piimky. Kazda rovnobézka ma jinou délku. Nejdelsi rov-
nobézkou je rovnik a s rostouci vzdalenosti od rovniku délka rovnobézek klesa.
Nejkratsi rovnobézky jsou na pélech [4] [5].

2.4.4 Pozorovani oblohy

Pri pozorovani vesmirnych téles se ndm zd4, Ze se pohybuji na pomyslné
kulové plose. Proto se pro urcovani jejich polohy vyuziva sférickych souradnic
v riznych souradnych soustavéch.

2.4.4.1 Nebeska sféra Pro urceni polohy si na oblohu promitneme ze Zemé
sféru, kterou nazyvame nebeskou, o velikém poloméru. Nebeskou sféru definu-
jeme jako nekonecéné vzdélenou sférickou plochu v jejimz stfedu je stred Zemé
S, nékdy jej ztotoznujeme s pozorovatelem. Pro promitani na nebeskou sféru si
musime urcit vlastni polomér, abychom si ji mohli zobrazit. Pro urcovani po-
lohy téles na nebeské sféfe si musime umistit na sféru pomyslné k¥ivky a body
a mérit jejich vzdalenosti ve stupnich, pomoci sférickych souradnic.

Podivejme se na nékteré vyznamné krivky a body. Povedeme-li stredem Zemé
a mistem pozorovatele svislou primku, protne sféru ve dvou bodech. Horni priise-
¢ik nazyvame zenit Z a dolni nadir N. Zenitu se taktéz rika nadhlavnik, protoze
je primo nad hlavou pozorovatele a nadiru se fika podnoznik ze stejného du-
vodu. Z pruseciku zemské osy s nebeskou sférou dostaneme severni svétovy pol

12



Ps a jizni svétovy pél P;. Déale promitneme zemsky rovnik jako prusecik rov-
nikové roviny a nebeské sféry. Nebesky rovnik od sebe oddéluje dvé polokoule
nebeské sféry. Prolozena rovina kolmo k pfimce zenitu a nadiru prochazejici
mistem pozorovatele protne sféru v kruznici, které fikdme horizont nebo obzor.
Horizont puli pro pozorovatele nebeskou sféru na dvé poloviny, z nichz jednu
mu zakryva Zemé, nevidi ji. Vsechny vyznamné kiivky a body jsou znazornény
na obr. 7.

Obréazek 7: Nebesks sféra

S — stred Zemé, Z — zenit, N — nadir, Pg — severni svétovy pél, Py — jizni svétovy pol

2.4.5 Astronomické souradnice

K urcovani polohy téles na nebeské sféfe mizeme vyuzit astronomické sou-
fadnice, které urcuji polohu pomoci dvou thli podobné jako se ve sférickych
soutadnicich urcuje poloha bodu jako zemépisnéd sitka a délka. Podle polohy
zékladni roviny a pocatku rozlisujeme nékolik druht souradnic.

2.4.5.1 Rovnikové souradnice Zakladni rovinou je rovina rovniku pro-
chazejici stredem Zemé. Souradnice se udavaji ve dvou thlech deklinace a rek-
tascenze.

Deklinace § je ihlova vzdalenost bodu od rovnikové roviny. Na severni polo-
kouli nabyva hodnot 0° az 90° a na jizni polokouli 0° az —90°. Dalsi kiivkou na
nebeské sfére je deklina¢ni kruznice, kterd je hlavni kruznici na nebeské sfére,
a je kolma na svétovy rovnik. MizZeme si ji predstavit jako nebesky polednik.
Specidlnim piipadem deklina¢ni kruznice je kolur rovnodennosti, ktery prochazi
jarnim a podzimnim bodem. Jarni, resp. podzimni bod definujeme jako stie-
dovy prumét Slunce na nebeskou sféru pri jarni, resp. podzimni rovnodennosti.
Pomoci téchto kiivek definujeme rektascenzi o jako tthel mezi polorovinou dekli-
naén{ kruznice daného télesa a polorovinou koluru rovnodennosti (obr.8). Rov-
nikové souradnice urcuji polohu vesmirnych téles na nebeské sfére. Pro hvézdy
jsou tyto souradnice neménné, protoze jsou stalé. Pro pohybujici se planety je
potfeba nejprve urcit jejich polohu v ekliptikdlnich soutadnicich a nésledné je
transformovat do rovnikovych soufadnic nebo do obzornikovych soufadnic [4].
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Obrazek 8: Rovnikové souradnice
S — stfed Zemé, Z — zenit, N — nadir, Pg — severni svétovy pol, P; — jizni svétovy pdl, Q —

jarni bod, § — deklinace, o — rektascenze

2.4.5.2 Obzornikové souradnice Zakladni rovinou obzornikovych sourad-
nic je rovina obzoru. Soutadnice udavaji dva tihly: azimut a vyska nad obzorem.
S ¢asem se obzornikové souradnice A a h pozorovaného télesa T" méni, protoze
se obloha zdanlivé pohybuje.

Azimut A je thel mezi rovinou nebeského poledniku, ktery vznikl jako pri-
seCik nebeské sféry a roviny kolmé k obzoru prochézejici mistem pozorovatele,
zenitem a nadirem, a rovinou vyskové kruznice, coz je rovina kolmd na obzor
prochézejici mistem pozorovatele a sledovanym télesem. Azimut nabyva hodnot
od 0° do 360°.

Vyska nad obzorem h je thel svirany télesem s rovinou horizontu. Udava se
ve stupnich a nabyvd hodnot v rozmez{ —90° v nadiru az 90° v zenitu (obr.9).
Uhel mezi rovinou koluru rovnodennosti a mistnim polednikem nazyvime hodi-
novym thlem jarntho bodu nebo téz hvézdny cas 6. Je-li hvézdny cas roven 15°
neboli jedné hodiné (4° odpovidaji jedné minuté), pak je mistni hvézdny cas 1
h a vrcholi hvézdy s rektascenzi 1 h.

Obréazek 9: Obzornikové souradnice
S — stfed Zemé, Z — zenit, N — nadir, Ps — severni svétovy pél, P; — jizni svétovy pdl, h —

vyska nad obzorem, A — azimut, 7" — misto, kde se nachézi sledované téleso
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Priklad 3 Urcete, jak dlouho sviti Slunce v den zimniho slunovratu, nachdzime-
li se v Praze.

Nejprve musime urcit zemépisné soutradnice pro Prahu. Praha se nachazi na
50°2" rovnobézce severni $ifky. Slunce v den zimniho slunovratu mé deklinaci
—23°27". Slunce se pohybuje po nebeské sféfe, a tak uréime jeho dobu na ob-
loze pomoci sférického trojuhelniku. Vrcholy trojihelniku jsou zenit Z, severni
svétovy pél Ps a primét Slunce na nebeskou sféru S. Délky stran tohoto troj-
thelniku jsou

7S =90° —h, PgS=090°—5, PsZ=90°— o,

h je vyska Slunce nad obzorem. Dosadime délky do kosinovy véty pro sférické
trojihelniky a za tihel A vezmeme tihel ¢, coz je hodinovy thel Slunce v okamziku
vychodu nebo zapadu

c0s(90° — h) = cos(90° — d) cos(90° — ) + sin(90° — §) sin(90° — ) cost

sin h = sin d sin ¢ + cos § cos @ cos t.

V okamziku, kdy je Slunce tésné pred vychodem nebo zapadem je jeho vyska
nad obzorem h = 0. Dosazenim h = 0 bude sin h = 0. Upravime jeSté rovnici,
abychom méli vyraz pro cost na levé strané

cost = —tanptand
a po dosazeni hodnot
cost = —tan(50°2’) tan(—23°27') = 0,518
t = 58°49’.

Jeden stupen udéva ¢tyri minuty. Pak je ¢ rovno 3 hodiny 55 minut. Tento Cas
je ale jen doba dréahy Slunce do poloviny. Celkovy ¢as doby Slunce na obloze
v den zimniho slunovratu v Praze je 7 hodin 50 minut.

2.4.5.3 Ekliptikalni souradnice Ekliptikdlni souradnice se pouZzivaji pro
urcovani polohy téles ve sluneéni soustavé. Zakladni rovinou je rovina ekliptiky
a zakladnim bodem je jarni bod Q. Ekliptika predstavuje zdanlivou trajektorii
Slunce po obloze, je to kruznice tvorena stfedovym prumeétem obézné drahy
Zemé kolem Slunce na nebeskou sféru. Ekliptikalni souradnice urcuji dva thly:
astronomickd délka a astronomické sitka.

Astronomicka délka je thel, ktery svird rovina prochdzejici jarnim a pod-
zimnim bodem kolm4 na rovinu ekliptiky s rovinou prochézejici danym télesem
kolmou na rovinu ekliptiky. Astronomicka sitka je thel, ktery svird téleso s ro-
vinou ekliptiky (obr.10) [4] [5].
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Obrazek 10: Ekliptikalni souradnice
S — stfed Zemé, Z — zenit, N — nadir, Pg — severni svétovy pél, P; — jizni svétovy pdl, T —

misto, kde se nachézi sledované téleso, 3 — astronomickéa $iika, A — astronomickd délka

Priklad 4 Urcete azimut a vijsku nad obzorem Marsu, nazdzime-li se v Praze
a v mistnim hvézdném case § = 5,2 hodin. Ekliptikdlni souradnice Marsu jsou

B=1°29" a A =79°2'3

Praha lezi na ¢ = 50°2’ rovnobézce severni $itky. Polohu Marsu opét uréime
pomoci trojihelniku PsZ M, kde M je misto, kde se nachdzi Mars.

ZM =90° —h, PsM =90°—06, PsZ=90°—¢
dosazenim téchto vztaht do kosinovy véty pro sférické trojihelniky ziskame
sin h = sin d sin ¢ + cos § cos @ cost.

Dale pro reseni tohoto prikladu bude potfeba znat tvar sinovy véty na sfére.
Vyjdeme ze vztahu kosinovy véty cosa = cosb-cosc+sinb-sin ccos A a za pod-
minky, ze sinb # 0 a sin ¢ # 0 upravime vztah

cosa — cosbcosc

cos A = - -
sin bsin ¢

Vztah umocnime na druhou a od obou stran odecteme 1 a upravime

sin? bsin? ¢ — cos? a — 2 cosa cosbcos ¢ + cos? beos? ¢

1—cos? A= — 5
sin® bsin® ¢

2

Vyuzijeme vztahu 1 = sin?z + cos®?z a zéroven vydélime cely vztah sin?a,

za predpokladu, ze sina # 0
sin? A 1 —cos?a+ 2cosacosbcosc— cos?b — cos? ¢

sin? a sin?

asin® bsin® ¢
Analogicky odvodime vztahy pro strany b a ¢

sin? B 1 —cos?a+ 2cosacosbcosc— cos?b — cos? ¢

2

sinb sin? a sin? bsin? ¢

3Ekliptikaln{ soufadnice lze nalézt v astronomickém atlase nebo online na webovych stran-
kach Expresni astronomické informace dostupné na http://www2.sci.muni.cz/lib/info.php.
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sin? C' 1 —cos?a+ 2cosacosbcosc— cos? b — cos? ¢

sin? ¢ sin?

asin? bsin? ¢ ’
a jelikoz se jejich pravé strany rovnaji, muzeme dat do spoletné rovnosti levé
strany rovnic

sin?A  sin?B  sin?C

sina sin? b sin? ¢

a konecnou upravou dostdvame sinovu vétu pro sférické trojuhelniky

sinA sinB sinC

sina  sinb  sinc’
Vratime se zpét k trojuhelniku M Z Pg. Pti pouzit{ sinovy véty pro tento troja-
helnik, ktery mé proti strané PgM thel o velikosti 180° — A, a proti strané ZM
thel ¢ dostaneme vztah

sin(180° — A) sint

sin(90° — ) sin(90° — h)’

po upraveé
coshsin A = cosdsint.

Dalsi vztah, ktery by se nam hodil je vztah, ve kterém se bude kombinovat sinus
i kosinus. Vyjdeme opét z kosinové véty pro sférické trojihelniky. Dosadime-li
za uhly v goniometrickych funkcich A =7 —a,a=nw—a,b=n—fF,c=m—7
pro kazdou stranu a thel a dany vztah upravime, dostaneme

cos a = — cos 3 cosy + cos 3 cos 7y cos a.
Vztah vynasobime sin b

cosasinb = — cos B cos ysin b + cos 5 cosy cos asin b
a s vyuzitim sinovy a kosinovy véty pro ihel v upravime
cos asinb = sin b cos? B cos a — sin a cos A sin? 5 cos ¢ + sin esin? 3 cos a.
Vyraz sin bcos? 8 cos o prevedeme na levou stranu, vytkneme
cosasinb - (1 — cos® ) = sin? B(sin ccos a — sin a cos 3 cos c)

a zkratime sin? 8

cos asin b = sin ccosa — sin a cos 3 cos c.

Vyjdeme-li z tohoto vztahu, sinovy a kosinovy véty a oznacime-li tthel mezi
rovinou ekliptiky a rovinou svétového rovniku e = 23°26’ dostaneme vztahy

sin § = sin 8 cos € + cos B sin € sin A

CoS (oS § = oS 3 cos A
sin qcos § = — sin Bsin € 4 cos 5 cos e sin A.
Do prvniho vztahu dosadime hodnoty ze zadani

sin § = sin 1°29’ cos 23°26’ + cos 1°29’ sin 23°26’ sin 79°2’
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sind = 0,414
§ = 24°29’.

7 druhého vztahu vpocitdme hodnotu pro «

cos 3 cos A
cosq = —————
cos
cosa = 0,209
a = T77°56'.

Jelikoz « € (0°;360°), neni vysledek jednoznaény a musime uréit, ve kterém
kvadrantu vysledek lezi. Kontrolu provedeme pomoci tfetiho vztahu

sin . cos § = — sin sin € 4 cos B cos e sin A

sina = 0,978.

Kdyz je kosinus thlu kladny a stejné tak i sinus, bude velikost thlu v intervalu
(0°;90°). Velikost thlu « je 77°56’, coz odpovida 5 hodindm a 11 minutdm.
Nyni mizeme spocitat hodinovy thel t: ¢t = § — o = 0,017hodin. Tento cas
odpovid4 0°1’.
Spoctéme vysku nad obzorem h

sin h = sin psin d 4 cos ¢ cos § cost
h = 64°26'.
Nakonec vypocitame azimut A ze vztahu
coshcos A = cosdsint
A=0°2".
Opét musime ovérit spravnost vysledku. Ze vztahu
coshcos A = —cospsind + sin ¢ cosd cost

cos A =0,119

dostaneme, ze kosinus dhlu A je kladny, stejné jako sinus, vysledek je tedy
z prvniho kvadrantu a A = 0°2'. Vysledkem celého piikladu tedy je, Ze pro
pozorovatele v Praze se bude Mars nachézat 64°26’ nad obzorem o azimutu
0°2' [4] [5].
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3 Casoprostor

Dalsi aplikaci je teorie relativity. Poradné teorie v oblasti fyziky se neobejde
bez matematického zdkladu. Stejné tak ho potfeboval i Albert Einstein. Dnes
je on chapan jako ,vyndalezce“ Casoprostoru, avSsak tomu tak neni. Jiz Inkové
vnimali ,prostor” a ,cas“ jako stejny pojem a vyjadiovali je jednim slovem.
Avsak za objevitele asoprostoru povazujeme Hermanna Minkowského [19].

3.1 Minkovského geometrie

Hermann Minkowski byl némecky matematik, ktery se zabyval geometric-
kou teorii ¢isel, matematickou fyzikou a teorii relativity. V letech 1896 az 1902
prednésel v Ziirichu, kde mimo jiné vyucoval i samotného Einsteina. Déale pu-
sobil v Gottingenu, kde se spolu s Davidem Hilbertem vénoval matematickym
problémtm relativistické fyziky. Spolecné zavedli pojem ¢tyirozmérného caso-
prostoru, ktery je vybaven pseudoeukleidovskou metrikou, kterd umoznuje in-
terpretaci Lorenzovych transformaci a kinematickych jevii specidlni teorie rela-
tivity. Tato myslenka, spojit tii dimenze fyzického prostoru s ¢asem do Ctyiroz-
mérného ,,Minkowského prostoru“, polozila v roce 1908 matematické zaklady
specialni teorie relativity Alberta Einsteina. Minkowski bohuzel umird pred tim,
nez Finstein Casoprostor prijme jako zdklad své teorie. Pozdéji za to Einstein
Minkowského docenuje, protoze pravé zakiivenim ¢asoprostoru bylo mozno ele-
gantné vysveétlit gravitaci. Proto uvadim napted geometrické zdklady Minkov-
ského geometrie pro snadnéjsi pochopeni samotné Einsteinovi teorie [11] [15] [19].

3.1.1 Skalar a vektor

Predstavme si druhy veli¢in, které budou pro vystavbu teorie dulezité. Za-
¢neme dvéma. Prvni z nich je takovy, ktery urcuje pocet. Nazyvame ho obycej-
nym ¢islem nebo skalar. Takovou velicinou je naptiklad délka nebo ¢as. VSechny
veliciny, které maji i smér, nazyvame vektory. Prikladem vektoru je rychlost.
Pro rychlost ndm nesta¢i znat jen rychlost zmény polohy télesa, ale musime
znat i drahu, po které se pohybovalo téleso. Chceme-li védét kam se pohybo-
valo, musime urcit i smér pohybu.

Vektor predstavuje trojici ¢isel z, y, z. Pro vykonani jednoho kroku z poc¢atku
soufadnicové soustavy O do bodu A se souradnicemi (z,y, z) skuteéné potiebu-
jeme tri Cisla. Zavedeme pro néj matematicky symbol 7, ktery zastupuje tii Cisla
x,y, z. Tato ¢isla, které charakterizuji veli¢inu, nazyvame slozkami vektoru ve
smeérech souradnicovych os systému.

Daéle musime zavést jednotlivé operace s vektory v uréitém souradnicovém
systému. Zacnéme sc¢itanim vektorii. Necht vektor @ ma slozky (ug, uy, u,) a vek-
tor ¥ ma slozky (vg,vy,v.). Souc¢tem téchto dvou vektorti pak rozumime (u, +
Vg, Uy + Vy, Uy +v,). Pokud sou¢tem vektort ziskdme vektor @, mizeme soucet
zapsat jako W = 4 + vU. Ze slozek vektoru w plyne komutativita: W = ¢+ 4 a
asociativita: @ 4 (U + @) = (¢ + ¥) + . Pokud zakreslime vektory do souradné
soustavy pomoci Sipek, mizeme soucet vektoru zndzornit tak, jak je vidét na
obrazku 11.

Dalsi operaci je nasobeni skalarem. Vynasobime-li vektor u skaldrem a, vznikne
novy vektor, ktery mé slozky (au,,au,,au,). Geometricky jde o prodlouzeni
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nebo zkraceni vektoru, jeho smér zustava stejny. Je-li a nulové, dostaneme nu-
lovy vektor. Je-li a zédporné, dostaneme vektor s opa¢nym smérem [9, s. 208 —
211].

Obréazek 11: Séitani vektoru

3.1.2 Body a souradna soustava

Jednotlivé body casoprostoru oznacujeme jako udalosti. Kazdou udélost,
ktera se odehraje ve svété, muzeme rozdélit na posloupnost jednotlivych elemen-
tarnich udélosti. Kazdou vzniklou udélost (rozpad atomu, pohyb &éstice,...)
muzeme popsat Ctyfmi velicinami. Kazda uddlost nastane na urc¢itém misté
(prostorové soutadnice x,y, z) a v ur¢itém case (t). Nejpouzivanéjsi soufadnou
soustavou je soustava, kterou definujeme:

Definice 1 Libovolngj bod O bodového prostoru E? prostoru spolecné s uspordd-
nou bdzi B = (b_i7 b_é, b_g;v) vektorii z vektorového prostoru V3 tvori souradnicovy
systém S bodového prostoru E3.

Primky O + (b}>, O+ (b;), O+ <b§> jsou osy souradnicového systému, nazjvdme
je 1’7 y7 Z.

Je-li baze B ortogondlni, nazgvime odpovidajici souradnicovy systém pravouhly.
Je-li bdze B ortonormdlni, nazjvdme odpovidajici souradnicovy systém kartéz-
sky.

Souradnice vektoru @ € V3 v tomto souradnicovém systému definujeme jako
souradnice vektoru U vzhledem k usporddané bdzi B.

Souradnice bodu A € E3 v tomto soutadnicovém systému definujeme jako sou-
radnice vektoru A — O

(obr. 12) [25].

Obrazek 12: Kartézska soustava souradnic
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vy

Pocatek, orientaci a mérfitko souradnicovych os si muzeme zvolit libovolné.
Budeme se pak casto setkavat se souradnicovymi systémy, které budou vuci
sobé posunuty nebo pootoceny. Pak budeme hledat transformacni vztahy, které
budou prevadét body z jedné soustavy do druhé.

Pro vyjédieni posunuti soustavy S od soustavy S’ o vektor 6y = (o, Yo, 20)
jsou transformacni vztahy

/ / !/
r =T — Zo, Yy =Y —Yo, 2 =z 20,

a potom

=7 — v,
kde 7 je polohovy vektor (privodi¢) dané soustavy. Pro vyjadieni rotace kolem
osy z o thel « jsou transformacni vztahy

¥ =x-cosa+y-sina, 3y =-—z-sinat+y-cosa, 2 =z

Pr1i rotaci se délka polohového vektoru 7/ nezméni:

NCRCIIOVC VL S BN S S )
Tyto linedrni transformace slozek muZeme oznaéit ruznymi indexy (z1,z2, x3)
misto (z,y, z). Pak lze linedrn{ transformaci vyjadfit jako

3
/ _ ) .
Ty = Qij * Tj
=1

pro i = 1,2, 3. Jesté Castéji se tento zapis piSe bez znaku > . Sumaci provadime
pres index, ktery je ve vyrazu dvakrat. Transformac¢ni rovnici zapiseme takto:
x; = a;; - xj. Tento zapis se nazyva Einsteinova sumacni konvence.

Méritkem celého Casoprostoru je rychlost svétla, kterd je neménnéa, nejvyssi
mozna a pro vSechny soutadnicové systémy stejna. Minkowski misto ¢asu t za-
vedl vzdalenost ct, kterd odpovida vzdalenosti, kterou urazi svétlo za dobu ¢, aby
byl rozmér vsech veli¢in stejny. Oznadil ji jako ¢tvrtou soufadnici [27]. V tomto
Ctyrrozmérném prostoru mezi jeho souradnicemi plati

2 +y? + 2% = (ct)?

Kazdou udéalost 1ze z matematického hlediska v prostorocase zobrazit jako
bod. Na osy ¢tyfrozmérného prostoru se nanaseji t¥i prostorové souradnice a
cas. Body se v tomto prostoru nazyvaji svétobody a drahy bodu se nazyvaji své-
tocary. Kazdy svétobod odpovidajici ¢astici v prostorocase, ktera se pohybuje,
naznacuje ¢aru — svétocaru. Pro lepsi geometrickou predstavu Ctyrrozmérného
prostoru se vyuziva tzv. prostorocasovy diagram, kde se jeden ¢i dva prostorové
rozméry vynechavaji (obr. 13) [36].

Na obrazku 13 vidime prostoroc¢asovy kuzel. Abychom mohli tento pojem
predstavit, je potieba nejprve udélat maly myslenkovy experiment, které mimo-
chodem sam Einstein rad délal, v inercidlni vztazné soustaveé. Inercidlni vztaznou
soustavou rozumime soustavu soufadnic v prostoru a hodiny slouzici k urcovani
Casovych intervalt. Kazda dalsi soustava, ktera se k této pohybuje rovnomérné
piimocare, je také inercialni. Soustavy pohybujici se viéi inercidlni soustaveé
s ur¢itym zrychlenim inercidlni nejsou [36].
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Obrazek 13: Prostorocasovy diagram

Uvazujeme inercialni vztaznou soustavu pozorovatele P. Predstavme si, ze z
daného mista P se v jeden okamzik vysle do vSech stran paprsek svétla

ct = /22 +y2% + 22,

kde t je doba letu signalu, ¢ rychlost svétla. Prava strana rovnice stanovuje
vzdélenost urazeného signdlu v prostoru. Tato rovnice je rovnici kuzelové plo-
chy, kterd ma vrchol v pocatku P. Podobné mutzeme zavést minuly svételny
kuzel jako mnozinu bodu prostorocasu tvorenou svétocarami svételnych signdla
smeérujicich do bodu P. Rovnice popisujici minuly svételny kuzel je tvaru

ct = —/2% +y2 + 22,

Sjednoceni minulého a budouciho svételného kuzele nazveme svételnym kuzelem
[24, s. 105-107].

3.1.3 Galileiho transformace

Nyni uz prejdéme k zédkladtum pro vybudovani teorie relativity. Nejprve bychom
potiebovali znat, jak se transformuji souradnice dvou inercidlnich soustav, které
se vuci sobé pohybuji.

Méjme dvé inercidlni vztazné soustavy S(x,y, z,t) a S’ (2',y', 2, t'), které jsou
rovnobézné orientované, a soustava S’ se pohybuje vici soustavé S rychlosti v
ve sméru osy x. Jako ¢asovy pocdtek vezmeme okamzik, kdy pocitky O a O’
splyvaly. Tento okamzik oznac¢ime jako t = ¢/ = 0. Casové intervaly a soufad-
nice polohy budeme v obou soustavidch méfit stejnymi hodinami a tycemi (toto
budeme i v dalsich ivahdch predpoklddat). Vztahy mezi ¢asy a soufadnicemi
soustav S a S’ budou

!

r=x +v-t, y=19, z=2, t="t.

Dané vztahy se nazyvaji Galileiho transformace. Pokud bychom vztahy chtéli
vyjadrit obecnéji pomoci polohového vektoru 7, bude Galileiho transformace ve
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tvaru
F=r'+v-t, t=t.

Galileiho transformace plynou z kazdodenni zkuSenosti, vyjadiuje geometrické
a kinematické predstavy. Z Galileiho transformace vyplyva obycejny aditivni
zékon skladani rychlosti: Jestlize se téleso pohybuje rychlosti v vzhledem k sou-
stavé S’, pak je jeho rychlost v soustavé S

w=u+7.

Neboli obé rychlosti se vektorové seétou. V klasické mechanice (mysleno New-
tonové) neexistuje absolutni rychlost rovnomérného pfimocarého pohybu.

Galilei pozoroval mechanické déje na plovouci lodi stdlou rychlosti po klidné
hladiné. VsSechny déje probihali stejné, jako kdyby se lod nehybala, byla by
v klidu. Z daného pozorovani dosel k nazoru, ze neni mozné se mechanickymi
pokusy presvédcit, jestli se lod pohybuje rovnomérné primocare, nebo jestli je
v klidu. Dnes jej zname jako Galileuv princip relativity, ktery tvrdi, ze ve vSech
inercialnich vztaznych soustavach jsou vSechny zdkony mechaniky stejné. Z toho
plyne, Ze jsou vSechny inercidlni soustavy rovnocenné. Neni mozné zjistit, zad-
nym vnitinim mechanickym pokusem, jak rychle se pohybuje dand inercidlni
soustava. Prii formulaci Newtonovych zakonu klasické mechaniky se pfedpo-
klada, ze jsou splnény dva predpoklady:

a) Absolutni ¢as — ¢asové intervaly mezi uddlostmi jsou nezdvislé na volbé
vztazné soustavy.

b) Absolutni vzdélenosti mezi polohami bodi — vzddlenosti bodl jsou neza-
vislé na volbé vztazné soustavy.

Galileiho transformacni rovnice tyto predpoklady obsahuji. Newton zavedl po-
jem absolutni prostor, ktery je ale vzhledem ke klasické mechanice prazdny.
Protoze vzhledem ke Galileiho principu relativity neni mozné zjistit, ktera iner-
cidlni vztazna soustava je v absolutnim klidu. Neni mozné pomoci jakéhokoli
mechanického pokusu od sebe odlisit dvé inercidlni soustavy. Kdyby se lisily
nékteré fyzikalni zdkony pro vzajemné se pohybujici soustavy, bylo by mozné
urcit, které objekty se v prostoru pohybuji, a které jsou v klidu [36].

3.1.4 Lorentzovy transformace

V této kapitole se vénuji Lorentzovym transformacnim rovnicim v souvislosti
s konstantou rychlosti svétla jako postulatu specialni relativity.

Lorentzovy transformace byly zavedeny, protoze pfi riznych experimentech
bylo néco v neporddku s fyzikalnimi rovnicemi. Na ptiklad kdybychom se po-
hybovali autem rychlosti v a svétlo ze svétel auta se §itilo rychlosti ¢, byla by
vysledna rychlost svétla mérenad z auta ¢ — v. Tento vysledek plyne z rovnice
Galileiho transformace ' = x — vt, kterou jsme zderivovali podle ¢

dr’  dx
S
dt dt
Galileiho transformace tedy nebyli dostatecné, nezachovavaly princip relativity.

Nez se k samotnym Lorentzovym transformacénim vztahtim dostaneme, ukazme,
ze rychlost svétla pro dvé inercidlni vztazné soustavy je stejnd, neménna.
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Méjme dvé inercidlni vztazné soustavy S(z,y, z,t) a S'(z,y/, 2, t") pohybu-
jici se viuci sobé po ose = konstantni rychlosti v a predpokladejme, ze v Case
to = t; = 0 se soustavy piekryvaji. Necht je ve stejném okamziku vysldn své-
telny zéblesk z obou pocatku, ktery se Sif{ do vSech sméru (obr. 14).

Obrézek 14: Soustavy souradnic v ¢ase t =t = 0 a v Case t vzhledem k S se
svételnou kouli

V case t v soustavé S, ktery odpovidd casu t' v soustavé S’, ziskd polohovy
vektor, spojeny se svételnym zableskem, Casoprostorové soutadnice (z,y, z,t),
respektive (z/,y',2',t') v soustavé S, resp. S’. V souladu se specidlni teorif
relativity musi soufadnice polohového vektoru svételného zablesku vyhovovat
nasledujicim rovnicim:

22 4 4 2% = A2

$/2 +y/2 + ZI2 — CQtQ.

Rovnice popisuji vinovou kuloplochu s polomérem r = ¢ - ¢, resp. v’ = ¢ - t.
Odecteni druhé rovnice od prvni, souradnice y a z zlistavaji nezménény, vede
k zakladni rovnici konstantni rychlosti svétla:

332 _ 56/2 — 02t2 _ C2t/2.

Svétlo v soustavé S’ urazi vzdélenost z’, kterd je rovna vzdélenosti x minus
vzdalenost vt, kterou urazil poc¢atek O’ za dobu t od soustavy S, a korigované
rychlosti svétla ¢. Jingmi slovy uddlost v soustavé S’ v ¢ase t vzhledem k sou-
stavé S jiz nastala v ¢ase t' rovnému ¢ minus vzddlenost, kterou urazil pocatek
soustavy S’ v Case t od pocdtku soustavy S korigované rychlost{ svétla c. Po-
tom musi vz /c? byt ¢as, ktery potfebuje svétleny signal k piekonani vzdalenosti
pocatki obou soustav v ¢ase t vzhledem k S neboli

VT vt

2 ¢
Odtud

x = ct,

analogicky pro ¢arkované souradnice

' =ct.
7Z téchto dvou vztaht plyne
e
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tedy rychlost svétla je pro obé soustavy stejnd. Uz tedy vime, zZe rychlost svétla
je pro obé inercidlni vztazné soustavy neménna. Podivejme se, jak odvodit Lo-
rentzovy transformace.

Uvazujme dvé soustavy S(z,y, z,t) a S'(a',y’, 2, t') stejné jako v predchozi
tvaze. Potom je-li y = 0, musi byt i 4y’ = 0 pro libovolné z a stejné tak je-li
2z = 0, musi byt 2/ = 0 pro libovolné y. Protoze soustavy S a S’ jsou inerci-
alni, pohybuje-li se téleso v jedné soustavé rovnomérné primocare, pohybuje se
rovnomérné primocare i vzhledem k druhé soustavé. Zapisme proto y’ a z’ jako
linedrn{ funkce y' = ky a 2’ = kz, kde k je konstanta, kterd neni zdvisld na
soufadnicich a na case, protoze by jinak rtizné body a ¢asové okamziky nebyli
rovnocenné. Tudiz muze byt jen funkci rychlosti v. Aby soustavy S a S’ zustaly
rovnocenné, je k = +1. Pro zachovani identi¢nosti p¥i transformaci soustavy S
na sebe pifi v = 0 musi byt £k = 1. Proto transformace, kterou hledame, musi
byt linedrni a tvaru

¥ =Ax+Bt, y =y, 7=zt =Czx+ Dt
kde A, B,C, D jsou neznamé konstanty. Dosadime-li tyto vztahy do rovnice
P2yt 22— R = 2y 2 - 2
dostaneme
22— 21? = (A? — C?c*)a® + 2(AB — ODc?)at + (B? — D*c?)t%.

Tato rovnost musi byt splnéna pro vSechny body prostoru a v kazdém case,
z toho divodu se musi koeficienty u x a t rovnat:

A2 - C?2 =1, AB—-CD =0, B?-D%*?=¢.

Mame tfi rovnice pro ¢tyfi neznamé, potiebujeme ziskat jesté dalsi rovnici pro
vyteseni. Ctvrtou rovnici ziskdme z posunuti po¢atki soustav viici sobé. Pocatek
O’ mé v Case t souradnice (vt, 0, 0) vzhledem k soustavé S a vzhledem k soustavé
S’ mé soufadnice (0, 0,0). Dosazenim do hledaného transformaéniho vztahu pro
z-ovou soufadnici dostdvame mezi A a B vztah 2’ = Ax + Bt = Avt + Bt = 0,
tedy Av + B = 0. ReSenim soustavy téchto étyf rovnic je

1 —v -4 1
, Bzi _— _
_ _ ) — 2

c2 c2 c? c2

A:

Oznacime

V=
v2
V-~ =

a dosadime do transformacnich vztaht, kde jsou ¢asoprostorové souradnice sou-
stav S a S’ spojené Lorentzovymi transformacénimi rovnicemi:

o =q(@—ot), t'=y(t-—7)



Tyto rovnice lze taktéz zapsat jako

, uU—v
u T wwo
02

kde ¢ je rychlost svétla v prazdném prostoru (neménnd konstanta), u a u’ jsou
rychlosti pohybu télesa ve sméru osy x vzhledem k soustavam S a S’ a v je
rychlost soustavy S’ vici S. Z téchto rovnic vyplyvd, Ze v nemuze byt nikdy
v&tsi neZ c a limita u a v’ jde k c. Pokud u = ¢, pak také v’ je c a stejné i naopak
[9, s. 277-278] [18, s. 16-19] [36].

3.1.5 Geometrie prostorocasu

Teorie relativity a predchozi vztahy ukazuji, ze vzajemné vztahy mezi zmére-
nymi casy a polohami ve dvou rtznych, vici sobé se pohybujicich, souradnych
soustavach nejsou takové, jaké bychom je dle nasi intuice predpokladali. Lo-
rentzova transformace mezi soufadnicemi S a S/, kterd se pohybuje rychlosti v
vzhledem k S, je

Podivejme se na Lorentzovu transformaci z jiného uhlu. Vyskytuje se zde
smeés polohy a Casu. Ze vztahtu pro souradnice polohy a casu se da urcit nova
souradnice polohy. Poloha mérenad jednim pozorovatelem je z pohledu jiného
pozorovatele v mérenich prostoru mald slozka casu. Muzeme zavést analogii
s pozorovanim hloubky a sitky predmétu. Pokud se divime na predmét z jed-
noho thlu, rozliSujeme to, co mizeme nazvat ,zdanlivou hloubkou* a ,,zdanlivou
sitkou“. Tyto dvé charakteristiky predmétu jsou zdanlivé, protoze kdyz pood-
stoupime nebo se na predmét podivime z jiného thlu, vidime jinou hloubku
a jinou Sitku. Z této analogie miizeme vyslovit myslenku, ze ,realita“ predmétu,
na ktery se divame, je o néco vétsi nez jeho sitka a hloubka, nebot tyto charak-
teristiky zavisi na tom, jak se na predmét divame. KdyZ se postavime na nové
misto, nds mozek hned prepocitd novou hloubku a sitku. Ale pokud se budeme
pohybovat rychlosti blizici se rychlosti svétla, nds mozek nestihne soutfadnice
a Cas prepocitat hned. Zatim jsme neméli moznost si vyzkouset pohybovat se
takovou rychlosti jako svétlo, abychom si uvédomili, ze prostor a ¢as maji stej-
nou podstatu.

Pokusme se predstavit si novy svét a v ném predméty. Cas a prostor jsou
v ném smichané ve stejném smyslu, jako zZe se mizeme v nasem obycejném svété
divat na predmét v rtznych smérech. Predstavme si, ze predméty v prostoru,
které existuji urcity cas, nahradime v novém svété bodem. Kdyz se pohybujeme
riznymi rychlostmi, vidime bod z ruznych thla. Tento novy svét, ve kterém se
na ur¢itém misté v urcitém case nachazeji body, nazyvame prostorocasem.

Jak znazornime pohyb bodu v diagramu? Znazornéme pravothlou soustavu
tak, ze horizontalni osa je soutradnice x a vertikalni je casova osa ct. Osy y a z
jsou ve dvou dalsich smérech navzajem na sebe kolmé, a také kolmé na rovinu
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papiru. Osy y a z se promitnou do poc¢atku. Nepohybujici se bod ma souradnici
x. Jak plyne ¢as, souradnice x se neméni, takze ¢ara zndzornuji tento bodu je
rovnobéznd s ¢asovou osou(obr. 15a). Pokud se bod vzdaluje, tak s rostoucim
Casem vzddlenost x narustd (obr. 15b). Tedy bod, ktery se nerozpadd v pro-
storocase, se znazorni pomoci primky. Bod, ktery by se rozpadal, se znazorni
pomoci vidlice, protoze se v jednom misté rozpadne na dvé dalsi ¢asti, které vy-
chézi ze stejného mista. Svétlo se $if{ v prostorocase rychlosti ¢, coz zobrazime

primkou s konstantnim sklonem 45°.

%

Obrazek 15: Drahy bodu v prostorocase [9]

a — bod v klidu v misté =z = zg

b — bod, ktery vychazi z mista x = xo a pohybuje se konstantni rychlosti
¢ — svétlo

Podle této nové predstavy bychom predpokladali, ze pokud se stane néjaké
udalost, napiiklad rozpad ¢astice v uréitém bodé prostorocasu (z,t) na dvé nové
castice, které se budou pohybovat po novych drahéch, tak by nam stacilo poo-
tocit souradnicové osy a dostaneme nové x a t v novém svété. Tak to ale neni.
Geometrie prostoroc¢asu neni obycejna realnd geometrie. Musime urcit prosto-
rocasové souradnice soustavy S’, kterd bude soustavou pro novou ¢astici. Novd
soustava bude mit soufadnicové osy z’ a ct’. Osa 2’ je ddna podminkou ¢’ = 0
a podle Lorentzovych transformaci je to piimka ¢t = (v/c) - x. Osa t’, kterd je
ddna podminkou z’ = 0, je pfimka = = (v/c) - ct. Nové osy budou naklonény
od puvodnich o thel tana = v/c. Uhel sklonu je tim vétsi, ¢im je vétsi rychlost
pohybu soustavy S’ vuéi soustavé S. Pokud se rychlost v bude blizit rychlosti
svétla, bude se thel a blizit 45° a osy z’ a ct’ splynou. Muzeme tedy Tict, Ze
prechod z jedné inercidlni vztazné soustavy k jiné pomoci Lorentzovych trans-
formaci geometricky znamend piechod ke kosothlé soustavé prostorocasovych
soufadnic (obr. 16).

Ackoli geometrie prostorocasu neni euklidovska, preci se ji velmi podobé, az
na nékteré zvlastnosti. Pokud je dany koncept pojeti geometrie spravny, meéli
by existovat funkce ¢asu a souradnic, které jsou nezavislé na souradnicovém
systému. Uvedme na piiklad obycejnou rotaci. Vezmeme dva vhodné body: je-
den v pocatku soustavy a druhy libovolny. Na zacatku budou mit obé soustavy
spolecny pocéatek a vzdalenost téchto dvou bodt bude v obou systémech stejna.
V prostorocase vzdalenost bodt je c?t? — z? — y? — 22 ¢ili

R R C L R -
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Obrézek 16: Rozpadajici se ¢dstice [9]

Tento vztah je néco podobného jako vzdalenost, nazyva se intervalem mezi
dvéma prostoroc¢asovymi body, pokud jeden z nich lezi v poc¢atku. Tento jiny
nazev pozivame, protoze je to jind geometrie. Upravme dany vztah, aby neob-
sahoval c. Rovnice prostorocasu nam fikaji, ze prostor a cas jsou ekvivalentni.
Cas se stal prostorem a mél by se méfit ve stejnych jednotkach. Musime uréit,
jaka vzdalenost je jedna sekunda. Je to vzdalenost, kterou urazi svétlo za jednu
sekundu, tedy 3 - 10% metrfi. Stejné tak i naopak. Metr &asu je ¢as, ktery po-
tfebuje svétlo, aby urazilo vzdalenost jednoho metru, tedy 1/3 - 1078 sekund.
Upravime nase rovnice v takovém systému jednotek, kde bude ¢ = 1. Kdyz
méfime prostor a ¢as ve stejnych jednotkach, zjednodusi se rovnice:

, T — vt

V12

o t—vx
V102
P2 gy 22 g2 g2 2

V pripadé, ze bychom potifebovali ¢ vratit zpét do rovnic, doplnime ho podle
rozmérii (jednotek). Napiiklad aby vyraz v/1 — v2 byl bezrozmérny, musime v2
vydélit ¢.

Rozdil mezi intervalem v prostorocase a vzdalenosti v obycCejné geometrii je
také v tom, ze pokud by bod mél jenom prostorové souradnice a nulovou ca-
sovou souradnici, bude druhd mocnina intervalu zaporna a interval bude mit
zapornou hodnotu, na rozdil od vzdalenosti, kterd je vzdy kladna. Oznac¢ime-li
prostoroéasovy interval dvou udalosti s2, pak s = —z? — y2 — 22. Odmocnina
ze zaporného c¢isla je imaginarni ¢islo. Intervaly mohou byt redlné i imaginarni.
Je-li interval imagindrni, fekneme, ze mezi dvéma body je prostorupodobny in-
terval. Podoba se vice prostoru nez ¢asu. Dané udélosti se odehrély na rtznych
mistech daleko od sebe v prosotru. Naopak, pokud se dva body lisi pouze c¢a-
sem, jsou na stejném misté a odehraly se v jinou dobu, je druhd mocnina ¢asu
kladnd. Interval je kladny, nazyvame ho casupodobnym intervalem. Vztah pro
prostoroéasovy interval s? = c%t2 — 22 — % — 22 se podob4 zndmému vztahu pro
vzdélenost v euklidovském prostoru r? = 22 +y% + 22 a vyjadiuje, jak jsou ud4-
losti od sebe vzdaleny v prostoru a case. Miizeme tict, ze je to takova zobecnéna
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Pythagorova véta pro pseudoeuklidovsky prosotorocas. Pro lepsi reprezentaci za-
kiiveni prostorocasu se vyuziva diferencialniho tvaru prostorcasového intervalu
(ds)? = c*(dt)? — (dz)? — (dy)? — (dz)? charakterizujici dané zak¥iveni, protoZe
v riznych mistech jsou odlisna prostorova méritka a rtizna rychlost plynuti casu.

Pokud bychom chtéli geometricky interpretovat prostorocasovy interval, vzpo-
meneme si na prosotorocasovy diagram. V ném mame prostorocasovy kuzel,
ktery znazornuje hranici mozného pohybu v prostorocase. Svétoc¢ary zndzor-
nujici sifeni svétla sviraji thel 45° se souradnicovymi osami. Méjme dvé uda-
losti, které jsou soucasné, staly se ve stejnou dobu, ale na rdznych mistech.
Tyto udalosti lezi v roviné kolmé k casové ose. Vice nez rovina to je nadplocha,
kterd znazornuje trojrozmérny fyzikalni prostor v jednom case. Taktéz ji mu-
zeme oznacit jako prostorupodobné nadplocha. Zde je zména ¢asu nulova, tedy
dt = 0. Po oznaceni (dr)? = (dz)? + (dy)? + (dz)? je prostorofasovy interval
(ds)? = —(dr).

Dvé udaélosti, které se staly na dvou raznych prostorupodobnych nadpolo-
chach v rizném case, jsou soumistné. Mezi udéalostmi probéhl néjaky casovy
interval dt a jejich prostorovy interval je dr = 0. Prostorocasovy interval dvou
soumistnych udélosti je (ds)? = c?(dt)?. Oba typy prostorocasovych intervali
jsou na (obr.17) [9, s. 311-315] [30] [36].

ct

pan /

dy

Obrazek 17: Prostorocasové intervaly: ds; je prostorocasovy interval u soudo-
bych udélosti Uy a Uy v Case t,; dso je prostorocasovy interval u soumistnych
udélosti Uy a Uz v ruznych ¢asech t, a t;

3.2 Einsteinova specialni teorie relativity

V roce 1879, kdy umird Maxwell, v Némecku se rod{ Albert Einstein. Po
vystudovani gymnézia v Mnichové se dostava do Curychu, kde roku 1900 do-
koncuje studium a vychézi jeho prvni publikace do Annalen der Physik. Pak pri-
chéazi jeho ,zézracny rok“ 1905, ve kterém publikuje nékolik revolucénich ¢lanku
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a jeden z nich je zdkladem pro specidlni teorii relativity [1]. Einstein se na pro-
blém relativity pohybu podival z nového thlu. Navrhl postavit fyziku na dvou
novych principech — principu relativity a principu konstantni rychlosti svétla.

Tato teorie se zrodila z marné snahy chapat Maxwellovu elektromagnetickou
teorii klasicky ,,newtonovsky“. Maxwellova teorie by podle klasické mechaniky
mohla platit jen v jedné inercidlni soustavé. Tuto specidlni soustavu bychom
povazovali za ,absolutni vztaznou soustavu“ podle Newtonova pojeti. Takova
soustava je reprezentoviana nehybnym svétlonosnym éterem (médiem). Podle
étherové hypotézy je svétlo vlnéni média.

Specidlni teorie relativity predevsim vychdazi z netspésnych méreni Michel-
sona a Morleye, ktefi chtéli potvrdit existenci éteru pomoci zméreni rychlosti
Zemé v letech 1881 az 1904. V experimentu mérili pomoci interferometru rych-
lost svétla ve sméru a proti sméru pohybu Zemé. Pokus ukéazal, ze ve vakuu
je rychlost svétla v rtznych inercidlnich soustavach stejnéa. K rozporu mezi me-
chanikou a elektromagnetismem zaujal Albert Einstein novy postoj. Uvédomil
si, a to je také podstatou jeho teorie, ze oproti newtonovské fyzice ¢as ani pro-
stor nejsou absolutni. Naopak rychlost sifeni svétla je absolutni. Ve vsech iner-
cidlnich vztaznych soustavach naméfime stejnou hodnotu pro rychlost svétla
c = 299 792 458 metru za sekundu. Na zakladé téchto ivah zobecnil Einstein
Galileiho princip relativity na vSechny fyzikalni jevy:

Theorém 1 Fyzikdlni zdkony jsou stejné pro vSechny inercidlni vztazné sou-
stavy.

Vsechny inercidlni soustavy jsou rovnocenné. Einsteintiv 1. theorém (specidlni
princip relativity) je tak vyjadfenim neexistence absolutni vztazné soustavy.
Poznatek o konstantni rychlosti svétla ustanovil Einstein jako druhy nezavisly
postulat spolu se specialnim principem relativity:

Theorém 2 Rychlost svétla ve vakuu je stejnd ve vsech inercidlnich soustavdch
bez ohledu na jakykoliv pohyb zdroje nebo pozorovatele.

Jinymi slovy druhy postuldt specialni teorie relativity riké, ze rychlost svétla
se nesklada s jinou rychlosti. Muze se zdat, ze dany postulat je v rozporu se
selskym rozumem a obvyklymi predstavami, které jsou obsazeny v Galileiho
transformaci.

Princip konstantni rychlosti svétla vede k relativité soucasnosti. Piedstavme
si vlak, ktery stoji. Z jeho stfedu pozorovatel uvnitt vysle signdl (svétlo), ktery
na obou koncich otevie dvefe. Pozorovatel uvnitt i pozorovatel, ktery stoji na
nadrazi, vidi otevieni dvefi ve stejnou chvili. Pokud se ale vlak pohybuje a pro-
vede se stejny pokus s otevienim dveri, bude pozorovatel na nastupisti pozorovat
néco jiného nez pozorovatel uvniti. Uvniti vlaku se nic nezméni. Pro pozorova-
tele vné vlaku se dvefe vpredu oteviou o néco pozdéji nez dvere vzadu, protoze
signal, ktery letél k predni stejné, dorazil na misto o néco pozdéji. Sténa pred
nim ubihala. Pozorovatel na nastupisti by z toho vyvodil, Ze k témto udalostem
nedoslo soucasné (obr. 18) [24, s. 32-34] [36].
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Obrazek 18: Vlevo — sifeni signalu k otevieni dveii z pohledu pozorovatele ve
vlaku; vpravo — sifeni signalu k otevteni dveti z pohledu pozorovatele na nadrazi

3.3 Obecna teorie relativity

Obecna teorie relativity, kterou Albert Einstein publikoval, je predevsim te-
orii gravitace. Hmotna télesa ve vesmiru maji kolem sebe gravitacni pole, coz
védél uz i Isaac Newton. Co je ale nového, a co svou novou teorii Einstein ukézal,
je, Ze télesa svou gravitaci zakiivuji kolem sebe prostor, 1épe feceno prostorocas.

3.3.1 Geometrie jako zaklad

Starovéké Recko povazujeme za kolébku zapadni védy. Tam byla sestavena
logické soustava, Euklidova geometrie, jejiz tvrzeni vyplyvala jedno z druhého
s takovou presnosti, ze kazdé dokdzané tvrzeni bylo tézko zpochybnitelné [31].
O matematickou vystavbu teorie relativity se zaslouzili jini a to Ricci a jeho zak
Levi-Civita, Riemann, Christoffel, Minkowski a Poincaré, predevsim vystavbou
diferencidlni geometrie a tenzorového poctu. Levi-Civita a Ricci publikovali svou
praci v Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs v roce 1917, coz ale bylo az
63 let po Riemannové tenzoru a po dokonceni samotné obecné relativity. Teorie
také uziva Lorentzovy transformace. Einstein jejich usili dokoncil poznanim, ze
udalosti v prostoru a case lze urcovat geometricky pomoci ¢tyirozmérného Min-
kowského prostorocasu. Minkowski totiz sviij prostor myslenkoveé i matematicky
vybudoval v Euklidovské geometrii, v ,,normalnim“ svété, kde rovnobézky jsou
rovnobézkami, soucet hlu v trojihelniku je 180° a plati Pythagorova véta. Fin-
stein ale chtél svoji teorii relativity vysvétlit podstatu gravitace a proto transfor-
moval Minkowského prostorocas do Riemannovy geometrie [19] [32, s.221] [35,
s. 266—269].

3.3.2 Riemannova elipticka geometrie

V euklidovské geometrii jednim bodem prochéazi pouze jedna ptfimka, kterd
je rovnobéznd s primkou p. V této geometrii naopak danym bodem neprochéazi
zadnd rovnobézka s primkou p. Riemanova eliptickd geometrie je nejcastéji mo-
delovdna na povrchu koule. Pr¥imkou nazyvame hlavni kruznici na povrchu.
Jestlize za primky nyni povazujeme kruznice, nemizeme nadéle Fict, ze bod
B lezi mezi body A a C na ptimce. Misto toho miizeme tict, které body oddé-
luji ostatni. Lezi-li na kruznici po fadé body A, B, C, D, fekneme, ze body A a C'

31



oddéluji body B a D a dany vztah mezi body oznacime (AC|BD). Médme tak
prvni axiom:

Axiom 1 Jestlize (AC|BD), pak jsou body A, B,C, D kolinedrni a rizné.

Stejné tak musime preformulovat i dalsi objekty. Usecka AB byla definovana
jako mmnozina vsech bodu mezi body A a B vcetné nich. Zde se ale nemuzeme
bavit o bodech mezi, protoZe to postrada smysl. Usecku tedy zaddvdme t¥emi
kolinedrnimi body A, B, C' a jsou to vsechny body, které nejsou od B oddéleny
body A a C, véetné A, B,C.

Axiom 1 mé jeden nedostatek a to ten, Ze podle néj mohou dva body lezet
pouze na jedné pfimce, coz by na priklad pro poly neplatilo. Nabizi se tedy
feseni: zavedeni antipodalnich bodt, jak uz bylo naznac¢eno v 1.3. Antipodélni
body jsou body ziskané ztotoznénim dvou protilehlych bodt na sfére. Pokazdé,
kdyz prechazime z jednoho do druhého, jsme vlastné zpét v pavodnim bodé.
Mizeme tak preskocit hlavni kruznici pricchodem z daného bodu do jeho nyni
stejného antipodalniho bodu, ktery byval na druhé strané.

Vsechny primky jsou v tomto modelu kone¢né, a navic vSechny piimky kolmé
k primce p jsou soubézné a protinaji se ve spolecném bodé, ktery nazyvame
pdl p. Elipticky prostor je konecény, protoze vSechny ¢ary maji konecnou délku,
a neomezeny, protoze na povrchu koule neexistuje zadna hranice. Ve vesmiru,
kde by se paprsky svélta pohybovaly po eliptickych liniich, bychom si mohli
svou hlavu s pomoci dobrého dalekohledu a par miliardami let (¢as ¢ekdni, nez
svétlo proleti svou drahu) prohlédnout zezadu [14].

3.3.3 Teorie gravitace

Aby mohla celd teorie vzniknout, musela byt dotazena k dokonalosti a vyrov-
nat se s prekdzkami. Pfedevsim byla omezena na inercialni vztazné soustavy a
chybéla radna teorie pro gravitaci. Zatimco preneseni teorie k neinercidlnim sou-
stavam je ¢isté matematické, teorie gravitace nebyla nikdy formuloviana a musela
teprve vzniknout.

Uz z Newtonovy mechaniky bylo zndmo, ze predméty v gravitacnim poli Zemé
padaji se stejnym zrychlenim, nehledé na to, z jakého materiadlu jsou vyrobeny.
Zrychleni bylo urcéeno jen intenzitou gravitaéniho pole, coz plynulo z rovnosti
zakonu setrvacnosti a gravita¢niho zakonu. Samotnou rovnost i ovéril madar-
sky fyzik Etvos v 19. stoleti. To, ze je zrychleni nezavislé na vlastnostech té-
lesa, plyne dle Newtonovy mechaniky z toho, ze setrvacné sily jsou zdanlivé
a v inercidlnich vztaznych soustavich je nulové zrychleni ¢astic, na které tyto
sily nepusobi. AvSak v neinercidlnich soustavach je nezavislost zrychleni télesa
vlastnosti pohybu, protoze zrychleni je prvni derivaci rychlosti. Podivime-li se
na dany problém v prostorocase, budou trajektorie téles v inercidlni soustaveé
znazornény jako piimky, at uz budou z jakéhokoli materialu. V neinercialni sou-
stavé bude pohyb télesa slozitéjsi, ale pro pozorovatele se bude jevit, jako kdyby
téleso bylo pod vlivem silového pusobeni, i kdyz je to pouze geometricky popis
pohybu.

MizZeme si to predstavit na prikladu kosmické lodi, ktera startuje ze Zemé na
jejl obéznou drahu. Po tom, co odstartuje, vidi kosmonauti vSechny pohyby se
stejnym zrychlenim, jako se sami pohybuji vii¢i Zemi. Ve chvili, kdy se dostanou
na obéznou drdahu, budou ve stavu beztize a pouze pod vlivem zemské gravi-
tace, a budou si ptripadat jako v inercidlni soustavé. Za prostor v okoli kosmické
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lodi muzeme vzit plochy Minkowského prostorocas, tak jak byl predstaven ve
specialni teorii relativity. Okoli Zemé pak bude vlivem hmotnosti Zemeékoule za-
kiiveny Minkowského prostorocas. Cim vice je téleso hmotné, tim vice se prostor
zakrtivi, proto okolo kosmické lodi bude spise plochy na rozdil od okoli Zemé.
Pohyby téles, které prostor nezakrivuji, nebo aspon nezretelné zakrivuji, budou
po geodetickych carach. Hmotna télesa nam tedy feknou, jak prostorocas vy-
pada a prostorocas urci, jak se ma v ném téleso pohybovat.

Souvislost mezi zakiivenim trojrozmérného prostoru a ¢tyirozmérného pro-
storo¢asu nam muze nastinit myslenky Einsteinovy teorie gravitace. Jestlize
muzeme oblasti na povrchu Zemé znazornit do euklidovské roviny s minimalnim
zkreslenim, mtizeme i v teorii gravitace zavést geodetickou soustavu souradnic,
ve které se nachdzi lokalni extrém, lokdlné u udalosti. Geodetické ¢ary (svétocary
volné padajicich ¢astic v prostorodase) jsou spojeny s gravitaénimi silami. A tyto
sily v lokalné geodetické sosutavé vymizi. V tomto lokalnim priblizeni nevymizi
veliciny ukazujici, ze je zakfivena samotna geometrie a ne soustava soufadnic.
Zakrtiveni na zemském povrchu je zjevné na tom, ze se hlavni kruznice protinaji
a kfivost prostorocasu se projevuje tim, ze volné pusténé ¢astice zacnou ménit
svoje vzdalenosti. Toto jsou tedy souvislosti mezi gravitaci a geometrii a tuto
teorii zacal Einstein nazyvat obecnou teorif relativity [24, s.169-174].
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4 Uméni

Dalsi aplikace je v oblasti uméni. V uméni v pocéatcich 20. stoleti ztraci
tradi¢ni euklidovska vzdalenost svuj vyznam. Vzdélené objekty se znaroznuji
blizko, zatimco blizké body se v malovaném platné oddéluji. Realita se neucho-
puje dohromady. Stejné jako v kaleidoskopu, se ¢lovék snazi rozpoznat rizné
barevné ¢asti, tak i tak by mél vnimat realitu z uméni. Poselstvi z dél je zavislé
na pozorovateli a realitu si kazdy pozorovatel predstavuje podle svého relativ-
niho pohledu. Tradi¢ni perspektiva uz neexistuje, takze umélec jiz neni povinen
reprezentovat realitu z jediného centralniho pohledu.

V této kapitole predstavime rtuzné umélce, ktefi se zamérili na neeuklidov-
skou geometrii a prendseli ji do svych dél. Predevsim plijde o zastdnce hnuti
a uméleckych smért, které vznikaly na prelomu 19. a 20. stoleti. Jako prvni, ale
ukézeme umeélce a vytvory, které néjakym zpusobem pracovali s hyperbolickou
geometrii.

4.1 Hyperbolickd geometrie

Hyperbolickd geometrie je typ geometrie, ve kterém neplati Eukliduv 5. po-
stulat. Spise byl uplné vyhozen a nahradil ho postulat, ktery je jeho pravym
opakem:

Postulat 5 (Lobacevského) Bodem, ktery nelezi na primce, prochdzi vice nez
jedna rovnobézka k té primce.

Na tomto a ostatnich 4 Euklidovych postulatech stoji zéklady hyperbolické ge-
ometrie.

4.1.1 Poincarého kruhovy model

Hyperbolicka geometrie je v tomto modelu zobrazena do vnitiku kruznice
K. Body na kruznici jsou body v nekonec¢nu a body vné kruznice K jsou body
mimo rovinu.

Pifmky v tomto modelu jsou bud primérem kruznice, nebo ¢asti (euklidov-
skych) kruzmic, které jsou na K kolmé. Jejich konce lezi na kruznici K, lezi
v nekonec¢nu. Vzajemnd poloha primek je zde trojiho druhu. Pfimky mohou byt
ruznobézné, protnou se v jednom bodé uvniti kruznice K, soubézné, protnou
se v nekonec¢nu (v krajnich bodech na kruznici K), nebo rozbézné, nikdy se
neprotnou (obr.19).

Nyni pfipodobnime Poincarého kruhovy model komplexni roviné, protoze
pomoci komplexnich ¢isel ziskame jakysi formalismus pro zavedeni vzdalenosti
v tomto modelu. Vzdalenost musi byt invariantni viici komplexnimu sdruzeni.
Stied kruznice K zvolime jako pocatek. Piimka o prochazejici poc¢atkem roz-
déli prostor modelu na dvé ¢asti. V horni poloviné zvolime body z; a 22, pak
v dolni poloviné modelu budou jejich komplexné sdruzené obrazy ziskané jako
(euklidovské) zrcadlen{ pies piimku o.

Vyjdeme z euklidovské metriky pro vzddlenost d(z1, z2), kterd m4 tyto vlast-
nosti: symetrie, totoznost, trojihelnikovd nerovnost a aditivnost. Dale chceme,
aby funkce vzdalenosti v hyperbolické geometrii d(z1, z2) méla dalsi vlastnosti:
pro vSechna z; a 2o uvnitt K
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Obrazek 19: Pfimky v Poincarého kruhovém modelu — piimky a a b jsou rtz-
nobézné, a a d jsou soubézné a a a c jsou rozbézné

d(Zl, ZQ) = d(517 52)

d(z1,22) = d(M(z1), M(22)),

kde M jsou primé hyperbolické transformace v K. Tyto vlastnosti tvrdi, Ze
hyperbolické transformace v K neméni vzdalenosti mezi body, protoze hyper-
bolicka transformace je bud prima transformace K na sebe, nebo je slozenou
funkei, ktera z prvni vlastnosti zachovava vzdalenost. Tyto dalsi vlastnosti ndm
umoznuji provadét nékolik uzitecnych pozorovani. Za prvé, primé hyperbolicka
transformace

ARV A
M:z—

1—512

prevadi z; do 0 a z5 do (22 — 21)/(1 — Z122) a z druhé uvedené vlastnosti vyplyva

)

Musi tedy existovat funkce, ktera ma uvedené vlastnosti véetné ivodnich z eu-
klidovské metriky. Vyhovujici funkei je tanh ™! [3, s. 367-369]. Pak budeme de-
finovat vzdalenost bod z; a zo v modelu jako

Pokud bychom chtéli mérit vzdalenost bodu z od poc¢atku bude

A1, ) = d (07 a2

1-— Z_122

22— 21

d = tanh ™'
(21, 22) = tan ( T

d(0,z) = tanh ™! |z| .

Cykly (kruznice v hyperbolické geometrii) jsou definovéiny podobné jako v eu-
klidovské geometrii: body, které jsou hyperbolicky stejné vzdaleny od pevného
bodu. Cykly jsou v Poincarého kruhovém modelu reprezentovany jako eukli-
dovské kruzmice (pfip. jejich ¢dst), jen jejich stied lezi jinde nez jak ho zndme
euklidovsky. Cykl uréeny svazkem primek a bodem S je mnozina bodi s nésle-
dujicimi vlastnostmi: Do dané mnoziny patii bod S a patii-li do ni bod P na
pfimce p ze svazku, pak do ni patfi kazdy bod @, ktery lezi na nékteré primce
q ze svazku. Je-li cykl urceny svazkem ruznobézek, je cykl kruznici, kterd ma
stied ve stfedu svazku [26, s. 136-137].
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V pripadé svazku soubézek, lezi stred cyklu na kruznici K. MizZeme jej po-
vazovat za limitni pfipad kruZnice, jejiz polomér se zvétsuje. Cykly pro svazek
rozbézek jsou reprezentovany oblouky, které protinaji K v koncovych bodech
primky, na kterou je svazek rozbézek kolmy, a kterou je i svazek rozbézek defi-
novan. VSechny t¥i typy cykla ndlezejici svazktim piimek jsou na obrazku 20 [3,
s. 343-377].

Obrazek 20: Cykly — a) svazek ruznobézek; b) svazek soubézek; c) svazek roz-
bézek

4.1.1.1 Maurits Cornelis Escher Maurits Cornelis Escher byl nizozem-
sky malif, ktery jako prvni vymaloval Poincarého kruhovy model. Pfedevsim se
zabyval tesalaci* v euklidovské roviné. Byl vzdy fascinovdn nekoneénem, a kdyz
vidél tesalaci hyperbolické roviny pravidelnimi hyperbolickymi Sestitthelniky, in-
spiroval se a hledal zpusob, jak nekonefno znézornit na omezené plose kruhu.
Intenzivné studoval hyperbolické tesalace az nakonec vytvoril sérii svych grafik
s ndzvem Circle limits (obr. 21) [20].

Obrézek 21: Andélé a netopyri — vlevo v hyperbolické roviné, vpravo v eukli-
dovské®

4.1.2 Mobitv pas

Jednim z dalsich zakrivenych prostori je Mébitav pas. Vezméme do rukou
pruh papiru a jeden jeho konec oto¢me o 180°. Oba konce slepme. Kde je ted
rub a lic? Kolik mé paska stran? Ziejmeé je na obé otazky tézké odpovédét. Tato

4zaplnéni prostoru mozaikou jednoho tvaru, nebo také dlazdéni roviny
5M.C. Escher Circle Limit IV (Heaven and Hell), 1960, Woodcut Printed from Two Blocks.
© 2021 The M.C. Escher Company-Holland. VsSechna prava vyhrazen. www.mcescher.com
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pozoruhodné slozend paska nese nazev Mobiova.

V roce 1858 dva matematici, Augustus Ferdinand Moébius a Johann Bene-
dict Listing, nezavisle na sobé objevili Mobiouv pas a s tim i skutecnost, ze se
jedna o jednostranny povrch. Mébiovy prouzky vstoupily do nasi kultury mnoha
zpusoby. Na priklad vypadaji jako umélecké predméty. Zabyvali se jim i umélci
jako Maurits Escher (obr.22) nebo se také vyskytuji v literatufe, v povidkach
,No-Sided Professor®, ,,A. Botts and the Moebius Strip“ a ,,Subway Named Mo-
ebius* shromazdéné Cliftonem Fadimanem v jeho Fantasia Mathematica. Také
rada patenti v pramyslu zaklada svou myslenku na Mébiové pasku: magnetofon
s oboustranou paskou, ktery bézi dvojndsobné dlouho, dopravni pas navrzeny
tak, aby se rovnomérné opotiebovavaly obé strany ¢i samocistici filtracni pas
pro stroje na suché ¢isténi. Neddvny zajem o Mobiovy pasy a dalsi kroucené
prouzky prichazi i z oblasti chemie a molekularni biologie. Je to ¢aste¢né proto,
ze molekula DNA c¢asto pfipomind péds se sudym pocCtem pul otocek s jedno-
strannym povrchem [13, s. 146-147].

Obrézek 22: Mobiova paska (Cerveni mravenci)®

Nejjednodussim geometrickym modelem pro Mébiusuv pas je plocha dand
normalnim vektorem, ktery pri prichodu uzavienou cestou provede pul otacky.
Avsak bézny pés vyrobeny z papiru nemusi byt takovymto modelem dobfte po-
psan. Generovany povrch nemusi byt rozvinutelny, to znamend, ze nemusi zacho-
vavat vSechny vnitini vzdéalenosti pti rozvinuti do roviny. Proto jen rozvineme
prouzek do roviny a pii takovéto deformaci se jeho metrické vlastnosti nezmeéni.
Pravidelnd kiivka v trojrozmérném prostotu je zcela urcena jejim zakiivenim
a zkroucenim jako funkci délky oblouku. Dostate¢nou podminkou pro rozvinuti
pasku je, ze zakiiveni plochy zmizi. Tato vlastnost se pak vyuziva ke konstrukci
analytickych priklada rozvinutelnych Mébiovych pasku [13, s. 146-147] [34].

4.2 Kubismus

V uméleckém hnuti kubismus na prelomu 19. a 20. stolet{ se projevuje snaha
promitnout ¢tvrtou dimenzi i do uméni. Pojmenovani kubismus formuluje ve své
knize ,,Shadows of reality® Tony Robbin. Podle néj by se hnuti mélo jmenovat
hyperkubismus, protoze se v kubistické tvorbé ¢asto objevuji odkazy na hyper-
krychle od Esprita Joufretta. Pravdou vsak je, ze prvni pojmenovani vzeslo od

6M.C. Escher, Mébius Strip II (Red Ants), 1963, Woodcut Printed from Three Blocks ©
2021 The M.C. Escher Company-Holland. VSechna prava vyhrazen. www.mcescher.com
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kritika Louise Vauxcella, ktery oznacil Picassovo dilo jako krychlové bizarnosti.
Robbin dale tvrdi, ze nase vlastni pravda miize byt pouze ¢asti smysluplnéjsi
Ctyfrozmérné reality. Samotny koncept projekce ma pro néj nesmirny vyznam
a dava prednost projekci ze ¢tyt dimenzi do t¥i dimenzi a poté obvykle do dvou,
aby se véci dostaly do roviny. Ctvrté dimenze pak inspirovaly samotného Pabla
Picassa. Jeho dila by ale nemohla vzniknout bez genialnitho matematika Mau-
ricia Princeta, ktery odvodil celou geometrii kubismu [28].

Nové objevy ve védé, predevsim Einsteinovy objevy, se staly novymi moz-
nostmi pro umélce. Snazi se dostat do svych dél ¢tvrty rozmér, ktery by je
obohatil. Ve vétsiné dél je ¢tvrta dimenze zobrazena jako prechod, jak uvidime
u vyznamného zastupce kubismu Pabla Picassa.

4.2.1 Pablo Picasso

Jak jiz bylo zminéno, Picasso byl inspirovan védeckymi spisy od Princeta,
a také jej do zna¢né miry ovlivnily dila Esprita Joufretta. Celé své obdobi zacind
vyrokem , Uméni je lez“ a otevird tim svou kubistickou tvorbou. Jeho prvnim
kubistickym dilem jsou Avignonské slecny (obr.23). Dilo je provdzdno precho-
dem zleva doprava, od reality az po znetvoreni lidské osoby. Je také ztvarnénim
vicepohledovosti na pét prostitutek predevsim pomoci geometrickych tvari. Vi-
cepohledovost je to, jak umeélci premysleli o ¢tvrté dimenzi, jak je predstavena
v teorii relativity, a na zdkladé toho ilustrovali sva dila. Jde o zobrazeni jed-
noho predmétu z nékolika thla pohledu naréz. Z takovych pohledu, které by v
realném svété nebyly vidét. Picasso tak znicil perspektivu a namaloval kousky
reality z riznych hld nebo v ruznych rovinach, které si pozdéji v mysli divak
vybavi [37].

Obrézek 23: Avignonské slecny”

"Pablo Picasso, Les Demoiselles d’Avignon, 1907 © 2021 Estate of Pablo Picasso / Artists
Rights Society (ARS), New York
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4.3 Futurismus

Futurismus na rozdil od kubismu, ktery rozdéloval objekty do geometrickych
casti, je vic spojeny a vice kontinualni. V tomto uméleckém sméru jde predevsim
o oslavu pohybu. Proto v jednotlivych dilech byva tenka hranice mezi smysly.
Zacinaji se tvorit experimenty s fotografii, prichdzi pocatky filmu, zkratka jde
o propojeni obrazu a pohybu, ktery by dodaval dalsi dimenzi. Jako zastupce fu-
turista zde ukazuji Eadwarda Muybridge, ktery se vénoval obraztim z fotografii.

4.3.1 Eadward Muybridge

Eadward Muybridge provadél experimenty s fotografiemi, kde se snazil za-
chytit ¢tvrty rozmér — pohyb. Jde tak o dalsi pokusy ztvarnéni prostorocasu do
dvourozmérného obrazu. Jeho dila jsou sloZena ze série fotografii bud cloveka
nebo zvitete, které jdou casové za sebou. Na obraze jsou zachyceny jednotlivé
okamziky pohybu, které kdyz se za sebe poskladaji vznikne dojem, Ze se ziva
bytost na obraze pohybuje (obr.24) [23].
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Obrézek 24: Lenochod®

4.4 Surrealismus

Surrealismus se vyznacoval predevsim optickou iluzi, dvojtymi obrazy a své-
tem snu s podvédomim, které spojujeme se Freudovou psychoanalyzou. Surrea-
lismus byl také ovlivnén moderni fyzikou, ktera se vyvinula v predchozich deseti
letech. V tomto obdobi tvoril sva dila Salvador Dali, pro néhoz se fyzika stala
klicovym prvkem malby a psani ve tricatych letech.

4.4.1 Salvador Dali

Surrealisté ponotili Dalitho do svéta fyziky. Nova realita navrzend nedavnou
teorii relativity Alberta Einsteina, po niz nasledovala teorie kvantové fyziky, na
néj zvlasté pusobila. Nova véda ukazovala svét, ve kterém se mohou ¢astice na-
chézet na dvou mistech soucasné, nebo ve kterém je identita objektl zformovana

8Eadward Muybridge, One stride, nearly completed. Walking horizontally by suspension.
The Sloth, Copyright 1887 [23, s. 79]
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pri samotném pozorovani. Témto pojmum je tézké porozumét, ale hodi se pro
predstavivost. Napady z nové reality byly tak podnétné, ze se ¢asto opakovaly
v tématech surrealistické tvorby, a tedy i jejich experimentalnich vytvori.

Podle Gavina Parkinsona: ,Daliho fascinovala teorie relativity, protoze nabi-
zela myslenku, Ze realitu nelze redukovat na jeding tok.“ Ve svém dile ,,Searching
for the Fourth Dimension® (obr.25) ukazuje Dali dvé poloviny dvanéctisténu a
veliké rozteklé kapesni hodinky. Tento vyjev mé znézornovat Einsteinovu teorii
casoprostoru. Dale jsou v obraze dva lidé Aristoteles a Platon. K Platonovi se
vaze samotny dvanactistén jiz zminény, protoze dvanactistén je jednim z pla-
tonskych téles a ma svij ekvivalent ve ¢tvrtém rozméru. Jak vidime neni mozné
chapat Daliho dila bez jeho oéividného z&jmu o védu [29].

Obrazek 25: Hledani ¢tvrté dimenze®

9Salvador Dali, Searching for the Fourth Dimension, 1979 [7].
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Zavér

Cilem mé bakalafské price bylo ukdzat aplikace neeuklidovské geometrie
v ruznych oborech. Snahou bylo shromézdit je do jednoho odborného textu,
jak uz bylo zminéno v ivodu.

V textu jsou zminény tii oblasti moznych aplikaci, ve kterych je zapotrebi
uvédomit si, ze nezijeme pouze v rovinném prostoru, a ze ho muzeme vnimat
z nadhledu. Bud to se divame z vesmiru na nasi kulatou planetu, nebo nalézame
¢tvrty casovy rozmér, anebo projektujeme ¢tvrty rozmér do nami viditelného
prostoru v uméni.

V kapitole o geodézii je ukazana aplikace sférické geometrie na méfeni vzda-
lenosti na Zemeékouli a jeji obloze. U métfeni vzdalenosti jsou uvedeny vlastni
priklady znazornujici rozdily ve vypoctech sférické a rovinné geometrie. Vysle-
dek, ktery vzeSel z porovnani vypocti vzdalenosti, ukazuje, Ze pokud chceme
mérit presné vzdalenosti na nasi Zemeékouli, musime pocitat s jejim zakrive-
nim a pocitat je pomoci sférickych vzoru. Pokud nas ale zajimaji malé rozméry
v pomeéru velikosti Zemékoule, mizeme se spokojit s klasickym mérenim. V ¢asti
o astronomii jsou pak ukazany vypocty pomoci astronomickych souradnic, které
nejsou nikterak jednoduché nebo intuitivni a je potfeba u nich znat veskeré po-
jmy tykajici se daného tématu, které byly nejprve predstaveny.

Druha aplikace predstavujici teorii relativity je v praci vystavéna na geo-
metrii prostorocasu — ¢tyirozmérny Minkowského prostorocas — bez zavedeni
tenzort. Text je tak zaméfen vyhradné na geometrickou interpretaci. Obecné
teorie relativity predstavuje, jak je prostor, ve kterém pobyvame, zaktiveny vli-
vem hmotnosti téles. Zaktiveni tohoto prostorocasu je tak pri¢inou i zakfiveni
casu, coz znamend nejednotné plynuti ¢asu v raznych mistech vesmiru. Ku pri-
kladu satelity létajici kolem Zemé, které fidi hodiny v nasich elektronickych
zafizenich, musi pocitat se zménou casu, kterd je mezi nami a jimi. Ptisobi na
né mensi gravitace, jsou v jiném misté zakfiveni prostorocasu a tim padem jim
plyne i jinak ¢as a ten se musi korigovat.

Posledni kapitola vénovana umeéni v neeuklidovské geometrii predstavuje rizné
umeélce, kter{ se zajimali o védu, zaznamenali objev nové geometrie a hned na
néj reagovali.

Aplikaci neeuklidovské geometrie je celd fada a v této praci nejsou uvedeny
zdaleka vSechny. Jsou zminény predevsim ty, které lze elementarné geometricky
popsat. Prace tak muze byt vyuzita jako dopliujici text k vyuce neeuklidovské
geometrie, nebot nabizi jeji realné aplikace, které si muze ¢tenar predstavit. Také
muze byt chdpana jako motivace k samotnému studiu neeuklidovské geometrie,
jelikoz jeji aplikace zasahuji do kazdodenniho zivota kazdého z nas.
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