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Abstrakt

Tato diplomova prace ma za cil shromézdit a popsat feSeni optimalizacnich tloh
naptic¢ jejich historickym vyvojem predchazejicim kalkulu. Déale nékteré identi-
fikované metody pouzité v déjindch hledani maxim a minim zobecniuje a blize
pojednava o téch, které jsou vhodné k reseni problému tohoto druhu na stfedni,
pripadné i zédkladni, skole. Prace také popisuje vhodnost nasledovat historicky vy-
voj problému pfi vyuce a nékteré vyhody tohoto pristupu.

Soucasti prace je také vyhodnoceni experimentu, ktery zkouma zakovské po-
rozumeni nékterym jeviim v oblasti optimalizace, tykajicich se predevsim izoperi-

metrickych tloh, a jejich reakce na vybrané pristupy k reseni.

Klicova slova

Matematika, optimalizace, extrémy, izoperimetrické tlohy, historie matematiky;,

didaktika, metody teseni tloh



Abstract

The goal of this diploma thesis is to gather and describe ways the optimisation
problems had been solved before the calculus was invented. Some of the methods
identified through history are generalised and these which could be utilised at
secondary or primary school education are described more in depth. Thesis de-
scribes the method, where educator follows historical development of the problem
in classroom and what benefits it might bring, as well.

There is a section dedicated to evaluation of experiment which goal was to
investigate understanding of pupils to certain concepts in the field of optimisation,
mainly concerning isoperimetric problem. It was also focused on the pupils feed-

back to different approaches of optimisation problem solving.
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1 Uvod

Jiz jako zdka stfedni $koly mé velice zaujalo téma optimalizaénich tloh. Ulohy
jednak nabizeji zajimavé a mnohdy az fascinujici vysledky, které neni vzdy jedno-
duché na prvni pohled odhadnout, a zaroven se zabyvaji problémy, na které je pro
zaka naprosto prirozené se ptat. Presto se tyto tlohy objevuji ve skole pouze spo-
radicky, prevazné az v zavéru stredoskolského studia, nebo se nevyskytuji dokonce
¢i maximalni hodnoty funkce v obecném pripadé — tedy derivace — je jakymsi vy-
vrcholenim gymnazidlnitho poznani v matematice, pokud je zatfazen do skolniho
vzdélavaciho programu (SVP).

Na vysoké skole jsem se poté casto setkaval s jevem, kdy i student, ktery pojem
derivace dobte znal, nebyl schopen tyto tlohy korektné resit, nebo nerozumél jed-
notlivym krok@im a postupoval pouze algoritmicky. Casto také nespravné chapal,
co vlastné pocita. Uvédomil jsem si tehdy, ze v zakovském porozumeéni této proble-
nahlym a predc¢asnym prichodem silného nastroje, kterym optimalizac¢ni tlohy lze
resit, aniz by si zdk uvédomoval, co vlastné pocita.

Protoze optimalizac¢ni tlohy patti mezi mé oblibené, vsimal jsem si jejich vysky-
tu také v literatute. Narazil jsem tak na spoustu zajimavych tloh, které je mozné
fesit i bez vyuziti diferencidlniho poctu. Tyto tlohy vsak nelze snadno algoritmizo-
vat a Casto je naopak treba pouzit néjakou heuristickou metodu, a problém spravné
uchopit. K tomu, abychom takové metody nalezli, nam dobie poslouzi podivat se
na historicky vyvoj v oblasti feseni tloh tohoto typu.

Cilem této préace je takové historické problémy nalézt a popsat spolu s meto-
dami jejich feseni. Dalsim z cili je nékteré z téchto metod podrobnéji prozkoumat

a uvést diavody, proc¢ je dobré je do vyuky zaradit, stejné jako popsat dilezitost



nasledovani historie matematiky pti planovani posloupnosti vyuky a hledani vhod-
nych tloh.

Véty jsou v praci zamérné dokazovany pomoci matematiky nezahrnujici infini-
tezimalni pocet, a text tak mize byt vhodnou prerekvizitou pro ¢tenare, ktery ma
zajem o TeSeni optimaliza¢nich problémi, ale neni seznamen s pojmem derivace.
Mize dale poskytnout motivaci k naslednému osvojeni si diferencidlniho poctu,
nebof postupy popsané v této praci jsou mnohdy pouzitelné pouze v omezenych
pripadech, vyuzivaji triku, nebo jsou velmi zdlouhavé.

Stejné tak miize text poslouzit jako zajimavé doplnéni a ukazka toho, ze i presto,
ze derivace je velice silny nastroj, je mnohé problémy v této oblasti mozné tesit
i elementarnéji. Pro nékoho mohou tyto postupy predstavovat také zptsob, jak
ziskat do tlohy hlubsi vhled.

Poslednim z cili je provést rozhovor se zaky, ktefi budou mit za tkol resit tilohy
za vyuziti metod identifikovanych v ramci historie optimalizace, a prozkoumat tak

zakovské potize pri pouziti téchto zplisobli feseni, jejich ndapady a miskoncepty.



2 Vymezeni dilezitych pojmit
V této kapitole je vycet definidl| a vét uzitych déle v textu.

Definice 1. Mnozina M definovana v Eukleidovském prostoru E je konvexni
praveé tehdy, kdyz pro kazdé dva jeji prvky A, B € M plati, ze cela usecka AB lezi

v mnoziné M.

Definice 2. Konvexnim obalem mnoziny M rozumime hranici nejmensi kon-

vexni mnoziny obsahujici celou mnozinu M.

Definice 3. Jednoduchy mnohothelnik je takovy mnohothelnik, pro ktery
plati, ze zadné dvé jeho nesousedici hrany se neprotinaji. Jednoduchy mnoho-
uhelnik déli rovinu na pravé dvé c¢asti, z nichz jedna je ohrani¢end a budeme ji

nazyvat vnittek a druha je neohranicena a nazyva se vnéjsek.

Definice 4. Konvexni mnohotihelnik je takovy mnohouhelnik, pro ktery plati,

ze jeho vnittek je konvexni mnozinou.
(Pojsl, 1996, s. 1)

Véta 1. Mnohotuhelnik A, jehoz hranici tvori konvexni obal mnohothelniku B, mad
obsah vetsi nebo roven obsahu mnohothelniku B a obvod mensi nebo roven obvodu

mnohothelniku B.
(Niven, 1981)

Pozn. 1. Konvexni obal mnohothelniku A si Ize predstavit napiiklad jako gumicku

napnutou kolem tohoto mnohotihelniku.

'Definice jsou prevzaty z Pojsl (1996).
2Véty v této kapitole jsou ponechény bez diikazu. Diikazy lze nalézt napiiklad v odpovidajicich

zdrojich.
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Véta 2. Obsah trojuhelniku je mozné spocitat podle Heronova vztahu jako

S = \/s(s—a)(s —b)(s —¢), kde s =+,

Véta 3. Podle Eukleidovy véty o vysce je trojuhelnik ABC' pravotuhly s pravym
iihlem u vrcholu C prdvé tehdy, kdyZ v ném plati vztah v: = ¢, - ¢y, kde v, je viska,
jejiz pata P lezi na strané c, a c, je cdst prepony tvorend useckou PB a ¢y, useckou

AP.
Definice 5. Krivkou nazveme mnozinu C € C, jestlize existuje zobrazeni
¢ :{a,by = C,
intervalu (a, b) na mnozinu C' spliujici:
1. ¢ je spojité na (a,b),

2. ¢’ je po castech spojitd na (a,b), tj. interval (a,b) lze rozdélit na konecéné
mnoho podintervalt (a,t1), (t1,t2), ..., {ta,b), Ze ¢ je spojitd na kazdém

z nich, pricemz v krajnich bodech uvazujeme prislusné jednostranné derivace.
(Hambhalter, s. 45, 2017)

Pozn. 2. Uzaviend kiivka je takova kiivka, pro kterou plati ¢(a) = ¢(b) (tedy
pocatecni bod splyva s koncovym). (Hamhalter, 2017)

Pozn. 3. Jednoducha krivka je takova kfivka, u které splyva pouze pocéatecni

a koncovy bod a zadné jiné (neprotind tedy sama sebe). (Hamhalter, 2017)
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3 Geometrické nerovnosti

V dalsim textu budeme k dikaztim nékterych tvrzeni a feseni problémii potrebovat

pouzivat definicd’] a vztahy, které jsou odvozeny v této kapitole.

Definice 6. Aritmetickym primeérem cisel a1, as, . .., a, nazveme ¢islo A zis-

kané takto:

CL1+CL2+"'+CLn
o .

A:

Definice 7. Geometrickym prumérem nezapornych cisel aq,ao,...,a, na-

zveme ¢islo G ziskané takto:

G = A/a1a9 ...t Q.

Véta 4. Necht A je aritmetickym a G geometrickym prumerem nezdpornich cisel
ai,Qs,...,0,. Pak plati, Ze A > G a rovnost nastavd prave tehdy, kdyz a1 = as =

== qAy.
Dikaz. Dukaz rozdélime do nékolika krok:

1. Pokud vsechny ¢leny nejsou stejné, ukazeme, ze plati A > G.

Protoze ay,as, ..., a, jsou nezaporna cisla, jsou také pruméry A a G neza-
porné. Umocnéni nerovnosti A > G je proto ekvivalentni ipravou. Umocnime
ji na n-tou a dokazeme platnost ekvivalentniho tvrzeni A™ > G™. Potiebu-

jeme tedy ukazat pravdivost nasledujicitho vztahu:
A" > aias . ..0ay,.

K tomu vyuzijeme algoritmicky postup, kdy na pravé strané nahrazujeme
nejmensi a nejvétsi ¢islo v soucinu tak, jak je popsano dale. Ostatni cisla

ponechavame beze zmény.

3Definice aritmetického a geometrického priiméru jsou formuloviny podle Courant, Robbins

, stejne tak véta ukaz vety je podle Niven a Courant Robbins .
1996 jiné tak véta [4f duk ety j dle Ni 1981) a C Robbi 1996
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Nejmensi ¢islo x € {ay,as, ..., a,} nahradime hodnotou A, tedy aritmetic-
kym prumérem n-tice Cisel, a nejvétsi c¢islo y € {ay,as, ..., a,} nahradime
¢islem ziskanym jako x4y — A. Protoze aritmeticky primér z+y— A a A je
L‘gy a ostatni ¢isla n-tice zlstala zachovana, nezménil se ani aritmeticky
prumér celé n-tice. Rekurzivnim opakovanim tohoto algoritmu postupné na-

hradime celou pravou stranu vyrazem A".

Nyni staci ukazat, ze souc¢in novych ¢lentt nahrazujicich soucin ¢isel x,y je
vétsi nez soucin prave téchto dvou clenu (ostatni ¢leny jsou v kazdém kroku
algoritmu zachovany a nemaji tak na zménu velikosti vyrazu vliv). Zbyva
tedy ukazat, ze:

vy < Alx +y — A).

Pravou stranu roznasobime a odecteme vyraz xy. Upravime a ziskdme nerov-
nost: 0 < (A —x)(y — A). Protoze aritmeticky prumér ruznych cisel A vzdy
lezi mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou, pro niz je urc¢ovan a zaroven x je
nejmensi prvek n-tice, je prvni zavorka kladna. Stejné tak je kladnd druha
zévorka, jelikoz y je nejvétsim prvkem a A je mensi nez y. V kazdé iteraci
algoritmu bude opét platit xy < A(x +y — A), a tedy plati, ze A" > G",
tedy i A > G.

. Pokud a; = ay = - -+ = a,, ukdzeme, ze pak plati A = G. Prostym dosazenim
dostavame:
apr+ay+---+a; n-a
A ey = = a17
n n
a také:
G=a-a;-...-a1 = {/a} = a;.

Pro n-tici shodnych nezdpornych ¢isel tedy plati, ze A = G.

. Pravdivost tvrzeni, ze pokud A = G, pak jsou vsechny ¢leny shodné, nejprve

ukazeme pro dva ¢leny. Jisté plati, Ze 0 < (a;—as)?. Pravou stranu umocnime
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a k obéma stranam pricteme clen 4a;ay. Dostavame tak nerovnost 4ajas <
< a? + 2a,ay + a3, kterou upravime na nerovnost:

aq + (05} 2
aay < | ——= .
2
Po odmocnéni dostaneme:

a1 + as

Vaias < 5

Rovnost v 0 < (a; — ag)? nastane pravé tehdy, kdyZz a; = as. Proto pro

2
ai+ta
172) > a109.

ay # ay plati, ze (
Dale predpokladejme, ze A = G a mezi Cisly aq, . . ., a, existuje dvojice ¢isel,
ktera jsou rizna. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze jsou to
¢isla aq, as.

ai+tag

5% pismenem u a zavedeme

Oznacéime aritmeticky primér téchto clenti
novou n-tici ¢isel u,u, ag, ay, ..., a,. Plati:

ututaz+-ota, PGP HER4agt4a,  agtazttay

n n n
Aritmeticky primér se nahrazenim c¢lent a; a ay jejich priméry nezmeénil.

Daéle vime, ze:

CL1+CL2(11+CL2 a1+a2
uu = =

2
> ajas.

2 2 2 ) e

Z posledniho vztahu v kombinaci s predpokladem dochazime k nasledujicimu

Zaveru:

utut+az+---+a, a+a+---+a,
= = Yaas...a, < Jul...a,
n n

ktery je ve sporu s dokdzanou nerovnosti v prvnim kroku. Jestlize se aritme-

ticky a geometricky primeér rovnaji, musi se proto vsechny ¢leny rovnat.

[l
(Niven, 1981; Mickep, 2015)
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Pozn. 4. Algoritmus popsany v dikazu véty [ pro lepsi ilustraci ukdzeme na

nasledujicim prikladu s konkrétnimi hodnotami:

{1,4,5,7,8} — {5,4,5,7,4} — {5,5,5,6,4} — {5,5,5,5,5}.
Na prikladu lze snadno nahlédnout, Ze soucin ¢isel v mnoziné vpravo od Sipky je
vzdy veétsi, nez vlevo od téze Sipky.

Lemma 1. Pro n-tici nezapornych cisel ay,as, ..., a, plati, Ze a} +al+---+al >

> naias . ..a,. Rovnost nastdva prdave tehdy, kdyz plati a; = as = -+ = ay,.
(Niven, 1981)

Diikaz. K dikazu pouzijeme vétu [} kdy jako cleny volime af,aj, ..., a]. Po do-

sazeni dostavame:

]

Pozn. 5. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem budeme pou-
zivat i ve specidlnim pripadé, kdy mnozina ¢isel, z nichz priméry urcujeme, ma
mohutnost dvé. Pro takové pripady muze byt vhodnéjsi, zejména pro zaky, vétu

vyslovit a dikaz nerovnosti provést za pouziti geometrickych vztaht takto:

Véta 5. Pro dvé nezdpornd cisla plati:

ap + as

>4/ G1G5.

Diikaz. Necht vzdalenost |AP| v obrazku [[f] na strané [16] je a; a vzdalenost |PB]

|[AB| _

je az. Aritmetickym primeérem ai, as je polovina souctu jejich délek. Tedy 5~

= |ASag|, kde Sap znadi stted tsecky AB.

4Neni-li u obrazku fedeno jinak, jedna se o vlastni obrazek.
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V bodé P vztycéime kolmici. Sestrojime kruznici k se sttedem Sp a primérem
AB. Prunik kruznice k a kolmice z bodu P oznac¢ime FE. Podle Eukleidovy véty
o vysce (viz véta|3) plati, ze délka tisecky PE je rovna odmocniné ze soucinu délek

usecek AP a PB. Tedy plati:
PE] = |AP||PB|

neboli:

PE| = ara.
Délka tisecky ES4p je stejnd jako délka tsecky AS4p, nebot se jednd o polomeéry
kruznice k. Také plati, ze ESsp je preponou pravouhlého trojihelniku EPS g,
a je tak delsi nez kazda z odvésen. Proto plati, ze |ES4p| > |PE|. Tedy dostavame

dokazovanou nerovnost:
ai + ao

5 > JJaias.

SAB

Obréazek 1: Geometricky dukaz véty
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4 Historie optimalizacnich loh

Hledéni optimalniho feSeni vychazi podle nékterych matematiki, jako napriklad
Eulera nebo Grotschela, ze samotné povahy prirody (Felber, 1908; Grotschel,
2012). Nejen ze se mnoho prirodnich zdkonu a jevu, jak je dale popsdno, snazi
zaujmout optimalni stav (Courant a Robbins (1996) uvadéji jako priklad mydlové
bubliny, které zaujmou tvar, jenz je nejméné energeticky narocny), ale Euler kraj-

nosti stavél dokonce az do vyznamu pro svét definujicich entit:

»Jezto zarizeni celého svéta jest nejdokonalejsi a ponévadZ pochdzi od nejmou-
drejsiho Tuvirce, nenastane nic ve svete, z cehoz by neplynulo mazimum neb mini-
mum néjaké vlastnosti; proto nemuze byti o tom pochyby, Ze vsecky ucinky mohou
se odvoditi methodou maxim a minim z ucelu, jakoZ i z pusobicich pricin. “

Leonhard Euler, 1886 (Felber, 1908, s.290-291)

Stejné tak ziva priroda]’] at uz intuitivné nebo prave diky zkuSenosti s fyzikél-
nimi jevy, vyhledava nejlepsi mozna feseni (vcely napriklad stavi Sestithelnikové
plastve, coz je optimum mezi spotfebou vosku a objemem pojmutého medu (Niven,
1981)). Je pravdépodobné, Ze prvni otazky, které hledaly krajni hodnotu, predchéa-
zeji v historii i samotnému zrodu ¢isel. Jak Schrijver (2012) zminuje, iloha hledani
optimalni cesty byla dulezita pro preziti nejen primitivnich spolecnosti (pro které
optimum, mimo ¢asu a délky, mohla byt také napriklad bezpecnost a dalsi faktory),

ale také zvitecich druh.

5Zkouméni zivé pifrody a intuice psii v oblasti optimalizace se vénuje ve ¢lanku Do Dogs Know
Calculus? Pennings (2003). Zkoumal, jakou cestu zvoli pes bézici pro micek undseny rekou.
Pes se na sousi pohybuje jinou rychlosti, nez ve vodé. Podobné tlohy se objevuji naptiklad ve
stfedoskolskych ucebnicich a sbirkdch tloh (Zhouf, 2007). Vysledkem, ktery Pennings popisuje,

je, ze pes voli cestu velmi blizkou optimélni trase.

17



Navzdory dlouhé pottebé Tesit takové otazky se obecné metody pro reseni pro-
blémi tohoto typu zacaly objevovat teprve pred cca 300 lety. Do té doby se tlohy
majici za kol nalézt maximum nebo minimum netesily zadnou obecnou metodou,
ale nejriznéjsimi heuristickymi metodami. (Tikhomirov, 1986)

Jak uvadi Courant a Robbins (1996), uz v antice byly znamy skutecnosti, ze
tsecka je nejkratsi vzdalenosti mezi dvéma body v roviné, ortodroma (také zndma
jako hlavni kruznice) nejkratsi vzdélenosti mezi dvéma body na sfére a také, ze
télesem s maximalnim objemem pti daném povrchu je koule. Presto vétsina téchto
fakt@ vychézela spiSe ze zkuSenosti a intuice. Rekové vétsinu z nich nedokazovali
(Eukleidés ovsem dokazal napiiklad fakt, ze nejvétsim pravoihelnikem daného ob-
vodu je ¢tverec (Servit, 1907)). O intuici pti feseni optimalizac¢nich tloh se zmirnuje
i Niven (1981), kdyz se fe¢nicky ptd, pro¢ se problém hledani kiivky o nejvétsim
obsahu pri daném obvodu stal slavnym, kdyz jeho feseni vétsina lidi bude po-
vazovat za samoziejmé. Na to odpovidd, Ze intuice je néco, co je tfeba ovérovat
a zkoumat, protoze bez dikazu miize dochazet k nejriznéjsim percepénim omy-
liim. K podobnému zavéru prisel jiz v sedmnactém stoleti Descartes v dile Meditace

o pruni filosofii, kdyz tika:

, Cokoli jsem dosud pripoustel jako nejvice pravdivé, jsem prijal ze smysli nebo
skrze smysly; postrehl jsem ale, Ze smysly obcas klamou — a je rozvainé nikdy ne-
duverovat bezvyhradné tem, kdo nas byt jednou podvedli. “

René Descartes, 1641 (Descartes, 2003, s. 23)

Samotné zkoumani existence reseni tohoto problému také velkou mérou prispélo
k rozvoji existencnich dikazi v matematice. (Niven, 1981; Tikhomirov, 1986)
Prestoze za prvni zdokumentované feseni optimalizacni tlohy byva povazo-

van problém princezny Didé (Tikhomirov 1986; Blasjo, 2005), za¢neme problémem
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jednodussim, pochézejicim priblizné z prvniho stoleti naseho letopoctu (Courant,
Robbins, 1996; Rojo, Bloch, 2018) a sice Heronovou tlohou. Duvod, pro¢ neni zvo-
len chronologicky postup, je ten, ze s vysledkem Heronovy tulohy a vétami z néj
odvozenymi budeme déle pracovat v dalsich dikazech. To plati i pro dalsi véty.
Historie optimalizace by méla nastinit nejen divody, pro¢ byl vznik diferen-
cidlntho poc¢tu dulezity, ale naopak také prohloubit vhled do problematiky, kdy
pouhé hledani minima funkce derivovanim muze zastiit nékteré vztahy a zakoni-
tosti, které jsou heuristickymi pristupy k reseni lépe viditelné. Popis historie ma
za cil také ukazat, ze je vhodné znat i nékteré, dnes jiz prekonané metody, které
nejsou dnesni optikou zcela korektni. Tyto znalosti a fakta je pak mozné vyuzit
pri vyuce, kdy zakovské poznani problematiky bude paralelou historického vyvoje
samotné latky. Blize o vyuziti historického kontextu béhem vyuky a pfi jejim pla-

novani pojednévé kapitola [5]
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4.1 Heronova uloha

Jiz. v Eukleidové dile Optics je postulovano, ze svétlo se $ifi v paprscich (Burton,
1945). Také zde muzeme nalézt feseni problému, kdy Eukleidés hledd vysku daného
bodu nad zemi, kdyz nesviti slunce. Pro jeji vyTeseni pouzije jiz okolo roku 300
pred nasim letopoctem faktu, ze tthel dopadu paprsku na rovinné zrcadlo je stejny
jako tuhel odrazu. (Burton, 1945)

Heron ve svém dile tvrzeni o dopadu a odrazu paprsku dokazal pomoci mini-
malizace Casu, po ktery se paprsek pohybuje. Vychézi tak z Aristotelova tvrzeni, ze
,priroda nedéla nic nadarmo®. To také zminuje Damianus, ktery v sestém stoleti
napsal k dilu komentar. Popisuje, ze Heronova myslenka je takova, ze pokud pri-
roda nechce, aby se paprsek svétla bez diivodu klikatil, pak se zalomi ve shodnych
thlech. (Rojo, Bloch, 2018; Tikhomirov, 1986)

Heron véril, ze svétlo se siti kone¢nou rovnomérnou rychlosti, a ze to, ¢emu je
udélen pohyb, se pohybuje v piimce (priklad uvadi na sipu vystfeleném z luku).
Odtivodituje to tim, ze ,sila’[* pohybujici télesem se snazi téleso udrzet na nejkratsi
mozné cesté a nemiuze si dovolit ztracet cas pomalejsim pohybem, tedy pohybem
po delsi cesté. A nejkratsi cesta mezi dvéma body je piimka. (Rojo, Bloch, 2018)

To Herona vedlo k hledani nejkratsi cesty paprsku mezi body A, B, ktery je

odraZen od rovinného zrcadla.

Definice 8. Heronovym problémem rozumime tlohu, kdy v jedné poloroviné
s hrani¢ni primkou p je dana dvojice bodi A, B a hledame bod P € p takovy, aby
platilo, ze soucet vzdalenosti |AP| + |PB| je minimalni.

Bod P, ktery tuto podminku spliuje, nazyvame reSenim Heronova pro-

blému.

6Po vystieleni §ipu z luku jiz tétiva Zadnou silou na $ip neptisobi. Na &p neptisobi zidn4 sila,

ktera by jej udrzovala v pohybu. Naopak na sip plisobi odporova sila a pritazliva sila Zemé. ..
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Véta 6. Vzddlenost |AP| + |PB| je minimalni prdvé tehdy, kdyz bod P ndlezi
pruniku primky p a dsecky A'B, kde A’ je obraz bodu A v 0sové soumérnosti podle

primky p (zndzornéno na obrazku [2| na strané .
Diikaz. 7 trojihelnikové nerovnosti vime, ze:

1. pro vsechna P plati |A'B| < |A'P| + |PB|,

2. |A'B| = |A'P|+ |PB| < Pe A'B.
7 vlastnosti osové soumeérnosti také vime, ze pro vsechna P € p plati:

|AP| = |A'P,
a proto pro vsechna P € p plati:
[A'B| < |AP| + |PB,

a pro vsechna P € A'B A P € p plati:

|A'B| = |AP| + |PB.

Nélezi-li proto P pruseciku tisecky A’B a primky p, je vzdalenost |AP|+ |PB)|
nejmensi mozna.

Pokud naopak plati, ze vzddlenost |[AP|+ |PB| je minimélni, pak je nejmensi
i vzdalenost |A’P|+|PB]|. Protoze je | A’ P|+|PB| minimalni, plati |A’P|+|PB| =
= |A’'B|, a tedy P ndlezi pruniku A’'B a p. O

Véta 7. Necht P je bod, ktery je resenim Heronova problému (véta @ Pak thel,
ktery svird hranicni primka a rameno PA, je shodny s ihlem, ktery svird hranicni

primka a rameno PB.
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Obrézek 2: [lustrace Heronovy tlohy

Diikaz. Uhel a, ktery svira hrani¢ni piimka s tse¢kou PB, je shodny s tthlem 3, ne-
bot se jednd o vrcholové uhly (viz obrézekna strané. Uhel 3 je shodny s thlem
7, protoze rameno A’P vzniklo jako obraz ve shodném zobrazeni (osové soumér-
nosti) ramena AP, a tedy uhly 5 a v jsou také shodné. Proto je i tihel « stejné
veliky jako thel 7. ]

Heronuwv problém je tzce spojen s elipsou a jak je dale ukazano, je také vhodnym
nastrojem pro odvozeni vlastnosti ithlu sevieného te¢nou elipsy a jejimi pravodici.

Oznacime-li minimalni vzdéalenost |AP|+ |PB|, ziskanou jako feseni Heronova
problému, 2a, pak mnozina vsech bodu P splnujici tuto vlastnost je elipsa s délkou
hlavni poloosy a (viz obrazek [] na strané 24)). (Courant, Robbins, 1996)

Navic také plati véta:

Véta 8. Hranicni primka p z véty @ je tecnou k elipse (popsané v predchozim

odstavci) v bodé P.

Dukaz. Vime, ze bod P na elipse lezi. Piimka p tak miize byt tecnou, nebo secnou.

Pokud by byla secnou, pak by existovala tsecka P na primce p takovd, ze cela
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Obréazek 3: Ilustrace k dikazu véty [7]

lezi uvnitr elipsy (viz obrézek [5| na strané . Pro vnitini body X této usecky
plati, ze |AX| + | X B| je mensi nez 2a (protoze rovnost plati pro body na elipse
a pro body vné je vzdalenost vétsi).

Protoze ale vzdélenost |[AP| + |PB]| je nejkratsi pravé pro P € p, plati, Ze pro
vSechny body rizné od P na p je soucet vzdéalenosti od ohnisek vétsi. To je ve

sporu s tim, Ze by existovala tusecka uvnitt elipsy. Ptimka p je proto te¢nou. [

(Courant, Robbins, 1996)

Pozn. 6. Z véty [7] a véty [§] plyne, ze tecna elipsy svird s obéma privodici elipsy
shodny thel. (Courant, Robbins, 1996)
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Obrazek 4: Herontv problém a elipsa

Obrazek 5: Pripad, kdy predpokladame, ze p je secnou
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4.2 Veéty o extrémech trojihelniku

Véta 9. Rovnostranny trojuhelnik je trojuhelnikem s nejvétsim obsahem pro dangj

obvod.

Diikaz. K dikazu vyuzijeme Herontiv vzorec (viz Véta pro vypocet obsahu troju-
helniku pomoci délek jeho stran. Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojihelniku takové,
ze a+ b+ c =k, kde k je dany obvod.

Podle Heronova vzorce je obsah trojuhelniku mozné spocitat takto:

S = \/s(s —a)(s—b)(s—c),

kde s je polovina obvodu, tedy %’”C Funkce nabyva svého maxima, je-li vyraz
pod odmocninou maximalni. Hleddme tedy maximum vyrazu s(s—a)(s—b)(s—c).
Protoze s je konstantni, staci maximalizovat soucin tii zavorek.

Souctem zavorek dostavame:
(s—a)+(s—=b)+(s—c)=3s—(a+b+c)=3s—2s=s.

Podle véty @] plati:

s:(s—a)+(8—b)+(s—c)23{’/(3—&)(3—@(3—6).

Vyraz na pravé strané je mensi nebo roven konstanté s. Maximalni tedy bude prave
tehdy, kdyz nastane rovnost. Podle véty [d] vime, zZe se tak déje prave tehdy, kdyz
jsou si c¢isla, jejichz primér ur¢ujeme, rovna; tedy kdyz s —a =s — b= s — ¢, coz
nastava pouze v pripadé, kdy a = b = ¢. Trojihelnik, jehoz délky stran se rovnaji,

je rovnostranny. O
(Niven, 1981)

Pozn. 7. Vétu[9 v kapitole vénujici se isoperimetrickym tilohdm je zobecnéna pro

n-uhelniky. Presto zde uvadime dikaz véty slabsi, jelikoz je prehlednéjsi a kratsi.
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Véta 10. Ze wvsech trojuhelniki s danym obsahem md nejmensi obvod rovno-

strannyj.
Diikaz. Véta je ekvivalentn{| s vétou [9] O
(Niven, 1981)

Véta 11. Trojuhelnik, jehoz dvé délky stran jsou dany a treti muzZeme volit libo-
volne tak, aby platila trojuhelnikova nerovnost, md nejvétsi obsah prdave tehdy, kdyz

je pravouhly.

Diikaz. Obsah trojihelniku je mozné spocitat jako soucin dvou délek jeho stran

nasobeny sinem thlu, ktery tyto strany sviraji. Ptame se tedy, kdy vyraz:
S = absin a,

nabyva maximalni hodnoty. Protoze a,b jsou konstanty, mizeme maximalizovat
pouze funkci sinus. Ta nabyva na intervalu (0°,180°) maxima pro hodnotu 90°.

Trojtuhelnik ma tedy maximalni obsah, je-li pravothly. O]
(Niven, 1981)

Pozn. 8. Véta [11| netfika, ze trojihelnik s danym obvodem je maximalni, pokud
je pravouhly (z véty [19] jiz vime, Ze takovym je rovnostranny), a nejedna se tak
o isoperimetrickou vlastnost. Obvod je naopak v tomto pripadé proménnou, s jejiz

zménou se meéni i thel, a pravé pro pravouhly dostavame maximéalni obsah.

"Obecné plati logickd ekvivalence mezi tlohou hledajici pii daném obsahu minimalni obvod
a tlohou hledajici pii daném obvodu maximélni obsah. Analogické tvrzeni lze vyslovit v prostoru

pro povrch a objem.
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4.2.1 Zaklady — kniha Sesta, tvrzeni 27.

Dalsi véta se sama o sobé netyka trojuhelniku, ale jeji disledek jiz ano. Najdeme
ji v Eukleidovych Zdkladech (Servit, 1907). Eukleidés se v celém dile slozeném ze
tfinacti knih zabyva pouze jednou optimalizacni tilohou. Tu lze najit v Sesté knize

jako 27. tvrzeni:

Véta 12. ,Ze vsech rovnobezniki k téZe primce pristavenych, jimz schazeji dopl-
novact rovnobézniky podobné a stejnolehlé s tim, jenzZ sestrojen jest na poloving,

nejuetsi jest rovnobéznik pristaveny k poloviné, podobny doplnku. “

(Servit, 1907, s. 99)

U

D

Obréazek 6: Znazornéni véty

Pozn. 9. Véta 1iké, ze pokud v libovolném rovnobézniku ACUD (viz obrazek
@ sestrojime rovnobéznik FCUFE tak, ze F' lezi uprostied strany AC a na jeho
thlopricku C'E umistime bod E’, pak rovnobéznik, jehoz strany budou rovnobézné
s odpovidajicimi stranami rovnobézniku ACUD a bude mit vrcholy v bodech A

a E' (v obrazku AF'E'D') bude maximalni, jestlize bod E’ lez{ v poloviné strany

UD.
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Diikaz. Chceme ukazat, ze rovnobéznik AFED, sestrojeny nad polovinou délky
AC je vétsi, nez kazdy rovnobéznik AF'E'D’ s vrcholem E’ lezicim v jiném, nez
krajnim bodu tsecky C'E, kde F je stred strany UD.

Prunik primky D'E’ a tsecky CU oznac¢ime L. Prunik piimky F'E’ a tsecky
UD oznacime G'.

Uhlopiicka CE déli rovnobéznik FCUE na dvé shodné ¢asti. Na dvé polo-
viny C'E déli také rovnobézniky F'C'LE" a GE'G'E. Obsah trojihelniku FCFE je
shodny s obsahem trojuhelniku C EU a protoze oba jsou tvoreny dvéma dvojicemi
shodnych trojuhelnikii a jednou dvojici rovnobéznikii, museji i obsahy rovnobéz-
niki FF'E'G a E'LUG' byt shodné.

Proto také plati, ze obsah FFCLG je stejny jako obsah F'CUG’. Vime také, ze
AFGD' je shodny s FCLG. Proto plati:

Srcve = Srera = Sarap
proto takeé:
Srcve + Srrpa = Sarcp + SrrEG.
Z tohoto a z faktu, ze Sarpp = Srcvug, 1ze dojit k zavéru:
Sarep = Srcvre > Srcve + Srrpa = Sarap + Srrpc = SarED

Plati tedy, Zze rovnobéznik je maximalni, kdyz je zkonstruovan nad polovinou délky

AC. O
(Servit, 1907)

Pozn. 10. Dusledkem véty [12]je tvrzeni, Ze nejvétsi rovnobéznik vepsany trojihel-
niku ABC' je takovy, jehoz dva vrcholy lezi v polovinach stran trojihelniku a dve
jeho stany jsou stfednimi prickami tohoto trojuhelniku. (V obrazku m na strance
je to rovnobéznik AEF D, pricemz trojuhelnik DEF je ptickovy.) (Tikhomirov,
1986)
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Obrézek 7: Ilustrace k poznamce

Pozn. 11. Nezalezi, ktery ze tTi rovnobéznikl zvolime. Maximalni obsah budou
mit vSechny tii, tedy Sagrp = Spesr = Sercp. To je dlisledkem faktu, ze stredni

pricky trojihelnik déli na ¢tyti shodné trojihelniky.

Pozn. 12. Dalsi vyznamny dusledek véty (12 zminuje Toeplitz (2007). Rovnobéz-
nik nad AC sestrojime tak, ze se jednd o obdélnik, jehoz délka kratsi strany je
rovna poloviné délky strany AC' (viz obréazek |8 na strané . Potom pro vsechny
obdélniky s vrcholem E’ na C'E plati, ze maji stejny obvod (o co se zmensi délka
jedné strany, o to se zvétsi délka druhé). Dusledkem véty [12| pak je, ze ze vSech
pravothelniki daného obvodu je nejvétsi ¢tverec (v obrazku [8 na strané |30| je to
¢tverec AFED). Jedné se o Teseni tzv. isoperimetrické tlohy (viz kapitola .

4.2.2 Schwarzova tloha

Dalsim matematikem, ktery se zabyval optimaliza¢nimi ilohami souvisejicimi s troj-
thelnikem, byl v devatendctém stoleti Schwarz (Courant, Robbins, 1996). Jeho

véta se tyka trojuhelniku vepsaného do trojuhelniku:

Definice 9. Rekneme, 7e trojihelnik K LM je vepsany do trojtihelniku ABC
prave tehdy, kdyz K, L, M jsou vnitini body stran trojuhelntku ABC' a zadné dva

z nich nelezi na stejné strané trojihelniku ABC.
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Obrézek 8: Nejvétsim pravouhelnikem daného obvodu je étverec

Vétu, kterou Schwarz dokazal, bychom mohli formulovat takto:

Véta 13. Trojuhelnik K LM vepsany ostrouhlému trojuhelniku ABC' tak, Ze jeho
vrcholy jsou patami vysek, md nejmensi mozny obvod, jaky muze vepsany trojihel-

nik mit.
(Courant, Robbins, 1996)

Definice 10. Trojihelnik K LM z véty [13|se nazyva vySkovym trojuihelnikem
trojuhelniku ABC.

Pred samotnym diikazem véty (13| dokazeme nasledujici lemma:

Lemma 2. Necht ABC' je ostrouhly trojiuhelnik a K LM je jeho vyskovym troji-
helnikem. Pak plati, Ze 1hel u vrcholu trojuhelniku ABC' je shodny s thlem, ktery
svira strana vyskového trojuhelniku K LM s protilehlou stranou k danému vrcholu

trojihelniku ABC' (viz obrazek [J na strance [31).
(Courant, Robbins, 1996)

Dukaz. Zamétrime se nejprve na ¢tyruhelnik AKOM, kde O je ortocentrem troju-

helniku ABC. Uhly AKO a OM A jsou oba pravé, nebot body K a M jsou patami
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Obrazek 9: Znazornéni lemmatu 2

vysek. Plati tak, ze soucet protilehlych thla ¢tyrihelniku AKOM, je roven 180°.
Proto je ¢tytuhelnik tétivovy, tedy lze mu opsat kruznici.

Uhly MAO a MKO jsou shodné, protoze se jednd o dva obvodové thly pii-
slusné stejnému oblouku MO kruznice opsané ¢tyruhelniku AKOM.

Trojthelnik ALC' je pravothly, protoze L je patou vysky na stranu BC. Uhel
v u vrcholu C' je tak roven 90° — |<M AO]|. Velikost thlu AK M je rovna velikosti
90° — |[<M KO). Protoze |<MAO| = |<M KO|, plati, ze tthel AKM mé stejnou
velikost jako thel 7.

Obdobné, pomoci ¢tyrihelniku BLOK , 1ze ukazat rovnost thlu v a thlu LK B.

Stejny postup lze aplikovat i pro zbyvajici dhly. O]

(Courant, Robbins, 1996)
Disledkem lemmatu , ktery vyuzijeme k dikazu Schwarzovy véty (véta ,

je, ze pokud usecku M K zobrazime v osové soumeérnosti s osou soumérnosti, na
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niz lezi tsecka AC' (vztahujeme k obrazku |§| na strané , pak obraz tsecky M K
bude lezet na polopfimce LM . (Courant, Robbins, 1996)

Diikaz. Chceme ukazat, ze vyskovy trojihelnik K LM mé nejmensi obvod z troj-
thelniki vepsanych do ABC' (véta [13)).

Uvazujme dalsi trojihelnik XY Z vepsany do ABC' tak, ze neni vyskovym.
Trojuhelnik ABC' s dvojici vepsanych trojuhelnikit K LM a XY Z zobrazime opa-
kované podle os soumérnosti volenych v tomto potradi, kde index u bodu urcuje

poradi, kolikdtym obrazem vzoru bod je (viz obrazek [10| na strané :

1. Osa je primka AC.

[\

. Osa je ptimka A, B;.

w

. Osa je primka ByCs.

4. Osa je primka A3Cs.

ot

. Osa je primka A4Bj.

Diky disledku lemmatu [2] vime, Ze touto volbou osovych soumérnosti se vzdy
jedna ze stran vyskového trojuhelniku zobrazi do primky, na které lezela jedna ze
stran vyskového trojuhelniku pred zobrazenim. Na obrazku (10| na strané 33| proto
vznikla Gsecka L Ls. Usecka se skldd4 ze Sesti dila, které viechny maji délku néjaké
ze stran trojuhelniku K LM. Jsou to dily: LM, MK, KoLo, LsM3, MysK 4, K5Ls.

Protoze osova soumérnost zachovava délky, plati:
|LM| + ‘MlKl‘ + |K2L2| + |L3M3| + ’M4K4’ + |K5L5| -
=|LM|+ |MK|+ |KL|+ |LM|+ |MK| + |KL|
Usecka LL; mé tedy délku rovnou dvojnasobku obvodu trojihelniku K LM.

Usecka BC' se zobrazila v osové soumérnosti podle AC' na tsecku otocenou

o dvojnasobek tthlu u vrcholu 74 (ve sméru hodinovych ruéicek). V soumérnosti
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Obrazek 10: Dukaz véty

podle A;Bj se otocila kolem bodu B; o dvojnasobny thel 5 (opét ve sméru ru-
¢icek). V soumérnosti podle ByCy byla samodruzna. Poté se otocila okolo bodu
Cy o dvojnéasobek thlu v (proti sméru hodinovych rucicek) a nakonec se otocila
kolem bodu B, o dvojnasobek thlu § (opét proti sméru). Usecka BsCs, kterd je
obrazem usecky BC se tedy neotocila a obraz je rovnobézny se vzorem. Nejkratsi
usecka mezi Y a Y5 by tak byla rovnobézna s tiseckou LLs5. Dvojnasobek obvodu
trojihelniku XY Z je vsak tvoren lomenou ¢arou (na obrazku [10| zndzornéna pre-
rusovanou ¢arou), a tedy je (naptiklad podle trojihelnikové nerovnosti) delsi nez
usecka Y'Ys, jejiz délka je rovna délce LLs.

Vyskovy trojuhelnik je proto vepsanym trojuhelnikem s minimalni délkou ob-

vodu. ]

(Courant, Robbins, 1996)
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Obrazek 11: Vztah mezi fesenimi Schwarzova a Heronova problému

Dtkaz véty [13]1ze také provést za vyuziti feseni Heronovy tlohy:

Diikaz. Predpokladejme, zZe trojihelnik K LM vepsany trojuhelniku ABC' (viz ob-
razek je fesenim Schwarzova problému.

Pak plati, ze soucet vzdédlenosti |[M K|+ |KL| je minimalni, nebot pokud by
minimalni soucet byl pro jiné K’ € AB, K # K', pak by trojihelnikem, ktery fesi
Schwarziv problém, byl trojihelnik K'LM, a to je spor s predpokladem. Bod
K je tedy tesenim Heronova problému pro body M a L, kdy hrani¢ni primku
tvori primka AB. Timto postupem lze ukazat, ze také bod L je fesenim Heronova
problému, kdy hraniéni primkou je C'B a dvojice ptislusnych bodt je M, K. Stejny
argument pouzijeme i pro bod M vzhledem k hrani¢ni pfimce C'A a dvojici bodl

K, L.
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Protoze vrcholy vepsaného trojihelniku jsou fesenimi Heronova problému, plati

podle véty [7] nasledujici rovnosti mezi dhly:

|<AK M| = |<BKL| (naznaceno na obrazku [L1] na strané [34)),
|<BLK| = |<CLM|,

|<CML| = |[<AMK]|.

Jestlize existuje trojihelnik, ktery tilohu fesi, musi spliiovat tyto rovnosti. Rovnosti
mezi thly jsou zndzornény na obrazku [12
Pro thly u vrcholt trojihelniku ABC plati, Ze jsou doplikem prislusné dvojice

uhli o, f a v do 180°, jak je také ukazano na obrazku [12] Déle plati, Ze soucet

c

Obrazek 12: Vztah mezi tihly v alternativnim diikazu véty
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uhli u vrcholi A, B a C je roven 180°. Pro tithel w u vrcholu C' tak plati nasledujici

soustava rovnic:

w=180°—a — j,

w=180°— (180° — B — v+ 180° — a — 7).

Resenim soustavy je rovnost w = 7. Stejnym postupem bychom ukézali, Ze tihel
u vrcholu A je roven « a tihel u vrcholu B thlu 5.

Jiz vime, Ze tuto vlastnost spliuje vyskovy trojihelnik a jakykoliv dalsi, ktery
by byl fesenim Schwarzova problému, by tak musel mit strany rovnobézné se stra-
nami vyskového trojihelniku. Takovy trojuhelnik ovsem neni mozné sestrojit.

Zbyva ukazat, zda v pripadé, kdy jeden z bodu K, L, M je vrcholem trojuhel-
niku ABC, neni minimem degenerovany trojtihelnik (v tsecku), jehoz obvod je
roven velikosti dvou vysek.

Sestrojime poloptimky ML a MK a spustime na né z bodu B kolmice. Paty
kolmic oznac¢ime poporadé X, Y. Také sestrojime kolmici z bodu B k tsec¢ce KL
a patu oznacime Z (viz obréazek na strané |37). Protoze MBX a MBY jsou
pravouhlé trojihelniky, plati:

2[MB| > |MX| + |MY].

Trojuhelniky K'Y B a K BZ jsou oba pravouhlé a shoduji se také v thlu u vrcholu K
podle lemmatu 2] Potom se musi shodovat i ve t¥etim thlu. Navic maji trojihelniky
spolecnou stranu. Proto jsou (SUS) trojihelniky shodné a KY = KZ. Obdobné
muzeme ukazat, ze LZ = LX. Pro obvod p trojihelniku K LM plati:

2IMB| > |MX| + |MY|=|ML|+ |LZ| + |MK| + |KZ| = p.

To 1ze ukazat pro libovolnou vysku a degenerovany trojihelnik tak neni minialnim

a minimalnim je pravé vyskovy trojihelnik. O]
(Courant, Robbins, 1996)
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Obrazek 13: Alternativni dukaz véty

4.2.3 Steinertv problém

Problém popsany némeckym matematikem Steinerem na zacatku devatenactého
stoleti se zabyva otazkou, jakym zptisobem zkonstruovat nejkratsi cestu mezi tfemi
meésty A, B, C. Hledame tedy takovy bod P, pro ktery plati, ze vyraz |AP|+|BP|+
+ |C'P| je minimélni. (Courant, Robbins, 1996)

K tomu, abychom feseni Steinerova problému nasli, pouzijeme takovy postup,

ke kterému nejprve potfebujeme ukazat, jak najit nejkratsi vzdalenost ke kiivce.

Véta 14. Necht je dina krivka, pro kterou plati, Ze md v kaZdém svém bode tecnu.
Ddle necht je dan bod P. Na krivce lezi bod R takovy, Ze vzdalenost PR je mini-
malni. Pro usecku PR pak plati, Ze je kolmd k tecné krivky v bodé R.

Diikaz. Sestrojime kruznici k(P;|PR|). Kruznice k kiivku nemtize protnout, jinak

by ¢ast krivky lezici uvnitt kruznice méla od sttedu P mensi vzdalenost, nez k bodu
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R —to by byl spor s predpokladem minimélni vzdalenosti mezi body P a R. V bodu
R se kruznice kiivky pouze dotyka, tedy kruznice i kiivka maji v téchto bodech

spolecnou tecnu, ktera je kolméa k poloméru kruznice a tim i k teéné krivky. [

(Courant, Robbins, 1996)
Dale zobecnime vétu [7|souvisejici s ihly v feseni Heronova problému, kde misto
primky budeme uvazovat jednoduchou uzavienou ktivku, ktera ma teénu v kazdém

svém bodé:

Véta 15. Necht je ddna uzavrend krivka C' a dvojice ruznijch bodu P, Q) ve vnéjsi
oblasti krivky C. Ddle necht je ddn bod R € C takovy, Ze |PR|+|QR| je minimdlni.
Usecky PR a QR pak sviraji s tecnou kiivky C v bodé R stejng ihel.

Diikaz. Necht bod R € C je takovym bodem, ze plati |PR| + |QR| je minimalni.
Zavedene oznaceni |PR| + |QR| = 2a. Elipsa s ohnisky v bodech P a () a souc¢tem
délek pruvodic¢i 2a je mnozinou bodu, které od ohnisek maji vzdalenost |PR| +
+ |QR).

Pokud by tato elipsa protla krivku C, existovala by ¢ast kiivky nalezici vniti-
nimu prostoru elipsy. Pro body v této casti kiivky by vsak soucet vzdélenosti
k ohnisktim byl mensi nez 2a, a to nemiize nastat, jelikoz predpokladame, ze 2a je
minimalni vzdalenost. Proto elipsa musi mit spole¢nou tec¢nu s ktivkou C' v bodé
dotyku R.

Vime (viz pozndmka @, ze uhly mezi tecnou a kazdym z privodicu elipsy jsou
shodné. Proto také plati, ze tisecky PR a QR sviraji shodny thel s te¢nou kiivky
C v bodé R. O

Steinerovu vétu lze vyslovit takto:

Véta 16. Necht je ddna trojice nekolinedrnich bodu A, B,C. Pokud trojihelnik

ABC md neéktery z uhli vétsi nebo roven whlu 120°, pak bod P, pro ktery md
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platit, Ze |PA| + |PB| + |PC| je minimdlni, splyne s vrcholem trojihelniku, jemuz
prislusi nejvétsi uhel. Pokud Zadny z uhlid neni vétsi nebo roven 120°, pak jsou

z bodu P vSechny strany trojuhelniku ABC' videt pod uhlem 120°.

Diikaz. Predpokladejme, ze P je hledanym bodem. Bod P miuze zaujimat dvé

polohy:
1. Bod P nélezi nékterému z vrchola trojihelniku ABC.

2. Bod P nendlezi zadnému z vrchola trojihelniku ABC'.

Polohy se pokusime blize definovat.

Bez jmy na obecnosti miuzeme predpokladat, Ze je vrchol C' vrcholem, k némuz
prilehly vrcholovy thel je nejvétsi. Proti nejvétsimu uhlu lezi nejdelsi strana c.
Nejkratsi cesty do sousednich vrchol jsou po tseckéch a a b. Kazda varianta cesty
zahrnujici tsec¢ku ¢ bude delsi, nez cesta po tuseckach a a b. Proto vrchol C' bude
nasim hledanym bodem P.

Ve druhém piipadé postupujeme za opakovaného vyuziti véty [I5 Z predpo-
kladu, ze P je fesenim Steinerova problému, vime, ze plati |AP|+ |BP| + |CP]| je
minimélni. Ve vrcholu C' sestrojime kruznici o poloméru |PC|. Bod P néalezi této
kruznici a je takovym bodem, pro ktery plati, ze |AP| + |PB| je minimalni.

Predpokladejme, Ze néjaky z boda A, B (napriklad A) lezi na nebo uvnitt kruz-
nice. Protoze jsme nyni predpokladali, Ze bod P je rtzny od vrcholi trojuhelniku
ABC, tvori body A, B, P trojtuhelnik, nebo jsou kolinearni. Plati pro né proto
trojuhelnikova nerovnost:

|AP| + |BP| > |AB|.

Protoze bod C' lezi na, nebo uvnitt kruznice, plati |AC| < |PC|. Z obou nerovnosti
dostavame:

|AP|+|BP|+ |CP| > |AB| + |AC|.
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Hodnota na levé strané bude miniméalni, kdyz se bude rovnat pravé strané. Tedy
kdyz bod P bude lezet ve vrcholu A, coz jsme ovsem v predpokladu vyloucili. Dosli
jsme tak ke sporu.

Plati tedy, ze oba body A, B lezi vné kruznice. Stejné bychom postupovali pro
zbylé dvojice bodi.

Protoze jsou body A a B vné kruznice, pak podle véty [15| plati, ze PA a PB
sviraji s tecnou kruznice v bodé P, a tedy i s polomérem kruznice PC, shodné
uhly. Takto najdeme jesté dalsi dvojice shodnych hli, kdy konstruujeme kruznice

se stfedy v bodech A a B s odpovidajicimi poloméry, jak je ukdzéno na obrazku [14]

Obrézek 14: Dvojice shodnych thli podle véty
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Uhly YPA a BPU tak maji stejnou velikost. Stejné tak dvojice thla APM
a VPC a dvojice NPB a C'PX. Dourc¢ime vrcholové tihly a oznac¢ime tak, jak je
vidét na obrazku (15 na strané V obrazku také plati, ze primér BP je kolmy
k tecné MV, prumér AP je kolmy k tecné XN a pramér CP je kolmy k tecné

YU. Z toho dostavame nasledujici soustavu rovnic pro velikosti uhli «, 5 a v:

a+ 2y =90°,
a+ 28 =90°,
B+ 2y =90°.

Ze soustavy dostavame, ze plati a = = v = 30°. Strana AB trojuhelniku ABC
je vidét z bodu P pod thlem o velikosti 2a + 2y = 120°, strana BC' pod thlem
20042 = 120° a zbyvajici strana AC' tak je vidét také pod tthlem 120° (viz obrazek
na strané [12)).

To, kdy nastane prvni a kdy druhy pripad, lze ukézat konstrukci bodu P.
Ten lze najit napiiklad tak, ze sestrojime nad stranami AB a BC' trojuhelniku
ABC mnoziny bodi, z nichz je prislusna strana vidét pod thlem 120°. Nejprve
sestrojime tsecku AD tak, ze ihel BAD ma velikost 120°. Z bodu A spustime
kolmici k AD a na tse¢ce AB najdeme stred Sag. Z bodu Ssp spustime kolmici
k tsec¢ce AB. Prinik obou kolmic oznacime S. Sestrojime kruznici se stredem
v bodé S a o poloméru AS. Kruhovy oblouk lezici v trojihelniku ABC' je podle
véty o obvodovém a stiedovém thlu hledanou mnozinou bodi (viz obrézek [L6| na
strané . Obdobné postupujeme pro stranu BC'.

Prinik téchto mnozin je bod, ze kterého je vidét strana AB i BC' pod thlem
120°. Proto je i tfeti strana vidét pod thlem 120° (dopocet do 360°). Prunik je
tedy hledanym bodem P (viz obrazek [17| na strané [43)).

Pokud ovsem jeden z thli v trojuhelniku ABC' je vétsi nebo roven 120°, kru-

hové oblouky se uvniti trojihelniku neprotnou (viz obrazek E na strané .
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Obrazek 15: Detailnéjsi pohled na shodné thly

Protnou se mimo trojihelnik v bodé, z néjz jsou dvé strany vidét pod thlem 60°
a treti pod uhlem 120°.

Plati tedy, ze pro trojihelnik s ithlem vétsim nebo rovném 120° neexistuje bod
takovy, ze by z néj byly vSechny tii strany vidét pod tthlem 120°. Tedy musi nastat
ta moznost, kdy bod P je totozny s vrcholem trojihelniku, kterému nalezi tihel
vétsi nebo roven 120°.

Je také potreba dokazat, ze v pripadé, kdy bod P nelezi v zddném z vrcholi,
je soucet vzdalenosti |AP| + |BP| + |C'P| mensi, nez kdyby P néalezel nékterému
z vrcholl. Vime zatim jen, ze P, z néjz jsou strany vidét pod tthlem 120°, nabyva

minima, pokud ho nenabyva v nékterém z vrchol trojihelniku.
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Obrazek 16: Konstrukce mnoziny bodt, ze které je strana AB vidét pod thlem
120°

Obréazek 17: Vsechny tihly jsou mensi nez ~ Obréazek 18: Existuje tihel vétsi nez

120° 120°
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Ptédme se, jestli plati, ze |AP|+ |BP| + |C'P| je mensi, nez soucet libovolnych
dvou stran trojiuhelniku ABC'.
Sestrojime polopifimku BP a na ni kolmo promitneme bod A. Patu kolmice

oznatéime D. Uhel APD ma velikost 60°, jak jsme zjistili feSenim soustavy rovnic

(viz obrézek [19 na strané [45]). Proto plati, Ze:
cos60° - |AP| = |PD|,
tedy |PD| = |PA|. Protoze AB je pfepona pravotthlého trojithelniku ABD, plati
|BD| < |AB|. Déle plati, ze |BD| = |BP| + |DP| = |BP| + 3|AP|. Proto plati:
1
|BP| + §|AP| < |AB].
Sestrojenim poloprimky C'P a kolmym prumétem bodu A obdobné dostavame:
1
|CP| + §\AP| < |AC.
Z obou nerovnosti dostavame:
1 1
|BP| + §|AP| + |CP| + 5yAP| = |AP|+ |BP|+ |CP| < |AB| + |AC|.

Stejné bychom diitkaz mohli provést pro dalsi dvojice stran. Jiz vime, ze pokud

hledanym bodem P neni jeden z vrcholi, pak musi P byt bodem, z néjz jsou

strany vidét pod 120°. Pravé jsme ovsem také ukazali, ze v takovém pripadé je P

bodem, pro ktery plati, ze soucet vzdalenosti mezi nim a vrcholy trojtihelniku je
minimalni.

(Courant, Robbins, 1996)

O

Reseni Steinerova problému pro piipad, kdy vnitin{ dhly trojihelniku nejsou

vétsi nebo rovny 120°, je znamo jako tzv. Toricelliho bod.
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Obréazek 19: Dokonceni dikazu véty

Definice 11. Toricelliho (téz Fermattv) bod je takovy bod, ze kterého je

kazda strana trojihelniku vidét pod thlem 120°.

(Bocek, Zhouf, 2012)

Toricelliho bod lze nalézt napriklad tak, ze nad kazdou stranou trojuhelniku
sestrojime rovnostranny trojuhelnik a spojime odpovidajici vrcholy, jak je vidét na
obrazku [20| na strané 46| Prunik téchto spojnic je Toricelliho bodem. Pro¢ tomu tak
je, lze ukdzat pomoci (viz poznamka (13| na strané nasledujiciho alternativniho
dikazu Steinerovy véty pro trojuhelnik, jehoz vSechny vnitini thly jsou mensi nez

120°.

Diikaz. Necht je dan trojuhelnik ABC', jehoz vnitini thly jsou mensi nez 120°. Ve
vnitini ¢asti trojihelniku zvolime bod P’ a sestrojime tisecky AP', BP" a C' P’ (viz

obrazek na strané .

Trojihelnik AP'C' oto¢ime kolem vrcholu A o 60°. Protoze rotace zachovava
délky, plati, ze |AP’| = |AP"|. Tedy trojihelnik AP'P” je rovnoramenny. Protoze

uhel u vrcholu A je 60°, je trojuhelnik AP’P” dokonce rovnostranny. Proto plati,
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Obrazek 20: Dalsi moznost konstrukce Toricelliho bodu

ze |P'P"| = |AP'|. Také se zachovala vzdalenost mezi vzory a obrazy bodu C a P/,
tedy plati |CP'| = |C"P"|. Délka lomené ¢ary slozené z tse¢ek C'P", P"P' a P'B
je tedy stejna jako soucet délek useéek C P’ AP' a BP'. Tuto vzdélenost chceme
minimalizovat a minimum nastane praveé tehdy, kdyz lomend ¢ara bude piimkou,
tedy kdyz body P’ a P” budou lezet na primce BC".

V pripadé, ze body lezi na piimce, je ithel BP’'P” primy. Protoze ihel AP’ P”
ma4 velikost 60°, ma thel AP’B, tedy thel, pod kterym je z bodu P’ vidét strana
AB, velikost 120° (viz obrazek 22| na strané [48)).

Stejnou konstrukei bychom mohli provést i u ostatnich vrcholt, jak je vidno na

obrazku 23| na strané 49l Z bodu P’, ktery jsme zkonstruovali, tedy vidime kazdou
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Obrézek 21: ustrace k hledani Toricellitho bodu

ze stran trojuhelniku pod thlem 120°, a navic plati, Zze soucet délek tisecek mezi
timto bodem a vrcholy trojihelniku je minimalni, jedna se tedy o bod P, ktery
jsme hledali.

O

(Nahin, 2007; Think Twice, 2020)

Pozn. 13. V dikazu si mizeme vSimnout (napi. v obrazku [23| na strané [49)), ze
trojuhelnik ACC” je rovnostranny, nebot |[AC| = |AC’| a dhel CAC" mé velikost
60°. Stejné tak trojuhelnik CBB’ a BAA’. Proto plati, ze Toricelliho bod 1ze nalézt
tak, ze nad stranami trojihelniku vztyc¢ime rovnostranné trojuhelniky a prislusné
vrcholy spojime. Na jejich spojnici pak lezi Toricelliho bod (viz obrazek m na

strané .
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Obrézek 22: Body lezi v primce

Pozn. 14. Provedeme-li konstrukei popsanou v poznamce 13| pro trojthelnik, ktery
ma néktery vnitini thel vétsi nebo roven 120°, prisecik, tedy bod P, nebude lezet
ve vnitin{ ¢dsti trojihelniku. To je ukdzdno na obrazku [24) na strané [50, kde je
uhel APB vétsi nez 120°. V takovém pripadé je ale kratsi cesta z vrcholu C' nez

z bodu P.

Steineriv problém ma mnoho praktickych vyuziti. Nahin (2007) to ilustruje na
prikladu ze Sedesatych let minulého stoleti, kdy telekomunika¢ni spole¢nost Bell
Telephone Company méla za kol vybudovat spojeni mezi tfemi letisti spolecnosti
Delta Airlines v Atlanté, New Yorku a Chicagu. Tato tii mésta formuji ostro-
uhly trojihelnik, ktery oznac¢ime ABC'. Telefonni spolec¢nost si neictovala platby

podle provolanych minut, ale podle minimalni délky dratu potfebného k vytvoreni
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Obrazek 23: Poloha bodu P

telefonni sité (i v pripadé, kdy sit byla postavena delsim zptsobem). Tuto cenu
Bell Telephone Company stanovila na cenu odpovidajici vzdélenosti |AB|+ |BC|.
Letecka spolecnost si vSak vysledky ovérila a kontrovala tim, Ze se nejednd o mini-
mum, a navrhla feseni Steinerova problému. Telefonni spole¢nost namitku akcepto-
vala, ¢imz Delta Airlines uSetrila v tomto konkrétnim pripadé az patnact procent
castky:.

Prestoze existuje moznost, ze telefonni spole¢nost chtéla pouze vydélat, a proto

tuto moznost volila, je také dobife mozné, Ze jim toto TeSeni skuteéné uniklo
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Obréazek 24: Bod P lezi mimo obsah trojihelniku ABC'

a intuice projektanty zradila, kdyz predpokladali, ze kdyz nejkratsi vzdalenost
mezi dvéma body je tisecka, mezi tfemi to bude soucet téchto tsecek.

Nahin (2007), Courant a Robbins (1996) i Tikhomirov (1986) zminuji zobec-
néni Steinerova problému na vice bodli. Prvnim moznym zobecnénim je rozsitit
problém na ¢tyti body A, B, C, D, kdy hleddme takovy bod P, ze kterého je soucet
vzdalenosti do bodu A, B, C, D minimalni. Timto problémem se zabyval Steiner

také a ukazal, ze pro konvexni ¢tyiihelnik je fesenim priinik jeho thlopticek:

Véta 17. Necht je dan konvexni ctyrihelnik ABCD. Bod P, pro ktery plati, Ze
|AP|+ |BP|+|CP|+|DP| je minimdlni, lezi na priseciku whlopricek ctyrihelniku
ABCD.
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Diikaz. Zvolime bod P’ libovolné ve vnitini ¢asti ¢tyiihelniku. Z trojihelnikové

nerovnosti vime, ze plati:
|AP'| + |PC| = |AC,
|BP'| + |PD| > |BD|.
7 nerovnosti pak dostavame:
|AP'| +|PC| + |BP'| +|PD| > |AC| + |BD|.

Soucet na levé strané nabyva minimélni hodnoty rovné souctu délek thlopricek.

To nastane pravé v pripadé, kdyz P’ lezi na pruniku thlopticek. O

Jinou moznosti zobecnéni je pripustit vice, nez jedno P, tedy vice , kfizovatek*.
Takovy problém je uz vsak mnohem slozitéjsi. Timto zobecnénim se zabyval na-
priklad Jarnik v teorii grafii. Také je mozné jej modelovat pomoci mydlovych blan.

(Soothill, 2010; Courant, Robbins, 1996)

4,

Ay

Ay

4,

Ay

A,

Obrézek 25: Nejkratsi sit pro vice, nez tii body (Courant, Robbins, s. 360, 1996)

V obrazku [25] je mozné si vSimnout, ze cesty vychazejici z krizovatky, v niz se

sbihaji t7i cesty stale sviraji thel 120°.
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4.3 Isoperimetrické tlohy

Ulohu vyzadujici nalezen{ dtvaru s nejvétsim obsahem /objemem pii daném ob-
vodu/povrchu nazyvame isoperimertickou ilohou. Ekvivalentni tlohou je hledani

ttvaru s nejmensim obvodem/povrchem, je-li dén konstantni obsah/objem.

4.3.1 Zenodoruv problém

V kapitole je ukézano, ze trojuhelnikem s nejvétsim obsahem pri dané délce
obvodu je rovnostranny trojuhelnik a pravotuhelnik s néjvétsim obsahem ctverec.

Je tedy prirozené se nyni ptat, jak to bude s obecnym ¢étyrihelnikem:
Véta 18. Ctyrihelnikem s nejuétsim obsahem pii dané délce obvodu je ctverec.
Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich:

1. Ukazeme, ze ctyrthelnik s maximalnim obsahem musi byt konvexni. Pro

ilustraci slouzi obrazek 26l na strané (3]

Je-li ¢tyrtuhelnik nekonvexni, pak snadno sestrojime konvexni se stejnym ob-
vodem, ale vétsim obsahem. Na obrazku vedeme vrcholy B, D ptimku o,
podle které osové soumérné zobrazime tsecky BC' a C'D. Protoze se jedna
o shodné zobrazeni, délky tsecek, a tedy i obvod ctyruhelniku, ztstanou

nezménény, ale obsah je vétsi.

2. Nechf je dan konvexni ¢tyriuhelnik ABCD o délce stran a, b, ¢, d a obsahu S.

Ctverec se stejnym obvodem, jaky mé tento ¢tyfihelnik, ma délku strany
rovnou vyrazu W, a jeho obsah proto je (W)Q. Chceme tedy do-

kazat platnost nasledujiciho vztahu:

a+b+ctd\’
< -
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Obréazek 26: Isoperimetrické zkonvexnéni nekonvexniho ¢tyfuhelniku

kdy rovnost mezi levou a pravou stranou ma nastavat pravé tehdy, kdyz

¢tytihelnik ABCD je c¢tverec.

Oznacime thel u vrcholu A jako a. Obsah trojihelniku ABD dostaneme ze
vztahu %ad sin . Obdobné oznac¢ime vrchol u vrcholu C' pismenem ~ a obsah
trojuhelniku vyjadiime pomoci thlu jako %bc sin~y. Obsah kazdého z troju-
helnik® nabyva maximalni hodnoty pro thel rovny pravému. Obsah cétyi-

uhelniku ABCD je tedy vzdy néasledujici:
1 1
Podobny zavér dostaneme pro uhly 5 a d u vrcholi B a D:

1 1
< - —cd.
S_2ab+2cd
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Obé nerovnosti upravime a sec¢teme:

25 < ab+ cd,

25 < ad + be,

45 <ab+ad+ cd+bc= (a+c)(b+d).
Z véty [ déle vime, ze:

(@t obtd < (a—f—b)—g(c—i—d)’

a také, ze rovnost nastane pravé tehdy, kdyz se a + b = ¢ + d. Muzeme tedy

psat:
2
45 < (a+ o) (b+d) < <a+b‘gc+d> |

Rovnost mezi vyrazy 4S5 a (a+c)(b—+d) nastane tehdy, kdyz vSechny thly jsou
pravé, a tedy se jednd o obdélnik/¢tverec. Rovnost mezi vyrazy (a+c)(b+d)

( a+b+c+d) 2
2

a nastane, kdyz a + ¢ = b + d. Tyto podminky spliuje pravé

Ctverec.
O

(Niven, 1981)

(a+c)(b+d)

1 je odhadem obsahu ¢tytihel-

Pozn. 15. Niven (1981) zminuje, ze vyraz

niku, ktery pouzivali stari Egyptané.

Nejvetsi obsah pri daném obvodu ma tedy ze vsech trojihelnikt rovnostranny
trojihelnik a za vSech ¢tytihelnikt ¢tverec. Ve druhém stoleti pred nasim letopoc-
tem obdobné tvrzeni (vétu[l9) problému princezny Didé (kapitola[d.3.2), které tyto
zavéry dale zobecnuje pro libovolny n-thelnik, dokézal Zenodorus v pojednani On

isometric figures a podle nékterych zdroju (Grétschel, 2012) pochazi véta z doby
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jesté starsi. Véta i s dikazem v Zenodorové podobé se dochovala v rukopisu ze
¢trnactého stoleti (obrézek [27)). Jednd se o zobecnéni{ vét [0 a [18] Tvrzeni bychom

dnesni terminologii mohli zapsat takto:

Véta 19. FExistuje-li mnohotuhelnik s nejvétsim obsahem pro dany obvod, pak je

pravidelny.

Pozn. 16. Mnohothelnik z véty [19 budeme zvat maximalnim mnohouhelni-

kem.
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Obréazek 27: Zenodorovo turzeni v rukopisu ze 14. stoleti (Grotschel, 2012, s. 350)

Pred samotnym dikazem Zenodorova tvrzeni jsou nejprve tieba dokazat po-
mocné véty, lemma [] a lemma [5] které uzijeme k diukazu véty Také je tieba
ukazat, ze maximalni mnohothelnik nemtze byt nekonvexni. To plyne z toho,
ze ke kazdému nekonvexnimu mnohothelniku jsme schopni nalézt mnohothelnik
konvexn{ s vétsim obsahem, jak ukdZzeme v lemmatu [3] Postup je obdobny jako

u ¢tyfthelniku v dikazu véty [18 (Tikhomirov, 1986)
Lemma 3. Maximdlni mnohothelnik A je konvexrni.

Pokud by u nékterého vrcholu mnohothelniku byl vnitini tihel vétsi nez primy
(v obrazku [28) na strané [56| ithel o u vrcholu Bsy), snadno bychom ziskali mnoho-
tthelnik vétsiho obsahu tim, ze dany vrchol osové soumeérné zobrazime podle spoj-

nice dvou sousednich vrcholi (v nasem pripadé A a C). Vzhledem k tomu, zZe
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Obrazek 28: Konvexni vs. nekonvexni mnohothelnik

tsecky ABy a BsC' jsou obrazy tsecek ve shodném zobrazeni (osovd soumérnost),
nezmeéni se obvod nové vzniklého mnohothelniku a obsah naroste o obsah kosodél-
niku AB>C B;. Tak bychom mohli odstranit vSechny nekonvexni ¢asti mnohothel-
niku a ucinit jej konvexnim. Pokud tedy existuje maximalni mnohotihelnik s danym
obvodem, pak je konvexni. Tento zaveér, jak rika Tikhomirov (1986), Zenondoros

explicitné neuvadi, ale je predpokladan.
Lemma 4. Mnohothelnik daného obvodu s maximalnim obsahem je rovnostranny.

Diikaz. Necht mnohotuhelnik A; A, ... A, je maximélni. Predpokladejme, Ze neni
rovnostranny. (V popisu dikazu se odvolavame k obrazku 29| na strané )

Protoze je mnohothelnik A; A, ... A, maximélni, pak je podle lemmatu [3 kon-
vexni.

Zvolme dvojici razné dlouhych sousednich stran mnohothelniku A A, ... A,.
Bez tjmy na obecnosti nechf to jsou strany A;As a AsAz. Vrcholem Ay vedeme
rovnobézku p s useckou A;As. Na rovnobézce najdeme bod B tak, aby soucet
A1 B + BAj byl minimdlni (viz Herontiv problém). Z feseni Heronova problému za
uziti shodnosti plyne i shodnost dvojice thla, které svira usecka A; B s primkou

p (v obrazku thel «) a tsecka A3B s priimkou p (v obrézku thel §). Tyto uhly
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jsou ovsem také shodné s thly u vrcholu A; a As trojuhelniku A; A3B, nebot se
jednd o uhly dvojice stiidavych (diky shodnosti dokonce i souhlasnych) thli. Proto
je trojuhelnik Ay A3 B rovnoramenny. Dale plati, Zze obsah trojihelniku Ay A3B je
stejny jako obsah trojuhelniku A; A3A,, protoze zakladnu maji spolecnou a vyska
obou je taktéz stejna, nebot oba vrcholy A, i B lezi na rovnobézce se zakladnou.

Jelikoz jsme bod B volili tak, aby byla délka A;B + BAs minimalni, a také
proto, ze vrchol As je rizny od vrcholu B (nebot trojihelnik A; AzA; jsme volili

tak, Ze ramena A; Ay a Ay Az nejsou stejnd), plati nerovnost:
AlB + BAg < A1A2 + A2A3.

Nyni sestrojime rovnoramenny trojuhelnik A; A, A; takovy, ze soucet délek ramen
Ay AL+ Al As je stejny jako soucet délek stran Ay As+ Ay As. Protoze plati nerovnost
A1B + BAs < A1 Ay + AsAg, pak musi byt vyska trojihelniku A; A3 AY delsi, nez
vyska trojiuhelniku A;A3zB. Proto i jeho obsah je vétsi.

Proto, ze mnohothelnik ... A; A} A3 ... ma stejny obvod jako ptivodni mnoho-
thelnik ... A;A2A; ..., a také proto, ze trojuhelnik A; A3 A, ma vétsi obsah nez
trojuhelnik A, A3 B, ktery ma stejny obsah jako trojuhelnik A; AzA,, plati, Ze nové
sestrojeny mmnohothelnik je isoperimetrickym a zaroven ma vétsi obsah nez pu-
vodni mnohothelnik.

To je spor s predpokladem, 7Ze nerovnostranny mnohothelnik je maximalni
a maximalni mnohothelnik tak musi byt rovnostranny.

]

(Tikhomirov, 1986)

Lemma 5. Mnohothelnik daného obvodu s mazimalnim obsahem ma shodné vnitrni

ihly.

Diikaz. Lemma nejprve dokazeme pro n-uhelniky, jejichz n je rovno tfem a ¢tyfem.

Poté ukazeme obecnou platnost.
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Obrazek 29: Iustrace konstrukce sporu v lemmatu [4]

1. Maximalnim trojihelnikem podle lemmatu [ je trojihelnik rovnostranny.
Takovy trojihelnik mé velikosti vnitinich 1hli shodné a lemma [5| tak plati

pro n = 3.

2. Maximdlnim ¢tyfthelnikem je podle lemmatu [ kosoétverec nebo ¢tverec.
Protoze obsah kosoctverce spocteme jako délku zakladny néasobenou vyskou
a délka zakladny je ¢tvrtina obvodu, muzeme maximalizovat pouze vysku.
Ta nabyde maximalné hodnoty ¢tvrt obvodu, a to prave tehdy, kdyz se jedna
o ¢tverec. Ctverec mé také velikosti vnitinich thli shodné a diikaz lemmatu

je pro ¢tyrihelniky dokoncen.

3. Pro n > 5 budeme dokazovat sporem.

Predpokladejme, ze mnohotuhelnik A1 A, ... A, je maximalni a zaroven nema
vnitin{ dhly shodné. Podle lemmatu [3 a lemmatu [ jiz vime, Ze takovy

mnohothelnik je konvexni a délky jeho stran jsou shodné.

Uvazujme nyni sousedni thly «, 8,7, 9, ¢, ..., pro které plati, Zze alespon jeden

je rizny od ostatnich. Existuje tak dvojice sousednich ihli, které jsou riizné.
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Bez jmy na obecnosti (tihly lze preznacit) necht jsou to thly « a 8. Ukdzeme,
ze pak v této pétici thla existuje dvojice nesousednich takova, ze velikost
téchto 1hla je rtzna.

Pokud plati, ze a # v nebo [ # J je toto tvrzeni evidentni, nebof se jedna
o dvojice uhld, které nejsou sousedni. Pokud se tyto dvojice nesousednich
uhli rovnaji a riizné jsou uhly a a , pak tvrzeni o existenci riznych nesou-
sednich uhla také plati diky tomu, ze « = v a § = 9§, ¢imz je posloupnost
sousednich thla mozné prepsat jako a, 3, «, B, ¢, ... Z tohoto zapisu je vidét,

ze existuje dvojice nesousednich hli, jejichz velikost je riizna.

Diky tomu muzeme uvazovat ve zkoumaném mnohothelniku dva rtizné troj-
uhelniky ABC a K LM tvorené trojici po sobé jdoucich vrcholi n-ihelniku,
které nemaji zadné spolecné vnitini body a pro néz plati, ze tthel u vrcholu

B je mensi nez tthel u nesousedniho vrcholu L (viz obrézek [30] na strané [60)).

Oba trojihelniky jsou rovnoramenné (protoze n-tthelnik mé délky vsech stran
shodné). Protoze thel u vrcholu L jsme volili vétsi, plati, ze délka strany K M
je vétsi nez délka strany AC'. Sestrojime vysky trojtuhelnikii na strany AC
a K M. Paty téchto vysek oznacime U a V. Sestrojime trojihelnik BK'V’
shodny s trojuhelnikem LKV tak, Ze B je obrazem vrcholu L, V' je obrazem

V' a lezi na poloptimce UB a K’ je obrazem vrcholu K.

Najdeme fteseni Heronowva problému, kdy v jedné poloroviné od hranicni
primky BU lezi body K’ a C' a hleddme bod P na piimce BU takovy, ze
|PK’| + |PC| je minimdlni. P lez{ v pruniku K'A a BU, protoZe trojuhel-
nik ABC' je rovnoramenny a BU je vyska na stranu AC. Proto se vrchol

C v osové soumérnosti zobrazi na vrchol A.

Velikost tthlu ABC' je mensi nez thlu K LM. Nerovnost plati i pro poloviny
téchto thlu, a tedy |[<CBU| < |<KLV|. Ze shodnosti trojihelnika LKV
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Obrazek 30: Ilustrace konstrukce vedouci ke sporu
a BK'V' navic plyne |<K'BV'| = |[<K LV|. Proto plati:
|<CBU| < |<K'BV|.

Jelikoz mezi hly neni rovnost, nesplyne bod P s vrcholem B (viz véta [7]).
Déle naneseme na poloptimku VL tsecku V'P tak, ze V = V’. Koncovy

bod oznac¢ime (). Pro soucet délek ramen nové vzniklych rovnoramennych

trojuhelnikic ACP a KMQ@ plati:

vétal6l
<

|AP| + |PC| + |KQ| + |QM]| = 2(|PC| + | PK"|)
< 2(|BC|+ |K'B|) = |AB| + |BC| + |KL| + |LM|.

Zaroven plati, Ze obsah trojihelniku BPK’ je vétsi nez obsah trojuhelniku

BPC, protoze vyska prvnfho je rovna [V'K’| = | M K| a vyska druhého je
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rovna |CU| = $|AC|. Navic vime, ze |AC| < |KM|. Ze vztahu mezi obsahy

téchto trojihelnikl lze odvodit nésledujici nerovnost:

Saapc — 2SaBpc + Sakim + 2SaBpkr > Saapc + Sakim-

Pokud bychom tedy v n-tthelniku nahradili vrchol B vrcholem P a vrchol
L vrcholem @, dostali bychom n-thelnik o mensim obvodu s vétsim obsa-
hem. Nyni je mozné u obou trojihelniki postupovat jako v diikazu lemmatu
u trojihelniku A; A3 B a zménit obvod n-thelniku na obvod ptvodni a pri-
tom zachovat obsah. Po této tpravé bude mit nové vznikly n-tihelnik stejny
obvod jako A1 A, ... A,, ovsem vétsi obsah, a to je spor s predpokladem, ze

mnohouhelnik A; A, ... A, je maximalni.

]

(Tikhomirov, 1986)
Z lemmat [4] a [5]1ze dojit k zavéru, ze jestlize maximalni n-thelnik existuje, pak

je pravidelny.

4.3.2 Problém princezny Didé6

Za nejstarsi pisemnou zminku tykajici se potireby vyftesit optimalizacni problém
je v literature (Tikhomirov, 1986) povazovan nasledujici uryvek z Aeneis Publia

Vergilia Mara, ktery obsahuje feSeni isoperimetrické tlohy:

»Potom pripluli k mistu, kde nyni veliké vidis basty a Karthdga hrad, jenz nové
tu prave se zvedd; tam si koupili pudu — a proto ji nazvali Byrsou, tolik, co volskou
kuzi by dokola obemknout mohli. “

Publius Vergilius Maro, 1.st. pt.n.l. (Maro, Vanorsky, 2018, s.24)
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Tato cast epické basné, pochazejici z prvniho stoleti pred nasim letopoctem,
vypravi ptibéh zalozeni mésta Karthaga princeznou Didé. Fénickd princezna, ktera
v devatém stoleti pred nasim letopo¢em na utéku od bratra Pigmaliona koupila
podle legendy na tzemi dnesniho Tuniska piidu, presvédcila obchodnika, aby ji
prodal pouze tolik pudy, kolik bude schopna ohrani¢it pomoci by¢i usné (Nahin,
2007). Rimsky historik Justinus popisuje, jak Didé (v jeho verzi Elissa) obchodnika
prelstila trikem, kdy ktzi narezala na tenké platky, kterymi vyznacila oblast, kde
poté stala jeji pevnost, jez byla pocatkem mésta Karthiaga. (De Carlos, 2008)

Tikhomirov (1986) uvadi, ze v origindle Vergilius pouzil sloveso circumdare,
volné prelozené jako ,,ohrani¢it kruznici“. Tento vyznam zachovava i ¢esky preklad,
ktery je pouzit pro tuvod kapitoly. Podle basné tak princezna nalezla optimalni
reseni, kdy obsah plochy oblasti, kterou ohranicila, byl maximalni. Problém Dido

lze matematizovat do nasledujici véty:

Véta 20. Mdme-li pomoci krivky délky | ohranicit oblast s co mejvétsim moznym
obsahem tvorenou touto krivkou a primkou, pak plati, Ze neni-li krivka pulkruznici,
pak existuje jind krivka stejné délky [, kterd ohranici vétsi plochu. Tedy pokud

existuje krivka ohranicujici maximdlni plochu, musi ji byt pulkruznice.

Diikaz. Necht kiivka nad AB neni pulkruznice a predpokladejme, Ze jde o takovou
krivku, ktera ohranic¢uje nejvétsi moznou plochu.

Protoze kfivka neni piilkruznice, tak na ni existuje bod P takovy, ze z néj
AB neni vidét pod pravym thlem (podle Thaletovy véty). Sestrojime tsecky AP
a PB, ¢imz rozdélime ohrani¢enou oblast na tfi ¢asti Ay, Ay a A3 (viz obrazek
na strané [63)).

Déle zkonstruujeme podobny obrazek s tim rozdilem, ze tithel u bodu P konstru-
ujeme pravy. Tedy trojihelnik ABP se zméni na trojihelnik A’B’P’, jehoz délky
stran A’ P’ a B’ P’ jsou shodné jako délky AP a BP u puvodniho trojuhelniku. Také
zachovdme tvar a obsah kiivek nad témito useckami (viz obrézek [32|na strané [63)).
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)

A;

Obrézek 31: Iustrace ¢asti dukazu véty

Obréazek 32: Tlustrace dalsi ¢asti dikazu véty [20]

Zménou uhlu zustaly zachovany obsahy ploch A; a A,. Plocha Ajs se vsak nyni
podle véty zvétsila, a tedy obsah plochy pod nové vzniklou kiivkou je vétsi.
Pavodni krivka tak nemohla vytnout plochu o maximalnim obsahu, coz je spor
s predpokladem, ze ptuvodni kiivka o tvaru, ktery neni pulkruznici, je maximéalni.

]

(Niven, 1981)

Za vyuziti problému Dido dokazeme vétu nésledujici:

Véta 21. Pro kazZdou jednoduchou uzavrenou krivka K, kterd neni kruznici exis-
tuje jind krivka Ko, kterd md stejnou délku jako K1, ale ohranicuje oblast o vétsim
obsahu. Tedy pokud existuje jednoduchd uzavrend krivka s danou délkou ohranicu-

jict maximalni oblast, pak je ji kruZnice.
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Dukaz. Dukaz rozdélime do dvou ¢asti.

1. JestliZe je ttvar ohraniceny kiivkou K nekonvexni, pak podle véty [I] vime,
ze kiivka tvorici hranici konvexniho obalu mé& mensi obvod a vétsi obsah.

Délku kiivky tak jesté mizeme zveétsit a tim zvétsime jesté vice obsah.

2. Pokud je utvar ohraniceny kiivkou K; konvexni, zvolime na ném libovolné
bod A. Najdeme bod B takovy, ze délka trajektorie (tedy kiivky, ktera je tvo-
fena ¢asti obvodu) z bodu A do bodu B je rovna poloviné délky celé kiivky.
To znamena, ze at se z bodu A do bodu B budeme po kfivce pohybovat

libovolnym smérem, urazend vzdalenost bude vzdy stejna.

Sestrojime tusecku AB. Predpoklddejme nyni, ze tisecka AB rozdélila utvar
na dveé casti, jejichz obsahy jsou rizné. Zobrazime-li tu cast, kterd ma veétsi
obsah, v osové soumérnosti s osou AB, dostaneme novy obrazec o stejném
obvodu, jako mél puvodni (vzor mél obvod roven poloviné puvodniho ob-

razce), ale s vétsim obsahem.

Déale uvazujme pripad, kdy tusecka AB rozdélila ttvar na dva se stejnym
obsahem. Protoze ptvodni kfivka neni kruznici, pak alespon jedna z ¢asti
neni tvorena ptilkruznici. Nyni staci na tuto c¢ast aplikovat vétu 20, a opét
pouzit osovou soumérnost k nalezeni krivky stejného obvodu, ale vétsiho

obsahu.
O]

(Niven, 1981)

Diikazy vét [20)a2I] pochézeji od némeckého matematika Jakoba Steinera, ktery

je provedl v roce 1836. Problémem je, Ze obé véty, stejné jako Zenodorova, pred-
pokladaji existenci maximalni ktivky n-thelniku. Jako prvni na tento nedostatek

upozornil Dirichlet. Rikd, Ze Steiner zptisobem popsanym vyse dokéazal pouze fakt,
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ze pokud krivka ohranic¢ujici maximalni plochu existuje, pak je ji kruznice. Stei-
ner na vytku reagoval tim, Ze je to preci samoziejmé, ze takova kiivka existuje.
(Blasjo, 2005; Nahin, 2007)

Tikhomirov (1986) a Niven (1981) k vétam uvadéji, ze anticti filosofové se
obecné existen¢nimi dikazy nezabyvali a existenci mnoha objektii povazovali za
samoziejmou. Stejné tak Zenodorus povazoval pravdépodobné existenci maximal-
niho n-thelniku za samoziejmou a o mnoho stoleti pozdéji i Steiner. Niven (1981)
dale uvadi, ze pravé v reakci na Steinertuv dikaz se matematici zacali existenénimi
dikazy zabyvat daleko vice.

Steineruv dikaz byl napaden naptiklad Rademacherem, Toeplitzem a dalsimi.
Jednoduchym logickym argumentem jej také kritizuje Perron. Jeho argumentaci
bychom mohli formulovat takto:

Necht n je libovolné prirozené cislo rizné od jedné. Pak je ¢islo n? vétsi nes
n. Tedy pro kazZdé prirozené cislo rizné od jedné existuje vétsi prirozené cislo.
Podle logiky Steinerova dikazu bychom tak mohli uzavrit, Ze jednicka je nejvétsim
prirozengm cislem. (Niven, 1981)

Proto jsou dale véty dokazany jesté jednou bez predpokladu existence ma-
xima. K tomu je potfeba zavést novou geometrickou konstrukci nazvanou vnitrni

rovnobézny mnohothelnik (The Inner Parallel Polygon). (Niven, 1981)

Definice 12. Procesem tvorby vnitfniho rovnobézného mnohothelniku bu-
deme rozumét takovou konstrukci, kdy dany mnohotihelnik za¢neme zmensovat
tim zpusobem, ze jeho strany se pohybuji rovnomérnou rychlosti smérem dovniti
tak, ze nové vzniklé strany jsou s puvodnimi rovnobézné (vrcholy se tedy pohybuji
po oséch stran k nim prilehlych). Tento pohyb délame tak dlouho, dokud jedna

nebo vice stran nedegeneruje v bod.

(Niven, 1981)
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Pozn. 17. Proces tvorby wnitrniho rovnobézného mnohothelniku muze skoncit

tremi pripady:

1. Vznikne novy mnohothelnik o méné stranich a vrcholech nez puvodni (viz

obrézek [33).

2. Vznikne usecka.

3. Vznikne jeden bod.

Obrézek [33] ukazuje proces, v némz Sestitthelnik ABCDEF' prejde pres mezi-
stav AIBIOIDIEIFI do pétlﬁhelniku AQBQCQEQFQ.

Obrazek 33: Znazornéni procesu tvorby wvnitrniho rovnobézného mnohotuhelniku

Pottebujeme najit vztah mezi obsahy a obvody ptuvodniho a nové vzniklého

n-thelniku. Z nové vzniklych vrcholi n-thelniku vedeme kolmice ke stranam pi-

vodniho n-tthelniku, na kterych ptvodni bod lezel (viz obrazek [34) na strané [67).
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Tim ziskdame takovy pocet pravouhelniki, kolik stran mé nové vznikly n-tihelnik
(na obrazku je to pét pravothelniki pro pétithelnik AsByCyFEsFy). Protoze
strany se v procesu tvorby vnitiniho rovnobézného mnohothelniku posouvaly stej-
nomérné, maji pravothelniky stejnou délku jedné strany (v obrazku |34 tak plati
napriklad rovnost mezi délkami stran OBy, N By, V As, T'F5, RE5 a odpovidajicimi
rovnobéznymi stranami kazdého z pravothelnikii). Délku téchto tsecek oznac¢ime

r. (Niven, 1981)

Obrazek 34: Rozdéleni mnohothelniku na disjunktni plochy

V obrazku dale vidime, Ze vzniknou oblasti tvorené deltoidy, jejichz dvé
protilehlé strany jsou také dlouhé r. Déle je také patrné, zZe je mozné tyto deltoidy
seskupit v jeden spojity obrazec (viz obrdzek [35] na strané [68)). (Niven, 1981)

Obsah S ptvodniho n-thelniku je tedy mozné vyjadrit jako soucet obsahu
nové vzniklého, mensiho n-tthelniku S; a obsahu pravotuhelnikii a deltoidi. Obsah
pravouhelnikii je mozné vyjadrit jako délku obvodu mensiho, nového n-tthelniku

nasobenou r. Oznaéme obvod nového n-thelniku P, a S; souéet obsahu vsech
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Obrazek 35: Seskupeni deltoidl o obsazich Ay, ..., Ag z obrazku

deltoidi. Muzeme tedy psat:
5251+T'P1+Sd.

Z obrazku [34 na strané [67] je dale patrné, ze puvodni obvod je souctem obvodu
nového n-tthelniku a obvodu obrazce vzniklého sloZenim deltoidt na obrazku [33
To budeme zapisovat jako:

P:P1+Pd7

kde P, je obvod nové vzniklého n-tihelniku a P; obvod n-thelniku tvoreného slo-
zenim deltoidi. (Niven, 1981)

Stejné je potreba postupovat pro ptipad, kdy by doslo k degeneraci n-tthelniku
v tsecku délky [ (viz obréazek 37 na strané [69).

Opét nad nové vzniklym utvarem sestrojime kolmice z vrcholi. Vznikne nam
tak dvojice pravoihelnikt a deltoidy, které opét lze prerovnat v jeden n-tthelnik.

Pravothelniky maji obsah roven délce tsecky néasobené vzdalenosti, o kterou je
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Obréazek 36: Degenerace do tsecky

Obréazek 37: Rozdéleni obsahu na pravothelniky a deltoidy

usecka vzdalena od ptuvodni rovnobézné strany, tu oznac¢me r. Pro obsah tedy
plati:
S =2rl+ 5.

Obvod ptvodniho n-thelniku je roven obvodu n-tihelniku vzniklého preskupenim

deltoidii a dvojnasobku délky tsecky. Tedy plati:
P=PF;+2l.

Protoze se strany pohybuji pti procesu tvorby wnitrniho rovnobézného mnoho-
thelniku stejnomérné, plati, ze pravé tétivovy mmnohothelnik degeneruje v jeden

bod. To je znazornéno na obrazku |38 na strané Vzdalenosti stran AB a Ay B;
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a vSech dalsich rovnobéznych dvojic v obrazku jsou v procesu tvorby shodné. Ozna-
¢eny jsou r. Protoze vrcholy se pohybuji po osach thlu, kde lezi i stted S kruznice
vepsané a od tohoto stfedu je to ke vsem strandm ptivodniho obrazce stejné da-
leko (polomér kruznice vepsané), degeneruje obrazec pravé do tohoto bodu. (Niven,
1981)

Pokud naopak mmnohothelnik neni tecnovy, pak se jeho osy uhli neprotnou

v jednom bodé a nemuze do bodu degenerovat.

Obrézek 38: Tétivovy mnohothelnik degeneruje v bod

V dalsim textu budeme pouzivat tzv. isoperimetricky kvocient. Ten vychazi

z ekvivalentné vyslovené véty 21 Znéni této ekvivalentni véty je nésledujici:

Véta 22. Pro kazZdou oblast roviny s obsahem S a obvodem P plati nerovnost

47tS < P2. Rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz oblast je kruh.

Ekvivalenci s ptivodné vyslovenou vétou lze spatrit, kdyz do nerovnice dosadime

hodnoty odpovidajici kruhu. Necht je dan kruh o délce obvodu P, jeho obsah je

potom roven T(%)Z, po dosazeni do vztahu pak mame:
P2
4® =P?*< P2
(2m)? -
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Pro kruh tedy nastava rovnost a véta rika, ze kruh ma nejvétsi obsah, proto jiné
kiivky budou ohranicovat oblast, jejiz obsah je mensi, jak jsme ukazali ve vété 21

(Niven, 1981)

Definice 13. Pomér &sel 475 ku P? z véty 22 nazveme isoperimetrickym kvoci-

entem n-uhelniku.
Vlastnosti isoperimetrického kvocientu:

1. Kvocient pro kruh nabyva hodnoty 1.
2. Ostatni n-uhelniky maji kvocient mensi nez 1.

3. Podobné objekty maji stejny kvocient.

(Niven, 1981)

Niven (1981) na strané 86 také uvadi vycet nékterych isoperimetrickych kvocientu:

Tabulka 1: Vycet nékterych hodnot isoperimetrického kvocientu

Kruh 1,000
Pravidelny osmithelnik 0,948
Pravidelny Sestithelnik 0,907
Pravidelny pétithelnik 0,865
Ctverec 0,785
Rovnostranny trojuhelnik 0,605
Rovnoramenny pravouhly trojuhelnik | 0,539
Trojthelnik o stranach délek 1, 2, v/3 | 0,486

Tabulka [T mimo jiné ukazuje, ze ¢im vice vrcholit mé pravidelny mnohothelnik,
tim vétsi hodnoty jeho isoperimetricky kvocient nabyva.

S definovanymi pojmy isoperimetrického kvocientu a vnitiniho rovnobézného
mnohothelniku jiz mizeme vétu 21| dokazat bez predpokladu existence v ekviva-

lentnim tvaru, ve kterém jsme ji vyslovili jako vétu
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Diikaz. Dikaz rozdélime na ¢tyti pripady:

1. Je-li krivka hranici teénového mnohotihelniku (mnohothelniku, jemuz lze
vepsat kruznici), pak obsah tohoto mnohothelniku vypoéitame jako soucet
obsahtl trojihelnik vzniklych spojenim vrcholt mnohothelniku se stredem
vepsané kruznice. Obsahy téchto trojuhelnikil ziskdme jako polovinu sou-
¢inu podstavy (piislusna délka strany mnohothelniku) a poloméru vepsané
kruznice 7:

S = ! + ! +o L
= 507 + Zaar 50T
kde ay,...,a, jsou délky stran mnohothelniku. Vyraz na pravé strané lze
upravit:

1 1
Szir(a1+a2+---+an):§r?

Protoze kruznice o poloméru r je mnohouhelniku vepsana, plati, Zze obvod
mnohothelnfku je vétsi nez 27r a jeho obsah je vétsi nez 7r?. Vyjadieno
formou nerovnosti tak plati:

P > 27r,

S > mr?
Z vyjadreni obsahu dostaneme:

rP =25,
a pro vyraz 4mS:

AmS = 2mrP < P
Tim je véta dokézana pro tecnové mnohothelniky.
2. Je-li kiivka hranici konvexniho mnohothelniku, k dikazu pouzijeme mate-

matickou indukci. Zacneme pro n = 3, tedy trojuhelnik. Protoze kazdy troj-

thelnik je te¢novym mnohothelnikem (lze mu vepsat kruznici), véta plati

podle bodu 1.
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Predpokladejme, ze véta plati pro konvexni mnohothelniky o mensim poctu
vrcholl nez n, a ukdzeme, ze poté musi platit i pro mnohothelnik o n vrcho-

lech.

Necht je dan konvexni mnohothelnik M o n vrcholech, obsahu S a obvodu P.
Pokud je tecnovy, pak podle bodu 1 véta plati, pokud neni, vyuzijeme kon-
strukce vnitrniho rovnobezZného mnohotuhelniku. Protoze neni te¢novy, muze
bud vzniknout mnohothelnik o méné vrcholech, nebo degenerovat v tisecku
(osy jeho thli se neprotinaji v jednom bodé, tedy nedegeneruje v bod). V pri-
padé, ze vznikne mnohothelnik M; o méné nez n vrcholech, véta pro tento
mnohothelnik podle indukéniho predpokladu plati. Oznac¢me obsah tohoto

mensiho mnohothelniku S; a obvod P;. Plati mezi nimi vztah:
P? > 41 8.

Mnohothelniku M, vzniklému seskupenim deltoidu, které pii tvorbé wvnitr-
nitho rovnobézného mnohotuhelniku vznikly, je mozné vepsat kruznici o polo-
meéru r a je tedy tecnovy. Proto podle ¢asti 1 tohoto dikazu pro jeho obsah
Sy a jeho obvod Py plati:

P37 > 4rnS,.
V prvnim pripadé tohoto dikazu jsme také ukazali, ze pro pripad tétivo-
vého mnohothelniku plati nerovnost mezi jeho obvodem a obvodem kruznice,

z toho pro mnohothelnik M, plati:
P; > 2mr.
Obé strany nerovnosti vynasobime 2P, a dostaneme vyraz:
2P Py > AmrPy.

7 jiz. odvozenych vztahti mezi obsahy a obvody ptivodniho a nové vzniklého

mnohothelniku pti konstrukci vnitrniho rovnobézného mnohotuhelniku, které
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rikaji S =S, +rP, + Sqg a P = P, + Py, a nerovnosti popsanych v ¢asti dvé

tohoto diitkazu dojdeme k zavéru:

pP? = Pf + 2P, P, + Pj > 47S, + 4mrPy + 47nS; = 47 S.

Kdyz mnohothelnik degeneruje v tsecku, vyuzijeme vztahu pro obsah S =
= 2rl+S, a obvod P = P,;+2l, které jsme odvodili vySe (opét v ¢asti vénujici
se konstrukei vnitrniho rovnobézného mnohothelniku) pro pripad, kdy poly-
gon degeneruje v usecku, v kombinaci s faktem, ze pro utvar vznikly z del-
toidi bude platit (obdobné jako tehdy, kdyz vznikl mnohotihelnik o mensim
poctu vrcholt nez n), ze P7 > 4wSy, nebot ttvar je tetnovy. Kruznice mno-
hothelniku vzniklému z deltoidi vepsana ma polomér r, a tak pro jeho obvod

plati Py > 27r. Ze vztahtu dostavame:

P? = (Py+20)? = P? + 4Pl + 417 > 4nSy + 8rl + 4l =

= 47 (Sq + 2rl) + 41> = 47S + 41 > 47 S.
A tim je dikaz dokoncen pro konvexni mnohotihelniky.

. Pro nekonvexni mnohothelnik nalezneme jeho konvexni obal. Ten mé veétsi
obsah a mensi obvod. Proto m4 i vétsi isoperimetricky kvocient. Ten je vSak

podle pripadu 2 mensi nez jedna.

. Pro jednoduché uzavtené krivky, které nejsou mnohothelniky, budeme di-
kaz vést sporem. Predpokladejme, ze existuje takova jednoducha uzaviena
kiivka, kterd neni kruzmici a plati pro ni P? < 4rS. JestliZe by nastala
rovnost, vyuzijeme postup popsany v dukazu véty [21] a najdeme ktivku se
stejnym obvodem a vétsim obsahem. Tim predpokladana nerovnost zistane

v platnosti a miizeme diky tomu predpokladat, ze mame takovou ktivku, pro
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kterou plati P? < 47S. Obdobné mtiZeme piedpokladat, Ze kiivka je kon-
vexni. Kdyby nebyla, nasli bychom jeji konvexni obal, ¢imz bychom zmensili
obvod a zvétsili obsah ttvaru, jehoz hranici tvori. Tim by se isoperimetricky

kvocient jesté zvétsil (také jiz bylo popsdno v dikazu véty [21)).

Polozme X = 47 S — P2. 7 predpoklddané nerovnosti plyne, Ze X je vétsi nez
nula. Déle na krivce zvolime n-tici bodii. Spojenim sousednich bodu z této
n-tice ndm vznikne takovy n-thelnik, ktery bude s rostoucim n stale lépe
aproximovat obsah i obvod ttvaru ohrani¢eného zkoumanou kiivkou. Obsah
tohoto n-thelniku ozna¢me Sy a obvod P,4. Protoze ttvar ohranic¢eny kiivkou
je konvexni, je n-tthelnik do ttvaru vepsany. Z toho také plyne, Ze jeho obvod

P, je mensi nez délka kiivky P.

Pocet vrcholi n lze zvolit tak, aby se rozdil skute¢ného obsahu ttvaru a ob-
sahu vepsaného mnohothelniku dal ohranic¢it libovolnou nezapornou kon-

stantou. Zvolime tedy n tak, aby platilo:

X
S—54< —.

A U

Obé strany vynasobime 47 a vyjadiime S4:

Sydm > 4rS — X = 4nS — (4nS — P?) = P* > P3.

Vyjadirime-li nyni isoperimetricky kvocient vepsaného n-tthelniku, dostavame

4};# > 1, to je ovSsem spor s definici isoperimetrického kvocientu.
A

[l
(Niven, 1981)

Pozn. 18. Dtkaz problému Didé je disledkem této véty a vyuziti osové soumeér-

nosti. (Niven, 1981)
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4.3.3 O kouli a valci — kniha druha, véta devata

Reseni isoperimetrického problému lze nalézt také v Archimédové dile O kouli
a vdlei (On the Sphere and Cylinder), pochazejicim ze ttetiho stoleti pred nasim
letopoctem, kde mimo jiné autor popisuje vztah mezi objemy koule a valce (koule
vepsana do valce ma objem rovny dvéma tfetindm tohoto valce). (Netz, 2004)

Ve druhé knize se pak objevuje jako devaté tvrzeni nasledujici véta:
Véta 23. Polosféra mad vétsi objem nez libovolny kulovy vrchlik o stejném povrchu.

(Netz, 2004)

Archimédés vétu dokazal nasledujicim zpiisobem:

Diikaz. Necht jsou dény v prostoru dvé sféry. Prvni ma polomeér r; a stred Si,
druhd 7o a stied Sy (viz obrézek na strané [77)). Kulovy vrchlik o poloméru
r=|MY| # r avysce v =|MV] (ozna¢me jako XVY') ma stejny povrch jako ku-
lovy vrchlik tvoreny polosférou koule o poloméru 5. Ten oznac¢ime C'AD. Chceme

ukazat, ze pro objemy téchto utvara plati:
Voap > Vxvy.

Archimédés na poloprimce S;V sestrojil bod H tak, aby platilo, ze objem V}, ku-
zelu, jehoz vyska v, méla velikost |S;H| a jehoz polomér byl roven poloméru pod-
stavné kruznice MY, mél stejny objem jako kulovy vrchlik XVY.

Na opacné poloprimce S1W sestrojil bod G vzdéleny o dvojnasobek r; od
stredu S;.

Z rovnosti mezi objemem kuzelu a vrchliku (odvozeného pomoci Cavalieriho

principu) plati:

1 1
iy, = §7r(3'r1 — )7,

3
1 1
STIMY PIMH| = or (@3S V] = [MV])[ MV,
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Obréazek 39: Ilustrace k Archimédovu diukazu véty 23]

zkratime %7?:

(MY P|MH| = (3]$\V| — [MV])| MV,
zavorku (3|51V] — |MV|) nahradime |MG]:
MY’ IMH| = |MG||MV>. (4.1)

Tikhomirov (1986) uvadi, ze Archimédés ve své dobé nemohl postupovat timto
algebraickym zptisobem. Namisto toho nasel rovnost mezi poméry délek tsecek
lezicich na ptimce VW. K rovnosti poméru je mozné se dostat ipravou rov-
nosti . Pro |MY| podle Bukleidovy véty plati |MY|> = |MV||MW| (jedn4 se

o geometricky pramér hodnot). Dosadime za |MY |*:
|MV||MW||MH| = |MG||MV]”,

zkratime, vydélime a dostavame rovnost pomeéru, kterou Archimédés pouzil k di-
kazu:

|[HM|  |GM|
VM| [WM|

(4.2)
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Vyuzijeme také rovnost povrchti mezi vrchlikem a polosférou. Z Pythagorovy

véty plyne, Ze |AD| = \/r3 + 13 = \/2r. Z Eukleidovy véty o odvésné plyne rovnost
(VY| = /|VM||VW]|. Déle plati:

mVY | = 7|VM||VW| = 2rr0. (4.3)

Vyraz 2mriv odpovida povrchu kulového vrchliku. Ten, jak vime z predpokladu

véty, je roven povrchu kulové polosféry:

4 2
21w = 7;T2 = 1|ADJ%. (4.4)

Z rovnosti mezi rovnicemi (4.3]) a (4.4]) plyne:
m|VY | = 7|AD|, (4.5)

VY| = |AD|. (4.6)

Dale sestrojime na poloprimce VM usecku V F', jejiz délka je shodnd s délkou

poloméru ry. Je treba ukazat, ze plati nerovnost:
\WFE||FV| > |WM||MV|. (4.7)

Tikhomirov (1986) rikd, ze Archimédés tuto nerovnost odivodnil pouze geomet-
rickym pozorovanim, kde dosel k zavéru, ze vétsi obsah ma ten z dvojice obdélnikt
stejného obvodu, jehoz kratsi strana je deléiﬂ

Za vyuziti rovnosti mezi povrchem vrchliku a polosféry dojdeme ke vztahu:

27V = 2773,

om|GW ||V M| = 2x|V F |,
zkratime 27 a dostavame:

IGW||VM| = |VF|*. (4.8)

8 Algebraicky diikaz této nerovnosti nasleduje v poznamce |19 za diikazem.
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Dokazeme platnost nerovnosti:
[VE|IVW| > |GM||VM]|. (4.9)
Nejprve |VW]| rozepiSeme jako |V F|+|FW| a |GM]| jako soucet |W M|+ |GW|:
[VE|(IVE|+ [FW]) > (IWM] + [GW])|[V M],
na obou stranach dokazované nerovnosti pouzijeme distributivni zakon:
\VE|\VF|+ |VE|FW| > |WM||VM|+ |GW||VM]|,
\VE)? + [VE||[FW| > |GW ||V M|+ |WM||VM|.

Z rovnosti (4.8]) jiz vime, ze kvadraticky Clen na levé strané se rovna prvnimu
s¢itanci na pravé strané a z nerovnosti (4.7)) vime, ze druhy ¢len na levé strané je
vétsi, nez druhy ¢len na pravé strané. Nerovnost (4.9)) je tak dokézana.

Vyjadiime objem polosféry:

2 Pythag véta T

21 2T T
Voan = S18:DJ" = 1S, D15,D ZIs:DllapP & Zis,py vy

Z konstrukce tusecky VI plati |V F| = |S2D| a podle rovnosti muzeme psat:
Veap = 5[VFIIVY [ = SIVFIIVM|[VIV],
podle nerovnosti (4.9) vynasobené |V M| pak plati:
Veap = g|VF||VM||VW| > glGM||VM|2 I g|HM||MY|2.

Vyraz 5 |HM||M Y|? je roven objemu V; kuzelu zkonstruovaného na zadatku di-
kazu. Kuzel jsme konstruovali tak, aby jeho objem byl roven objemu kulové tisece
Vxvy. Plati tedy, ze Voap > Vi = Vxyy, coz znamena, ze ze vsech kulovych

vrchlikil s danym povrchem ma nejvétsi objem polosféra. O
(Tikhomirov, 1986)
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Pozn. 19. Pouzijeme-li moderni algebraickou notaci, lze nerovnost (4.7) dokazat
naptiklad takto:

Ozna¢me h = |MV|. Dokazovanou nerovnost je pak mozné prepsat do tvaru:
(2r1 — ro)ryg > (2ry — h)h,
pro 1 # h. Rovnost lze zapsat jako r2 = rih. Nerovnost dokdZeme zvlast pro
pripad, kdy h < ry, a pro pripad, kdy h > r;.
1. Necht h < rq, pak plati:

r§:r1h>h2 — rp>h —= rn—-r<r—h =

= (2 —ro)ra =17 = (n —72)° > 717 — (1 — h)* = (2r1 = h)h.

2. Necht h > ry, pak plati, ze r2 = rh < h* a r3 = rih > r?. Z nerovnosti

plyne, ze ry < rs < h, a potom tedy plati:

7’2—7"1<h—7"1 — (27’1-7’2)7’2:

= 7‘% —(r = 7“2)2 > 7“% —(r — h)2 = (2r, — h)h.
(Tikhomirov, 1986)

4.3.4 Tartagliv problém

Optimalizac¢ni problém tesil i Niccolo Tartaglia ve druhé poloviné Sestnactého sto-
leti v Italii. Jeho jméno je nejcastéji spojovano s fesenim kubické rovnice a Car-
danovymi vzorci, které objevil ve velmi kratkém case pred matematickou soutézi.
V jeho dile se objevuje i nasledujici optimaliza¢ni problém, ktery Tartaglia ispésné
vytesil: |, Rozdél cislo osm na dvé casti tak, Ze soucin soucinu téchto casti s jejich
rozdilem je mazimdlni. “ (Tikhomirov, 1986; Nahin, 2007)

Prestoze Tartaglia nezverejnil sviij zptisob feseni, dostal se ke spravné odpovédi

a=4+ 7 ab=4— J. (Nahin, 2007)
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Jakym zpusobem mohl Tartaglia postupovat odhaduje Tikhomirov (1986),
ktery tlohu tesi pro obecné ¢islo S. Problém miizeme formulovat jako vétu na-

sledovné:

Véta 24. Necht je dina dvojice cisel a,b takovych, Ze a > b a a+ b= S. JestliZe
2 2
plati (g) + 3 (%) = (a — )2, pak vijraz ab(a — b) nabyvd svého mazima.

Diikaz. Rozdil (a — b) oznacime jako nezndmou z. Protoze plati:

a—b=ux,
a+b=.29,
dostdvame a = @ ab= (S;x). Hleddme maximum funkce:
S S —
f(z) =abla—0b) = ( ;_I) ( 5 x)x

Oznac¢me hledané maximum M pro x > 0. Pak pro neznamou x dostavame rovnici:

(S+x)(S—x)
2 2

r=M,
kterou upravime na kubickou rovnici:
z® — S%r 4+ 4M = 0.

Rovnici upravime na tvar:
—13 + Sz

= M.
4

Funkce na levé strané je graficky znazornéna na obrazku 40| na strané . Reseni
rovnice je prunik jejiho grafu a primky y = M. Z vlastnosti kubické funkce je
patrné, ze fesenim bude dvojnasobny kladny koten a kofen zaporny. Kladny koren

oznac¢ime « a zaporny 3. Plati tedy:
2 — S%r +4M = (z — a)*(z — B),
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pravou stranu roznasobime a dostaneme rovnost:
23— S%r +4AM = 2° + (—2a — B)2* + (o + 2aB8)x — o®B.

7 rovnosti koeficienti u odpovidajicich mocnin neznamé x zjistujeme:

0=—2a—p,
—5? = a® 4 2a0,
AM = —a?p.
M
«
Obrézek 40: Graf funkce y = % a jejl maximum M pro z > 0
Z prvni rovnice dostavame 2o = —f3. Po dosazeni do druhé pak S? = 3a2. Ze

tieti ziskdame 2M = o®. Po tpravé plati, Ze:

S? S\% 1/5\?
(a=by=a"=7 (2> +3<2)’
a pro a a b:

a:S—i-x:S—l—(a—b):S‘i‘%

2 2 2

S

b:S—x:S—(a—b):S—ﬁ'

2 2 2

0
(Tikhomirov, 1986)
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4.4 Brachistochrona

Slovo brachistochrona je slozeno ze dvou teckych slov brachistos, znamenajiciho
nejkratsi, a chronos, znamenajiciho ¢as. Problém, ktery je timto slovem oznacen,
pochazi od svycarského matematika Johanna Bernoulliho. Bernoulli se ptéa, jaky
tvar musi mit kiivka spojujici body A a B, aby bod, ktery zac¢ina pohyb v bodé
A, dorazil po ktivce do bodu B za nejkratsi dobu. Problém publikoval ve védec-
kém casopise Acta Eruditorum v roce 1696. Zminil, ze sém ma velmi duvtipné
feseni, které zatim ale nechce publikovat, a vyzyva ostatni k vyreseni problému
(adajné chtél svému bratrovi Jacobovi dokazat, ze je lepsSim matematikem, a zZe
on tento problém nevyfesi). (Courant, Robbins, 1996; 3BluelBrown, 2016; Tikho-
mirov, 1986)

Na problému je zajimavé, ze uvazuje gravitacni zrychleni a vyuziva tak vlast-
nosti redlného svéta. Podobnymi problémy se pfed Bernoullim zabyval jiz Galileo.
Ten dospél naptiklad k zavéru, ze feSenim nemuze byt usecka (i kdyz se jedna
o nejkratsi vzdélenost), a ze télesa pohybujici se z bodu A do bodu B po kru-
hovém oblouku pottebuji k pohybu kratsi ¢as. (3BluelBrown, 2016; Tikhomirov,
1986)

K vyteseni problému je potfeba najit optimum mezi délkou kiivky a tvarem,
kdy gravitacni sila bodu udéli potfebnou rychlost k dosdhnuti minimalniho casu.
Pro teseni problému v té dobé neexistovala zadna znama metoda, i proto se stal
velice popularnim a mimo Johanna Bernoulliho s jeho Tesenim nezavisle na sobé
prisli Leibniz, Jacob Bernoulli (bratr Johanna), I’'Hospital a také Newton, ktery
feSeni zaslal anonymné. Jacob Bernoulli idajné poznal, komu reseni patii, a New-

ton pozdéji priznal, Ze skutecné problém tesil on a jeho vyreseni mu zabralo pouze
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jednu noc (zatimco Johannu Bernoullimu dva tydny). Ukazalo se, ze feSenim je

¢ast cykloidyl (3BluelBrown, 2016; Tikhomirov, 1986)

Definice 14. Cykloida je kiivka, kterou vykresli bod lezici na kruznici o polo-

méru r, kterd se vali bez prokluzu po piimce (viz obrazek .

3.5

25

Obréazek 41: Cykloida tvorena bodem B na kruznici o poloméru jedna

(Courant, Robbins, 1996)
Cykloidu popiseme parametricky. Protoze se pohyb bodu po cykloidé sklada
z pohybu po kruznici a pohybu posuvného ve sméru, kterym se vali kruznice,

vyjdeme prii popisu z parametrickych rovnic kruznice o poloméru 7:

r = rsina,

Y = T Ccosa.

9Cykloida (v poloze ,vzhiiru nohama®) je nejen brachistochronou, ale také tzv. tautochronou,

eV

bodu, je nezavisla na poloze, ve které bod sviij pohyb zac¢ina. Tuto vlastnost objevil Huygens

v 17. stoleti. (Wagon, 2010)
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Parametrickych popist kruznice existuje mnoho, dilezité je, aby popis, ktery vy-
bereme, splnoval to, ze s rostoucim parametrem a se bod vykreslujici kruznici
pohybuje v zaporném sméru otaceni (po sméru hodinovych rucicek). To nami zvo-
leny popis spliuje.

Protoze chceme, aby se cykloida ,kutalela“ po ose x, musi byt y-ova souradnice

stfedu kruznice rovna polomeéru r. Dostavame tak rovnice:

r = rsina,

Yy =rcosa-+r.

Déle pozadujeme, aby cykloida vychéazela z poc¢atku, tedy pti nulovém odvaleni
kruznice bude bod, ktery cykloidu vykresluje (v obrazku {41 na strané |84 se jednéa
o bod B) mit souradnice [0; 0]. To pro nasi rovnici neplati, vychozi bod ma sourad-
nice [0;2r] a pohybuje se tak stfedové soumérné podle sttedu kruznice s bodem,

ktery potrebujeme popsat. Rovnice tedy musi byt ve tvaru:

r =r(—sina),
y=r(—cosa+r).
Uz zbyva pouze doplnit pohyb kruznice po ose x. Ten nema vliv na y-ovou soutad-

nici. Co se z-ové soutradnice tyce, ta se zvétsuje o tolik, o kolik se oto¢i kruznice,

tedy o r - a. Proto tento vyraz pfricteme a dostaneme:

r=r(—sina) +ra =r(a —sina),

y=r(—cosa+r)=r(l—cosa).

Pro brachistochronu bude vsak cykloida ,,vzhiiru nohama“ oproti cykloidé na

obrazku [41] na strané [84] Jeji rovnice tak ma opacénou y-ovou soufadnici, tedy:

r =r(—sina) +ra =r(a —sina),

y=r(cosa—r)=r(—1+cosa).
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Obrazek 42: Brachistochrona je ¢asti kiivky podobné této

Vypadat bude jako na obrazku [42] Tento tvar budeme pot¥ebovat k diikazu toho,
ze brachistochronou je pravé ¢ast cykloidy. K dikazu také pouzijeme tzv. Snelliv

zakon.

4.4.1 Snelluv zakon

V kapitole jsme zminili Heronovu a Damianovu myslenku, ze ptiroda nedéla
nic nadarmo. Tuto myslenku o mnoho let pozdéji podrobnéji popsal Fermat, kdyz
také Tekl, ze svétlo se sif{ z bodu A do bodu B po nejrychlejsi dréze. (Havelka,
1955; 3BluelBrown, 2016)

Tuto myslenku budeme nazyvat Fermatovym principem. Ten miizeme vyuzit
k Teseni dalstho optimalizacniho problému ve fyzice znamého jako Snelliv zdakon.
Ten pozdéji pouzijeme také k teSeni problému brachistochrony.

Snelliv zakon tika, jakym zpusobem se Siti svétlo, kdyz prechézi z jednoho
média (naptiklad vzduchu) do jiného (naptiklad vody). V riznych prostfedich

(médiich) se svétlo Sitf jinou rychlosti. To, jak velkou, udava tzv. indez lomu. Zakon
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se také nazyva zdkon lomu. Matematicky bychom jej mohli vyjadrit nasledujici

vétou:

Véta 25. V poloroviné, jejiz hranicni primkou je primka p (viz obm”zek a nadlezi
ji bod A, se svétlo siri rychlosti vi. V opacné poloroviné rychlosti vy. JestliZe se
svételny paprsek pohybuje z bodu A do bodu B po nejkratsi mozné cesté a cast cesty
lezici v polorovine, kde se svéetlo Siri rychlosti vy, svird s normdalou primky p wuhel
a a cast cesty leZici v polorovine, kde se svetlo Siri rychlosti vy, svira s normdlou

primky p uhel B, pak plati:

sina sinf

(%1 V2

K

Obrazek 43: Ilustrace Snellova zdkona

Diikaz. Polopiimky PA a QC, predstavujici paprsky dopadajiciho svétla, jsou rov-
nobézné (viz obrazek na strané . Pod thlem ktery sviraji s primkou p,
predstavujici rozhrani dvou médii, se siti ve vlnach svétlo, které je znézornéno
¢erchovanou carou PH. Tato vlna je normélou primky AP.

Svétlo pri prichodu pres primku p zméni smér (thel mezi paprskem a nor-
malou se zméni z Ghlu « na thel ) a Siff se dal v novém prostiedi (znazornéno

¢erchovanou polopfimkou QG a s ni rovnobéznou ¢arou prochézejici bodem P).
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Obrézek 44: Lom rovnobéznych paprski svétla

Ve chvili, kdy svétlo pohybujici se po polopiimce PA dorazi k piimce p, zbyva
svétlu pohybujicimu se po poloptimce QC urazit jesté tsek H(). Necht mu to trva
t sekund. Délka tseku H(Q pak tedy je |HQ| = v;t.

V tomto casovém tuseku svétlo, které se pohybovalo po poloptimce PA, dorazi
do bodu G (jak je zndzornéno ¢erchovanou ¢arou na obrazku . Vzdalenosti PG
tak odpovida | PG| = vot.

Protoze poloptimky PA a QC' jsou rovnobézné, plati, ze thel a svira také
normala primky p s polopiimkou QQH. Protoze tisecka PH je kolmé k poloptimce
QH, zbyva na tihel mezi normélou piimky p a tseckou PH thel velikosti (90° — «).
Proto thel sevieny primkou p a tseckou PH je «. Odtud dostavame:

HQ|  wit

sino = ——

[PQI - |PQI

Tedy pro |PQ)| plati:
Ult

|PQ| =

sina’
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Piimka p svird s polopiimkou PB thel velikosti (90° — 3). Proto je velikost
uhlu PQG také . Odtud dostavame:

P
sinﬂzi‘ Gl _ vt

[PQI - 1PQI

Tedy pro |PQ)| plati:
Ugt

sin 3

Dosadime za |PQ)| prvni vyjadieni a dostaneme vztah:

|PQ[ =

Ult B ’Ugt

sina sinf3’
Upravime do pozadovaného tvaru a dostavame:

sina sinf

(%1 U2

4.4.2 Metoda nalezeni brachistochrony Johanna Bernoulliho

Véta 26. Brachistochronou je cdst cykloidy.

Diikaz. Johann Bernoulli k vytfeseni problému vyuzil Fermatova principu a Snellova
zakona. Misto bodu pohybujiciho se po kfivee Bernoulli uvazoval castici svétla
pohybujici se skrz velké mnozstvi prostfedi s ruznymi indexy lomu (tedy v kaz-
dém prostredi se ¢astice pohybuje jinou rychlosti). Vodorovné ¢erchované cary
v obrazku [45] na strané [00] znazornuji hranici mezi dvéma prostfedimi. Svétlo se
pohybuje z bodu A; do bodu Ag a opakované se lame podle Snellova zikona.
(3BluelBrown, 2016; Levi, 2015; Tikhomirov, 1986)
Pro konkrétni pripad na obrazku 45| tak plati:

sinaw  sinf8  siny sind  sine

U1 V2 U3 Uy Us '
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Obrazek 45: Lom svétla jako paralela télesa putujiciho po kfivce

Podil sinu tihlu, ktery svird dopadajici paprsek s kolmici k hranici prostredi, a rych-
losti v odpovidajicim prostiedi je pro vSechna prostiedi konstantni. Stejné tomu
bude, pokud pocet prostredi zvysime na libovolné velké n, kdy se sitka jednotli-
vych prostredi bude zmensovat tak, az bude zanedbatelna (svétlo se ldame podle

Snellova zdkona v kazdém okamziku). Pak plati:

sinf; sinfs sin 6,
= = .. = = C.
U1 V2 Un

Protoze ale hledame nejrychlejsi cestu pro ¢astici, na kterou ptisobi gravitace, bude

se jejl rychlost ménit, a to podle zdkona zachovani energie, ktery rika:
mgy = —muv?
2 7

kde m je hmotnost, g gravitacni zrychleni, y zména y-ové souradnice a v rychlost.

Po upravach rovnosti zaskame vztah:

v = /2gy.
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Vyraz /2¢g je konstantni, oznacime jej k. Rychlost tésné pred lomem v i-tém

prostredi tedy bude rovna:
vV, = k\/E,
kde y; znaci, o kolik se castice ve sméru souradnice y od zacatku svého pohybu

pohnula. Takto vyjadienou rychlost dosadime do rovnosti, kterou jsme ziskali ze

Snellova zakona:

sinfy  sinfy _sind, .

ke kyy2 k\/Yn ’
odkud:

sinf;  sinfh _ sinf, .

Vit Vi Vn

kde c je konstanta. Dostavame tak vztah:

sin Qz
= C.
VYi

Pro libovolny bod na hledané kiivce proto plati, ze pomér tthlu mezi teénou ke

kiivce v tomto bodé a odmocniny z vysky, kterou v daném bodé c¢éastice urazila,
je konstantni. (3BluelBrown, 2016; Levi, 2015)
Bernoulli déle pouzil pfepis pomoci nekonecné malych elementii, kdy v malych

trojihelnicich v obrazku [45{na strané(00| plati sin ; = ——%— dostal se k vyrazu:
v/ dz2+dy?

dr = i dy,
VO —y
v némz Bernoulli rozeznal diferencidlni rovnici, jejiz fesenim jsou paramatrické
rovnice cykloidy popsané na zacatku kapitoly . (Tikhomirov, 1986)

Protoze Bernoulli jiz musel mit jisté znalosti diferencidlniho poctu a znat te-
seni diferencialni rovnice, pokusime se tuto zavérecnou fazi obejit geometrickou
metodou, kterou nabizi Levi (2015).

Necht je déana cykloida generovana bodem P na kruznici valici se po piimce

tak, jak je zndzornéno na obrazku [46 na strané[92] Bod dotyku primky a kruznice
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QO

no-slip contact

/(2§>
<N

Cl

Obrézek 46: Odvozeni vlastnosti cykloidy (Levi, 2015)

(na obrazku oznaceny C) lze chapat jako osu otéceni bodu P pro dany okamzik.
Pohyb P pro dany okamzik lze chapat jako pohyb kyvadla zavéseného v bodé C'.
Toto kyvadlo opisuje kruhovy oblouk a tedy tecna v bodé P je kolmici k tisecce
PC'. Proto i te¢na cykloidy v bodé P je kolma k PC' (v obréazku primka C'P). Troj-
thelnik C'PC’ je proto pravouhly. Podle Thaletovy véty je strana C'C’ pramérem
kruznice. Uhel sevieny timto priimérem a tenou C’P oznadime 6. Protoze velikost
thlu v trojihelniku C'PC” u vrcholu C' je (90° — ), m& thel sevieny tseckou C'P
a primkou, po které se kruznice vali, velikost také 6. Bod P kolmo promitneme na
primku, po niz se kruznice vali, a pramét nazveme P’. Vzdalenost |PP’| ozna¢ime
y (jako v obrézku . Trojuhelnik PC'P’ je podobny trojihelniku PC’'C' (napt.

podle véty uu). Usecka PC' lze vyjadfit pomoci thlu a priméru D:
|PC| = Dsiné.
Usecku y pak lze vyjadiit takto:

y = |PC|sinf = Dsin? 4.
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Rovnost upravime na tvar:
1 sin

NO RN
kde % je konstanta, kterou oznacime c.

Odtud je mozné vratit se ke vztahu odvozenému vyse v tomto dikazu a dojit

k zavéru, ze hledanou krivkou je cykloida.

]

Reseni problému vedlo k potiebé fesit dalsi tlohy podobného typu a k tzv.
variacnimu poctu a hledani dalsich obecnych metod pro feseni optimalizac¢nich

tloh. (Tikhomirov, 1986)
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4.5 Keplerovy vinné sudy a Fermatova metoda

V prvni poloviné sedmnactého stoleti se Kepler snazil nalézt zpusob, kterym by
bylo mozné urcit rozméry vinného barelu o maximalnim objemu pii dané thlo-
pricce. Motivaci k vyTeseni problému pro néj byla prihoda, kdy na svoji svatbu
chtél poridit sud vina a prodejce v rakouském Linci uréil objem sudu pomoci jedi-
ného meéreni. To Keplera zaujalo a citil se byt oSizeny, protoze si uvédomoval, ze
sud s malou podstavou a velkou vyskou byl takto nameéren stejné jako sud s velkou
podstavou. Objem by byl vsak zcela odlisny. (Toeplitz, 2007)

Kepler problém vyresil a byl prekvapen, ze rakouské sudy mély rozmeéry velmi
blizké maximalnimu objemu. Sdm Kepler 11ka, Ze to ptsobi, jakoby vyrobci sudi
byli vedeni prostym rozumem a geometrickou intuici. Kepler dale dodava, ze i po-
kud by se vyrobci dopustili pii vyrobé urcitych chyb v presnosti, objem bude stéale
velice blizky maximalnimu objemu, nebof hodnoty v okoli maximalni hodnoty se

méni jen velmi mélo. (Toeplitz, 2007; Tikhomirov, 1986)

.,V blizkosti maxima je ubytek na obou strandch z pocdtku jen nepatrny. “B

Johannes Kepler (Tikhomirov, 1986, s. 53)

S rozvojem, ktery matematika zaznamenala diky Newtonovi, Leibnizovi a jejich
soucasniktim, jako byli jiz zminéni bratii Bernoulliové, se objevila nova metoda fe-
seni optimalizacnich tloh, a sice derivace. Kepler vsak byl jednim z prvnich, kdo si
vsimal spojitosti mezi maximem a smérem tecny. Toto pozorovani bylo pozdéji for-
mulovano Fermatem pro polynomy jako véta a pozdéji zobecnéna pravé Newtonem

a Leibnizem na tzv. Fermatovu vétuE]. (Teoplitz, 2007; Tikhomirov, 1986)

10Neni-1i fe¢eno u cizojazyénych zdroju jinak, jedna se o vlastni preklad.
1 Je-li realnd funkce f(x) diferencovatelnd na intervalu (a;b) a pokud mé f(x) minimum nebo

maximum v ¢ € (a;b), potom je f/(c¢) = 0. (Monks, 2019)
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Problémy se tak zacaly prevadét do jazyka funkci a na hledani jejich extréma.
V kapitole popisujici historii optimalizac¢nich tloh je ovSem vidno, Ze dokud se
problémy vyskytovaly spise jednotlivé, nepouzivala se obecna metoda feseni, kte-
rou by slo uchopit vice nez néjaky subtyp tloh. Prestoze nékteré z téchto pristupii
jsou velmi zdlouhavé, ¢asto nabizeji pro zaka nazornéjsi vhled do problému. Né-
ktera z popsanych reseni také vyuzivaji metody, které je mozné prezentovat zaktim
stfednich, ale nékdy i zdkladnich skol — tedy drive, nez se s derivacemi, ale také
funkcemi, setkaji. Ve velkém mnozstvi tloh jsme vyuzivali poznatkl z geometrie,
jelikoz prave tam je pro Clovéka prirozené hledat to, co je nejkratsi nebo nejdelsi.
To, ze geometricky problém feSime geometrickymi metodami, nese samo o sobé
ziejméa pozitiva pro zadkovské poznani. Vyuzitim geometrické metody jednak sni-
zime miru abstrakce ve srovnani s reSenim funkcénim, ale také Teseni neni tolik

algoritmické. Nasledovat ve vyuce historicky vyvoj vSak prinasi i dalsi vyhody.
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5 Paralela historického vyvoje a vyuky matema-
tiky

»Muyslim, Ze pokud chce clovék dosahnout pokroku v matematice, mél by studovat
mistry.

Niels Henrik Abel (Fauvel, Maanen, 2002, s.35)

Na zlomu devatenactého a dvacatého stoleti se stale castéji objevovaly nézory,
ze historie matematiky by méla byt soucasti vzdélani ucitelt matematiky. V té
dobé se historii matematiky vénovalo znacné mnozstvi matematikti a zacala se
objevovat prvni periodika vénujici se pravé tomuto tématu. Jako ptrinos sezndmeni
se s historii matematiky uvadéla, ze se ucitel i zaci zbavi dojmu, zZe matematické
poznani bylo vzdy pouze jedno a kolem matematickych pravd nevznikaly pochyby
a diskuse. Také se objevily nazory, ze znalost pribéhti vyznamnych matematiki
z odlisnych kultur mize mit motiva¢ni charakter. (Furinghetti, Radford, 2002)

S teoril darwinismu se zménilo postaveni ¢loveka v zivé prirodé a s touto zmé-
nou prisla teorie tzv. psychologické rekapitulace. Ta ve zkratce tika, ze zak pri
svém intelektudlnim rozvoji prirozené prochézi stejnymi stddii matematického (ale
i jakéhokoliv jiného) porozuméni a poznani, kterymi prochazelo v dé&jinéch lidstvo.
Tato psychologickd teorie je zalozena na biologické teorii znamé jako Haeckeliv
zakon. Zakon tiké, ze ontogeneze je zkrdcenou fylogenezi (tedy, Ze vyvoj jedince
kopiruje vyvoj druhu). Haeckel myslenku pozdéji rozsitil i na psychicky vyvoj, kdy
tvrdi, ze vyvoj détské psychiky je zkracenym vyvojem psychiky lidského druhu.
(Olsson, Levit, HoBfeld, 2017; Furinghetti, Radford, 2002; Hon¢ikova, 2008)

Prikladem muze byt animistické mysleni, o kterém u déti predskolniho véku
mluvi Piaget. Dité ma tendence prisuzovat nezivym vécem vlastnosti zivych véci

a personifikovat je. Dalsim prikladem mitze byt artificialistické mysleni, které takeé
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zminuje Piaget, kdyz mluvi o détském presvédceni, Ze vSe ma néjaky cil a bylo né-
kym vytvoreno. Tyto typy mysleni jsou typické i pro lidi v minulych fazich evoluc-
niho vyvoje. (Olsson, Levit, Hofifeld, 2017; Furinghetti, Radford, 2002; Honcikova,
2008)

Sam Piaget k teorii rekapitulace dodava, ze paralelu mezi historii a vyvojem
jedince neni dobré precenovat, presto ale uznava, ze v SirSim pohledu opravdu
existuji vyvojové faze, které jsou stejné. (Olsson, Levit, HoBfeld, 2017; Furinghetti,
Radford, 2002).

Podle Vygotského ma na vztah mezi fylogenezi a ontogenezi vliv kultura, ktera
urcuje nejen to, jaké koncepty byly v minulosti ve védé zkoumény, ale také jakymi
metodami byly problémy TeSeny, ¢i jaké néstroje (jazyk, slova, pomicky, . ..) byly
pouzity. Témito odlisnostmi se zabyva napt. etnomatematika. (Ho, 2008)

Vzhledem k rostoucimu zajmu matematikt o historii v dobé, kdy se psycho-
logové zacali rekapitulaci zabyvat, netrvalo dlouho, nez se objevily reakce mate-
matiki. Jednim z prvnich zastanct byl Poincaré. Podle néj je ikolem ucitele zaka
provést stejnou cestu, po které kraceli pfed nim jeho predci. Riké, Ze je dobré
nekteré pasaze projit rychle, ale zadnou nevynechat, a dodava, ze historie védy by
méla byt nasim pruvodcem v tom, odkud a kam ve vyuce postupujeme. (Furingetti,
Radford, 2002)

V didaktice tak nalezne znalost historie vyuziti jak pfi planovani, tak pti hle-
dani aktivit, jejichz cilem je rozvinout ¢i prohloubit zdkovské poznani v dané pro-
blematice. (Furingetti, Radford, 2002)

Jako zdroj problému a pribéht, které maji potencial ucinit pro zaky mate-
matiku zajimavou a zdbavnou, historii oznacuje i Lockhart (2002), kdyz kritizuje
snahu ucinit matematiku atraktivni umeélymi metodami. Za umélé metody pova-
zuje napiiklad snahu formulovat tlohy tak, aby byly pro zaky co nejvice relevantni,

nebo popisovaly kazdodenni zkusenosti. To mé podle Lockharta (2002) negativni
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nasledky, kdy tlohy naopak ptisobi uméle, mnohdy postradaji smysl a jsou neprfi-
rozené. Dodava, ze matematiku neni potfeba ¢init zajimavou, protoze pro lidstvo
je zajimava od nepaméti a tlohy, které (jak na prikladu uvadi) pfisly zajimavé
Babylonaniim, budou pripadat zajimavé i nasim zaktm.

O teorii rekapitulace se dale zminuje naptiklad také Klein:

»- - - nebot Zak musi prirozené ndsledovat stejny postup vyvoje v mensim meé-
ritku, jaky ndsledovala véda samotna v meritku vétsim.*

Felix Klein (Klein, 1986, s. 248)

Jiny pristup k vyuce matematiky zalozeny na historické posloupnosti problémi
a pribézich slavnych matematiki 1ze najit u Toeplitze (2007). Jeho metoda, kterou
nazyva geneticky pristup (genetic approach) a vyuzil ji pro vyklad matematické
analyzy, je zalozena na myslence, Ze namisto predavani hotovych a pro studenty
¢i zaky nudnych fakti je potteba, aby ucitel vysvétlil, proc se jimi viibec zabyvat,
co k tomu nase predky vedlo, jaké badani témto problémtm predchéazelo. Toeplitz
a dalsi zastanci genetického pristupu (napt. Izvolsky, Pdlya) dbaji na to, aby stu-
dent nebo zak rozumél tomu, Ze se vétou ¢i problémem nezabyva jen proto, ze
je to pranim ucitele nebo autora ucebnice, se kterou pracuje. Izvolsky zaky vybi-
zel k tomu, aby se pokusili predstavit si, kdy a jak dana véta ¢i problém vznikl,
a dodava, ze i presto, ze z historického hlediska zédkovské teorie nebyly spravné,
mél napriklad v geometrii tento pfistup pro zaky a jejich poznani hodnotu (uvédo-
mili si, ze i matematici se dopoustéli podobnych chyb jako oni, nebo 1épe chapali
vyznam danych problému). (Toeplitz, 2007; Furingetti, Radford, 2002)

Toeplitz se nesnazil zaky ucit historii, ale vyuzival ji k hledani vyukovych akti-

vit a vhodné navaznosti uciva. Zaroven se jeho ptistup lisi od rekapitulace, protoze
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pouziva moderni znaceni a nazvoslovi, na rozdil od ptuvodnich matematiki, kteri
problém fesili. (Toeplitz, 2007; Furingetti, Radford, 2002)

Furingetti a Radford (2002) déle dodévaji, ze je prirozené, ze geneticky pristup
Toeplitz (2007) zvolil pravé u matematické analyzy, kde je uéivo obvykle fazeno
v navaznosti vychéazejici z matematické logiky. Tato navaznost ma podle nich své
limity, jelikoz koncepty jako limita, integral ¢i derivace zustavaji casto na trovni
formélniho a velmi abstraktniho poznani.

Za geneticky pristup ve vyuce a kurikulu stfednich skol se postavila v memo-
randu vydaném v The American Mathematical Monthly (1962) celd fada prednich
matematikl té doby. Mezi nimi byli i didaktici a autofi u¢ebnic matematiky jako
Pélya, Kline nebo Courant. Memorandum bylo sepsano jako reakce na krajni pri-
stupy k vyuce matematiky, které se zacaly objevovat s rostoucim pozadavkem
na vyuku mnohem vétstho mnozstvi matematickych informaci nez diive. V ramci
téchto pristupt ke kurikulu bud v disledku pedagogiky utrpél obsah matematicky,
nebo naopak kvuli obsahu nefungovala pedagogicka ¢ast vyuky. Aby se zaci méli
moznost seznamit s pozadovanymi tématy, byla snaha najit nejriznéjsi zkratky
v tématech, které, jak se v memorandu piSe, napachaly vice skody nez uzitku. Au-
tofi proto sepsali sedm zakladnich principt (jak je sami nazvali), podle nichz by
se ke kurikulu na stfednich skolach mélo pristupovat. Mezi nimi je jako paty bod
zminéna pravé genetickd metoda. Autori zminuji fyziky Maxwella a Macha, kteri

sami pri vyuce tuto metodu pouzivali, a dale fikaji:

,Nejlepsim zpusobem, jak usmérnovat mentdlni rozvoj jedince, je nechat ho zre-
kapitulovat mentalni vijvoj druhu. .. *

(Pélya, Kline, Courant, 1962, s. 190)
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Vyznam znalosti motivace k feseni problému vyzdvihl také Leibnitz:

»Neni nic duleZitéjsiho nez zndt pivod objevu, ten je, podle mého ndzoru, zaji-
mavejsi nezZ samotny objev.”

Gottfried Wilhelm Leibniz (Pdlya, 1973, s. 123)

Autori tikaji, ze tento princip je dulezitym v néasledujicim ptipadé. Prestoze
A implikuje B v néjakém logickém systému, stéle je ospravedlnitelné ve vyuce nej-
prve zaky seznamit s B a teprve potom s A, zejména tehdy, pokud B predchazi

A v historickém vyvoji. Podobny vyrok mtzeme najit také u Polyi:

, Prijde-li v nespravny cas nebo na nespravném misté, muze byt dobrd logika
nejvétsim nepritelem dobrého vyucovdani.*

George Pdlya (Pélya, 1993, s. 286)

Ke genetickému pristupu dale autori memoranda dodéavaji:

.- - - muZeme ocekavat vétsi miru uspechu, budeme-li nasledovat podnéty vyply-
C Lo v v v gy P » —
vajict z genetickému principu, neZ pri cisté formalnim pristupu k matematice.

(Pélya, Kline, Courant, 1962, s. 191)

Na rostouci zajem o vyuziti historie matematiky ve vyuce reagovala ICMI (The
International Commission on Mathematical Instruction). V dokumentu Fauvel
a Van Maanen (1997) vyzvali k diskusi tématu vyuziti historie matematiky ve
vyuce. Z nasledné prezentace vysledkii vyplynulo, ze vétsina uciteli matematiky
by rada historii do hodin zapojila, ale nedéla to. Z rozhovori s uciteli, které shrnuji

Furingetti a Radford (2002), lze déle vy¢ist, ze zaci se citi mnohem lépe ohledné
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vlastnich obtizi s pochopenim algebry, kdyz jsou seznameni s jejim dlouhym a slo-
zitym vyvojem v historii. Stejné tak je pro zaka motivujici, kdyz vidi, ze stejné
jako on postupoval i matematik, ktery se problémem zabyval. To plati zejména
pro chybovani, kdy chyba prestava byt bandlni, pokud se ji dopoustéli i slavni
matematici. Z&k pak i netspéch miiZe sndze vnimat jako krok spravnym smérem.
(Furingetti, Radford, 2002)

Jones (1957) a Ho (2008) také mluvi o funkcich, které historické prameny ve

vyuce maji. Shoduji se v téchto bodech:
1. objasnuji, davaji vhled, zlepsuji porozuméni matematice samotné,
2. zak citi uznani k matematickému poznani, zlepsuje jeho vztah k predmeétu,

3. slouzi jako pedagogicky nastroj slouzici uciteli ke zlepseni instrukei a jejich

hodin.

Za dalsi piinos lze povaZovat provazanost na dalsi predméty (jazyky, déjepis, ...)
a filosoficky a multikulturni podtext, ktery zkouméani historickych zdroji prinasi.

V kapitole 4] je popsana stru¢na historie optimaliza¢nich tloh tak, aby pro-
blémy bylo mozné pouzit ke genetickému pristupu vyuky optimalizace az po zave-
deni derivaci. V nasledujici kapitole jsou popsany nékteré metody TeSeni, které se
postupné v ontogenezi problému vyskytly. Podle vyse zminénych autort (Toeplitz,
Pélya) je pro hlubsi pochopeni a motivaci zaki vhodné, aby (alepson nékteré) me-
tody popsané v kapitole |§| predchézely moderni metodé (v nasem piipadé préavé
derivaci).

Tento pristup se muze zdat zdlouhavy a poté, co zaci zjisti, jak vétsinu téchto
uloh tesit algoritmicky, i zbyteény. Je proto dobré, aby i zaci védéli, pro¢ se ucili
metody, které mohou ptisobit jako prekonané. To na prednasce posluchacim vy-

svétloval Lagrange takto:
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wPrestoZe vypocet logaritmi je nyni véci minulosti, aZ na ojedinélé pripady,
muze se vam zdadt, Ze detaily, do kterych zachdzime, postrddaji hodnotu. MuzZeme
ovSem byt pravem zvédavi, jakymi mucivymi cestami se ubirali velci objevitelé, jaké
odlisné kroky zvolili k dosahnuti svého cile a do jaké miry jsme dluZniky témto pri-
spevatelim lidstvu. Navic tato védomost neni pouhou veci zvédavosti. Muze ndm
nabidnout radu v podobnych pdtranich a osvétlit problém, ktery nas zameéstnava.

Joseph Louis Lagrange (Fauvel, Maanen, 2002, s. 35)

Mnoho dikazt v kapitole [4] je také ¢asové ndrocnych. Ale i samotné predstavent
a zakovské badani bez rigorézniho dikazu muze zlepsit nasledné porozumeéni zaka
i jeho vhledem do problému (napiiklad v oblasti isoperimetrického problému, kdy

si zak sdm uvédomi, ze zména tvaru pri zachovani obvodu muze ménit obsah).
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6 Metody reseni optimalizacnich tloh

V této kapitole jsou identifikovany a blize popsany vybrané metody, které byly
vyuzity k feseni problémt popsanych v kapitole 4] (o historickém vyvoji optima-
lizace). Nasledujici podkapitoly se vénuji zejména metodé feseni pomoci intuice
a paralele s realnym, fyzickym svétem.

Tyto pristupy, a jejich klady pri vyuziti ve vyuce, jsou blize popsany zejména
proto, ze se jedna o metody, se kterymi se setkavame, pii chronologickém prichodu
historii problému, mezi prvnimi. Ve skolnim prostredi mohou byt vsak opomijeny
¢i dokonce povazovany za prezité, coz je v rozporu s doporucenimi k nasledovani
historického vyvoje pti vyuce, popsanymi v kapitole [5]

Metody maji navic své uplatnéni i v dalsich odvétvich matematiky, nez jen
u optimalizac¢nich tloh. Autory, kteri je vyuzivaji napri¢ rtznymi tématy, jsou

napiiklad Toeplitz (2007) nebo Levi™| (2009).

12Cel4 jeho kniha The Mathematical Mechanic: Using Physical Reasoning to Solve Problems je

vénovana reseni matematickych problému optikou fyzikalnich zakonitosti.
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6.1 Intuice

L,Soudim, Ze matematickd intuice je vZdy daleko napred oproti logickému wvazZovdni
a pokryvd sirsi pole.”

Felix Klein (Klein, 1986, s.246)

Na zacatku kapitoly {4| je zminéno, Ze mnoho feseni optimalizac¢nich tloh lze
najit v prirodé. Co se zivé piirody tyce (napf. véely a jejich plastve), vychazi
feSeni casto z instinktu, ktery je vysledkem evoluce druhu. Podobné, jak uvadi
Niven (1981), bylo pro preziti ¢lovéka dulezité hleddni optima jesté pred vznikem
¢isel. Optimum tak bylo hledano na zakladé intuice. Ta hrala svoji roli i u feckych
matematikl, ktefi dokazali popsat nejkratsi spojnici mezi dvéma body v roviné
i na sféfe a mnoho dalsich fakti a nevidéli divod k tomu je dokazovat, jelikoz pro
né byly samoziejmé. Prestoze jsme v kapitole {] citovali Descartese, ktery 1ika, ze
na smysly a intuici neni dobré se spoléhat a matematika dnes na diikazech stoji,
v didaktice méa intuice své misto. To rika napriklad matematik Klein v reakci na
vyuku kolegt, ktefi pouzivali pouze logickou argumentaci a prisné diukazy. Tvrdi,
ze ve skole by méla intuice mit prednost a ze pravé historie matematiky nabizi
dobry kontext, ktery ndm umozni intuici vratit do vyuky. Na prikladé Poincarého,
nebo Kelvina, Klein uvadi, ze i jejich myslenky vzesly z dobré intuice (Klein mé na
mysli napt. tzv. Poincarého domnénku). (Klein, 1986; Furinghetti, Radford, 2002)

Klein se také zamyslel nad psychologii intuice. Ptal se, jaky vztah plati mezi
procesy odehravajicimi se v mysli u logického uvazovani a pri pouziti matematické
intuice. Podle Kleina mezi procesy existovat zadné spojeni nemusi. Z jeho pozoro-
vani totiz vyplynulo, Ze se jedna o dvé ruzné myslenkové aktivity, kdy intuici radi
bliZze k nadani vizudlnimu a motorickému, zatimco logické uvazovani blize k nadani
sluchovému. Sam ovsem dodava, ze toto téma nebylo dobfe popsano a prozkou-

mano. (Klein, 1986)
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Jako priklad problému, ktery byl i v historii pravdépodobné fesen zpocatku in-
tuici, muzeme uvést problém Dido. At uz feseni problému jako prvni skutecné vy-
fesila myticka fénicka princezna, nebo autor basné, v obou pripadech neni zminky
o tom, ze by cokoliv dokazovali nebo pocitali. V rozhovorech se zaky, popsanymi
dale, bylo ovérovano, zda jim fakt, ze kruh mé nejvétsi obsah pfi daném obvodu
prijde také intuitivni. Také jsme zkoumali, jak to bude u pravotuhelniku, zda intuice
bude fungovat i tam.

Na konci kapitoly [£.4] jsme naopak vidéli piiklad toho, kdy intuice pfi fe-
seni optimalizacnich tloh a problémii selhéava. Problém brachistochrony byl fesen
Galileem, ktery na zdkladé intuici zobecnénych experimenti dospél k zavéru, ze

jde o ¢ast kruznice. I tento problém byl soucéasti rozhovoru se zaky.
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6.2 Vyuziti vlastnosti fyzického svéta

,To se tak stdvd, Ze jeden z nejvétsich matematickiyjch objevi vsech dob byl veden
fyzikdlni intuici.

George Polya (Pdlya, 1954, s. 155)

V kapitole je zminén Heroniv pristup, kdy se tloha fesi pomoci paralely
mezi fyzikdlnimi vlastnostmi svétla a geometrickym svétem. V kapitole [4.4] byl
vyuzit Snelliv zakon pro Teseni problému brachistochrony. Opét tak byl pouzit
fyzikalni zdkon k feseni matematického problému.

Pélya (1954) 1ikd, Ze inspirace k feSeni matematického problému v piirodé je
velmi casta a ze nam priroda nabizi voditka a rady, které bychom jinak nevideéli.
Pristup, kdy je matematicky problém fesen fyzikalnimi metodami, je mozné najit
v historii matematiky dale naptiklad u Archiméda, ktery pomoci paky a rovnovahy
(obrazek 47| na strané popsal vzah mezi objemy koule, valce a kuzelu ve tretim
stoleti pfed nasim letopoctem. Dale takto nasel obsah plochy pod ¢asti paraboly
a mnoho dalsich vztahti. Archimédés tedy za uziti mechaniky zkoumal problémy
matematiky. (Pélya, 1954)

S podobnym pristupem, kdy fyzika byla na pocatku matematického objevu ¢i
diikazu, se lze setkat u Hamiltona, Riemanna, Lagrange, Jacobiho, Poincarého,
Mébia, Newtona a dalsich. .. (Levi, 2009)

Levi (2009) dodéva, ze tento pristup, ktery oznacuje jako heuristicky, se s vyvo-
jem matematiky postupné vytratil, v disledku ¢eho Zaci neznaji pocatky matema-
tickych poznatkt a nevédi, Ze jsou mnohdy také zalozeny na fyzikalni intuici. Levi
(2009) je toho nazoru, ze matematika a fyzika jsou tak provazéany, ze kazda z véd
bez té druhé bude ochuzena. Prestoze se setkdvame zejména se vztahem opacnym,
kdy matematika slouzi k popisu fyziky, ma i zkoumani matematiky optikou fyziky

velky prinos (jak bylo popsdno vyse a bude popsano déle).
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Obrézek 47: Archimédova metoda integrace (Pélya, 1954, s. 157)

Fyzikalni demonstraci matematického jevu neni sice mozné povazovat za ma-
tematicky dikaz a postrada obecnost. Presto muze ale slouzit jako dobré ilustrace
jevu, slouzit zakovi k samostatnému objeveni néjakého jevu nebo ziskani vhledu
do problému. Diky hlubsimu porozuméni, které fyzikalni experiment mutze poskyt-
nout, mize pro zaka byt snazsi pochopeni abstraktniho matematického popisu,
jelikoz uz bude mit predstavu, co véta nebo problém tika, k jakému sméfujeme

vysledku a také pomuze pii hledani dikazu. (Levi, 2009, Polya 1954)

»Fyzika nam (matematikim) ddvd nejen prilezitost k reseni problémai, ale také
ndm pomdaha objevit metody, jak je resit, a deld to dvéma zpusoby: vede nas k tomu,
ze ocekdvdame vysledek, a nabizi ndm vhodné cesty argumentace.‘

Henri Poincaré (Pélya, 1954, s. 142)
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Fyzikélni experiment muze slouzit i k vyfeseni problému, ktery by matema-
tickymi metodami pro zaka mohl byt neresitelny nebo nezajimavy, a také jako
motivacni tloha do dané problematiky. Prikladem takové tlohy, ve které je mozné
vyuzit fyziky a dokonce i chemie, muze byt hledani nejkratsi cesty v bludisti, kde
existuje vice cest do cile. Zpusob Teseni je popsan v (Suzuno et al., 2014), kde
autori vyuzivaji tzv. Marangoniho efektu, v jehoz dtsledku ¢astice barviva pu-
tuji bludistém zaplnénym alkalickym roztokem mastné kyseliny do cile, v némz je
kapka hydrochlorické kyseliny (viz obrazek . Vyhodou metody miize byt také
to, Ze ¢astice barviva postupem ¢asu znazorni i druhou (pfipadné dalsi) nejrychlejs

cestu do cile.

Obrazek 48: Pouziti Marangoniho efektu k nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma

body v modelu ulic centra Budapesti (Suzuno et al., 2014, s. 9254)
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6.3 Dalsi casto pouzivané metody

V kapitole [4] jsme se na vice mistech setkali s Ffesenimi pomoci nerovnosti.

P1i feSeni problému Didé bylo pouZzito pristupu, ktery zminuje Pélya (1973),
a sice prvotniho vyfteseni souvisejictho problému a snizeni poc¢tu podminek na
hledany objekt.

V pripadé optimalizacnich problémi, kde k nalezeni feSeni staci vyzkouset ko-

necny pocet moznosti, mize dale pomoci naptiklad tabulka.
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7 Rozhovory se zaky na téma optimalizacni Gilohy

Vzhledem k tomu, Ze se v kurikulu zakladnich a strednich skol optimaliza¢nim
uloham nevénuje prilis casu a obvykle se objevuji jen nahodile, rozhodl jsem se
prozkoumat troven zakovského porozumeéni jeviim, které s resenim takovych tloh
souvisi nebo jsou predpokladem k jejich porozuméni (jako napriklad vztah mezi
obvodem a obsahem slouzici k tispésnému porozuméni isoperimetrickym tloham).
Také mé zajimalo, jaka bude zpétnd vazba zakt na feseni pomoci fyziky a jakym
zpusobem pristoupi k TeSeni tloh, se kterymi nemaji tolik zkusSenosti.

V kapitolach [7.1]a[7.2]je popsan vyzkumny vzorek, vyzkumny nastroj a otézky,
které zaci méli za tkol fesit. U otazek je popsdano mozné feseni daného problému
nebo odkaz na feSeni popsané v nékteré z predchazejicich kapitol.

Kapitola obsahuje vyhodnoceni a analyzu odpovédi, napadi a reseni zaki
pro kazdou otazku, ktera byla v ramci rozhovori se zaky fesena. V kapitole také
zminuji mozné priciny, které mohly vést k nékterym chybam zaki, a dalsi postiehy

k rozhovorim se zaky.
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7.1 Vyzkumny nastroj a vyzkumny vzorek

Jako vyzkumny nastroj jsem zvolil polostrukturovany rozhovor vychazejici z otazek
popsanych v kapitole [7.2] Nékteré z jevi jsem mél také moznost zaradit do hodin
matematiky a fyziky na druhém stupni zakladni skoly.

Rozhovory probihaly jako dialog mezi zdkem a mnou. Cést rozhovori byla
vedena nazivo. Dalsi ¢ast rozhovoru probéhla v online prostredi za nastaveni co
nejpodobnéjsich podminek zivému rozhovoru.

Délka rozhovoru se pohybovala mezi tficeti minutami az jednou hodinou v za-
vislosti na stupni skoly navstévované zakem a napadech zaka. Nékteré otazky byly
na zakladni skole vynechany a pozornost zakt na druhém stupni byla po triceti
minutach jiz znacné nizsi, nez u zaku stredni skoly.

Rozhovor jsem mél moznost vést se zaky druhého strupné zakladni skoly, zaky
stfedni Skoly (ktefi neznali pojem derivace) i nékolika maturanty z matematiky,
kteri ze skoly znali derivace a pracovali s nimi i pri feseni optimaliza¢nich tloh.
Pocet zakd™| zdkladni skoly, se kterymi jsem rozhovor vedl, byl osm, zaki stfedni
skoly bylo pét a maturanti ¢tyri.

Vybér zakt na zakladni skole byl zalozeny zejména na jejich kladném vztahu
k matematice a irovni matematickych znalosti, kterou jsem posuzoval podle jejich
prace v mych hodindch matematiky, ale také fyziky. Stredoskoléci byli vybrani na
zakladé jejich studijnich vysledki a ochoty zicastnit se rozhovoru, a také podle

(presto, kdyz nebude feceno jinak, jsou dédle povazovani za zéky stredni skoly).

13Neni-li ve vyhodnoceni otdzky uveden jiny podet.
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7.2 Popis otazek

Otézky jsem vybiral primérné podle metod feseni optimalizacnich tloh (popsanych

v kapitole @, které vychézeji z historie optimalizace.

7.2.1 Otazky resené intuitivné

Zéakovskou intuici jsem zkoumal na trojici tiloh. Vzdy jsem zjistoval, zda se Zaci

s konkrétni tlohou jiz nesetkali a neznaji tak jeji reseni.

1) Namodeluj z daného provazku rovinny utvar, jehoZ obsah bude
maximalni.
V prvni otdzce méli zaci za kol sestrojit model dvourozmérného utvaru po-
moci provazku, jehoz konce byly svazény k sobé (viz obrazek . Podminka,

kterou jsem na utvar, jehoz hranici tvoril provazek, kladl, byla, aby mél co

nejvétsi obsah (viz kapitola o problému princezny DidJd).

Zaci byli v rdmeci rozhovoru obezndmeni s pribéhem, ktery Vergilius popisuje
v Aeneis, a problémem, ktery musela fénickd princezna vytesit. Rozdilem
vsak bylo, Ze jsme v 1iloze vynechali pobrezi, které tvorilo ¢ast obvodu v pro-

blému Didé.

Obrézek 49: Trojice ¢astych teseni zakt
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2) Najdi maximalni pravothelnik a trojtihelnik pii daném obvodu.

Otézku jsem stiidal ve dvou variantach. Jednou jsem se zakii nejprve ptal,
jaky bude maximalni pravouhelnik pii daném obvodu, podruhé jaky bude
maximalni trojihelnik. Zaci méli moznost i pfi druhé otdzce pracovat s pro-
vazkem a tutvary si modelovat. Na otdzku jsem v nékterych pripadech navazal
dotazem, zda bude vétsi obsah pri stejném obvodu mit rovnostranny troj-
thelnik, nebo ¢tverec (viz definice a souvisejici text o isoperimetrickém

kvocientu).

3) Najdi drahu, po které se kulicka dostane z bodu A do bodu B za
nejkratsi cas.
Otézka tieti se tykala brachistochrony (viz kapitola [4.4)). Zaci méli za kol
namodelovat drahu pro kulicku tak, aby se z bodu A do bodu B dostala
za co nejkratsi ¢as. Jako model jsme pouzili magnetickou drahu na tabuli
(viz obrazek 0| na strané [114)). Ta nemohla byt sou¢asti online rozhovoru
a zaci tak bud zadny model nevyuzivali, nebo pouzivali tvrdy papir, ktery
prohybali.
Prestoze by otazka mohla spadat mezi otazky resené fyzikdlnim experimen-

tem, Teseni jsme hledali pouze intuitivné za podpory modelu k vylouceni

nekterych zakovskych hypotéz.

7.2.2 Otazky resené fyzikalnim experimentem

Fyzikélni pristup k feseni matematického problému je mozné vyuzit i u nékte-
rych dalsich problému optimalizace z kapitoly [d Pro rozhovor se zaky byl vybran
Steineriv problém (viz kapitola. Zamérneé jsem vybral problém geometricky.
Levi (2009) totiz zminuje, ze geometricka predstavivost spolu s ,fyzikalni mecha-

nickou intuici®, které jsou podle néj soucasti lidského intelektu, tvori ve spolecné
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Obrazek 50: Magneticka draha, se kterou zaci pracovali

kombinaci podle néj velmi mocny nastroj k feseni problémi, nebot mechaniku lze
povazovat za geometrii zaméfenou na pohyb a dotyk. Toto zaméreni zaktim dava
dalsi moznost vniméni problému (multisenzorické ucent).

Vybér této ulohy vychazi také z toho, Ze je mozné fesit ji vice fyzikdlnimi

pristupy. Vybral jsem dva, které jsou dale popsany:
1. pristup vyuzivajici zavazi,
2. pristup vyuzivajici mydlové bubliny.

V prvnim pfristupu nalezneme bod, pro ktery plati, Ze soucet vzdéalenosti mezi
nim a kazdym z vrcholl je miniméalni, tak, ze svazeme tii provazky k sobé v jednom
bodé a na volné konce navazeme zavazi o stejné hmotnosti. Nasledné tuto soustavu
provazkt a zavazicek navlékneme na trojuhelnik, v jehoz vrcholech jsou umistény

osy, po kterych bude provazek volné klouzat (viz obrazek [51| na strané [115]).

Pozn. 20. Cim mensiho tfeni mezi provazkem a osou ve vrcholu dosdhneme, tim

lépe bude experiment fungovat — vhodné je do vrcholii umistit napriklad kladky.
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Obrézek 51: Toricelliho bod nalezeny fyzikalnim experimentem

Pozn. 21. V experimentu je tfeba zanedbat tfeni, hmotnosti provazki, pruznost
provazki a velikost os ve vrcholech (bereme jako body). (Pdlya, 1954)

Na obrazku je trojihelnik tvoren tremi Spendliky a Toricelliho bod lezi
v misté, kde je uzel spojujici trojici provazkl. Se zéky je mozné premértit také to,
ze thel mezi kazdou odpovidajici dvojici provazki je 120°.

Fyzikalni vysvétleni toho, pro¢ experiment funguje a jedna se o Toricelliho
bod, 1ze najit naptiklad u Polyi (1954). Problém rozdélime na dvé ¢asti, nejprve
ukazeme, ze bod, ve kterém se nachazi uzel, ma pozadovanou vlastnost minima,
ve druhé ¢asti ukazeme jinym fyzikdlnim pristupem, Ze thly mezi provazky jsou

skutecéné 120°:
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1. Zévazi maji snahu mit co nejnizsi polohovou (potencialni) energii, proto musi
viset co nejnize nad zemi. Soucet vzdéalenosti mezi zavazicky a zemi je tedy
minimalni. Proto musi byt maximalni soucet vzdéalenosti mezi ,Spendlikem“
(vrcholem) a zdvazickem. ProtoZze ¢asti provazku mezi ,$pendlikem® a zava-
zim jsou maximalni a délka vSech t¥1 provazk dohromady je konstantni, musi
byt délka provazku mezi uzlem a Spendliky“ (vrcholy) minimalni. (Pélya,

1954)

2. Protoze se ,uzel“ nehybe a je v klidu, musi sily, které na néj ptisobi, byt
v rovnovaze (Newtonovy zikony). Stejné hmotnd zavazi pisobi shodnou silou
(F = mg, kde m je hmotnost zavazi a g gravitacni zrychleni) na provazek,
na kterém jsou zavésena. Tato sila se prenasi do jiného sméru ve vrcholech
a ,tahd“ za uzel (velikost se nezméni, zanedbévame tieni). Uzel lze povazovat

za pusobisté téchto sil, které jsou v rovnovaze.

Protoze jsou sily v rovnovaze, musi platit, zZe soucet libovolnych dvou vektort
sily je opacny ke tretimu. Pro ilustraci se budeme odvolavat na obrazek
na strané [117] Secteme-li napiiklad dvojici vektori v a w, dostaneme vektor
v + w, ktery je opacny k vektoru u, ale ma stejnou velikost. Plati tedy,
ze v, v+ w i tsecka C'E maji stejnou velikost. Trojtuhelnik jimi tvoreny je
tedy rovnostranny. Obdobné argumentujeme pro trojihelnik tvoreny vektory
v+ w, w a useckou BE. Vektory v a w tak sviraji thel 120°. Ze symetrie

soustavy vektort pak plati, ze kazdd dvojice vektoru svird 120°. (Pdlya, 1954)

Stejny problém je mozné resit také metodou ,,mydlové blany“. Courant a Robbins
(1996) popisuji fadu matematickych experimentu vyuzivajicich vlastnosti myd-
lovych blan. Pii minimalizaci vychéazeji z vlastnosti, kdy povrchové napéti my-

dlové blany je ve stabilni rovnovazné poloze, pokud je plocha této blany minimélni
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Obrazek 52: Rovnovaha sil

(proto naptiklad bubliny z bublifuku maji tvar koule — minimélni povrch pro dany
objem vzduchu). Tato metoda je idedlni k Teseni Steinerova problému (hledani
cesty konstruovat, bude vétsi nez tii.

K vyuziti této metody je potieba pomticka (viz obrazek [53|na strané skla-
dajici se ze dvou rovnobéznych pruhlednych desticek, které jsou pripojeny k témto
destickam kolmymi tyckami (v nasem pripadé Srouby) v poctu, ktery odpovida
mnoZstvi bodil, mezi kterymi hleddme minimalni cestu (model na obrézku [53|slouz
k TeSeni pripadu pro tii body).

Pomiicka se pouziva tak, ze ji celou ponorime do mydlové vody a po jejim
vytazeni se mezi destickami a Srouby vytvori mydlové blany. Ty se snazi zaujmout
energeticky nejoptimalnéjsi polohu, ve které se ustali. V pohledu shora tak mame
feseni dvojrozmérného Steinerova problému s Toricelliho bodem v misté, kde se

blany setkavaji.
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Obrazek 53: Toricelliho bod jako vysledek mydlového experimentu

V této oblasti jsem zvolil vice pristupt. V prvnim jsem zakim zadal matema-
ticky problém a nechal je pracovat s pomtckami, pomoci kterych mohou nahléd-
nout jeho reseni.

V pozdéjsich rozhovorech jsem zvolil pristup, kdy jsem zaky seznamil s pri-
béhem tii mést, ktera chtéji postavit co nejlevnéji silnici, a pribéhem aerolinek
a spojovaci spolecnosti (viz zéveér kapitoly . Teprve nasledné mél zak pro-
blém zacit tesit. Nejprve bez vyuziti pomucek. Az nasledné jsme se zacali zabyvat
fyzikalnimi pokusy.

Jindy jsem volil postup zcela opa¢ny (zejména v online hodinach, kdy pokus
nebylo mozné provadét zikem), kdy zéaci vidéli provedeni pokusu a méli urcit,

jakou vlastnost by bod, ktery v experimentu vznikne, mél mit.
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7.2.3 Otazka reSena uzitim nerovnosti

Se zaky stfedni skoly jsme pracovali s nerovnosti u tlohy, kdy méli dokéazat, ze
nejvetsim pravothelnikem s danym obvodem je Ctverec. Spoleéné jsme odvodili
vétu [5f a nerovnost méli zaci za kol vyuzit k dikazu.

Diikaz je mozno vést naptiklad tak, Ze strany obdélniku oznac¢ime a a b. Obvod
tohoto obdélniku je tedy o = 2a + 2b a jeho obsah S = ab. Protoze ¢tverec ma

stejny obvod jako obdélnik, bude délka jeho c strany, vyjadrena pomoci délek stran

obdélniku, rovna ¢ = ‘ITH’ Obsah ctverce je tak roven A = %. Chceme ukazat
platnost tvrzeni:
a+b)?
ab < (—Z)

Nerovnost upravime do tvaru:

\/@S (Z—Qi-b’

o kterém vime, ze plati podle véty [5] Obsah obdélniku je tedy mensi, nez obsah

¢tverce (rovnost nastane pouze v pripadé, ze a = b, tedy pro ¢tverec).

7.2.4 Uloha s kone¢né mnoha mozZnostmi reSeni

Pouziti tabulky k systematickému zapisu, ¢i preferenci jiné metody, u problému,
kde staci vyzkouset konecény pocet moznosti k nalezeni optima, jsem pak sledoval
v této tloze s pohybem po schodisti, kterd je prevzata z (Hejny, 2019, s. 1): ,Irena
stoji na schodu 5, Kamila na schodu 10 a Juraj na schodu 15. Kamila a Irena chodi
po jednom schodu, Juraj po dvou (pocitame vsak jako jeden krok). Nejdrive Irena
udeld nekolik pohybi, pak Juraj a nakonec Kamila. Vsichni se setkaji na stejném
schodu. Nejméne kolik pohybiu museli vsichni dohromady udélat?“

Zajimalo mé, jakym zptisobem zaci pristoupi k tomu, Ze se po schodech po-
hybuji t¥i déti a na prvni pohled existuje velké mnozstvi pohybt, které je mozné

provést. Také mé zajimalo, jak problémové pro zaky bude vylouc¢it moznosti, kdy
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by se Irena pohybovala smérem dolii a Juraj smérem nahoru, jak zak situaci gra-
ficky znazorni a jaky systém zvoli, aby mél jistotu, ze odpoveéd je skutecné spravna.
Déle jsem se zaméril na to, zda véta: ,Nejdiive Irena udéla nékolik pohybt, pak
Juraj a nakonec Kamila.“ bude pro zaky mit néjaky vyznam a i pri feseni budou
zaci détmi po schodech ,hybat®“ v tomto poradi.

Mozné teSeni tlohy je zachyceno v tabulce 2 V prvnim faddku tabulky jsou
zachyceny nékteré schody, na které se Juraj (J) muze dostat, a v zévorce pocet
jeho kroki, které k dosazeni daného schodu musi provést. V dalsich dvou tadcich je
dopoéitano, kolik krokti musi vykonat Irena (I) a kolik Kamila (K), aby se dostaly
na stejny schod, na kterém stoji Juraj. Z posledniho radku tabulky, kde je zanesen
soucet krokl vsech déti, je zfejmé, ze minimem krokil je osm a déti se sejdou na
devatém schodé (feseni je zndzornéno tuéné). Také je vidét, ze ¢im dal od devatého
schodu Juraj bude, tim vice krokt déti budou muset vykonat, a tedy nemusime

zkouset dalsi moZnosti.

Tabulka 2: Mozné tfeseni tlohy o schodech

Schody dostupné J (pocet kroka) | 15 (0) [ 13 (1) | 11(2) {9 (3) | 7(4) | 5 (5)
Pocet kroku I, aby se dostala k J 10 8 6 4 2 0
Pocet kroku K, aby se dostala k J 5 3 1 1 3 5
Soucet krokl vsech t¥i déti: 15 12 9 8 9 10
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7.3 Vyhodnoceni rozhovori se zaky

V této kapitole jsou shrnuty pristupy zakt k reseni tloh popsanych v kapitole [7.2]
zékovské obtize pri TeSeni téchto tloh, nékteré reakce zaku a miskoncepty, které

jsem v rozhovorech postiehl.

7.3.1 Hledani reseni problému Dido

Pred samotnym provedenim rozhovori jsem ocekaval, ze zaci spravné odpovi, ze
feSenim je kruh, ale bude pro né tézké odpovéd podpotit néjakymi argumenty.
To se v mém vzorku zakt potvrdilo a odpoveéd, ze fesenim by mohl byt kruh,
byla alespon zminéna ve vSech ptipadech. Pritom zadny z zaki, se kterymi jsou
rozhovor vedl, ilohu neznal ani se s ni dfive, podle vlastnich slov, nesetkal.

V Zakovskych FeSenich prvni otézky (problém Didé), kterd jsem mél moznost

pozorovat, bylo dédle mozné vypozorovat nékolik ¢asto se opakujicich jevii:

1. Nékteri zaci nejprve tvrdili, Ze jelikoz je obvod konstantni, nezalezi na tvaru
a uloha je ,chytak‘. Tento nazor se objevil u ¢tyr zakua zakladni skoly, ale také
u Ctyr zaku stredni skoly. Tuto domnénku jsem se pokusil zaktim néasledné

narusit na prikladu obdélniku s délkami a = 8, b = 2 a ¢tverci o strané ¢ = 5.

2. Ve dvou pripadech Zaci stfedni skoly trvali na svém a tikali, Ze na tvaru preci
skutecné nezalezi, protoze na tom nezalezi ani u trojihelniku, kde mohou
vrcholem pohybovat jak chtéji (opomnéli zminit, Ze po rovnobézce s protéjsi

stranou, a také si neuvédomili fakt, ze obvod se méni) a obsah je stejny.

3. Zaci se snazili smycku co nejvice natdhnout jednim smérem (v dusledku ¢ehoz
se vyska obrazce postupné zmensovala k nule). Toto feseni se vyskytovalo
pouze na zakladni skole (ve tfech pripadech), kde Zaci také vice pracovali

s provazkem. Zaci stfedni Skoly tilohu fesili bez vyuziti provazku (a¢ jej méli
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k dispozici), ojedinéle (ve dvou piipadech) namodelovali pouze findlni od-
povéd, ale nezkouseli rtizné utvary modelovat a néjak porovnavat. Proto se

u stfedoskoldkt toto feseni nevyskytlo.

Jen v jednom pripadé zak zakladni skoly toto Tfeseni po namodelovani sam
zamitl. K odivodnéni pouzil znalost o obsahu obdélniku, kdyz tekl: ,Jedna

strana obdélniku by byla nula, takze obsah taky.“

4. Zaci jako moznost zminili nebo z provazku tvorili ¢tverec. Tuto moznost

nakonec alespon zvazilo Sest zakl ze zédkladni a sedm zakt ze stfedni skoly.

5. Zaci jako moznost zminili nebo z provazku tvorili kruh. Tato moznost zaznéla

u sedmi zaki ze zakladni a vsech deviti zakl ze stredni skoly.

Ze zakovskych odpovédi bylo vidét, ze pro né byl vztah mezi obvodem a obsa-
hem mnohdy nespravné pochopeny. Zak jsem se proto déle ptal, které z nasledu-

jicich tvrzeni je pravdivé:
1. Kdyz maji dvé télesa stejny obvod, maji stejny obsah.
2. Kdyz maji dvé télesa stejny obsah, maji stejny obvod.

Pro zaky bylo az prekvapive slozité na otazky odpovédét a obvykle pouze hadali,
namisto toho, aby si napriklad zkusili vymyslet protipriklad. To se objevilo jen
u ti stredoskolakt. TTi zaci zakladni skoly dale také tvrdili, Ze je mozné utvary,
které maji stejny obvod, rozstiihat a preskladat jeden na druhy, Ze to délali ve
skole. Ujistoval jsem se, zda si pouze nepletou pojem obvod a obsah, ale zaci byli
presvédceni, ze by to slo u obojiho.

Odpovéd kruh a ¢tverec nakonec ale zaznéla ve vétsiné pripadu (Ctverec s mensi
Cetnosti). Ptal jsem se zaki, pro¢ si mysli, ze je napadly pravé tyto utvary. Na to

bud odpovédét nedokazali, nebo tvrdili, Ze proto, Ze jsou to ,hezké utvary“, jsou
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pravidelné a obvykle je to spravna odpovéd, protoze maji specialni vlastnosti. Také
zaznély argumenty typu: ,Sipky vychézejici ze stfedu kruhu tlaéi viude stejné
silné, ale u ¢tverce ne, takze to je kruznice.* Tento vyrok na mé piisobil jiz jakousi
snahou vnést do problému néjakou fyzikalni interpretaci. Od dvou zaku stiedni
skoly také zaznél spravny argument, ze atvar musi byt konvexni. Jeden ze zakl
to uvadél na prikladu tvaru ,hvézdy“, kdy by ji bylo mozné podle jeho slov vzdy
,zvetsit do stran na kruh*.

Pokud bychom o intuici smysleli jako o zautomatizované zkusSenosti s tilohami
podobného typu, pak by nefungovala spravné v argumentu vyuzivajicim vlastnosti
trojuhelniku a vrcholu pohybujiciho se po rovnobézce s protilehlou stranou, nebot
zaka zavedla ke Spatnému zavéru. Muze ale také jit o disledek nespravného po-
chopeni vztahu pro trojihelnik, nebot zaci v tomto pripadé opomnéli fakt, ze je
potTeba pohybovat se po rovnobézce, i to, ze obvod se méni.

I pti natazeni smycky mohla intuice zaka zavést Spatnym smérem. Ze zkusSe-
nosti védél, ze ¢im veétsim cislem nasobime, tim vétsi nam vyjde vysledek, ovsem
neuveédomil si pravdépodobné fakt, ze s nartstem velikosti v jednom sméru se
zmensuje vyska obrazce ve sméru druhém. Zaujalo mé také to, ze smycku dva zaci
zakladni skoly utdhli ,na prsty“ a vice ji uz neztencovali. Mozna i jim samotnym
v tu chvili doslo, Ze se obsah priblizuje k nule, a proto ustali. Kdyz jsem se na to
téchto dvou zaku ptal, prvni pojal podezreni, Ze se ptam proto, zZe je to chybné,
a TeSeni zménil bez odpovédi. Druhy zak na tom vsak trval. Zeptal jsem se ho tedy,
co by se stalo, kdyby smycku natahl jesté vice. Odpovédél, ze by byl obrazec na
jednu stranu sice velice nizky, ale na druhou nejdelsi, co miize byt, a tak i obsah
musi byt nejvétsi.

Vsichni zZaci ale diive nebo pozdéji sestrojili kruh nebo ¢tverec. I zaci, ktefi nej-
prve trvali na tom, zZe na tvaru nezalezi, nebo se smycku snazili napinat do stran,

po vylouceni téchto moznosti protiprikladem nebo vysvétlenim presli k ttvartm
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pravidelnym — konkrétné ¢tverci a kruhu (jiny pravidelny atvar se v mém pozoro-
vani u této otdzky nevyskytl).

Protoze nékteri zaci ¢tvercem nebo kruznici zacali (kruh jako prvni zvolilo osm
zakl a Ctverec dva zaci aniz by tlohu drive Tesili), je opravdu mozné, Ze za jejich
feSenim stoji intuice. Prestoze ¢tverec neni fesenim, jedné se o maximéalni pravo-
uhlenik daného obvodu, a tedy zaci, ktetfi zvolili tento pristup, mifili spravnym
smérem. Zaci, ktefi vybrali kruh po chvilce zacli uvazovat nad ¢tvercem a stejné
tak opacné, zaci kteri volili ¢tverec premysleli a pozdéji se priklonili ke kruhu.

Zaujalo mé, ze po skonceni rozhovoru, kdy jsem zaky obeznamil se spravnou
odpovedi, i zaci, kteti feseni problému Didé nejprve sami neodhadli spravné a nebo
ano, ale odpovéd neméli nijak podlozenou, reagovali tak, Ze je to vlastné uplné
jasné. Dokonce souhlasili i presto, ze jsem nijak nevysvétlil, pro¢ tomu tak je,

a reagovali stylem: ,,Ajo vlastné, to je jasné, jen mé to nenapadlo®.

7.3.2 Hledani maximalniho pravoiuhelniku a trojahelniku pri daném

obvodu

Ve druhé otézce bylo nejprve nutné spoleéné si objasnit pojem pravothelnik. Zaci
se s terminem nesetkali (vSichni zaci na zédkladni a tii Zaci na stfedni skole), ale do-
kézali sami velmi rychle a spravné odhadnout, jaké utvary termin popisuje. Ulohu
o pravouhelniku i jeji Teseni maturanti z matematiky ve trech pripadech znali,
Ostatni se s podobnou tlohou podle svych slov nesetkali.

Nejprve jsem tulohy fadil tak, ze jsme se zabyvali pravoihelnikem a teprve
potom trojihelnikem. Takto jsem pracoval se tfemi zaky zakladni a dvéma zaky
sttedni skoly. Ti zaci, kteri odpovédéli spravné na problém Dido a vybirali pouze
mezi ¢tvercem a kruhem, neméli problém prijit u pravouhelniku na ¢tverec oka-

mzité (jiz védeli, ze kruh byl spravnou odpovédi prvni otazky). Objevovaly se zde
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ale také podobné odpovédi jako pii prvni otazce. Naptiklad jsem se ve dvou pripa-
dech opét setkal se snahou o to obdélnik co nejvice natdhnout. Presto byl nakonec
¢tverec vybran jako spravna odpovéd u vsech.

To miize byt ale také zptisobeno tim, ze pocet moznych odpovédi byl v podstaté
mnohem mensi (a¢ obdélnikt na vybér bylo nekoneéné mnozstvi) a jen jedna
pusobila ,specialné* — Ctverec.

Pokud nasledovala stejna otéazka o trojuhelnicich, jiz obvykle nebyl problém
vybrat trojihelnik rovnostranny. Pokud vSak otézky byly v opacném potadi (tedy
v poradi, kdy jsme se zabyvali nejprve trojihelnikem a teprve potom pravothel-
nikem), i zaci, ktefi vybrali v prvni otdzce jako spravné feseni kruh, méli s troju-
helnikem problém. Naptiklad u dvou zakl stfedni skoly se objevila snaha pouzit
védomost, kterou maji o trojihelniku (pokud presuneme vrchol trojihelniku po
primce rovnobézné s protilehlou stranou, obsah se nezmeéni, nebof neménime vysku
ani podstavu trojihelniku) a zobecnit ji na kazdy tvar (opét opomnéli podminku
kladenou na délku obvodu).

Setkal jsem se také s Tesenimi, ktera oznacovala za maximalni trojihelnik
pro dany obvod trojihelnik pravouhly (ve tfech ptfipadech) nebo rovnoramenny
(ve dvou). Zaci méli tendenci vybirat specidlni typy trojihelniku (pravdépodobnd
z predchozi zkusenosti, kdy pravé tyto trojuhelniky jsou nositeli dilezitych vlast-
nosti, se kterymi se ve skole setkdvaji). Po vyfeseni trojihelniku uz pro zadného
z 74kl nebyl problém odpovédét, jak to bude s pravoihelnikem.

Uspésnost v pidpadé, kdy jsme se diive zabyvali trojihelnikem, tak byla niz,
pouze tim, ze nyni zaci vybirali ,ze t¥i moznosti“ — rovnoramenny, pravouhly,
rovnostranny.

Zéci i u této otazky své odpovédi opirali o argumenty jako: ,Je to hezky ttvar

a ,ty prosté fungujou‘.“
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Otézkou tedy je, nakolik se jednalo o odhad a nakolik o intuici a zda je mezi nimi
viibec rozdil. Pokud odpovédi zaki ale budeme povazovat za vychazejici z intuice,
pak v mém pozorovani nejlépe fungovala u pravouhelniku, poté kruhu a o néco
hiite u trojuhelniku. Postiehl jsem také, ze v této otazce pracovalo s provazkem
méné zaki nez v prvni.

V osmi pripadech si zaci, i z pouhych dvou pripadii, sami vSimli, Ze FeSenimi jsou
pravidelné mnohothelniky. Tyto zaky jsem nechal jesté urcit, zda vétsi obsah bude
mit ¢tverec, nebo rovnostranny trojihehlnik. Prekvapilo mé, Ze v Sesti pripadech
zéci zvolili spravnou moznost. Ti také zminili, Ze je to proto, ze: ,Ctverec ma

blize ke kruznici nez trojihelnik.“

7.3.3 Hledani brachistochrony

Reseni, ktera jsem u této otézky ocekaval, byla parabola a ¢ast kruznice, kterd se
objevila v feSeni tlohy Galileem. Neocekaval jsem vsSak, ze zaci na Teseni skutecné
prijdou, uz proto, ze vétsina z nich cykloidu nebude ani znat. Tim se otazka lisi od
prvnich dvou, kdy zaci méli moznost odhadnout feseni spravné. Zde jsem ocekaval
feSeni chybna a sledoval, zda opét bude tendence vybirat krivky pro zaky vyznacné,
i to, zda si zaci uvédomi slozitost problému ve srovnani s prvnimi dvéma tlohami.

Zadny z zaki se s tlohou tohoto typu nesetkal, pouze se tii Zaci zminili, Ze
podobné ulohy fesili ve fyzice, ale nakonec se ukazalo, Ze zaci méli na mysli tlohy,
kdy se jednalo o vypocet rychlosti v nejnizsim bodé ktivky a hledani krivky, kde
tato rychlost bude maximalni, nikoliv o minimalizaci ¢asu pohybu po kfivce.

7 teseni zaki, se kterymi jsem mél moznost pracovat, bylo mozné vypozorovat

nekolik jeva, které se opakovaly pri hledani brachistochrony castéji:

1. Pro nékteré zaky bylo nejprve tézké prijmout, zZe fesenim neni tsecka, kdyz
je to nejkratsi vzdalenost. To zejména platilo pro zaky zakladni skoly, kdy

usecku oznacili za spravné Teseni Ctyri zaci. Zaci stfedni skoly ¢asto primku
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sami nejprve vyloucili, ale také je v péti pripadech napadla jako prvni z va-

riant, kterou se zabyvat.

2. T¥i zaci z osmého rocniku a také ¢tyri zaci ze stfedni skoly neodlisovali
pripady, kdy méa kulicka urazit drahu v co nejkratsim case a kdy ma mit
kulicka maximalni okamzitou rychlost v bodé B. Toto zmateni si alespon
u zaku zakladni skoly vysvétluji tim, ze zaci praveé probirali zdkon zachovdni
mechanické energie a podobné tlohy resili. Védéli tak, ze nezdlezi na tvaru
trajektorie, pokud nam jde o maximalni okamzitou rychlost v cili, a tuto
odpoved volili. Dalsi pri¢cinou muze byt fakt, ze se zaci s takovou tlohou
jesté nesetkali, a tak se jim dva (na prvni pohled podobné) problémy jevily

byt stejné.

3. Po sérii pokusii a objasnéni nékterych nejasnosti se u zddného zaka neob-
jevilo TeSeni, které by bylo mezi A a B konkavni. S pomiickou bylo obtizné
manipulovat, ale zaci méli tendenci dradhu tvarovat konvexné. Ani pri praci

bez pomiicek se konkavni feseni neobjevilo.

4. Zaci stredni skoly méli, podle mého ocekavani, tendenci pro né zajimavou
vlastnost priradit néjaké vyznacné kiivce. Objevovaly se tak mezi feSenimi
naptiklad c¢asti kuzelosecek. Zejména méli zaci snahu sestrojit ¢ast paraboly

(pét pripadi), ale také hyperboly (dva pripady) a v jednom pripadé elipsy.

5. U zadného ze zakli se v rozporu s mym ocekavanim jako feseni neobjevila

¢ast kruznice.

6. Zadny z zakt neznal cykloidu. Kdy# jsem stfedoskoldktim popsal, jak kiivka

vznikd, a vyzval je k sestrojeni grafu, zaménovali ji s funkei sinus.

Zaci, se kterymi jsem rozhovory vedl ve skole, drahu rizné ménili a mérili, jak

dlouho kuli¢ce trva drahu urazit. Prestoze pro nékteré zaky byla tloha obtizna
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na prvotni pochopeni, protoze znali ilohy podobného typu, kde vSak bylo cilem
néco jiného, zda se, ze zaci néjakou intuitivni predstavu o tvaru krivky, ktera bude
spliovat zadané podminky, maji. Po rozbiti tivodnich miskoncepci (experimen-
talné — zaci byli vyzvani zkouset dalsi tvary a sami tak dosli k nazoru, ze tsecka
neni nejvhodnéjsi) se zaci vzdy dostali ke konvexnimu feseni, které tvarem mohlo
cykloidé odpovidat.

Ptal jsem se jich proto, zda o konkavnim feSeni alespon uvazovali nebo ho
hned zamitli. Odpoved byla vzdy takova, ze je ani nenapadlo o takovém TeSeni
premyslet. Stejné tak zaci nepremysleli nad fesenimi, kdy by se bod pohyboval do
kopce a opét z kopce, nebo nad teSenim, kdy by ¢ast krivky byla nize nez koncovy
bod.

Pozoroval jsem, ze po vylouceni tsecky zaci premysleli tak, ze si spravné uve-
domili potfebu dostatecné prudkého svahu a zaroven potiebu posouvat se blize ke
koncovému bodu — tedy zZe nestaci sestrojit pravy thel. Tvarem se blizili spravnému
reSeni, krivku pouze neuméli spravné nazvat.

Dilezité je také to, kde intuice selhala — v tendenci sestrojeny tvar oznacit
za néjakou kuzelosecku, které maji mnoho vlastnosti, s nimiz se jiz zaci setkali
a povazuji je za dilezité. I toto selhani vsak lze hodnotit kladné optikou historic-
kého vyvoje problému — ¢ast kruznice (kterou sice jako jedinou z kuzelosecek nikdo
z zak, se kterymi jsem rozhovor vedl, nevybral) jako feseni brachistochrony zvolil
i Galileo (viz kapitola [4.4)).

Argumenty pro vybér kuzelosecek opét byly podobné jako u prvnich otdzek —
yzname je ze skoly“,  hezky se kresli“, ,vzdycky je to néco hezkého®.

Poslednim postiehem je, ze zakovskou intuici v mém pozorovani casto ovlivnilo
ucivo, které bylo v nedavné dobé probirano a na prvni pohled s problémem néjak

souvisi (zdkon zachovdni mechanické energie a pravé kuzelosecky).
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V feseni prvnich tii otédzek se objevil stejny pristup — zaci vybirali znamé ob-
jekty jako TeSeni tam, kde neznali odpovéd. Pri¢inou miize byt i to, ze ve skolské
matematice tento postup obvykle skutecné funguje — pokud se probiraji kuzelo-
secky a uloha se pta na nalezeni krivky néjakych vlastnosti, pravdépodobné odpo-

véd nebude jina nez nékterd z kuzelosecek, o kterych se zaci prave udi.

7.3.4 Steinertiv problém a jeho fyzikalni modely

M4 ocekavani u otazky tykajici se Steinerova problému byla takova, ze nékteri
zaci budou experiment s mydlovymi blanami znat a odhali tak snadno, co pokus
ukazuje. Pokud zaci znat pokus nebudou, budou alespon védét, pro¢ mydlové
bubliny maji tvar koule, z ¢ehoz bude mozné je nasledné navést k tendenci kapaliny

minimalizovat povrchové napéti, a tedy i povrch. Ocekaval jsem také, ze zaci budou

Vviev

opsané, nebo vepsané.

Obrazek 54: Zakyné pracujici s pomtickou pro nalezeni Toricelliho bodu
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Zakam jsem zadal tlohu k TeSeni a dal k dispozici pomicky, které jim mohou
pomoct. Tato metoda vSak neméla pifli§ velky tspéch. Zéci nebyli zvykli takto
pracovat a nevédeéli, jakou cestou se vydat.

Mnohem lépe se osvédcilo, kdyz jsem zakovi problém predstavil, ilustroval na
pribéhu tii mést, kterd chtéji postavit co nejlacinéjsi silnici, a seznamil je s pti-
padem aerolinek a spojovaci spolec¢nosti. Nasledné jsem zaka nechal samostatné
o problému badat a teprve poté jsme spolecnymi silami pokus predvedli (viz ob-
razek 54 na strané .

734k jiz ze svého snazeni a pifbéhu netspéchu spojovaci spole¢nosti védél, Ze
feSeni takového problému neni trividlni a neni proto Spatné se pri reseni dopoustét
omyli.

Nésledné feseni pomoci fyzikalniho pokusu (zejména pomoci bublin) pak bylo
doprovéazeno jakousi fascinaci, az nadsenim (zaci chtéli sami zkouset dalsi konfigu-
race pro trojihelnik, nésledné jsem jim ukazoval i ¢tyitihelnik).

V nékterych pripadech také nasledovala otazka: ,Jakto...?“. To hodnotim
velice kladné, jelikoz hrava podstata metody v zacich, se kterymi jsem pracoval,
obvykle vzbudila zvédavost, zajem o problém a o pochopeni jeho podstaty.

Treti pristup, ktery jsem zvolil pri online rozhovorech, byl takovy, Ze jsem
zaktm experiment predvedl a nasledné se jich zeptal, jakou vlastnost kriticky bod
ma. Jak v pripadé se zavazimi, tak v pripadé s bublinami zaci nejcastéji, podle
teorie, ze bod je stejné vzdéaleny od vSech tii vrcholi, kdyz jsou zavazi stejné tézka
(stfed kruznice opsané).

Vsiml jsem si, ze zaci se snazi pracovat s problémem jako s obrazkem: ,Zda
se, ze bod lezi na pruniku vysek“, odpovidali nékteri, protoze na prvni pohled se
zdalo, Ze protazeni provazku bude tvofit vysku. Zaci neméli snahu vyuzit fyzikél-

nich vlastnosti, které plati, nepremysleli, proc¢ je dana konfigurace takova, jaka je,
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ale pouze nad vyslednym obrazkem. Jako kdyby odmysleli vSechny pro né rusivé
prvky — zavazi, precnivajici provazek. Stejné tak mydlovou bublinu jiz neuvazovali,
jednalo se v jejich oc¢ich pouze o tsecku.

Déle mé zaujal pripad, kdy jeden zak premyslel, zda zalezi na délce provazki,
na nichz jsou zavazi zavésena, a mél pocit, ze je to Spatné, kdyz nejsou vSechny
stejné dlouhé.

Na spravnou odpovéd zaci takto sami nepfisli. U mydlového experimentu jsem
se zaky snazil navést na spravnou cestu tim, ze jsme se bavili o bublinach a di-
vodu, pro¢ maji tvar koule. V Sesti pripadech zaci védéli, Ze jsou tak nejstabilnéjsi
a poloha je nejméné energeticky narocnd, minimalni vlastnost povrchu vsak ne-
znali ani neodvodili. Po vysvétleni jsme se vratili zpatky k nasemu experimentu.
Ptal jsem se, co bude minimalniho tam. Ke spravné odpovédi touto cestou zaci
zékladni skoly v mém zkoumani sami nedosli az na jeden pi¥ipad. Zaci st¥edni skoly
nakonec v péti pripadech ano.

Experiment se zavazimi zaci sami také nedokazali vysvétlit, ale po mém vy-
svétleni jim to podle jejich slov jiz neprislo tézké. Tedy az na cast, kdy jsme si
pomoci rovnovahy sil ukazali, pro¢ je velikost thlu mezi provazky 120°.

Prestoze zakovska feseni tlohy nenaplnila ma ocekavani tykajici se potencialu
uloh tohoto typu jako tloh pro badatelsky orientovanou vyuku, kladné hodnotim
to, Ze tiloha i jeji FeSeni zaky zaujala. Resenf a ovéfovani pomoci fyzikdlnich pokusi

také bylo pro zaky velmi presveédcivé.

7.3.5 Odvozeni pomoci nerovnosti

U otazky, kde méli zaci stredni skoly pomoci nerovnosti dojit k diikazu tvrzeni, ze
¢tverec je nejvétsi pravouhelnik, zaci z pocatku nevédéli, jak problém uchopit a jak
na néj. K dispozici méli odvozenou nerovnost. Tu se dva z nich snazili upravovat do

takového tvaru, ze kterého by vztah mezi obsahy obdélniku a ¢tverce byl patrny.
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To se jim ale nepovedlo a po chvilce iprav snazeni vzdali. Ostatni Zaci vibec
netusili, jak s ilohou pracovat.

Poradil jsem jim proto (ve vsech pfipadech), aby si nakreslili obrazky obdélniku
a Ctverce, popsali je a predstavili si, ze k dispozici maji ,,provazek“ délky o a tato
délka odpovida obvodu néjakého obdélniku o stranach a a b — tedy zZe plati o =
= 2a + 2b.

Zatimco u obdélniku neméli zaci problém dopsat, ze jeho obsah S bude ab, jako
problém se ukazalo vyjadreni obsahu ¢tverce pomoci a a b, a to u vSech zakt az na
jednoho. Zaktm jsem ukazal prechod z obdélniku na &étverec pomoci provazku, aby
si uvédomovali konstantnost obvodu. Ve ¢tyrech pripadech vSak zaci opét tvrdili,
ze obsah ¢tverce bude také ab, protoze se obvod nezménil (a to i presto, Ze lohu
jsme Tesili jako posledni a s isoperimetrickou ulohou tak jiz pracovali). Tri zaci
spravné o strané c¢tverce tvrdili, ze bude mit délku ,néco mezi a a b“, a kdyz
jsem souhlasil a ptal se, co konkrétné mezi nimi, dosli dva z nich k odpovédi, ze
pijde o aritmeticky pramér. Odtud se jiz k obsahu ¢tverce dostali. Pouze v jednom
pripadé zak sam dokazal vyjadrit obsah tak, ze si délku strany ¢tverce vyjadril jako
¢tvrtinu obvodu obdélniku a umocnil na druhou. Touto cestou jsem se posléze
rozhodl navést i zaky, kteti si nevédéli sami rady.

Zavérecné upravy a uziti nerovnosti jiz nepredstavovalo v rozhovorech vétsi
problém. Zaci také dokézali postup dobfe shrnout a rekapitulovat.

Ptal jsem se zak, ktefi jiz pred nasim rozhovorem znali fakt, ze pravotihelnikem
s nejvétsim obsahem je ¢tverec, zda se s takovym fesenim setkali. VSichni tti ilohu
uméli Tesit uzitim derivace. Vyzval jsem je, aby mi postup predvedli.

Zéci si vybavovali, jak pracovali: ,Spojovali jsme né&jaké dva vzorecky a pak
se to derivovalo. .. “ Zaci méli ale problém funkci nalézt. Také mi pripadalo, Ze si
neuvedomuji, ze se viibec o néjakou funkci jedna, a pouze maji nauceny postup.

Ptal jsem se totiz, pro¢ se to ma derivovat, a odpovédéli, ze tak se tento typ tloh
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prosté tesi. Kdyz jsem se ale zeptal, na co jesté umi derivaci pouzit, vSichni tTi
dokazali odpovédét, ze na sestrojeni grafu a ze tak hledaji minimum a maximum
funkce. Zeptal jsem se, zda nejsou nadhodou ty ,spojené vzorecky“ také funkei.
Podle zaka vsak funkce je jen: ,Ypsilon se rovnd néco ...a jde to nakreslit do
souradnic jako graf.*

7 povidani o derivacich se zéky, ktefi je probirali, jsem ziskal dojem, jako kdyby
pro né funkce byla pouze tim abstraktnim obrazkem, jehoz vlastnosti se v hodinach
urcuji, ale ni¢im, co muze mit konkrétni vyuziti. Také mi pripadalo, ze znalosti
pouzivané k urc¢eni priubéhu funkce a feseni optimalizac¢ni tilohy na sebe nedokazali
vhodné napojit, pouze pouzivali stejny vypocetni aparat.

Déle mé zaujala nasledujici véta jednoho z zaki, ktery nejprve zminil potiebu
vypocitat druhou derivaci, aby si ovéril, zda mu vyslo maximum, nebo minimum.
Na to pak navazal slovy: ,Neucili jsme se ale, co délat, kdyz chci maximum a omy-

lem mi vyjde minimum. Nastésti to vzdycky néjak ale vyjde!*

7.3.6 Uloha s pohybem po schodisti

Tuto tlohu jsem ftesil (narozdil od ostatnich) s péti zaky zékladni skoly a dvéma
sttedoskolaky.

Zadny z 73kt neuvazoval moznost, kdy by Irena $la smérem dolit nebo Juraj
smérem nahoru, a tak po¢et moznych Fesenf velmi rychle omezili na koneény. Zaci
se ptali, zda je mozné, aby nékteré z déti zistalo na misté. Odpovedél jsem, ze
ano, a zaci tyto moznosti pak oznacovali za spravné. TTi zaci zminili, Ze na misté
zustane Irena nebo Kamila, ve dvou pripadech zminili i Juraje. Tuto moznost
vsak oba zaci po porovnani poc¢tu kroki se situaci, kdy na misté stoji Irena, sami
zamitli. Pokud by se Juraj nepohyboval po dvou schodech, byla by moznost, ze

Kamila ztstane na misté, spravna.
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Dalsim napadem, ktery se u jedné zakyné objevil, bylo pouzit aritmeticky pri-
meér a zprumérovat Cisla pét, deset a patnact. Tato metoda, a¢ nefunguje, mize
opét poukazovat na snahu nasadit na tlohu ,néco vyznamného®, obdobné jako
u kuzelosecek a isoperimetrické tlohy.

Vzdy, kdyz zaci navrhli néjaké feseni, zeptal jsem se, zda jsou si jisti, Ze ni-
kdo uz nedokéaze najit Tfeseni s mensim poctem krokt. Tim jsem je chtél navést
k systematickému vylouceni ostatnich moznosti.

Na spravnou odpovéd zaci nakonec ve vsech pripadech prisli, ve trech pripadech
si vSak nebyli jisti, zda neexistuje dalsi, lepsi feseni. Zbyli zaci tlohu vyTtesili tak, ze
vyzkouseli vSechny schody mezi Irenou a Jurajem a dopoéitali pocet kroki. Zadny
zak nevyuzil toho, ze Juraj se pohybuje pouze po lichych schodech, a tedy neni
nutné testovat vsechny schody.

Zadny 74k se nesnazil pouzit tabulku k zépisu. Pracovali misto toho s obrazkem
schodisté, kde si ve ¢tyrech pripadech obloucky znazornovali pohyby, které pocitali.
Paty zak pro reprezentaci zaki na schodisti pouzival pastelky, které posouval. Dva
zaci misto pastelek pouzili své prsty.

Vysledky si ¢tyfi zaci zapisovali ve tvarech jako 5-10 (mysleno paty schod,
deset krokii). U dvou z nich se misto pomlcky objevila rovnost (napt. 5 = 10). Tri

zaci zvolili zapis ve tvaru:

I-0
5.schod: J - 5 10 krokd.
K-5
Informaci o poradi, ve kterém se déti po schodech pohybuji, pét zaka zcela
ignorovalo, ale ve dvou ptipadech dodrzovali zaci posloupnost pohybi, aniz by si

uveédomili, ze na tom nezalezi.
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Z4ci tlohu hodnotili jako zajimavou, ale objevil se i nézor jedné zakyné, Ze
uloha postrada smysl, protoze by nikdo nepozadoval sejit se na stejném schodu
a udélat jen minimalni pocet kroki.

Vsichni Zaci az na jednoho mi fekli, Ze se s podobnou ulohou nesetkali. Jeden
zak 1lohu prirovnal k hddance, kde je potieba za urcity cas prejit pres mostEL tu

ale neresil ve skole, znal ji z internetu.

14 Jedn4 se o hadanku, kde ¢tvefice lidi ma piejit pies most na druhou stranu. Kazdému z nich trva
prejit jinak dlouho. Prvnimu minutu, druhému dvé minuty, tfetimu pét minut a poslednimu
deset minut. Zaroven po mosté mohou jit jen dva lidé najednou, a také s sebou musi pri cesté
pres most nést jediny spoleény zdroj svétla (tedy je potieba, aby se nékdo vracel se svétlem
zpatky). Ukolem je najit zpiisob, kterym se étvefice dostane pies most za sedmnéct minut nebo

méné. Hadanku je mozné nalézt napiiklad u TED-Ed (2015).
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8 Zaver

Cilem této diplomové préace bylo prozkoumat, jak se k feseni optimalizac¢nich loh
pristupovalo v priitbéhu historie, a na konkrétnich tlohach ukazat moznost feseni
takovych problémi bez vyuziti diferencidlnitho poc¢tu. Dalsim cilem bylo tyto me-
tody blize popsat a v rozhovorech se zaky vyuzit a nasledné analyzovat zakovska
feSeni, jejich obtize pri TeSeni a napady, které zaci méli. Tyto cile jsou v praci
splnény.

Problémy popsané v této praci byly vybirany z ceské, ale prevazné anglické
literatury vénujici se této problematice. Vybirany byly na zakladé toho, zda je
problém nebo jeho feSeni vhodné zaradit do vyuky, ¢i na zakladé historického
kontextu ulohy. Také jsem se snazil zminit ty tlohy, které byly néc¢im pro vyvoj
optimalizace prelomové. Protoze velkou ¢asti prace je historie, snazil jsem se, kde
to bylo mozné, pouzivat i ptivodni historické prameny. To ovsem nebylo casto
mozné, a proto jsem pracoval bud s preklady do angli¢tiny nebo se sekundarnimi
zdroji. Kromé odborné literatury jsem vyuzil i nékolik zdroji popularizac¢nich.

Prvni kapitoly prace jsou vénovany vymezeni nékterych pojmi, se kterymi
v praci dale pracuji, a odvozeni geometrickych nerovnosti, které jsou také nékoli-
krat uzity. Presto ale prace neobsahuje definice vsech pojmi, které jsou zminény,
nebot problémy popsané v préaci jsou z ruznych oblasti matematiky a vycet definic
a vét by byl velice Siroky.

v této kapitole jsou razeny volné, obvykle tak, ze jsou sdruzeny do kapitol podle
néjakého spolecného znaku (napiiklad mluvi o trojihelniku, isoperimetrické tlohy
atp.). Puvodni snahou bylo vybrané tlohy radit chronologicky za sebe od nejstarsi
po nejmladsi. To ovsem nebylo mozné, nebot naptiklad k dikazu problému Dido

je potfeba pracovat s vysledky, které nam poskytne Heronova tloha. Ulohy v této
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kapitole maji prevazné geometricky charakter a obvykle jsou i TeSeny za vyuziti
geometrickych postupti. Problémy jsou formulovany jako véty.

Prace dale obsahuje kapitolu vénovanou popisu smyslu vyuziti historie matema-
tiky jako didaktického nastroje i zdroje tiloh vhodnych k zafazeni do vyuky. Tato
kapitola poukazuje na potiebu vyucovat optimalizaci i pomoci dalsich metod, nez
je derivace, a to v posloupnosti odpovidajici lidskému poznani v této oblasti. Histo-
rie optimalizace popsana na konkrétnich tlohach zase ukazuje moznost a zptsoby,
jak tyto tlohy Tesit.

Prestoze feseni mnoha tloh a dikazy nékterych vét v této praci jsou dlouhé
a slozité, obsahuje prace i takové, které k zarazeni do vyuky piimo vybizeji.
Zejména ulohy, které je mozné vysvétlit fyzikalnim pokusem, mohou mit jak kladny
dopad na motivaci zaki, tak byt vhodné pro péstovani mezipredmétovych vztahi.
Ulohy tohoto typu je také mozné vyuzit pro badatelsky orientovanou vyuku. Fakt,
7e vétsina geometrickych problémi je resena eukleidovsky, by mél prispét k lepsimu
zakovu porozumeéni strukture a feseni tlohy.

V dalsi ¢asti prace jsou nékteré z metod feseni optimalizacnich tloh identi-
fikované v ramci kapitoly o historii problému blize popsany. V kapitole je také
zminéno, pro¢ je vhodné nékteré z téchto metod vyuzit ve vyuce. Prestoze se me-
tody jako intuice nebo vyuziti fyzikdlnich jevii k feseni matematického problému
objevily v historii optimalizace, jsem presvédcen, ze bychom tyto metody identifi-
kovali u vyvoje vétsiny matematickych problémii.

Zavérecna cast této prace je vénovana popisu rozhovori se zaky na téma op-
timalizace a jejich vyhodnoceni. Ukazalo se naptiklad, Zze i mezi starsimi zaky,
se kterymi jsem rozhovor vedl, se vyskytuje predstava toho, Ze rovnost obvodi
implikuje rovnost obsahu ¢i obracené. Vyuka isoperimetrickych tloh metodami
popsanymi v praci tak miize nejen predchazet vzniku formalniho poznani v oblasti

optimalizac¢nich tloh u zakt gymnézii, kteri hledaji extrémy derivovanim, ale také
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muze prispét k rozvoji poznani v oblastech vyucovanych na vsech stupnich skol
jako napriklad obvod a obsah.

Prestoze vzorek zakt, se kterymi jsem rozhovory vedl, nebyl veliky, prekvapila
mé odpovéd na otazku, zda se s takovymi tlohami jiz zaci setkali a pokud ano,
kdy — v ptipadé, ze se nejednalo o zaky, ktefi probirali derivace, odpovéd byla, ze
ne. Pouze ve dvou pripadech si Zaci vzpomnéli na tlohu z maturity a na Heronuv
problém. ..V praci jsem se pokusil ukazat, ze to je mozné zménit a ukazat, jak
nekteré ulohy resit jiz diive a jinak.

Ptinos prace pro zaky, pripadné studenty, ktefi maji o tento typ tloh zajem,
spatiuji zejména v predstaveni novych metod, kterymi lze optimalizac¢ni tlohy
resit, a v predstaveni dlouhé historie problému, ktera predchazela reseni derivova-
nim. Metody popsané v praci mnohdy poskytuji dobry vhled do daného problému,
ale také mohou zaky obohatit tim, Zze nékteré z nich jsou velmi neobvyklé.
malizacni problémy zatrazovat do vyuky jiz v nizsich roc¢nicich, a ukazuje vhodnou
posloupnost metod a problémi. Stejné tak je v praci zminéno, pro¢ je vhodné tuto
posloupnost dodrzovat, a jaky to ma prinos pro zaka. Tento pristup pak ucitel

muze vyuzit i u dalSich témat.
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