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Abstract: It the thesis, we study retarded functional differential equations. As a
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the form of the solution. Therefore, we are particularly interested in expressing it.
We achieve that by applying Laplace transform to both sides of the equation, we
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Uvod

Cilem této prace je studium linearni diferencidlni autonomni rovnice se zpoz-
dénim, ktera je zadana pomoci funkcionalu. To jest zkouméame rovnici s pocatecni
podminkou tvaru

2'(t) = L(x), t>0
QE(t) = ¢(t)7 te [—7“, O]»

kde L je linedrni omezeny funkcional na prostoru spojitych funkci, u kterého si
ukézeme, ze lze vyjadrit pomoci Lebesgue-Stieltjesova integralu. Z Banachovy
véty o pevném bodé plyne, Ze feSeni tohoto problému existuje, ale bohuzel ndm
véta nedava zadnou informaci o tom, jak vypada. My toto feSeni nalezneme po-
moci Laplaceovy transformace. Déale zformulujeme a dokazeme Vétu o varianci
konstant a nalezneme co nejlepsi exponencialni odhad feseni.

Nyni se podivejme na obsahy jednotlivych kapitol.

V prvni kapitole zavedeme zakladni znaceni a zformulujeme zakladni véty,
které budeme pouzivat napric¢ praci.

Stézejnim pojmem druhé kapitoly je Laplaceova transformace. Uvedeme a do-
kazeme jeji zakladni vlastnosti, jako naptiklad linearitu, holomorfnost a souvislost
s Fourierovou transformaci.

Ve treti kapitole si ukazeme, ze Laplaceova transformace je prosté zobrazeni,
tudiz ma smysl mluvit o jeji inverzi. Dokazeme si vzorec pro jeji vypocet a pred-
stavime podminky na funkci takové, aby ona sama byla Laplaceovou transformaci
néjaké funkce.

Ctvrté kapitola pojednéva o Lebesgue-Stieltjesové integralu, ktery v ni za-
vedeme. Dokazeme jeho zakladni vlastnosti, jako je naptiklad linearita a véta
o substituci. Na konci pak uvedeme vétu o reprezentaci linearniho omezeného
funkcionalu na spojitych funkcich.

Cilem pate kapitoly je na jednoduchém prikladu linearni diferencidlni rovnice
s konstantnimi koeficienty ukazat, jak spravné pouzit Laplaceovu transformaci k
nalezeni feseni.

Stezejni Sesta kapitola se zabyva Tesenim jiz vyse uvedené diferencialni rov-
nice se zpozdénim pomoci Laplaceovy transformace a aparatu vybudovaném v
predchozich kapitolach.



1.

Znaceni a zakladni véty

1.1 Znacdeni

V této casti prace zavedeme zakladni znaceni, se kterym budeme v nasleduji-
cich kapitolach pracovat.
Necht d € N a 2 C R? je oteviend podmnozina, pak budeme rozumét

R mnozinu realnych ¢isel,

RT =R\ (—o0,0),

C mnozinu komplexnich ¢isel,

N mnozinu prirozenych ¢isel,

A C B mnozinu A jako podmnozinu mnoziny B,

Re z redlnou ¢ast cisla z € C,

Im 2z imaginarni ¢ast ¢isla z € C,

M5 (F) mnozinu vSech m x n matic nad télesem T,

L(€2) standardni Lebesgueuv prostor nebo jako prostor integrovatelnych
funkei,

LP(Q) standardni Lebesguetv prostor, kde p € [1, o] nebo jako prostor
p - integrovatelnych funkeci,

LY (Q) prostor lokélné p - integrovatelnych funkei, kde p € [1, o0],
L[, J] standardni Lebesguetuv prostor nad mnozinou €2 s obrazem v J,

AC|Q, J] prostor absolutné spojitych funkel nad mnozinou 2 s obrazem v
J,

C([a, b],C™) prostor spojitych funkei na [a,b] s hodnotami v C™ se supre-
movou normou ||| = sup,<4<; [¢(0)], kde |-| je libovolnd vektorova norma
v C",

F Fourierovu tansformaci definovanou pro viechny f € L*(R) a y € R,
predpisem

FE@)) = [ e f(b)a,

H(Q) prostor holomorfnich funkei na mnoziné €.



1.2 Zakladni véty

V této ¢asti uvedeme nékolik zéakladnich netrividlnich vét, které budeme pouzi-
vat v dalsich ¢astech prace. Véty uvadime bez dikazu, le¢ s odkazem na literaturu,
kde lze dikazy nalézt.

Véta 1 (Lebesgueova véta o zaméné limity a integralu). Necht (f,,) je posloupnost
meritelngjch komplexnich funkci na meéritelném neprazdném prostoru (X, ), kde
i je nezdpornd, takovych, Ze pro kazZdé x € X existuje limita

lim f,(z) = f(z).

n—oo

Existuje-li funkce g € L'(X,C) takovd, Ze pro vsechna v € X an = 1,2,3,...
plati, Ze

[fu(2)] < g(2),
Pak je f € LY(X,C),

X

n—oo

I /nd :/ dp.
Jim [ fadp= [ fdu

Diikaz. Viz |Rudin (2003)), kapitola 1, véta 1.33.
O

Véta 2 (Cauchyho véta). Necht f € H(S?), kde Q je libovolnd otevrend mnoZina
v komplexnt roviné. Je-li I cyklus v 2, pro ktery je

Indra = 0 pro vsechna o ¢ €,

potom plati

/Ff(z)dz =0.

Diikaz. Viz Rudin| (2003), kapitola 10, véta 10.35.
0

Véta 3 (Gronwallovo lemma). Necht u a « jsou redlné spojité funkce na intervalu
[a,b], B >0 je integrovatelnd funkce na [a,b] spliujici

u(t) < a(t) + /at B(s)u(s)ds, a<t<b.
Pak plati, Ze
u(t) < aft) + /atﬁ(s)a(s)efstﬂ(T)des, a<t<b.
Navic, jestliZe je o neklesajici, pak
u(t) < a(t)elaPO3 g <4<,
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Diikaz. Viz Hale (1993)), kapitola 1, véta 3.1.
[l

Véta 4 (Véta o inverzni Fourierové transformaci). Je-li f,F € L'(R,R), pak
plati, Ze

f(t) ! /+Oo F(f(t)w]e™ dw pro skoro viechna t € R.

T2 )
Diikaz. Viz Rudin| (2003)), kapitola 9, véta 9.11.
m
Véta 5 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht funkce f je L*—integrovatelnd
na R, pak plati, Ze

F(f(1)[w] = 0, jestlize |w| — +oo.

Diikaz. Viz |Rudin (2003)), kapitola 9, Véta 9.6.
]

Véta 6 (Banachova véta o pevném bodé). Necht f je kontrakce na neprdzdném
uplném metrickém prostoru X, pak f md prdve jeden pevny bod & € X.

Diikaz. Viz Rudin| (1976)).



2. Laplaceova transformace

Na zacatku této kapitoly zadefinujeme pojem Laplacova transformace, ktery
pro nas bude klicovy v dalsi casti této prace. Dale uvedeme a dokazeme jeji
zakladni vlastnosti, jako naptiklad linearitu a souvislost s Fouerierovou transfor-
maci. Cilem této ¢asti bude zavést potfebny aparat nutny k dalsi praci v nésle-
dujicich kapitolach.

Definice 1 (Laplaceova transformace). Laplaceova transformace L(f) funkce
f:RY = R je funkce

T o)
LOFW)E = lim [ f(t)e*dt = / F(t)e~?dt =: F(2)
T—o0 Jo 0
definovand pro ty z € C, pro které integral existuje jako konvergentni Lebesguetiv
integral.
Dale Laplaceovou transformaci L(A) matice A € My,«n(RT) chdpeme matici

L(A)[z] = {L(ai; (1) 2115551

Definice 2 (Abscisa absolutni konvergence, polorovina absolutni konvergence).
Jako abscisu konvergence funkce f : R+ — R chdpeme nejvétsi spodni mez ze
vsech éisel ¢, pro které plati, Ze funkce f(t)e= je konvergentni na intervalu

0 <t < o0. Znacime ji oy. To jest

of = inf {/OOO |f(t)| e dt < oo}

ceR

Polorovinu Re z > o nazyvdme polorovinou konvergence Laplaceovy transformace
pro funkci f.

Pro snazsi praci s Laplaceovou transformaci zavedme nasledujici znaceni.
Znaceni 1. Oznacme L = {f : R" — R méritelné, takové, Ze oy € R }.

Byvé zvykem funkce z L dodefinovat nulou na intervalu (—oo,0]. I my se
tohoto zvyku budeme drzet.

Pozndmka. Z podminky [5°|f(t)e **| dt < oo pro z € C,Rez > oy, kde 05 € R,
vyplyva, ze funkce z prostoru L1 jsou lokalné integrovatelné na [0, co) nasledovné:
Bud z € C,Rez > 0y, kde 2 = 2 + iy, z,y € R, a 0 < T < oo pak plati, Ze

oo [TIpwlerae > [ pwe e > /()ij(t)ezt dt > e /OT|f(t)|dt.

Déle plati, ze existuji konstanty b, c € R takové, ze
|f(t)] < ce’ft pro vSechna t > b.

Tedy narozdil od Fourierovy transformace, kde transformujeme funkce z prostoru
L'(R,R), miizeme u Laplaceovy transformace uvazovat funkce obecn&jsi, respek-
tive funkce s velkym ristem u +oo.



Poznamka. Dosud jsme si definovali Laplacovu transformaci jen pro funkce jdouci
z R™ do R™. Muzeme ale transformovat i funkce jdouci z C™ do C™.

Necht f : C — C, pak ji muzeme zapsat jako f = Re f + iIm f a definovat
Laplaceovu transformaci funkce f jako

L(f)z] = /OOO Re f(t)e *'dt +i /Ooo Im f(t)e *'dt

pro vSechna z € C, pro které oba integraly existuji jako konvergentni Lebesgueovy
integraly.
Déle Laplaceovu transformaci matice A € M,,x,(C) budeme definovat jako

L(A)[z] = {L(ai;(1))[2]}i55,
kde opét

Llay;(D)]2] = /0 " Reay (te~?dt + i /0 ™ Im g (t)e—"dt.

Lemma 7 (Souvislost s Fourierovou transformaci). Bud f € L} a z € C,
z=x+1y, x,y € R, takovd, Ze Rez > oy. Pak pro viechna takovd z plati

L(f(®)]z] = Fe™™f(1))[y]-

Diikaz. Pouhym rozepsanim dostaneme, ze

pricemz v (1) vyuZijeme faktu, ze funkce f je na intervalu (—oo, 0] dodefinovéna
nulou.

O
V nésledujici vété shrneme zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace.

Véta 8 (Vlastnosti Laplaceovy transformace). Necht f,g € L, pak plati ndsle-
dugici tvrzent

L L((f +9) @) [z] = LUf(@)[=] + L(g(1))[2], Rez > max{oy, 04},
2. Pro vSechna a € R,a > 0, plati, Ze f(at) € L1 a

L(af(t)]z] = a™ L(f(t))[a" 2], Rez > aoy,
3. Pro vSechna a € R je e f(t) € L} a

L™ f(t)]z] = L{f(t)]z —a],Rez > a+ oy,

4. L(f(t))[2] je holomorfni funkce na mnoZiné {Rez > o} a

(L)) = LA=1)f())[=],

obecnéj,



5. L(f(t))[z] = 0 pro Re(z) = 400 a Im z pevnd,
L(f(t))[z] = 0 pro |Im(z)] = 400 a Re z pevnd,

6. Plati, Ze f = g(t) € LY, pficem? oy < max{oys, 04} a
L(f=g)[z] = LIf())[z]L(g(1))[z], Re 2 > max{oy, 04},

7. Funkce ® zadand predpisem ®(t) == [; f(s)ds spliuje, e ® € L1 a

L(@(0) 2] = L L D)[] Re > max{oy, 1),

8. Pro vSechna T € R plati, Ze

Lf(t=T))[e] = e Lf(1))[2], Re 2z > oy

Dikaz.

1. Necht Rez > max{oy,0,}. Pouhym rozepsanim dostaneme, ze
LU+ @)= [ (F0) +g(0) et

= /OOO f(t)e #dt + /OOO g(t)e *dt
= L{f(1)[=] + L(g(1))[z],

pricemz jsme vyuzili linearity Lebesgueova integralu a faktu, ze oba inte-
graly ve druhém tadku diky volbé z absolutné konverguji.

2. Necht a € R, a > 0, substituci at = t; dostavame, ze
/ ‘f(at)e_Zt dt = a_l/ ‘f(tl)e_itl
0 0

pro z € C spliiujici Re Z = %Rez > 0. Tedy dostavame, ze f(at) € LL.
Dale plati

dt; < 0o

L(flat) = [ Flane ar

= a_l /)OO f(t1>€_§tldt1
=a  L(f(t))[za”"]

pro kazdé z € C takové, ze Rez > aoy.

3. Necht a € R, pak plati
/ ‘f(t)e—zt—i-at dt = / ‘f(t)e—(z—a)t
0 0

pro z € C spliujici Re(z — a) = Rez — a > 0. Tedy dostavame, ze
f(t)e™ € LL.
Déle plati

dt < oo

£(ero) = [

i f(t)e =0 dy
L(f(t))[z — a]

/Oo F(#)e*tratdy
)e

oo



4. Necht je z € C splnujici Re(z) > oy, dale nalezneme ¢ > 0 tak malé, ze :
Re(z) + § > oy. Pak plati, ze

t

F(z+h)—F(z) = f(t)e ") — f(t)e=
h - /0 i d

00 —ht __ 1
- / OE e~*dt.
0 h

Daéle vime, ze

e M —1 1 & . (ht)F
h | - |hk§1(_l) !
0o k
< 1 > (|ht])
|h| = k!
(e |t])*

kde ¢(¢) je konstanta zavisld na daném e.
Tedy

dt

‘c(e)e%t

00 efht_l o
/ ‘f(t) e

dt < /OOO F(t)e
— (o) [ e

dt < oo,

pricemz posledni nerovnost plyne z volby ¢, a tedy mame integrovatelnou
majorantu pro pouziti Lebesgueovy véty o zaméné integralu a limity, kterou
nyni pouzijeme.

Plati tedy

h—0 h
= Oo—tf(t)e—ztdt
= L(=tf(1))[2]

Timto jsme dokézali, ze pro kazdé z € C, Rez > oy, (L(f(¢))[2])" existuje,
tj. L(f(t))[z] je holomorfni a ze —tf(t) € LY.
Déle plati, ze



piicemz jsme vyuzili jiz dokdzaného pro funkei —tf(t) € LY.
Indukci tedy dostavame, ze
L) AP =L((=0FfD) ), k=12,....

5. Pro kazdé z € C,Re z > oy, plati nasledujici odhad

/ Clet ] ar = / " errte et (1) at
0 0
= [T emmteteent pio)) at
0
2

(1) poo
< / e ot f(t)|dt - sup e” @I < foo,
0 t€[0,00)

pficemz v (1) jsme pouzili Hélderovu nerovnost a ve (2) fakt, ze z > oy a
ze z predpokladu plati [ e 7" |f(t)|dt < +oo.
Nasli jsme tedy integrovatelnou majorantu pro pouziti Lebesgueovy véty o

zaméneé integralu. Nyni miizeme psat

lim
T—r00

/ e“f(t)dt‘g lim [ e ot @D [£(1)] dt
0

T—00 Jo

1)
< [Tt Jim (o) ar
0

Z—500
=0,

pricemz v (1) jsme pouzili Lebesgueovu vétu o zaméné limity a integralu.

K dikazu druhé éasti tvrzeni vyuzijeme Riemmanovo - Lebesgueovo lemma
a vztahu Fourierovy a Laplaceovy transformace. Tedy nechf je z € C
takové, Zze Re z > oy, pak plati

lim L£(f(t))[z+y] = lim ]—“( “’"tf(t)) ly] = 0.

ly|—o0 ly|—o00

6. Necht f,g € L}, pak pro z € C,Rez > max{oy,0,} plati odhad

/OOO |f * g| (t)e *dt = ‘/ f(t—u)g ’ )| due™*dt
s/ [ 1= ) g (u)] due=s
@ / / (t —u)||g(u)| e *dtdu
/ / £t = )| |g(w)] e~*dtdu
(2)/ / ) g(u)] e+ dvdu

= / (v)] e™*dw - /Oo lg(u)| e **du < oo,
0 0

pfim¢emz v (1) jsme pouzili Fubiniho vétu a ve (2) substituci t = v + w.
Tedy f+ge L.
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Déle mame

L(f g = [ [ f(t - wglu)dueat
h f(t —uw)g(u)e * dtdu

f()g(w)e > dudu

f(v)e **dv - /OOO g(u)e **du

pro kazdé z € C, Rez > max{oy,0,}.

o

I
o\o\c\gc\
S— T

7. Necht f € L%, pak plati ndsledujici rovnost

t t
/ f(t)dt:/ F(6)-1dt = f % 1(t).
0 0
Daéle mame, ze
/ ‘1 . e‘”dt‘ < o0
0
pro vSechna z € C, Rez > 0. Tedy funkce konstantni jedna je z prostoru
LY.

Uzitim predchoziho, jiz dokdzaného, tvrzeni tedy mizeme psat, ze

L (/Ot f(s)ds) ]

L(f * 1(t))[2]
LIF@)[=]L(1(1))][2]
LIF@)L=]-

z

pro kazdé z € C, Re z > max{oy,0}.

8. Uzitim substituce t — T = s, pro T' > 0, dostavame, ze pro vSechna z € C,
Rez > oy, plati

LU =T = [ f(t=T)e ar
— /T T = T)e
-/ " f(s)e* D ds
=T [ p(s)e s
= L))

Timto nas dukaz kondi.
O

Nyni uvedeme dalsi vlastnost Laplaceovy transformace. Narozdil od predchozi
véty si jiz nevystacime s pozadavkem, aby f € L1 a budeme muset predpokladat
vice - konkrétné spojitost funkce f az do n-té derivace. Tuto vétu se zkracenym
diikazem muzeme nalézt v|Zemanian (1965). My dikaz doplnime o fakta a tvrzeni,
které autor povazuje za ziejmé.
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Véta 9 (Laplaceova transformace derivace). Necht f € LY, navic predpokld-
dejme, Ze [ € C'([0,00)) a Ze f' € L%, pak pro vSechna z € C, Re(z) >
max{oy,op} plati ndsledujici rovnost

L(f'(0)]z] = 2L(f (1) [2] — f(0).

Pokud ddle plati, ze f* € L1, pro k = 0,1,...,n a f € C"([0,00)), pak pro

vsechna z € C, Re(z) > max{o,0p,...,0pm} plati obecnéjsi rovnost
n—1
LFD )] = 2"L(fB)[2] = Y 2~ 9(0).
k=0

Diikaz. Necht f, f' € L1 a f € C'([0,00)]. Pak integraci per partes dostdvame
pro z € C, Re(z) > max{os, o4}

L) = [ et

t O+z/ooo f(t)e
= 2L(f(t))[2] = £(0),

pricemz abychom mohli per partes pouzit, vyuzijeme predpokladu, ze
f € C*([0,00)). Tiet{ rovnost plyne z odhadu pro z € C, z = Re(z) > o

lim |e™* f(¢)| < lim e | £ (1)

t—o00

< lim e %ee?ft = 0.
t—o0

Druhou ¢ast tvrzeni dokdzeme induktivné. Pro n = 1 tvrzeni plati. Nyni pro
n = 2 mame

L((f)(@)[2] = 2L(f' (1) [z] = f'(0)
= 22L(f(1))[2] = 2£(0) = f'(0).
Tedy

n—1

LFM )] = 2"LUfO)[] = D 2 F10(0).

k=0

]

Pozndmka. Ve Vété [0 autor uvadi pfedpoklad, ze f € C([0,00)), ktery v ditkazu
vyuziva pro pouziti per partes. Stacilo by ale predpokladat méné - konkrétné, ze
funkce f, f',f" ... jsou absolutné spojité.

Nasledujici véta se bude tykat zamény rady a Laplaceovy transformace, kterou
vyuzijeme pri aplikaci Laplaceovy transformace na linearni diferencialni rovnice.
Tuto vétu se zkracenym dikazem mizeme nalézt v Doetsch (1950). My dukaz
doplnime o fakta a tvrzeni, které autor povazuje za zfejmé.

Véta 10. Necht L(f;(t)) je Laplaceova transformace funkce f;, pro kazdé
1 =1,2,---. Navic predpoklidejme existenci takového xy € R, pro které plati

1. xozafi,i:1,2,...,
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2. 3% e~ *o!| f;(t)| dt je konvergentni.

Pak rada Zfilﬁ(fz(t))[z] stejnomerné konverguje pro kazdé z € C takové, Ze
Rez > wp a 1ada Y32, fi(t) konverguje absolutné skoro vsude pro t > 0. Po-
kud zadefinujeme funkci f jako f(t) = 272, fi(t), pak navic plati oy < x¢ a
L(f()[z] = X2, L(fi(t))[z] pro kaZdé z € C, takové, Ze Re z > xy.

Diikaz. Definujme funkci ¢,, jako

t)y=e""> |fi(t)
i=1
Jelikoz plati, ze
gbn(t) Z 07 a gbn(t) S ¢n+1(t)7
limita

lim ¢, (t) = ¢(t)

n—oo

existuje pro vsechna t > 0.
Z predpokladu plati, ze 322°, [7° e~*! | f;(t)| dt je konvergentni, tudiZ z véty o
zameéne rady a integralu dostéavame rovnost

;/0 et |fz(t)| dt = /0 izzle—l‘ot |fz(t)| dl < oo

a tedy mizeme psat
lim Z/ €_x°t|fi(t)|dt:/ lim Ze vt | £5(¢)] dt

- [ ,}52045
=/ o

Z konvergence integdlu [3° ¢(t) vyplyvd, ze ¢(t) = e 0 32 |fi(t)] je konecna
skoro vsude na (0,00). To ovSem implikuje, ze 52, | fi(t)| a tedy 1 Y52, fi(t) =:
f(t) konverguji skoro vsude.

Dale plati

|e—x0t§fi<t>|_ -xotzm ) = 6a(t) < 6(0)

Je také pravdou, ze e ' 3" | f;(t) konverguje skoro vsude k e~ f(t), tedy

lim 3 /0 et (t)dt = /0 et (t)dt

n—oo

to jest
lim Zﬁ fi())[zo] = L(f(t))[x0].

n—oo

Pro z € C takové, ze Re z > x( plati nasledujici odhad

e #t i i) <

— Y

13



tedy pro takovato z muzeme psat

Jim 3 L) = £ )] pro Res > my

14



3. Inverzni Laplaceova
transformace

V této kapitole dokazeme, ze Laplaceova transformace je prosté zobrazeni
(Lerchova véta), a tudiz ma smysl mluvit o inverzni transformaci. Nasledné uka-
zeme, za jakych podminek a jak tuto inverzni transformaci vyjadrit. Dale stano-
vime podminky na funkci tak, aby ona sama byla Laplaceovou transformaci.

Nyni uvedeme a dokdzeme dvé lemmata, ktera budeme potiebovat k dokazani
Lerchovy véty. Tato lemmata a dikazy muzeme nalézt v [Doetschl (1950)). My je
doplnime o tvrzeni, ktera jsou v knize povazovana za zrejma.

Lemma 11. Necht p € C([0,1]) a
1
/ e(t)t™dt = 0 pro vsechna m € Ny.
0
Poté plati p(t) = 0 pro kazZdé t.

Diikaz. Podle Weierstrassovy véty plati, ze mnozina polynomi na [0,1] je husta
v C([0,1]). Tedy nalezneme posloupnost polynomu {p,} takovou, ze {p, } konver-
guje stejnomérné k ¢ na [0, 1], déle vsak plati, Ze posloupnost {p,p} konverguje
stejnomérné k funkci 2.

Z predpokladii kladenych na funkci ¢ mame, ze

1
/ pap(t)dt = 0.
0

Ze stejnomérné konvergence posloupnosti {p,p} dale tedy plati, ze

JREGIRE

Je ale pravdou, 7Ze integral z nezaporné funkce je nula praveé tehdy, kdyz je tato
funkce rovna nule skoro vSude na [0, 1]. Ze spojitosti ¢ pak plyne, Ze je rovna
nule vsude na [0, 1].

]

Lemma 12. Necht f € L., navic predpoklddejme, Ze f € C([0,00)) a Ze existuje
po € R takové, Ze plati

/OOO f(t)e ?dt = 0, pro vdechna p € [pg, +00).
Poté plati f(t) =0 pro skoro kazdé t.
Diikaz. Pro dikaz této véty staci predpokladat, ze
/OOO f(t)e~ Pttt = 0 pro kazdé n € Ny, (3.1)
Definujme funkci b predpisem
b(t) = /t 7 fls)ePosds.
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Diky konvergenci integralu [5° | f(t)] e *'dt z podminky f € L% je funkce b dobie
definovand. Derivaci integralu podle dolni meze mame

V(t) = —f(t)e Pt

Tedy b(t) je v C*(]0,00)) a navic b(0) = 0, diky predpokladu, ze [5° f(t)e P'dt =
0, pro vSechna p € [pg,00).
Pokud je to nezbytné, zvétsenim pg zajistime, ze funkce

g(t) == f(t)e~ @Vt ¢ L1(0, 00).

Nyni jiz miuzeme odhadnout funkei b(¢) nasledovné

[b(t)] =

/too g(s)e *ds

Déle pouzitim per partes dostavame, ze

<et /Oo g(s)ds < ce™. (3.2)
t
/OO ft)e Ple ™dt = —b(t)e ™
0

Tedy z (3.1)-(3.2) plyne

/ T (e mtdt = 0, pro kazdé n € No.
0

-n /OO b(t)e "dt.
0

t=0

Vyuzitim substituce z = e~ ovSem dostavdme
1
/ o(x)2" 'dx = 0, pro kazdé n € N,n > 1,
0
kde ¢(z) = b(—logx).
Pokud dodefinujeme ¢(z) = 0 pro x = 0 a = 1, pak plati, ze funkce ¢ je spojita

na [0,1]. Tedy pouzitim Lemmatu (11| dostdvame, ze ¢ = 0 skoro vSude. Proto i
b = 0 skoro vsude a podle je

f(t) = =b'(t)e”" = 0 pro skoro kazdé t € [0, 00).

]

Nyni jiz mame pripraveny veskery potiebny aparat k dokézani Lerchovy véty.

Véta 13 (Lerch). Necht f,g € L. a navic predpoklidejme, Ze f,g € C((0,00)) a
ze existuje ¢ € R takové, Ze plati

L(f(t))]x] = L(g(t))[x], pro vSechna x € (¢, 00).

Poté plati: f(t) = g(t) pro skoro vsechna t.
Diikaz. Pro vSechna x € (¢, 00) plati
/O - ft)e ™ dt = /0 - g(t)e "tdt
| = goetar—o.

16



Podle predchoziho lemmatu tedy méame, ze (f(t) — g(t)) = 0 pro skoro vSechna
t. Tedy f(t) = g(t) pro skoro vsechna t.
[

Dokézali jsme, ze Laplaceova transformace je prosté zobrazeni a ma tedy smysl
mluvit o jeji inverzi. Nasledujici véta ukazuje, jak k této inverzi dojit. Muzeme ji
najit v|Zemanian (1965)). My ji doplnime o tvrzeni, ktera jsou v knize povazovana
za ziejma.

Véta 14. Necht f € L%, navic predpoklidejme, Ze F(f(t)e™*") € L'(R,R) pro
vsechna © > oy . Pak pro kazdé c € R, ¢ > oy a pro t € [0,00) plati

F6) = L) = —— tim [ F()ede. (3.3)

271 Y—=0 Je—iy

Diikaz. Necht je z € C, pak miizeme psat, ze z = ¢+ iw, kde c € R a w € R.
Rovnici (3.3) mizeme uzitim substituce z = ¢ + iw prepsat nasledovné

1 ) ct+iy . ect ) y ) ot
— lim F(z)e*'dz = — lim | F(c+ iw)e™ dw
271 y—=0 c—1iy 2T y—=0 —y

ect

= tim [* F(f()e )l dw,

2 y—o0 —y
pricemz jsme ve druhé rovnosti vyuzili vztahu Fourierovy a Laplaceovy transfor-
mace. Presnéji: vime, ze plati
0o .
0
= F(f(t)e ) w].
Dale z véty o inverzni Fourierové transformaci mame

L tim Y (@) wletdw = f(t)e.

Qm y—oo —y
Nyni se musime presvédcit, jestli splnujeme predpoklady této véty.

1. f-e* e LY(R,R)
Z predpokladu, ze f € LY vime, ze integral [5°|f(¢)] e **d¢ konverguje pro
x>ocpaze f(t) =0prot <0.Tedy f-e* € LYR,R) pro z > oy.

2. F(f(t)e ™) e L}(R,R)
Plati z predpokladu.

A tedy

1 : ety zt eCt : Y —ct iwt
— lim F(z)e*dz = — lim F(f(t)e ") |w]e™ dw

21 Y= Je—iy 21 y—=oo J_y
= e f(t)e .
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Predchozi véta predpoklada, ze funkce F' je Laplacevou transformaci funkce
f. Nyni nas bude ale zajimat, jaké podminky musi splnit funkce komplexni pro-
ménné, aby byla Laplaceovou transformaci néjaké funkce, jestlize tuto informaci
nemame. Nésledujici vétu muzeme najit v |Zemanian| (1965). My ji doplnime o
tvrzeni, ktera jsou v knize povazovana za zrejma.

Véta 15. Predpoklidejme, Ze funkce F' je holomorfni na celé poloroviné Re(z) >
a, a € R a Ze spliuje nasledujici nerovnost

[F(2)] < —3, (3.4)

kde c je redlna konstanta. Pokud plati, Ze v integralu

ﬁ—%pmz»:=2;iggg>C&Zypm@endz
jec>a, pak L7YF(2)) = f(t) existuje a f € C([0,00)). Navic f(t) =0 prot <0
a L(f(t)) = F(z) pro z € C, Re(z) > a.

Diikaz. Pro kazdé t € R zadefinujme funkeci f nasledovné

1

L) = 5

/ F(a + iw)e™ dw.
Nyni ovérime, zda mé nase definice smysl, to jest, jestli integral [ F(a +

iw)e“dw konverguje pro kazdé t € R. Nejdiive predpokladejme, Ze a # 0, pak
mame, ze

/oo ’F(a+iw)ei“t‘dw < /OO |F(a+iw)|dw

—0o0 —00

(1) oo c
E/ ——dw
—o0 |a + iw|

dw

—oo % + w?
Y

-~ al

pricemz v (1) jsme pouzili predpokladu ((3.4)).
Bud nyni a =0 a k£ > 0, pak

/°° ’F(iw)eiwt‘dw < /OO |F(iw)| dw
—k oo
< [ Spdes [T e
—o0 |iw| ko |iwl
k
+/ | F(iw)| dw
</ dw+/ —dw
+/ (iw)] dw
? + ¢ < o0, kde ¢ € R,
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pricemz v posledni rovnosti jsme vyuzili spojitosti funkce F' plynouci z jeji holo-
morfnosti.
Tedy integral [°° F(a+iw)e™'dw konverguje absolutné stejnomérné pro vsechna
t € R, tudiz funkce f je dobfe definovand a omezend pro vSechna t € R.

Déle ovérme spojitost funkce f. Bud 6 € R, pak plati

efa(t+5)f<t + (5) . efatf(t”

1 foo - 1 foo ,
= —/ F(a + iw)e® ) dw — —/ F(a+ iw)e™ dw

21 J oo 21 J—oo

1 00 . .
— 7/ F(a + iw)e™? (e — 1)dw'

21 J—co

1 o - iwt wd
§%/_OO’F(a+wJ)e H(e —1)‘dw

1 o - iwd
S%/_W|F(a+zw)|’(e —1)|dw

1 oo 4]
§2% /_Oo |F(a+iw)]| sinu;‘ dw

1 T 1 oo
g—/ |F(a—|—iw)|dw—|——/ IF(a + iw)| dw
2 —00 2 T

1 (T . Jwd]|sin 2
+%/_T|F(a+w))| > w252 dw
<o [Pt i) et o [T F(atiw)|d
— a+ iw)| dw + — a + iw)| dw
21 J- 2w Jr
1 /T ) sin £

+ 18 \T|—/_T|F(a—|—zw)| | do

1
<2— |F(a+zw|dw+ / F(a+iw)|dw

T
+ 18|17 %/_T |F(a+ iw)| dw.

Tedy pro kazdé € > 0 muzeme nalézt T' dostatecné velké a § dostatecné malé tak,
ze
‘e_“(t”)f(t +4) — e_“tf(t)‘ <e
Timto jsme dokézali spojitost funkce e~ f(t) a tedy i funkce f.
Déle ovérime, ze f(t) = 0 pro t < 0. Uvazujme kiivkovy integral

/ F(2)e*'dz,
%)

kde ktivka ¢ lezi v poloroviné Re z < a a sestava z tsecky L na piimce z = a+iw
a z oblouku P kruhu se stfedem v poc¢atku a polomeéru r. Jak tato krivka vypada
je vidét na obrazku

Tedy mtzeme psat

a—Hr
/F(z)eztdz:/ A ztdz—i—/ )e*dz.
) a—1ir

Z predpokladit mame, ze funkce F' je holomorfni na celé poloroviné Rez > a,
tedy z Cauchyho véty dostavame, ze

/ F(2)e*'dz = 0.
¢
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Obréazek 3.1:
Nyni dokazeme, ze
/ F(2)e**dz = 0 pro r — oo.
P

Pouhym rozepsanim dostavame, ze

/P F(2)e*'dz = /_’2’

pricemz segmenty U a V' jsou vyznaCeny na obrazku [3.1]
Déle pocitejme

F(re®)e ire®dg — / F(2)e*'dz — / F(z)e*dz,
U v

vl

eat

< max —5
l2l=r ||

-délka U —0-a =0 pror — oc.

/U F(2)e*dz

Stejnym zptisobem vyjde, ze

/v F(2)e*dz

— 0 pro r — o0.
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Navic jesté plati

|/ F(re')etre zrewd0| < 1‘rn|ax |F(2)] 7"/5 e do
-3 zl=r -3
< 1‘rn|ax\F(z)\ r/a erteosbdg
zZ|=Tr 7%

z|=r -z

- 2m|aX\F(z)\ r/2 ertsinfqp
z|=r 0

< 21|n|ax |F(2)] 7“/5 e2dg
z|=r 0

< 2max |F(z)] T/ e"'1do
|z|=r 0

2
< 2max |F() (- )

c 1
= —4max —5— — 0 pro r — oo.
le[=r |2|" 1

Pro t > 0 plati tedy nasledujici rovnosti
1 oo .
ft) = e‘”2—/ F(a+ iw)e™"dw
T J—o00

1 a+ioco
= — / F(2)e*'dz
21 Ja—ico
1 a+ir
= lim —/ F(2)e**dz = 0,
=00 27 Ja—ir
pricemz jsme pouzili substituci z = a + w.
ProtoZe f je spojitd na R, nulova pro t > 0 a e~ f(¢) je omezend pro vSechna
t, je e~ f(t) absolutné integrovatelnd pro kazdé ¢ > a. Proto mé& f Laplaceovu
transformaci. Dale ovéfime, ze tato transformace je skutecné funkce F'.

Pro kazdé ¢ > a plati

1 o0 ‘
f(t) = Zed/ F(c+ iw)e™dw

2me” " f(t) = F ' F(c + iw)

1 [ .
5 / 2me” f(t)e ™dt = F(c + iw)
T J—0o0

| s e = et iw)
L(f(#))[c+ iw] = F(c+ iw).

Protoze funkce F' je holomorfni na celé poloroviné Re(z) > a, F(c + iw) spl-
nuje predpoklady véty o inverzni Fourierové transformaci, coz ospravedliuje jeji
pouziti. Z jednoznacnosti Fourierovy transformace dostavame, ze existuje pouze
jedna funkce komplexni proménné z, ktera je spojita na piimce z = c+iw, w € R,
a kterda je Fourierovou transformaci funkce f.

]
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4. Lebesgue-Stieltjestv integral

Cilem této kapitoly bude zadefinovat Lebesgue-Stieltjestiv integral, dokazat
jeho zakladni vlastnosti, jako naptiklad linearitu, per partes a vétu o substituci,
a objasnit vztah s Lebesgueovym integralem.

4.1 Lebesgue-Stieltjesova mira

Necht 7 : [a,b] — R je zleva spojita funkce a navic plati, ze n € BV ([a,b]).
Dodefinujeme-li n nasledujicim zptusobem

n(t) =n(d") prot>b
n(t) =n(a”) prot <a,

pak plati, ze n € BV ((—00,00)). Z toho ovSem plyne, ze existuji dvé neklesajici,
zleva spojité funkce 7, 9 takové, ze

n="mnm—".

Dale si zadefinujme dvé mnozinové funkee fi,), , pi, nsledovné. Pokud {[a;, b;)};_,

je mnozina disjunktnich intervali, pak polozme

Hoy, <O[al>bZ)> = Zn: (nk(bz_) - nk(az_)) pro k=1,2.

=1 =1

Nyni polozme jako A mnozinu vsech konecnych sjednoceni polouzavienych dis-
junktnich intervali tvaru [e,d), kde —co < ¢ < d < oo, pro ¢ = —00 uvazujme
interval (—oo, d), spoleéné s prazdnou mnozinou.

Véta 16. A je algebra.

Diikaz. Bud € := {[a,b) : a < b} U0, kde pro a = —oo uvazujme interval (—oo, b),
pak plati:

1. Pokud E,F € &, pak ENF € &, protoze prunik dvou polouzavienych
intervali je bud prazdna mnozina nebo opét polouzavieny interval.

2. Pokud E € &, pak E° je konecné sjednoceni disjunktnich intervalt z E.

Abychom dokézali, ze A je algebra, musime ovérit, zda je uzaviend na konec¢nd
sjednoceni, na rozdil, a zda obsahuje celou realnou osu.
V dikazu, ze A je uzaviena na konecna sjednoceni, budeme postupovat in-
k
dukei. Necht nejdiive E,F' € &. Pak plati, ze F'* = U Cj, kde C; € & pro
i=1

j=1,...,k a disjunktni. A tedy mame, ze

k
EUF =(ENF)UF=FU|J(C;NE),

=1
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kde jsme E U F' zapsali jako sjednoceni disjunktnich intervall nalezicich do £.

Jako indukéni krok predpokladejme, ze E = U FE; je sjednoceni disjunktnich

intervalu z £, pak
EUF = (U(EmFC)) UF
i=1
a opét dostavame, ze sjednoceni jsme zapsali jako sjednoceni disjunktnich inter-

vali nalezici do €. Tedy jsme dokazali, ze pro kazdé F, F € Aje EUF € A.
V diikazu, ze A je uzaviena na rozdily, budeme opét postupovat indukci. Necht

k
nejdiive E, F' € £. Pak opét plati, ze F° = .L_Jl Cj,kdeC; €€ proj=1,...,ka

disjunktni. A tedy méame, zZe

k
E\F=EnF=JC,NE

i=1
kde jsme E \ F' zapsali jako sjednoceni disjunktnich intervalti nalezici do £. Jako
indukéni krok predpokladejme, ze E = U E; je sjednoceni disjunktnich intervalii
z €, pak -
E\F = J(ENF°
i=1
a opét dostdvame, ze F \ F jsme zapsali jako sjednoceni disjunktnich intervala
nélezici do €. Tedy jsme dokazali, ze pro kazdé E, F € Aje E\ F € A.
Déle mame, ze R = (—o0,a) U [a,0), kde a € R, z toho ovSem plyne, ze
R € A. Tudiz A je algebra.
O

Pokud dodefinujeme funkce u,,, k = 1,2, pro prazdnou mnozinu nésledovné
tin, (0) = 0, pak jsou tyto funkce pramirami na A.

Véta 17. p,,, k = 1,2 jsou pramiry na A.

Diikaz. Jiz vime, Ze p,, (0) = 0 pro k = 1,2. Staci tedy dokédzat, Ze pro mnozinu
A = {a;,b;)};-, disjunktnich intervald je p,, (EJO la;, b; )) =22ty ([aiy 7).

Protoze A je mnozina vsech konec¢nych SJedIIOCGIll polouzavienych disjunkt-

nich intervalu, staci predpokladat, ze A = [a,b) = U [a;, b;). Z toho, Ze jsou funkce

. neklesajici ihned plyne nerovnost

>~ e 5)) < i (4) a ey S (s b)) < o, (4).

=1

K dikazu opacné nerovnosti zvolme ¢ > 0 a 0,d; > 0 takové, ze p,, (a —
0) — py (@) < € a puy, (bj — ;) — pn, (bj) < 57, coz mizeme, protoze 7 jsou zleva
spojité. Tedy méme, ze interval [a, b—J] je pokryt otevienymi intervaly (a; — 0, b;)
a protoze je [a,b — §] kompaktni, existuje konecné podpokryti. Z monotonie 7
nam tedy plyne, ze

Mﬁk(b) Mnk Z nk b - 6 nk(aj))
i=1
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a tedy
iy, (b) = pin, (@ Z — mi(a;)) + 2e.

=1
]
7. Hopfovy rozsitovaci véty tedy plyne, Ze existuje pravé jedna konecnd mira
fi,, na o(A) = B takovd, ze fi, = p, na A a pravé jedna konetnd mira fi,, na

o(A) takova, ze fi,, = fi, na A = B. Polozme nyni p, = fi, — fi,,. Pak plati, ze
f, je znaménkova mira na = B.

Definice 3. p, nazyvdme Lebesgue-Stieltjesovou mirou prislusnou funkci .

Pozndmka. 7 definice Lebesgue-Stieltjesovy miry plyne, Ze Lebesgueova mira je
specialni pripad Lebesgue-Stieltjesovy miry, kde n = z, pro = € R.

4.2 Lebesgue-Stieltjestiv integral

Definice 4. Bud Q2 C R a f > Q) € R meritelna. Jeji Lebesque-Stieltjesiuv integrdl
podle 1, definujeme postupné takto

o je-li f jednoduchd a nezdpornd, pak f lze napsat ve tvaru f =370 ¢jXa,,
kde c; > 0 a A; jsou po dvou disjunktni, a definujeme

o Je-li f nezdapornd, definujeme
/ fiy = —1)" sup {/Q Sp,; 0 < s < f, s jednoduchd méﬁtelnd} )

o Je-li f redlnd, definujeme

/qunzfgfmn—/gf’ﬂm

Pozndmka. 7 definice Lebesgue-Stieltjesova integralu plyne, ze Lebesguetv inte-
gral je specialni pripad Lebesgue-Stieltjesova integralu, kde n = x.

pokud rozdil ma smysl.

4.2.1 Vlastnosti

V této sekci si uvedeme zédkladni vlastnosti Lebesgue-Stieltjesova integralu,
omezime se ovsem jen na integraci spojitych funkei.

Znaceni 2. Lebesgue-Stieltjesovu miru prislusnou funkci g budeme znacit jig.

Dikazy vsech nasledujicich vét mizeme nalézt v |[Ivrdy v kapitole 5, kde jsou
ale tvrzeni dokazovana pro Riemann-Stietjesiv integral, plati ale nasledujici vztah
mezi Lebesgue-Stieltjesovym a Riemann-Stieltjesiv integralem, jehoz dikaz lze
nalézt v |Jarnik (1984)) v kapitole X.
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Véta 18. Necht f € C([a,b],R) a necht g € BV ([a,b],R), pak plati, Ze

(RS) / ! Fla)duy () = (LS) / " Fe)dpy ()

Véta 19 (Existence). Necht f € C([a,b],R) a necht g € BV (|a,b],R). Potom
existuji oba integrdly

[ F@in@) o [ gle)usa).

Véta 20 (Absolutni hodnota integralu). Necht g € BV ([a,b],R), f € C([a,b],R)
a necht existuje integrdl fff(x)duvarw] (¢)(x). Pak plati, Ze

)| < [ 1@ ey 0) < 1 v

Véta 21 (Linearita integralu). Necht f, f1, f» € C([a,b],R) a
g, 91,92 € BV ([a,b],R). Potom pro libovolné cy,co € R plati, Ze

[ @h@) + eafs@Nduy@) = [ A +e [ )

b

b b
| F @l @)+ @) = o1 [ @) (@) + 2 [ Fl@)dpg(a)
Véta 22. Jestlize f € C([a,b],R), g € BV ([a,b],R) a c € [a,b], pak plati
b
/a f(ﬂf)d/ig(f) / d/lg +/ dﬂg
Véta 23. Je-li f € C'([a,b],R), g € BV([a,b],R), pak jeden z integrdli
b b
| 9@dus@) a [ g@)f @)d()
existuje prdave tehdy, kdyzZ existuje i ten druhy. V takovém pripadé plati, Ze
b b
| 9@dus (@) = [ g(@)f @)d(a)

Véta 24 (Integrace per partes). Je-li f € C'([a,b],R), g € BV([a,b],R), ¢ €
[a,b], pak plati

[ 1@yt + [ g @)@ = F0)g) ~ Falga)

Véta 25 (Substituce). Necht funkce ¢ : o, 8] — R je na intervalu |o, B] ryze
monoténni a spojitd a zobrazuje tento interval na interval [a,b]. Potom pro f €
C([a,b],R) a g € BV ([a,b],R) plati

existuje-li /Clbf(x)dug(x), existuje také /ﬂ f(P(x))dpg(p(z))

[0}

£ [ 6@ (6) = [ @)y (a

[0}

kde .+ plati, je-li ¢ rostouci a ,—* plati, je-li ¢ klesajici.
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Véta 26 (Konvergencni véta). Necht f, f,, € C([a,b],R) pro kazdé n € N a necht
plati, Ze posloupnost { f,} je takovd, Ze

lim f.(z) = f(x) a |fu] <M < oo prox € la,b] an €N.

n—oo

Dile necht funkce g € BV ([a,b],R) je takovd, Ze integrdly

[ @) a [ @)

existuji pro kaZdé n € N. Potom

i [ fulwd (@) = [ F)d (o

n—o0

Véta 27 (Riesz). L je spojity linearni funkciondl na C(|a,
kdyz existuje funkce g € BV ([a,b],R) takovd, Ze g(b) = 0, g(t)
€ (a,b) a

b, R) pravé tehdy,
= g(t™) pro kazdé

L) = [ F)ng(e)
a ||L|| = vare,yg.

Pozndmka. Lebesgue-Stieltjesiv integral miizeme definovat i ve vice dimenzich.
Pron € N bud n = {77”}” | » kde n;; € BV]a,b] pro kazdé i,j5 = 1,...,n, a
f=(fi,fo,..., fn)" funkce na R jdouci do R™. Pak definujeme

dpy (1) f Z i (@) gy (t Z Fi (@) gty ( g
[ (% [ [ 5i000)

kde integraly [ [ (&) u,5(¢) jsou jiz zadefinované Lebesque-Stieltjesovy integraly.
Pozndmka. Zatim jsme definovali Lebesgue-Stieltjestv integral jen pro funkce na
R jdouci do R™, kde n € Ny. Pro funkci f jdouci z R do C definujeme

[ 50ty = [ Re F@)malt) + [ f(6)) ).

Pro funkci f = (f1, f2, ..., fa) " jdouci z R do C*, kde n € Ny, opét definujeme
, T
/a dpin(t) f (Z/ Fi @)y (¢ Z/ [i (@), ( ) ,

[ 5050 = [ Re L0 0+ [ G 6 s 1)
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5. Reseni linearni diferencialni
rovnice pomoci Laplaceovy
transformace

V této kapitole ukdzeme, jak Tesit linedrni diferencidlni rovnice s konstant-
nimi koeficienty pomoci Laplaceovy transformace. Postupy pouzité v této kapi-
tole mohou byt reprodukovany pri feseni obecnéjsich rovnic, jak si ukazeme v
dalsi kapitole této prace.

Predpokladejme, ze A € R je pevnd konstanta, g: I C [0,00) — R je spojita
funkce z prostoru L1, spliiujict

l9(t)] < ae™,

kde a a b jsou realné konstanty, a uvazujme nasledujici diferencialni rovnici

2'(t) = Az(t) + g(t)

2(0) = 1, (5.1)

kde funkce z je spojita na R. Dle Picardovy véty existuje prave jedno feseni
na R. My toto feSeni nalezneme pomoci Laplaceovy transformace.

Nejdrive se ale presvédcéime, ze x a x’ splnuji predpoklady k tomu, abychom
na né Laplaceovu transformaci mohli aplikovat.

Plati nésledujici

2'(t) = Az(t) + g(t)

/Ot 2'(s)ds = /Ot Ax(s) + g(s)ds
z(t) —xg = /Ot Az(s) + g(s)ds

o(0)] < faol + 4] [ feCs)lds + [ lg(s)]ds
0] < (ool + [ lo(s)]ds) 0 = et

pricemz v (1) jsme pouzili Gronwallovu vétu |3 pro u(t) = |z(t)|, a(t) = |xo| +
J31g9(s)| a B = |A|. Nyni jsme dostali odhad na funkei , tedy mame i odhad na
jejl derivaci

12/ (t)] < |A] celt 4 ae? < Cemax Il pro kazdé t € 1.

Tedy funkce x, 2’ a g splnuji predpoklady pro aplikaci Laplaceovy transformace
pro vSechna z € C, Re z > max{|A], b}.
Nyni tedy pocitejme

z'(t)
L('(t))[=

| = (
2L(x(t))[z] — w0 = ( (t ))[Z] g(t))
L(x(t)[2] = —A)”

Il
D
8

—
~
N—
+

Q
—
~
N—
—
—
N—r



pricemz ve kroku (1) ke (2) jsme na obé strany rovnice aplikovali Laplaceovu
transformaci, ve kroku (2) ke (3) jsme vyuzili linearity Laplaceovy transformace
a vétu o Laplaceové transformaci derivace (kde jsme vyuzili spojitosti funkce
z a ', jakozto souctu dvou spojitych funkei). Ve kroku (3) ke (4) jsme od obou
stran rovnice odecetli AL(x(t))[z], pficetli k oboum strandm rovnice z, a nakonec

rovnost prenésobili (z — A)~!, coZ je mozné diky volbé z.
Déle tedy pocitejme

pficemz v (1) jsme vyuzili faktu, ze

oo tk

1
—zt o
; Ee dt—zk+1,pro Rez > 0,

ve (2) )

00 th A
k —zt
/0 A 7]{:! e “dt =

sy pro Rez > 0,

a ve (3) vétu o zaméné sumy a Laplaceovy transformace , kde fj :=
ze oy, = 0, tedy pro zp > 0 mame

5

o Ak 1 & AN 1z
Z k+1_z<$0> __;U(A—xo)pro

k=0 L0 o =0

Ak
x0k:+1

P

a tedy

—| <1
Zo

Tedy zvolime zy > |A| a touto volbou jsme opravnéni pouzit vétu .
Déle pocitejme

(5.2)

i Plati,



pricemz v (1) jsme vyuzili vypoctu (5.2]) a ve (2) jsme aplikovali vétu o linearité
a Laplaceové transformaci konvoluce . Ve (3) jsme opét vyuzili véty .
Celkové jsme dostali

t
L(x(t)[z] = £ (xoeAt + 6A(t_s)g(s)ds> 2], Re = > max{|A|, b}.
0
Pouzitim Lerchovy véty [13] dostdvame, Ze

t
z(t) = zoe +/ eAt=9g(s)ds, t € R.
0
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6. Reseni linearni funkcionalni
diferencialni rovnice pomoci
Laplaceovy transformace

V této kapitole si ukazeme, jak tesit linearni funkcionalni diferencidlni rov-
nice pomoci Laplaceovy transformace. Budeme postupovat podle clanku Franze
Kappela, jenz byl uvérejnén ve sbirce |Arino| (2006) jako kapitola 3. Doplnime ho
o informace, které autor povazoval za ziejmé, nebo nebyly uvedeny.

Znaceni 3. Jako x, si oznacime funkci x posunutou o T, tj x.(t) == x(t + 7).
Uvazujme nasledujici rovnici s pocateéni podminkou
2'(t) = L(xy), t>0
z(t) = (t), te[-r0],

kde r € R, r > 0, je pevna konstanta, ¢ € C([—r,0],R) a L linedrni spojity
funkcionédl na C'([—r,0],R). Resenim (6.1)) budeme rozumét = € C([—r, o0),R)
spliujici nasledujici

(6.1)

Z Véty [27| plyne, ze existuje funkce n € BV ([—r,0],R) takova, ze
0

Liz:) = [ r(s)dpy(s),
pricemz n(0) = 0 a n(t) = n(t~) pro kazdé t € (—r,0). Tedy n je zleva spojita.
My funkci 1 dodefinujeme na celé R nasledovné

n(t)=0prot >0

n(t) =n(=r) prot < —r,

a tedy si muzeme rovnici (6.1]) prepsat nasledujicim zptisobem

2 (t) = /0 2o(s)di(s), >0

b

o(t), tel-r0].

&
Y

~
N—

Il

6.1 Existence reseni a jeho odhad
Abychom mohli viibec o néjakém feseni problému (6.1)) mluvit, musime nej-

prve zjistit, zda viibec néjaké existuje. Na tento problém nam odpovi nasledujici
véta.
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Véta 28. Pro kazdé ¢ € C(|—r,0],C) existuje pravé jedno reseni rovnice (6.1)
na [0, 00).

Diikaz. K dokdzani této véty pouzijeme Banachovu vétu o pevném bodé [6]
Bud B prostor vSech spojitych funkei y : [0, T] — C, které spliuji, ze y(0) = ¢(0).
Déle pro y € B definujme funkci 3 predpisem

o y(t) = o(t) pro —r <t <0,
e y(t)=y(t) pro0 <t <T.

Nyni si definujme operator 71 na prostoru B nasledovné

(Try)(t) = ¢(0 +// (74 s)dp,(s)dr, t<T < o0

K ospravedlnéni pouziti Banachovy véty [6] musime ovSem dokézat, ze B je uplny
neprazdny metricky prostor a ze T je kontrakce pro vSechna T > 0. Pokud toto
dokdzeme, pak bude existovat pravé jedna funkce z : [0,7] — C, kterd bude
pevnym bodem operatoru 7 pro kazdé T' > 0. Tedy pokud jesté dodefinujeme
x(t) := ¢(t) pro —r < t < 0, pak jsme nasli funkci x : [0, 00) — C splnujici (6.1]).

e B je uplny metricky prostor:
Zvolme v < —var(_, (1) a na prostoru B zavedme metriku [|-[| nasledovné

ly = zll, == sup |y(t) = 2(t)[ ™, y,z € B.
0<t<T

Déle vime, ze prostor C([0, 7], C) se supremovou metrikou p, kde p(y, z) :=
supg<i<r [Y(t) — 2(t)], y, z € C([0,T],C), je uplny metricky prostor. Jelikoz
metrika []l, je ekvivalentni s p, staci dokdzat, ze B s metrikou |-, je
uzaviend podmnozina prostoru C([0, 7], C).

Bud f, posloupnost funkci z prostoru B takova, ze lim,, . f, = f. Nasim
cilem bude ukazat, ze f € B. Z tuplnosti prostoru C([0,7],C) a faktu, ze
B C C([0,T],C) mame, ze f € C([0,T],C). Navic plati, ze

lim f,(0) = ¢(0)

n—oo
a tedy f(0) = ¢(0), z ¢ehoz plyne, ze f € B.

o Tr je kontrakce:
Bud y, z € B, pak plati

\(TTy)()—(TTZ)( )=

y(1 + s)du, (s dT—// Z(T + s)dp, (s )dT <

(2)
/ / U(r+8) = Z2(7 + )| dppvar_, () (8)dT <

t
[ varno ) 13, = 2l dr = var_o(n) /0 I3, — %l dr,

-r
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pricemz v (1) a (2) jsme vyuzili vétu [20]
Pro t € [-r,0] mame, ze §, — 2, = 0 a proto
15, = 2]l = sup [§(7 +0) = Z(1 + )| TH e THO

—r<6<

=e 77 sup |y(t) — z(t)] e
0<t<T
=e Ty -z,
Tedy dostavame, ze

(Te)(0) = (To2)(0)] < 1y — 2l var (o) [ e 7o
—varia(n) Iy =<l (- + )

Y
- var|—r o] (77)

To ale implikuje, ze
Var[—r,O] (77)
Wﬁy—ﬂﬂh<———;——Wy—dh
Z volby v < —var[_, (1) ale plyne, zZe

[Ty — Trzll, <y ==,

kde | < 1, a tedy operator 77 je kontrakce pro vsechny T > 0.

ly — =l e pro0<t<T.

]

Nyni jiz vime, ze feseni rovnice (6.1]) existuje, ale nezname jeho podobu. Ke zjis-
téni tvaru feseni vyuzijeme aplikace Laplaceovy transformace na (/6.1]). Abychom
toto mohli udélat, musime zjistit, jestli funkce x,2'a 2, jsou z prostoru L. Na

to ndm odpovi nasledujici véta.

Véta 29. Nechl z je tesenim rovnice (6.1)) na intervalu [0,00). Pak plati ndsle-

dugjici odhady
||| SC’¢€C”t, t>0,

[ e ) (s

||| <C,Cpe, ¢ >0,

<C,Cye, >0,

kde C,, = var_.q(n) a C’¢ je konecnd konstanta zdvisld na funkci ¢.

Diikaz. Plati, ze

+/[ (1 + s)dpy,(s)dr, t>0
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Tedy mame néasledujici odhad prot > 0

2(8)] = Jo(0 +/ [r 7+ 8)dy (s)dr

< [o(0) +

I(T + s)dp, (s)dr

-r

<ol + [ / 27+ 8)] digar_, o) ()7

< 0]+ var () [ sup Jalr + )] dr

s€[—r,0]

t
= 8]l +varpo () [ sup_[a(t)|dr

te|r—r,7]

pricemz v (1) jsme vyuzili Véty 20}
Déle definujme funkci o jako

o(T) = sup |z(t)].
t€[0,T]

Pak ale plati, ze

[ s laldr < [ @)+ ol dr

[T—r,7]

A tudiz .
o(T) < C’¢ + Var[,ﬁo}(n)/ o(r)dr, t>0.
0

Pouzitim Grénwallovy véty |3 pro u = o(T), a = Cy, B = varj_,.q(n) a a = 0
dostavame, ze

( ) C, f var[_p. o) (mds _ Cvd)e(var[_r,o]("?))t’ t>0

a tudiz )
z|| < Cd)e(var[_r,o](n))t, t>0.

Dale pro t + 6 > 0 plati, ze
t+6
l(t + 0)] ‘ +/‘ / (7 + 8)dp, (5)dr
t+6
0)| + ‘/0 / 2 (T + 8)dp,(s)dr

(1) t+0 0
<loll+ [ [ o+ )| dugnn g (s)d7

t+0
<lloll+varpg(m) [ sup [a(t)dr,
te

[T—mr,7]

pricemz v (1) jsme vyuzili Véty [20|a stejnym zptisobem jako vyse dostavame, ze
lz(t 4 0)] < Cyel@=ra@Mit >0 46 >0.

Navic prot+6 <0
|z(t + 6)

= lo(t +0) <ol
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a dostavame, ze )
2] < C(be(var[*rﬂ](”))t, t>0.

Tudiz

[ e+ )i )

< vari_,q(n) |z:]| < varp_.q(n)Cpe @ =rami ¢ >0,

Nakonec ze vztahu 0
2 (1) :/ ot + s)dpy(s), t>0

T

a z predeslych odhadi, odhadneme funkeci ' nasledovné

|2/]] < var_r () el < vari_pg(m)Coeirar,

6.2 Laplaceova transformace reseni

V této ¢asti aplikujeme Laplaceovu transformaci na obé strany rovnice (6.1]).
To mtizeme udélat, jelikoz z Véty 29| existuje Laplaceova transformace funkef z, 2/
a x, alespon pro Re z > var|_, q(7).

Nyni jiz aplikujeme na obé strany rovnice Laplaceovu transformaci a uvazu-
jeme z € C, Rez > var|_, )(g). Dostavame, ze

L O Le ([ at+ 5)dp(s) [
2L(x(1))[ i/m/r (t + 8)dpy (s)e'dt
2L(z(t))[2 i/o /Ooox (t+ s)e *'dtdp,(s)
L(x(1))]2 i/ /:oa: ) gy (s)
2L(x(8))[2] — ¢(0) 2 / / " p(r)eC Jdrdpy(s)

+

/_T/ e (=) drdy,(s)

<L(()[2) [ [ ols = ©edgduy (5

+ [ ePdpuy(s)L(x(t))[2]

T

dpn(s)) Lof0) — [ 65 e*(s)du(s),

0

L)l (=~ [
pricemz:
(1) = (2) : na levé strané rovnosti jsme pouzili Vétu @ 7 Véty 29| plyne, ze x a
' jsou z prostoru Ll . Z predpokladil na FeSeni (6.1) mdme spojitost funkce z.
Zbyva ovérit spojitost funkce 2.
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Plati, Ze x je stejnomérné spojita, protoze

et + 6) — 2(t)] = ’/tML(xT)dT

< [OFILI Nzl < TOLIILAT Cllelf + Tl 1),

£

tedy pro kazdé € > 0 zvolime § < B
Nyni zvolme ¢ > 0, k nému na\ezneme ze stejnomérné spojitosti funkce z
0 > 0 a pocitejme

|2/ (t) — 2’ (t 4+ 0)| = ‘/_i z(t + s)dpu,(s) — /0 x(t + 5+ 8)dpu,(s)

b

0
< / [2(t +s) — 2(t + 5+ )| dvar_, () (5)

-Tr

<evar,o(n).

Tedy funkce 2’ je spojitd a tim jsem ovéfili viechny piedpoklady véty [9]

(2) — (3) : Fubiniho véta.

(3) — (4) : Substituce 7 =t + s.

(4) — (5) : Roztrzeni integralu podle po¢ateéni podminky.
(5) — (6) : Substituce £ = s — 7.

(6) = (7): [ ¢(s — &)e*dE =: ¢ * €*(s)

Celkové tedy dostavame, ze

L)l = (60) = [ 6x () (- [ e“dun<s>)1. (6.2)

Déle zadefinujme funkce H a G nésledovng

A

()= 0(0) ~ [ 65 (s)dp(s),
G(z) =z <1 — 1/0T ezsdun(s)> .

z

Nyni muzeme rovnost (6.2)) prepsat nasledovné

A

Llx()]z] = H(z) (G(2) (6.3)

pro vsechna z takova, ze Re z > var_,(n) a spliujici G’(z) £ 0.

Definice 5. Funkci z (1 — % f_OT ezsd,un(s)) nazveme charakteristickou funkci rov-

nice (6.1)).

Lemma 30. Funkce H a G jsou holomorfni na C.

Diikaz. Bud e > 0 dostatecné malé, pak pro h € R, |h| < ¢ a z € C, plati

. . 0 0
Glz+h)—G()=z+h— [ e®e"du,(s) — 2+ [ e du,(s)
0
—ht [ e (1= )y (s)

—-r
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a tedy

. _ 0 _ ,hs
G(z+h})L G(2) g e (1 e )d,un(s),

z toho ovSem plyne, Ze

G(z+h) — G(z)

0 1— hs
§1+’/ e“( he )dun(S)

h
0 o ehs
S 1+ , e(Rez)s h dluvar[,hs](n)<s)
W y [0 (6.4)
<1+ sup e®?c(e)e> / Atgar,_, ) (8)
s€[—r,0] —-r [=rel
@ (Rez)s h
<14 sup e c(e)e? varp_, (1) < oo,
s€[—r,0]
pricemz v (1) a (2) jsme vyuzili Vetua také odhadu, ze ’ (e)e? < oo.

h.s

. . hs
Déle ovsem mame, Ze lim,—o 1= — _s, polozime-li fn(s) =e* (1 = ) pak z

odhadu (6.4) plyne, ze

h

/_Or 025 <1 —hehs> dpn(5)

existuje a tudiZ miZzeme pouzit Vétu 26] a dostavame, Ze

Glth) =Gz) o (1=t _ 0
lim - —/ lim e - dpy(s) = 1—/ e**sdpi(s).

|h|—0 —r |h|—0 r

Tedy G je holomorfni na C.
Podobnym zptisobem ovérime holomorfnost funkce H.

H(z+h) = " [ ols — et g )
o [ [ ot - e
- /Or /05 ¢(s — €)e* (1 — ") dedy(s),

a tedy
3

H(”h Do [ 6t - et dzdng (o)
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Z toho ovsem plyne, ze

H(z + h — ehé
( d€dpy(s)

\/_T/ e

1 _eh(w s)
z(w—s)
</ / O(w)e™ ™ ] it ) (5)
0 0 1 — h(w—s)
<[] Il e e | e dudp ) (5)
Rezs 0
< [ ol et dudpn, (o)

w\:- \mé

<ol sup em*(Rea*

h
€2 dwd iy, s
SG[—T,O} /—7‘ / K [*'r,s](n)( )

< ||¢|| Sup e—s(Rez)c(g) Lr ’8‘ d“var[_m](n)(s)

s€[—r,0]

0
<ol sup ) J
<ol sup e e(ervari_poi(n)

se|—r,

Stejnym zptsobem jako u funkce G dostévame, Ze derivace funkce H existuje pro
vsechna z € C a tudiz je holomorfni na C.

O
Z Lemmatu 30] plyne, ze funkce £(x(t)) je definovdna na mnozing
{z eC: ( ) # 0} a je meromorfni s pripadnymi pély v bodech G( ) =

Pozndmka. Z definici funkei H a G vidime, 7e pocatecni podminka rovnice
se vyskytuje jen ve funkci H. Proto se nejdrive zamérime na funkci G.

6.2.1 Fundamentilni reseni

Nasfm dalsim cilem bude odhadnout funkci 1 J°, e**du,(s), abychom mohli
vyjadrit (@(2))71 jako sumu podle vzorce (1 —y)~! = 35, v~

‘/ st/,b

/ (Rc z Sd,uvar[,ns] ) (S)

< sup B var( g (7).
s€[—r,0]
Tedy mame, ze
'/ zsd,u vari_r o (77) pro Re z > 07
- ) = e "% varp_.o(n) pro Rez < 0.

Déale mtzeme nalézt konstantu K > 0 takovou, ze pro vSechny z € C, Rez > K,

bude platit
1 /0
_ / e*d “n ( S)

zZ J—r

<K< =1
Tl K
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. -1
Nyni jiz muzeme vyjadrit funkei (G(z)) pro z € C, Rez > K, jako

Cilem naseho dalsiho snazeni bude najit funkci, jejiz Laplaceova transformace

A -1

je (G(2))
Véta 31. Funkce L 0
9:) =< [ edpy(s),2 # 0

z

je Laplaceovou transformaci funkce g,(t) = —n(—t), t > 0. Ddle plati, Ze funkce
g, 7 =12,..., je Laplaceovou transformaci funkce g;, coZ je j-krdt iterovand
konvoluce funkce g,. Navic

0 0o j
[T e mmlars ([T e aldt) < ooRez >0
0 0

Dikaz.

pricemz v (1) jsme pouzili Vétu 24 ve (2) fakt, ze n(0) = 0, ve (3) jsme si
uvédomili rovnost Le7"n(—r) = n(—r) [>° e **ds a nakonec ve (4) jsme pouzili
Vétu 22, Navic plati, Ze supy<;. [7(—t)| = a < 0o a tedy

’— /OO e **n(—s)ds

0

< / e ®eDsgdqs = oo pro Rez > 0.
0 Rez

Tedy dostavame, ze £(g1(t))[z] = L J°, e**dn(s) pro z € C, Rez > 0. Déle

Tz



pricemz v poslednim radku jsme pouzili Vétu
Induktivné plati, ze

§z) = £ [ (~1n(=) 2% (=) | [2],
(j-1)-krat

Druhou ¢ast véty dokazeme indukei.
Pro 7 = 1 je tvrzeni zrejmé. Tedy predpokladejme, ze nerovnost plati pro
j — 1. Pak dostavame pro z € C, Rez > 0

[T e lgptlde= [T e
0 0
00 t
<[Te / 91(6 = 7 lg51(7) drt
= [T [T e gt = ) e gy ()] e

= [T gmlar [T e gl (nar
<([Tetmlar)

pricemz v poslednim tadku jsme pouzili indukéni predpoklad pro j — 1. Z toho
ovsem plyne, ze

* etgdt] < ([T e g (nar) < (L)
0 0 Rez

a tedy o4, = 0 pro kazdé¢ j =1,2,....

dt

¢
; g1(t — 7)gj—1(7)dr

. —1
Véta 32. (G(Z)) je Laplaceovou transformaci funkce

—1+/Zgg t >0,

kde gj(t) = (=1)n(—t) x---x n(=t), j=1,2,....
(j-1)-krit
Dale plati, Ze oy = supgc;oo |91(t)] @ Ze Y € ACic ([0, 00),R).

. -1
Diikaz. 7 Véty [31| mame nasledujici vyjadreni funkce (G (z)) pro Rez >0

A -1 1 1E
(G() " =2+ 2 X Lol
j=1
Dale plati, ze
]' . o —zt o
- _/0 e~*dt = L(1)[2], Rez > 0.

Tedy dohromady mame, ze

(6(2)) " = L) + £ S £(g (1)), Rez> 0.

Jj=1
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Nasim dalsim cilem bude aplikovat Vétu [L0|na 372, £(g;(t))[2], jejiz piedpo-
klady zahy ovérime. Tedy budeme mit

(G(2)) " =cq) DS £(g

=1

.

WL + ﬁi%)

Jj=1

e+ £ (1 * Zgj(t)) 12

Jj=1

—i—ﬁ(/ Zgj )
®p (1 +/0t§gj(7')d7') 2]

pricemz v (1) jsme pouzili vétu 10} ve (2) a (3) Vétu [§

Z vyjadreni funkce Y (t) vidime, Ze je sou¢tem 1 a integralu od 0 do ¢ z funkce
z L'([0,T],R), kde t € RT pro kazdé t € (0,00). Tedy Y € AC([0,T],R), pro
kazdé T € (0,00), tudiz Y € ACk.([0, 00), R).

Nyni ovéfime piedpoklady Véty (10| na 3272, £(g;(t))[2]. Z véty [31] plati, Ze
0 =0y pro kazdé j =1,2,... a déle

Z/o e " g;(t)| dt §Z< ><ooprox0>a.
i=1 =1

Timto jsem ovérili predpoklady Véty [10]
Dale ovsem vime, ze

LY (e)E] = |(G)
S ol
< r ()
< 00,

pro viechna Rez > a = supy<;o, |91(t)]. Tedy oy = supg<;« [91(1)].
Véta 33. Funkce Y (t) je jediné reseni rovnice

Y(t) =1 —/0 Y(t —7)n(=)dr, =0, (6.5)
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Dikaz. Mame, ze

Gy == (1- i / Or o)
i@(z) —1- i [ O e*dn(s)
S =(6E) " - (6@) L [ ednts)
L (6E) L [ eants) = (6)
L) + LY (0) ()L (~n(~0) [2] =L (Y () (2
L)) + LY (1) x—n(~0) [2] =£ (Y (1)) (2
L)) + £ (= [ V(= rn(=r)ar) (2] =£ (Y (6) ()
0y = £ ([ Y= rn=r)r) 1] =L (Y (1) (2),
- /OtY(t—T) (—7)dr =Y (t)

Jednoznoznacnost feseni:
Bud Y; a Y; dveé feseni rovnice ), pak pro t > 0 plati, ze

V() = Ya(t)| = 1—/Y1t—7 d¢—1+/y2t—7) (—7)dr
= | [ Vatt = in=mr — [ Yitt = ryn(-r)er
= | [ Vol = nl=7) = Yate = Ppn(-m)r

= | [ 0t~ 1)~ Yilt — P)(-r)dr

0

= |- [ o)~ vy — nar

— | [ 0a(1) = V)T - a|

pri¢emz v poslednim fadku jsme pouzili Vétu[3|pro u(t) = |Y1(¢) — Ya(t)|, a(t) =0
a B(s) = sup_,<g<o- Tedy Y1 = Ya.
[l

Definice 6. Funkci Y nazveme fundamentdlnim resenim rovnice (6.1)).

6.2.2 Variace konstant
Z (6.3)) méme, ze
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kde

V predchozi ¢asti jsme zjistili, ze

L7 (G()) () =Y (1)t > 0.

kde o
Hi(z)=— 5 ¢ x e*(s)dp,(s).

Nasledujici véta nam rekne, zda mtizeme H; napsat jako Laplaceovu transformaci
néjaké funkce.

Véta 34. H, je Laplaceovou transformaci funkce

ha(t) = { é’__f¢(t+8)dun(8)7 ? >§7f§ r

Pokud ale rozsirime funkci ¢ nulou prot > 0, dostavame, Ze

0

ha(t) = / B(t + )dp, ().

-r

Dikaz. Je pravdou, ze

A

()= [ oe e (s)di (5
= [ [ 6t — )edgd, (9

¢(T)€_Z(T_S)deMn(S)

»

/
= /0 /07 O(T + s)e *"dTdp,(s)

Nyni jiz mtzeme zformulovat a dokédzat hlavni vétu této sekce.
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Véta 35 (Variace konstant). Reseni rovnice (6.1]) ja ddno predpisem
t
o(t) = (O)Y (1) + [ L(6,)Y (¢ - r)ar,

kde L(gr) = [, 6+()djuy(s)

Diikaz. 7 (6.3) mame, ze

a déle plati:

E@@Mﬂ=M®£WUDM+£(£¢@+$@M$)MEOVDM
C(a()[2] = £ (B(0)Y (1) [2] + £ (L(dy) * Y (1))

L(x(D)[2] = L(60)Y (1) + L(6y) * Y (£)

LG (®)[:] = £ (6OY (1) + [ L)V (¢ = )dr)

Uzitim Lerchovy véty tedy dostavame, ze

z(t) = p(0)Y (t) + /Ot L(¢,)Y (t — 7)d7 pro skoro vSechna ¢t > 0.

6.2.3 Exponencialni odhad reseni

Cilem této casti bude dokézat, co nejlepsi exponencialni odhad funkce x.
Definice 7. Bud wy, , = sup{Re z|G(z) = 0}.

Poznamka. Plati, ze
A 0
Giz2)=0&z= / e**dpy(s),

Déle mame nésledujici odhad

0
[T e**dpin(s)

0
< / e(ReZ)Sduvar[_ns](n)(S) < var|—r o] (77>7 pro Rez > 0.

i

2] =

Z toho ovsem plyne, Ze wy, 4 < 00.

Véta 36.
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Nejprve si L(z(t))[z] = G(z) ' H(2) rozepiSeme nésledujicim zpiisobem

G(2) 7 H(2) = G(2) " H(2) = (2 — wr,g) HH(2) + (2 — wi,e) T H(2)

= a; + as,
kde
a1 = (G(2)' = (2= wie) ") H(2)
a2 = (2 — wig) ()
A tedy

L(x(t))[z] = a1 + as.

ay jako Laplaceova transformace:

Funkei G(2)™' — (2 — wp4)” ' miiZeme rozepsat nasledovné
G(2) = (2 —wie) T =Gz )71(2 —wr)(z —wre)
(2 —wre) 'G(2)G(2)
<z> (z = wre) ™ ((z = wie)l - G(2))

G() z—wL¢ 1( wL¢[+Z—Z+

I\

Il
()

@

[ e (5))

Ge) (e o) (~wnel + [ (o)),

pFicemz v (1) jsme si uvedomili, ze G(z) = z — [°, €**du,(s). Nyni jiz mizeme
prejit k samotnému odhadu funkce a;.
Nyni bud z € C takové, Ze Rez = v := wr 4 + ¢, kde € > 0 libovolné malé.

<

G (= — )™ (o + [ () B2

0 . ~
Oty (s) ) H(y -+ i) <

=T

G(’}/ + 7;’7')_1(")/ + T — wr, ¢)_1 (—wL¢ +
K1
T

7l

(lwrol + N)M o] < —5 e ||¢||

Tedy podle véty [14] je funkce (@(z)_l —(z— wL7¢)_1> H(z) Laplaceovou trans-
formaci funkce

1 oo .
f(t) = e”tz— / F(a+ iw)e™ dw
T J—o0o

a plati, ze

e » -
o [T Rl et < Ce o]
T J—o0

as jako Laplaceova transformace:
Nejprve si uvédomime, ze
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ag = (2 —wpy) td(0) — (z —wpe) " OT ¢ * e*(s)dp,(s)
= (2 —wrg) ' 0(0) — (2 —wre) ' L(dx€).
Déle bud Re z > wy, 4, pak plati
£ (e 0(0) 2] = [T e et o(0)
- OOO e@ro=2g(0)dt
= (2 —wre) " 9(0)
£ (¢ 5 L(n)) [2] = L(e5") )L (L(n)) 2]
= [T et tan—L(g « )

= —(2 —wre) 'L(¢* €7).
Tedy mame, ze

ay = L (e204'¢(0)) [2] + L (e“2¢ x L(¢r) ) [¢]

212" 3(0) + €24 ()| < " ||| B.
Nové vyjadreni funkce L£(x(t))[z]:
Tedy nyni mame, Ze pro vSechna z € C takova, ze Re z > wy 4, plati
L(@(t)[2] = L @) [] + £ (¢4 6(0)) [2] + £ (92" + L(dn) ) [2].
Podle Lerchovy véty pak pro skoro vSechna ¢ > 0 plati
w(t) = f(t) + €' $(0) + 1" x L(gy)

a podle predchozich odhadi tedy mame, ze

2(t)] < Dllg] €™ = D] e+,

6.2.4 Rozsireni do maticové formy

Pro véts{ prehlednost jsme dosud fesili rovnici (6.1)), kde = € C ([—r,0),R),
¢ € C(]-r,0),R) an e BV([-r,0],R). Mohli bychom ale uvazovat i slozitéjsi
rovnici, kdy z € C([-r,00),C"), ¢ € C([-r,0[,C") a n = {n;};,_, je matice
n x n, kde n;; € BV ([—r,0],R) pro vSechna ¢,j = 1,...,n. To jest nové bychom

méli rovnici

pricemz

ﬂmwm@h(if%®%ﬁwwi/

j=17"" j=1
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je Lebesgue-Stieltjestiv integral. Stejnym zpusobem jako v predeslych castech
bychom dosli k tomu, ze Laplaceova transformace nyni jiz vektorové funkce z lze
vyjadrit jako

pro vSechna z € C takovd, Ze Rez > varp,g(n) a det (C’(z)) # 0. Funkce

det (G(z)) by tedy nové byla charakteristickou funkeci pfislusnou rovnici (6.6) a
nyni jiz vektorova funkce Y by byla fundamentalnim resenim rovnice .
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