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Úvod
Cílem této práce je studium lineární diferenciální autonomní rovnice se zpoz-

děním, která je zadána pomocí funkcionálu. To jest zkoumáme rovnici s počáteční
podmínkou tvaru

x′(t) = L(xt), t > 0
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0],

kde L je lineární omezený funkcionál na prostoru spojitých funkcí, u kterého si
ukážeme, že lze vyjádřit pomocí Lebesgue-Stieltjesova integrálu. Z Banachovy
věty o pevném bodě plyne, že řešení tohoto problému existuje, ale bohužel nám
věta nedává žádnou informaci o tom, jak vypadá. My toto řešení nalezneme po-
mocí Laplaceovy transformace. Dále zformulujeme a dokážeme Větu o varianci
konstant a nalezneme co nejlepší exponenciální odhad řešení.

Nyní se podívejme na obsahy jednotlivých kapitol.
V první kapitole zavedeme základní značení a zformulujeme základní věty,

které budeme používat napříč prací.
Stěžejním pojmem druhé kapitoly je Laplaceova transformace. Uvedeme a do-

kážeme její základní vlastnosti, jako například linearitu, holomorfnost a souvislost
s Fourierovou transformací.

Ve třetí kapitole si ukážeme, že Laplaceova transformace je prosté zobrazení,
tudíž má smysl mluvit o její inverzi. Dokážeme si vzorec pro její výpočet a před-
stavíme podmínky na funkci takové, aby ona sama byla Laplaceovou transformací
nějaké funkce.

Čtvrtá kapitola pojednává o Lebesgue-Stieltjesově integrálu, který v ní za-
vedeme. Dokážeme jeho základní vlastnosti, jako je například linearita a věta
o substituci. Na konci pak uvedeme větu o reprezentaci lineárního omezeného
funkcionálu na spojitých funkcích.

Cílem páte kapitoly je na jednoduchém příkladu lineární diferenciální rovnice
s konstantními koeficienty ukázat, jak správně použít Laplaceovu transformaci k
nalezení řešení.

Stežejní šestá kapitola se zabývá řešením již výše uvedené diferenciální rov-
nice se zpožděním pomocí Laplaceovy transformace a aparátu vybudovaném v
předchozích kapitolách.
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1. Značení a základní věty
1.1 Značení

V této části práce zavedeme základní značení, se kterým budeme v následují-
cích kapitolách pracovat.
Nechť d ∈ N a Ω ⊂ Rd je otevřená podmnožina, pak budeme rozumět

• R množinu reálných čísel,

• R+ = R \ (−∞, 0),

• C množinu komplexních čísel,

• N množinu přirozených čísel,

• N0 = N ∪ {0}

• A ⊂ B množinu A jako podmnožinu množiny B,

• Re z reálnou část čísla z ∈ C,

• Im z imaginární část čísla z ∈ C,

• Mm×n(F) množinu všech m × n matic nad tělesem F,

• L(Ω) standardní Lebesgueův prostor nebo jako prostor integrovatelných
funkcí,

• Lp(Ω) standardní Lebesgueův prostor, kde p ∈ [1, ∞] nebo jako prostor
p - integrovatelných funkcí,

• Lp
loc(Ω) prostor lokálně p - integrovatelných funkcí, kde p ∈ [1, ∞],

• L[Ω, J ] standardní Lebesgueův prostor nad množinou Ω s obrazem v J ,

• AC[Ω, J ] prostor absolutně spojitých funkcí nad množinou Ω s obrazem v
J ,

• C([a, b],Cn) prostor spojitých funkcí na [a, b] s hodnotami v Cn se supre-
movou normou ∥ϕ∥ = supa≤θ≤b |ϕ(θ)|, kde |·| je libovolná vektorová norma
v Cn,

• F Fourierovu tansformaci definovanou pro všechny f ∈ L1(R) a y ∈ R,
předpisem

F(f(t))[y] =
∫︂ ∞

−∞
e−iytf(t)dt,

• H(Ω) prostor holomorfních funkcí na množině Ω.
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1.2 Základní věty
V této části uvedeme několik základních netriviálních vět, které budeme použí-

vat v dalších částech práce. Věty uvádíme bez důkazu, leč s odkazem na literaturu,
kde lze důkazy nalézt.

Věta 1 (Lebesgueova věta o záměně limity a integrálu). Nechť (fn) je posloupnost
měřitelných komplexních funkcí na měřitelném neprázdném prostoru (X, µ), kde
µ je nezáporná, takových, že pro každé x ∈ X existuje limita

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Existuje-li funkce g ∈ L1(X,C) taková, že pro všechna x ∈ X a n = 1,2,3, . . .
platí, že

|fn(x)| ≤ g(x),
Pak je f ∈ L1(X,C),

lim
n→∞

∫︂
X

|fn − f | dµ = 0,

a
lim

n→∞

∫︂
X

fndµ =
∫︂

X
fdµ.

Důkaz. Viz Rudin (2003), kapitola 1, věta 1.33.

Věta 2 (Cauchyho věta). Nechť f ∈ H(Ω), kde Ω je libovolná otevřená množina
v komplexní rovině. Je-li Γ cyklus v Ω, pro který je

IndΓα = 0 pro všechna α /∈ Ω,

potom platí ∫︂
Γ

f(z)dz = 0.

Důkaz. Viz Rudin (2003), kapitola 10, věta 10.35.

Věta 3 (Grönwallovo lemma). Nechť u a α jsou reálné spojité funkce na intervalu
[a, b], β ≥ 0 je integrovatelná funkce na [a, b] splňující

u(t) ≤ α(t) +
∫︂ t

a
β(s)u(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Pak platí, že

u(t) ≤ α(t) +
∫︂ t

a
β(s)α(s)e

∫︁ t

s
β(τ)dτ ds, a ≤ t ≤ b.

Navíc, jestliže je α neklesající, pak

u(t) ≤ α(t)e
∫︁ t

a
β(s)ds a ≤ t ≤ b.
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Důkaz. Viz Hale (1993), kapitola 1, věta 3.1.

Věta 4 (Věta o inverzní Fourierově transformaci). Je-li f, F ∈ L1(R,R), pak
platí, že

f(t) = 1
2π

∫︂ +∞

−∞
F(f(t))[ω]eiωtdω pro skoro všechna t ∈ R.

Důkaz. Viz Rudin (2003), kapitola 9, věta 9.11.

Věta 5 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Nechť funkce f je L1−integrovatelná
na R, pak platí, že

F(f(t))[ω] → 0, jestliže |ω| → +∞.

Důkaz. Viz Rudin (2003), kapitola 9, Věta 9.6.

Věta 6 (Banachova věta o pevném bodě). Nechť f je kontrakce na neprázdném
úplném metrickém prostoru X, pak f má právě jeden pevný bod x̂ ∈ X.

Důkaz. Viz Rudin (1976).
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2. Laplaceova transformace
Na začátku této kapitoly zadefinujeme pojem Laplacova transformace, který

pro nás bude klíčový v další části této práce. Dále uvedeme a dokážeme její
základní vlastnosti, jako například linearitu a souvislost s Fouerierovou transfor-
mací. Cílem této části bude zavést potřebný aparát nutný k další práci v násle-
dujících kapitolách.

Definice 1 (Laplaceova transformace). Laplaceova transformace L(f) funkce
f : R+ → R je funkce

L(f(t))[z] = lim
T →∞

∫︂ T

0
f(t)e−ztdt =

∫︂ ∞

0
f(t)e−ztdt =: F (z)

definovaná pro ty z ∈ C, pro které integrál existuje jako konvergentní Lebesgueův
integrál.

Dále Laplaceovou transformací L(A) matice A ∈ Mm×n(R+) chápeme matici

L(A)[z] = {L(aij(t))[z]}n,m
i,j=1.

Definice 2 (Abscisa absolutní konvergence, polorovina absolutní konvergence).
Jako abscisu konvergence funkce f : R+ → R chápeme největší spodní mez ze
všech čísel c, pro které platí, že funkce f(t)e−ct je konvergentní na intervalu
0 ≤ t < ∞. Značíme jí σf . To jest

σf = inf
c∈R

{︃∫︂ ∞

0
|f(t)| e−ctdt < ∞

}︃

Polorovinu Re z > σf nazýváme polorovinou konvergence Laplaceovy transformace
pro funkci f .

Pro snažší práci s Laplaceovou transformací zaveďme následující značení.

Značení 1. Označme L1
+ := {f : R+ → R měřitelné, takové, že σf ∈ R }.

Bývá zvykem funkce z L1
+ dodefinovat nulou na intervalu (−∞, 0]. I my se

tohoto zvyku budeme držet.
Poznámka. Z podmínky

∫︁∞
0 |f(t)e−zt| dt < ∞ pro z ∈ C, Re z > σf , kde σf ∈ R,

vyplývá, že funkce z prostoru L1
+ jsou lokálně integrovatelné na [0, ∞) následovně:

Buď z ∈ C, Re z > σf , kde z = x + iy, x, y ∈ R, a 0 < T < ∞ pak platí, že

∞ >
∫︂ ∞

0
|f(t)| e−σf dt >

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(t)e−zt

⃓⃓⃓
dt >

∫︂ T

0

⃓⃓⃓
f(t)e−zt

⃓⃓⃓
dt > e−xT

∫︂ T

0
|f(t)| dt.

Dále platí, že existují konstanty b, c ∈ R takové, že

|f(t)| ≤ ceσf t pro všechna t > b.

Tedy narozdíl od Fourierovy transformace, kde transformujeme funkce z prostoru
L1(R,R), můžeme u Laplaceovy transformace uvažovat funkce obecnější, respek-
tive funkce s velkým růstem u +∞.
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Poznámka. Dosud jsme si definovali Laplacovu transformaci jen pro funkce jdoucí
z Rn do Rm. Můžeme ale transformovat i funkce jdoucí z Cn do Cm.

Nechť f : C → C, pak jí můžeme zapsat jako f = Re f + i Im f a definovat
Laplaceovu transformaci funkce f jako

L(f)[z] =
∫︂ ∞

0
Re f(t)e−ztdt + i

∫︂ ∞

0
Im f(t)e−ztdt

pro všechna z ∈ C, pro které oba integrály existují jako konvergentní Lebesgueovy
integrály.

Dále Laplaceovu transformaci matice A ∈ Mm×n(C) budeme definovat jako

L(A)[z] = {L(aij(t))[z]}n,m
i,j=1,

kde opět

L(aij(t))[z] =
∫︂ ∞

0
Re aij(t)e−ztdt + i

∫︂ ∞

0
Im aij(t)e−ztdt.

Lemma 7 (Souvislost s Fourierovou transformací). Buď f ∈ L1
+ a z ∈ C,

z = x + iy, x, y ∈ R, taková, že Re z > σf . Pak pro všechna taková z platí

L(f(t))[z] = F(e−xtf(t))[y].

Důkaz. Pouhým rozepsáním dostaneme, že

L(f(t))[z] =
∫︂ ∞

0
e−ztf(t)dt

=
∫︂ ∞

0
e−xte−iytf(t)dt

(1)= F(e−xtf(t))[y],

přičemž v (1) využijeme faktu, že funkce f je na intervalu (−∞, 0] dodefinována
nulou.

V následující větě shrneme základní vlastnosti Laplaceovy transformace.

Věta 8 (Vlastnosti Laplaceovy transformace). Nechť f, g ∈ L1
+, pak platí násle-

dující tvrzení

1. L((f + g)(t))[z] = L(f(t))[z] + L(g(t))[z], Re z > max{σf , σg},

2. Pro všechna a ∈ R, a > 0, platí, že f(at) ∈ L1
+ a

L(af(t))[z] = a−1L(f(t))[a−1z], Re z > aσf ,

3. Pro všechna a ∈ R je eatf(t) ∈ L1
+ a

L(eatf(t))[z] = L(f(t))[z − a], Re z > a + σf ,

4. L(f(t))[z] je holomorfní funkce na množině {Re z > σf} a

(L(f(t))[z])′ = L((−t)f(t))[z],

obecněji,

L(f(t))[z])(k) = L((−t)kf(t))[z], k = 1, 2, . . . ,
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5. L(f(t))[z] → 0 pro Re(z) → +∞ a Im z pevná,
L(f(t))[z] → 0 pro |Im(z)| → +∞ a Re z pevná,

6. Platí, že f ∗ g(t) ∈ L1
+, přičemž σf∗g ≤ max{σf , σg} a

L (f ∗ g(t)) [z] = L(f(t))[z]L(g(t))[z], Re z > max{σf , σg},

7. Funkce Φ zadaná předpisem Φ(t) :=
∫︁ t

0 f(s)ds splňuje, že Φ ∈ L1
+ a

L (Φ(t)) [z] = 1
z

L(f(t))[z], Re z > max{σf , 1},

8. Pro všechna T ∈ R platí, že

L(f(t − T ))[z] = e−zT L(f(t))[z], Re z > σf .

Důkaz.
1. Nechť Re z > max{σf , σg}. Pouhým rozepsáním dostaneme, že

L ((f + g)(t)) [z] =
∫︂ ∞

0
(f(t) + g(t)) e−ztdt

=
∫︂ ∞

0
f(t)e−ztdt +

∫︂ ∞

0
g(t)e−ztdt

= L(f(t))[z] + L(g(t))[z],
přičemž jsme využili linearity Lebesgueova integrálu a faktu, že oba inte-
grály ve druhém řádku díky volbě z absolutně konvergují.

2. Nechť a ∈ R, a > 0, substitucí at = t1 dostáváme, že∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(at)e−zt

⃓⃓⃓
dt = a−1

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(t1)e− z

a
t1
⃓⃓⃓
dt1 < ∞

pro z ∈ C splňující Re z
a

= 1
a

Re z > σf . Tedy dostáváme, že f(at) ∈ L1
+.

Dále platí

L (f(at)) [z] =
∫︂ ∞

0
f(at)e−ztdt

= a−1
∫︂ ∞

0
f(t1)e− z

a
t1dt1

= a−1L(f(t))[za−1]
pro každé z ∈ C takové, že Re z > aσf .

3. Nechť a ∈ R, pak platí∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(t)e−zt+at

⃓⃓⃓
dt =

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(t)e−(z−a)t

⃓⃓⃓
dt < ∞

pro z ∈ C splňující Re(z − a) = Re z − a > σf . Tedy dostáváme, že
f(t)eat ∈ L1

+.
Dále platí

L
(︂
eatf(t)

)︂
[z] =

∫︂ ∞

0
f(t)e−zt+atdt

=
∫︂ ∞

0
f(t)e−t(z−a)dt

= L(f(t))[z − a]
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4. Nechť je z ∈ C splňující Re(z) > σf , dále nalezneme ε > 0 tak malé, že :
Re(z) + ε

2 > σf . Pak platí, že

F (z + h) − F (z)
h

=
∫︂ ∞

0

f(t)e−t(z+h) − f(t)e−zt

h
dt

=
∫︂ ∞

0
f(t)e−ht − 1

h
e−ztdt.

Dále víme, že
lim

|h|→0

1
h

(e−ht − 1) = −t.

Nyní výraz v limitě odhadneme pro každé |h| ≤ ε následovně⃓⃓⃓⃓
⃓e−ht − 1

h

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓1h

∞∑︂
k=1

(−1)k (ht)k

k!

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ 1
|h|

∞∑︂
k=1

(|ht|)k

k!

≤ t
∞∑︂

k=0

(ε |t|)k

k!
≤ teεt

≤ c(ε)e ε
2 t,

kde c(ε) je konstanta závislá na daném ε.
Tedy

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓⃓
⃓f(t)e−ht − 1

h
e−zt

⃓⃓⃓⃓
⃓ dt ≤

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
f(t)e−zt

⃓⃓⃓ ⃓⃓⃓
c(ε)e ε

2 t
⃓⃓⃓
dt

= |c(ε)|
∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓⃓
f(t)e−t(z− ε

2)
⃓⃓⃓⃓
dt < ∞,

pričemž poslední nerovnost plyne z volby ε, a tedy máme integrovatelnou
majorantu pro použití Lebesgueovy věty o záměně integrálu a limity, kterou
nyní použijeme.
Platí tedy

(L(f(t))[z])′ = lim
h→0

F (z + h) − F (z)
h

=
∫︂ ∞

0
−tf(t)e−ztdt

= L(−tf(t))[z].

Tímto jsme dokázali, že pro každé z ∈ C, Re z > σf , (L(f(t))[z])′ existuje,
tj. L(f(t))[z] je holomorfní a že −tf(t) ∈ L1

+.
Dále platí, že

(L(f(t))[z])′′ = (L(−tf(t))[z])′

= L
(︂
(t2)f(t)

)︂
[z],

9



přičemž jsme využili již dokázaného pro funkci −tf(t) ∈ L1
+.

Indukcí tedy dostáváme, že

L (f(t)) [z](k) = L
(︂
(−t)kf(t)

)︂
[z], k = 1, 2, . . . .

5. Pro každé z ∈ C, Re z > σf , platí následující odhad∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
e−ztf(t)

⃓⃓⃓
dt =

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
e−σf te−(z−σf )tf(t)

⃓⃓⃓
dt

=
∫︂ ∞

0
e−σf te−(x−σf )t |f(t)| dt

(1)
≤
∫︂ ∞

0
e−σf t |f(t)| dt · sup

t∈[0,∞)
e−(x−σf )t (2)

< +∞,

přičemž v (1) jsme použili Hölderovu nerovnost a ve (2) fakt, že x > σf a
že z předpokladu platí

∫︁∞
0 e−σf t |f(t)| dt < +∞.

Našli jsme tedy integrovatelnou majorantu pro použití Lebesgueovy věty o
záměně integrálu. Nyní můžeme psát

lim
x→∞

⃓⃓⃓⃓∫︂ ∞

0
e−ztf(t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤ lim

x→∞

∫︂ ∞

0
e−σf te−(x−σf )t |f(t)| dt

(1)
≤
∫︂ ∞

0
e−σf t |f(t)| lim

x→∞

(︂
e−(x−σf )t

)︂
dt

= 0,

přičemž v (1) jsme použili Lebesgueovu větu o záměně limity a integrálu.
K důkazu druhé části tvrzení využijeme Riemmanovo - Lebesgueovo lemma
5 a vztahu Fourierovy a Laplaceovy transformace. Tedy nechť je z ∈ C
takové, že Re z > σf , pak platí

lim
|y|→∞

L (f(t)) [x + iy] = lim
|y|→∞

F
(︂
e−xtf(t)

)︂
[y] = 0.

6. Nechť f, g ∈ L1
+, pak pro z ∈ C, Re z > max{σf , σg} platí odhad∫︂ ∞

0
|f ∗ g| (t)e−ztdt =

∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
f(t − u)g(u)

⃓⃓⃓⃓
due−ztdt

≤
∫︂ ∞

0

∫︂ t

0
|f(t − u)| |g(u)| due−ztdt

(1)=
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

u
|f(t − u)| |g(u)| e−ztdtdu

≤
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0
|f(t − u)| |g(u)| e−ztdtdu

(2)=
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0
|f(v)| |g(u)| e−z(v+u)dvdu

=
∫︂ ∞

0
|f(v)| e−zvdv ·

∫︂ ∞

0
|g(u)| e−zudu < ∞,

přimčemž v (1) jsme použili Fubiniho větu a ve (2) substituci t = v + u.
Tedy f ∗ g ∈ L1

+.
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Dále máme

L(f ∗ g(t))[z] =
∫︂ ∞

0

∫︂ t

0
f(t − u)g(u)due−ztdt

=
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

u
f(t − u)g(u)e−ztdtdu

=
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0
f(v)g(u)e−z(v+u)dvdu

=
∫︂ ∞

0
f(v)e−zvdv ·

∫︂ ∞

0
g(u)e−zudu

pro každé z ∈ C, Re z > max{σf , σg}.

7. Nechť f ∈ L1
+, pak platí následující rovnost

∫︂ t

0
f(t)dt =

∫︂ t

0
f(t) · 1dt = f ∗ 1(t).

Dále máme, že ∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓
1 · e−ztdt

⃓⃓⃓
< ∞

pro všechna z ∈ C, Re z > 0. Tedy funkce konstantní jedna je z prostoru
L1

+.
Užitím předchozího, již dokázaného, tvrzení tedy můžeme psát, že

L
(︃∫︂ t

0
f(s)ds

)︃
[z] = L(f ∗ 1(t))[z]

= L(f(t))[z].L(1(t))[z]

= L(f(t))[z]1
z

pro každé z ∈ C, Re z > max{σf , 0}.

8. Užítím substituce t − T = s, pro T > 0, dostáváme, že pro všechna z ∈ C,
Re z > σf , platí

L(f(t − T ))[z] =
∫︂ ∞

0
f(t − T )e−ztdt

=
∫︂ ∞

T
f(t − T )e−ztdt

=
∫︂ ∞

0
f(s)e−z(s+T )ds

= e−zT
∫︂ ∞

0
f(s)e−zsds

= e−zT L(f(t))[z].

Tímto náš důkaz končí.

Nyní uvedeme další vlastnost Laplaceovy transformace. Narozdíl od předchozí
věty si již nevystačíme s požadavkem, aby f ∈ L1

+ a budeme muset předpokládat
více - konkrétně spojitost funkce f až do n-té derivace.Tuto větu se zkráceným
důkazem můžeme nalézt v Zemanian (1965). My důkaz doplníme o fakta a tvrzení,
které autor považuje za zřejmé.
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Věta 9 (Laplaceova transformace derivace). Nechť f ∈ L1
+, navíc předpoklá-

dejme, že f ∈ C1([0,∞)) a že f ′ ∈ L1
+, pak pro všechna z ∈ C, Re(z) >

max{σf , σf ′} platí následující rovnost

L(f ′(t))[z] = zL(f(t))[z] − f(0).

Pokud dále platí, že f (k) ∈ L1
+, pro k = 0, 1, . . . , n a f ∈ Cn([0,∞)), pak pro

všechna z ∈ C, Re(z) > max{σf ,σf ′ , . . . ,σf (n)} platí obecnější rovnost

L(f (n)(t))[z] = znL(f(t))[z] −
n−1∑︂
k=0

zkf (n−1−k)(0).

Důkaz. Nechť f, f ′ ∈ L1
+ a f ∈ C1([0,∞)]. Pak integrací per partes dostáváme

pro z ∈ C, Re(z) > max{σf , σf ′}

L(f ′(t))[z] =
∫︂ ∞

0
f ′(t)e−ztdt

= e−ztf(t)
⃓⃓⃓⃓∞
t=0

+ z
∫︂ ∞

0
f(t)e−ztdt

= zL(f(t))[z] − f(0),

přičemž abychom mohli per partes použít, využijeme předpokladu, že
f ∈ C1([0,∞)). Třetí rovnost plyne z odhadu pro z ∈ C, x = Re(z) > σf

lim
t→∞

⃓⃓⃓
e−ztf(t)

⃓⃓⃓
≤ lim

t→∞
e−xt |f(t)|

≤ lim
t→∞

e−xtceσf t = 0.

Druhou část tvrzení dokážeme induktivně. Pro n = 1 tvrzení platí. Nyní pro
n = 2 máme

L((f ′)′(t))[z] = zL(f ′(t))[z] − f ′(0)
= z2L(f(t))[z] − zf(0) − f ′(0).

Tedy

L(f (n)(t))[z] = znL(f(t))[z] −
n−1∑︂
k=0

zkf (n−1−k)(0).

Poznámka. Ve Větě 9 autor uvádí předpoklad, že f ∈ C1([0,∞)), který v důkazu
využívá pro použití per partes. Stačilo by ale předpokládat méně - konkrétně, že
funkce f, f ′,f ′′ . . . jsou absolutně spojité.

Následující věta se bude týkat záměny řady a Laplaceovy transformace, kterou
využijeme při aplikaci Laplaceovy transformace na lineární diferenciální rovnice.
Tuto větu se zkráceným důkazem můžeme nalézt v Doetsch (1950). My důkaz
doplníme o fakta a tvrzení, které autor považuje za zřejmé.

Věta 10. Nechť L(fi(t)) je Laplaceova transformace funkce fi, pro každé
i = 1,2, · · · . Navíc předpokládejme existenci takového x0 ∈ R, pro které platí

1. x0 ≥ σfi
, i = 1, 2, . . . ,
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2. ∑︁∞
i=1

∫︁∞
0 e−x0t |fi(t)| dt je konvergentní.

Pak řada ∑︁∞
i=1 L(fi(t))[z] stejnoměrně konverguje pro každé z ∈ C takové, že

Re z ≥ x0 a řada ∑︁∞
i=1 fi(t) konverguje absolutně skoro všude pro t ≥ 0. Po-

kud zadefinujeme funkci f jako f(t) = ∑︁∞
i=1 fi(t), pak navíc platí σf ≤ x0 a

L(f(t))[z] = ∑︁∞
i=1 L(fi(t))[z] pro každé z ∈ C, takové, že Re z ≥ x0.

Důkaz. Definujme funkci ϕn jako

ϕn(t) = e−x0t
n∑︂

i=1
|fi(t)| .

Jelikož platí, že
ϕn(t) ≥ 0, a ϕn(t) ≤ ϕn+1(t),

limita
lim

n→∞
ϕn(t) = ϕ(t)

existuje pro všechna t ≥ 0.
Z předpokladů platí, že ∑︁∞

i=1
∫︁∞

0 e−x0t |fi(t)| dt je konvergentní, tudíž z věty o
záměně řady a integrálu dostáváme rovnost

∞∑︂
i=1

∫︂ ∞

0
e−x0t |fi(t)| dt =

∫︂ ∞

0

∞∑︂
i=1

e−x0t |fi(t)| dt < ∞

a tedy můžeme psát

lim
n→∞

n∑︂
i=1

∫︂ ∞

0
e−x0t |fi(t)| dt =

∫︂ ∞

0
lim

n→∞

n∑︂
i=1

e−x0t |fi(t)| dt

=
∫︂ ∞

0
lim

n→∞
ϕn(t)

=
∫︂ ∞

0
ϕ(t) < ∞.

Z konvergence integálu
∫︁∞

0 ϕ(t) vyplývá, že ϕ(t) = e−x0t∑︁∞
i=1 |fi(t)| je konečná

skoro všude na (0, ∞). To ovšem implikuje, že ∑︁∞
i=1 |fi(t)| a tedy i ∑︁∞

i=1 fi(t) =:
f(t) konvergují skoro všude.
Dále platí ⃓⃓⃓⃓

⃓e−x0t
n∑︂

i=1
fi(t)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ e−x0t

n∑︂
i=1

|fi(t)| = ϕn(t) ≤ ϕ(t).

Je také pravdou, že e−x0t∑︁n
i=1 fi(t) konverguje skoro všude k e−x0tf(t), tedy

lim
n→∞

n∑︂
i=1

∫︂ ∞

0
e−x0tfi(t)dt =

∫︂ ∞

0
e−x0tf(t)dt,

to jest
lim

n→∞

n∑︂
i=1

L(fi(t))[x0] = L(f(t))[x0].

Pro z ∈ C takové, že Re z ≥ x0 platí následující odhad⃓⃓⃓⃓
⃓e−zt

∞∑︂
i=1

fi(t)
⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ϕ(t),
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tedy pro takováto z můžeme psát

lim
n→∞

n∑︂
i=1

L(fi(t))[z] = L(f(t))[z] pro Re z ≥ x0.
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3. Inverzní Laplaceova
transformace

V této kapitole dokážeme, že Laplaceova transformace je prosté zobrazení
(Lerchova věta), a tudíž má smysl mluvit o inverzní transformaci. Následně uká-
žeme, za jakých podmínek a jak tuto inverzní transformaci vyjádřit. Dále stano-
víme podmínky na funkci tak, aby ona sama byla Laplaceovou transformací.

Nyní uvedeme a dokážeme dvě lemmata, která budeme potřebovat k dokázání
Lerchovy věty. Tato lemmata a důkazy můžeme nalézt v Doetsch (1950). My je
doplníme o tvrzení, která jsou v knize považována za zřejmá.

Lemma 11. Nechť φ ∈ C([0,1]) a∫︂ 1

0
φ(t)tmdt = 0 pro všechna m ∈ N0.

Poté platí φ(t) = 0 pro každé t.

Důkaz. Podle Weierstrassovy věty platí, že množina polynomů na [0,1] je hustá
v C([0,1]). Tedy nalezneme posloupnost polynomů {pn} takovou, že {pn} konver-
guje stejnoměrně k φ na [0, 1], dále však platí, že posloupnost {pnφ} konverguje
stejnoměrně k funkci φ2.

Z předpokladů kladených na funkci φ máme, že∫︂ 1

0
pnφ(t)dt = 0.

Ze stejnoměrné konvergence posloupnosti {pnφ} dále tedy platí, že∫︂ 1

0
(φ(t))2dt = 0.

Je ale pravdou, že integrál z nezáporné funkce je nula právě tehdy, když je tato
funkce rovná nule skoro všude na [0, 1]. Ze spojitosti φ pak plyne, že je rovna
nule všude na [0, 1].

Lemma 12. Nechť f ∈ L1
+, navíc předpokládejme, že f ∈ C([0,∞)) a že existuje

p0 ∈ R takové, že platí∫︂ ∞

0
f(t)e−ptdt = 0, pro všechna p ∈ [p0, +∞).

Poté platí f(t) = 0 pro skoro každé t.

Důkaz. Pro důkaz této věty stačí předpokládat, že∫︂ ∞

0
f(t)e−(p0+n)tdt = 0 pro každé n ∈ N0. (3.1)

Definujme funkci b předpisem

b(t) :=
∫︂ ∞

t
f(s)e−p0sds.
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Díky konvergenci integrálu
∫︁∞

0 |f(t)| e−p0tdt z podmínky f ∈ L1
+ je funkce b dobře

definovaná. Derivací integrálu podle dolní meze máme

b′(t) = −f(t)e−p0t.

Tedy b(t) je v C1([0, ∞)) a navíc b(0) = 0, díky předpokladu, že
∫︁∞

0 f(t)e−ptdt =
0, pro všechna p ∈ [p0,∞).

Pokud je to nezbytné, zvětšením p0 zajistíme, že funkce

g(t) := f(t)e−(p0−1)t ∈ L1(0, ∞).

Nyní již můžeme odhadnout funkci b(t) následovně

|b(t)| =
⃓⃓⃓⃓∫︂ ∞

t
g(s)e−sds

⃓⃓⃓⃓
≤ e−t

∫︂ ∞

t
g(s)ds ≤ ce−t. (3.2)

Dále použitím per partes dostáváme, že∫︂ ∞

0
f(t)e−p0te−ntdt = −b(t)e−nt

⃓⃓⃓⃓∞
t=0

− n
∫︂ ∞

0
b(t)e−ntdt.

Tedy z (3.1)-(3.2) plyne∫︂ ∞

0
b(t)e−ntdt = 0, pro každé n ∈ N0.

Využitím substituce x = e−t ovšem dostáváme∫︂ 1

0
φ(x)xn−1dx = 0, pro každé n ∈ N, n ≥ 1,

kde φ(x) = b(− log x).

Pokud dodefinujeme φ(x) = 0 pro x = 0 a x = 1, pak platí, že funkce φ je spojitá
na [0,1]. Tedy použitím Lemmatu 11 dostáváme, že φ = 0 skoro všude. Proto i
b = 0 skoro všude a podle (3) je

f(t) = −b′(t)ep0t = 0 pro skoro každé t ∈ [0, ∞).

Nyní již máme připravený veškerý potřebný aparát k dokázání Lerchovy věty.

Věta 13 (Lerch). Nechť f, g ∈ L1
+ a navíc předpokládejme, že f, g ∈ C((0, ∞)) a

že existuje c ∈ R takové, že platí

L(f(t))[x] = L(g(t))[x], pro všechna x ∈ (c, ∞).

Poté platí: f(t) = g(t) pro skoro všechna t.

Důkaz. Pro všechna x ∈ (c, ∞) platí∫︂ ∞

0
f(t)e−xtdt =

∫︂ ∞

0
g(t)e−xtdt∫︂ ∞

0
(f(t) − g(t))e−xtdt = 0.
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Podle předchozího lemmatu tedy máme, že (f(t) − g(t)) = 0 pro skoro všechna
t. Tedy f(t) = g(t) pro skoro všechna t.

Dokázali jsme, že Laplaceova transformace je prosté zobrazení a má tedy smysl
mluvit o její inverzi. Následující věta ukazuje, jak k této inverzi dojít. Můžeme ji
najít v Zemanian (1965). My ji doplníme o tvrzení, která jsou v knize považována
za zřejmá.

Věta 14. Nechť f ∈ L1
+, navíc předpokládejme, že F(f(t)e−xt) ∈ L1(R,R) pro

všechna x > σf . Pak pro každé c ∈ R, c > σf a pro t ∈ [0,∞) platí

f(t) = L−1(F (z)) = 1
2πi

lim
y→∞

∫︂ c+iy

c−iy
F (z)eztdz. (3.3)

Důkaz. Nechť je z ∈ C, pak můžeme psát, že z = c + iω, kde c ∈ R a ω ∈ R.
Rovnici (3.3) můžeme užitím substituce z = c + iω přepsat následovně

1
2πi

lim
y→∞

∫︂ c+iy

c−iy
F (z)eztdz = ect

2π
lim

y→∞

∫︂ y

−y
F (c + iω)eiωtdω

= ect

2π
lim

y→∞

∫︂ y

−y
F(f(t)e−ct)[ω]eiωtdω,

přičemž jsme ve druhé rovnosti využili vztahu Fourierovy a Laplaceovy transfor-
mace. Přesněji: víme, že platí

F (c + iω) =
∫︂ ∞

0
f(t)e−(c+iw)tdt

= F(f(t)e−ct)[ω].

Dále z věty o inverzní Fourierově transformaci máme

1
2π

lim
y→∞

∫︂ y

−y
F(f(t)e−ct)[ω]eiωtdω = f(t)e−ct.

Nyní se musíme přesvědčit, jestli splňujeme předpoklady této věty.

1. f · e−x ∈ L1(R,R)
Z předpokladu, že f ∈ L1

+ víme, že integrál
∫︁∞

0 |f(t)| e−xtdt konverguje pro
x > σf a že f(t) = 0 pro t ≤ 0. Tedy f · e−x ∈ L1(R,R) pro x > σf .

2. F(f(t)e−xt) ∈ L1(R,R)
Platí z předpokladu.

A tedy

1
2πi

lim
y→∞

∫︂ c+iy

c−iy
F (z)eztdz = ect

2π
lim

y→∞

∫︂ y

−y
F(f(t)e−ct)[ω]eiωtdω

= ectf(t)e−ct.

17



Předchozí věta předpokláda, že funkce F je Laplacevou transformací funkce
f . Nyní nás bude ale zajímat, jaké podmínky musí splnit funkce komplexní pro-
měnné, aby byla Laplaceovou transformací nějaké funkce, jestliže tuto informaci
nemáme. Následující větu můžeme najít v Zemanian (1965). My ji doplníme o
tvrzení, která jsou v knize považována za zřejmá.

Věta 15. Předpokládejme, že funkce F je holomorfní na celé polorovině Re(z) ≥
a, a ∈ R a že splňuje následující nerovnost

|F (z)| ≤ c

|z|2
, (3.4)

kde c je reálná konstanta. Pokud platí, že v integrálu

L−1(F (z)) = 1
2πi

lim
y→∞

∫︂ c+iy

c−iy
F (z)eztdz

je c ≥ a, pak L−1(F (z)) = f(t) existuje a f ∈ C([0,∞)). Navíc f(t) = 0 pro t < 0
a L(f(t)) = F (z) pro z ∈ C, Re(z) > a.

Důkaz. Pro každé t ∈ R zadefinujme funkci f následovně

e−atf(t) := 1
2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωtdω.

Nyní ověříme, zda má naše definice smysl, to jest, jestli integrál
∫︁∞

−∞ F (a +
iω)eiωtdω konverguje pro každé t ∈ R. Nejdříve předpokládejme, že a ̸= 0, pak
máme, že

∫︂ ∞

−∞

⃓⃓⃓
F (a + iω)eiωt

⃓⃓⃓
dω ≤

∫︂ ∞

−∞
|F (a + iω)| dω

(1)
≤
∫︂ ∞

−∞

c

|a + iω|2
dω

=
∫︂ ∞

−∞

c

a2 + ω2 dω

= πc

|a|
,

přičemž v (1) jsme použili předpokladu (3.4).
Buď nyní a = 0 a k > 0, pak∫︂ ∞

−∞

⃓⃓⃓
F (iω)eiωt

⃓⃓⃓
dω ≤

∫︂ ∞

−∞
|F (iω)| dω

≤
∫︂ −k

−∞

c

|iω|2
dω +

∫︂ ∞

k

c

|iω|2
dω

+
∫︂ k

−k
|F (iω)| dω

≤
∫︂ −k

−∞

c

ω2 dω +
∫︂ ∞

k

c

ω2 dω

+
∫︂ k

−k
|F (iω)| dω

= 2c

k
+ ĉ < ∞, kde ĉ ∈ R,
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přičemž v poslední rovnosti jsme využili spojitosti funkce F plynoucí z její holo-
morfnosti.
Tedy integrál

∫︁∞
−∞ F (a+ iω)eiωtdω konverguje absolutně stejnoměrně pro všechna

t ∈ R, tudíž funkce f je dobře definovaná a omezená pro všechna t ∈ R.
Dále ověřme spojitost funkce f . Buď δ ∈ R, pak platí⃓⃓⃓

e−a(t+δ)f(t + δ) − e−atf(t)
⃓⃓⃓

=
⃓⃓⃓⃓ 1
2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiω(t+δ)dω − 1

2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωtdω

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓ 1
2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωt(eiωδ − 1)dω

⃓⃓⃓⃓
≤ 1

2π

∫︂ ∞

−∞

⃓⃓⃓
F (a + iω)eiωt

⃓⃓⃓ ⃓⃓⃓
(eiωδ − 1)

⃓⃓⃓
dω

≤ 1
2π

∫︂ ∞

−∞
|F (a + iω)|

⃓⃓⃓
(eiωδ − 1)

⃓⃓⃓
dω

≤2 1
2π

∫︂ ∞

−∞
|F (a + iω)|

⃓⃓⃓⃓
⃓sin ωδ

2

⃓⃓⃓⃓
⃓ dω

≤ 1
2π

∫︂ −T

−∞
|F (a + iω)| dω + 1

2π

∫︂ ∞

T
|F (a + iω)| dω

+ 1
2π

∫︂ T

−T
|F (a + iω)|

⃓⃓⃓⃓
⃓ωδ

2

⃓⃓⃓⃓
⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓sin

ωδ
2

ωδ
2

⃓⃓⃓⃓
⃓ dω

≤ 1
2π

∫︂ −T

−∞
|F (a + iω)| dω + 1

2π

∫︂ ∞

T
|F (a + iω)| dω

+ |δ| |T | 1
2π

∫︂ T

−T
|F (a + iω)|

⃓⃓⃓⃓
⃓sin

ωδ
2

ωδ
2

⃓⃓⃓⃓
⃓ dω

≤ 1
2π

∫︂ −T

−∞
|F (a + iω)| dω + 1

2π

∫︂ ∞

T
|F (a + iω)| dω

+ |δ| |T | 1
2π

∫︂ T

−T
|F (a + iω)| dω.

Tedy pro každé ε > 0 můžeme nalézt T dostatečně velké a δ dostatečně malé tak,
že ⃓⃓⃓

e−a(t+δ)f(t + δ) − e−atf(t)
⃓⃓⃓
< ε.

Tímto jsme dokázali spojitost funkce e−atf(t) a tedy i funkce f .
Dále ověříme, že f(t) = 0 pro t < 0. Uvažujme křivkový integrál∫︂

φ
F (z)eztdz,

kde křivka φ leží v polorovině Re z ≤ a a sestává z úsečky L na přímce z = a+ iω
a z oblouku P kruhu se středem v počátku a poloměru r. Jak tato křivka vypadá
je vidět na obrázku 3.1.

Tedy můžeme psát∫︂
φ

F (z)eztdz =
∫︂ a+ir

a−ir
F (z)eztdz +

∫︂
P

F (z)eztdz.

Z předpokladů máme, že funkce F je holomorfní na celé polorovině Re z ≥ a,
tedy z Cauchyho věty dostáváme, že∫︂

φ
F (z)eztdz = 0.
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Obrázek 3.1:

Nyní dokážeme, že ∫︂
P

F (z)eztdz = 0 pro r → ∞.

Pouhým rozepsáním dostáváme, že∫︂
P

F (z)eztdz =
∫︂ π

2

− π
2

F (reiθ)etreiθ

ireiθdθ −
∫︂

U
F (z)eztdz −

∫︂
V

F (z)eztdz,

přičemž segmenty U a V jsou vyznačeny na obrázku 3.1.
Dále počítejme⃓⃓⃓⃓∫︂

U
F (z)eztdz

⃓⃓⃓⃓
≤ max

|z|=r

ceat

|z|2
· délka U → 0 · a = 0 pro r → ∞.

Stejným způsobem vyjde, že⃓⃓⃓⃓∫︂
V

F (z)eztdz
⃓⃓⃓⃓
→ 0 pro r → ∞.
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Navíc ještě platí⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ π

2

− π
2

F (reiθ)etreiθ

ireiθdθ

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ max

|z|=r
|F (z)| r

∫︂ π
2

− π
2

⃓⃓⃓
etreiθ

⃓⃓⃓
dθ

≤ max
|z|=r

|F (z)| r
∫︂ π

2

− π
2

ert cos θdθ

= 2 max
|z|=r

|F (z)| r
∫︂ 0

− π
2

ert cos θdθ

= 2 max
|z|=r

|F (z)| r
∫︂ π

2

0
ert sin θdθ

≤ 2 max
|z|=r

|F (z)| r
∫︂ π

2

0
ert θ

2 dθ

≤ 2 max
|z|=r

|F (z)| r
∫︂ ∞

0
ert θ

2 dθ

≤ 2 max
|z|=r

|F (z)| r(− 2
rt

)

= −4 max
|z|=r

c

|z|2
1
t

→ 0 pro r → ∞.

Pro t > 0 platí tedy následující rovnosti

f(t) = eat 1
2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωtdω

= 1
2π

∫︂ a+i∞

a−i∞
F (z)eztdz

= lim
r→∞

1
2π

∫︂ a+ir

a−ir
F (z)eztdz = 0,

přičemž jsme použili substituci z = a + iω.
Protože f je spojitá na R, nulová pro t > 0 a e−atf(t) je omezená pro všechna

t, je e−ctf(t) absolutně integrovatelná pro každé c > a. Proto má f Laplaceovu
transformaci. Dále ověříme, že tato transformace je skutečně funkce F .

Pro každé c > a platí

f(t) = 1
2π

ect
∫︂ ∞

−∞
F (c + iω)eiωtdω

2πe−ctf(t) = F−1F (c + iω)
1

2π

∫︂ ∞

−∞
2πe−ctf(t)e−iωtdt = F (c + iω)∫︂ ∞

0
f(t)−(c+iω)t = F (c + iω)

L(f(t))[c + iω] = F (c + iω).

Protože funkce F je holomorfní na celé polorovině Re(z) ≥ a, F (c + iω) spl-
ňuje předpoklady věty o inverzní Fourierově transformaci, což ospravedlňuje její
použití. Z jednoznačnosti Fourierovy transformace dostáváme, že existuje pouze
jedna funkce komplexní proměnné z, která je spojitá na přímce z = c+iω, ω ∈ R,
a která je Fourierovou transformací funkce f .
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4. Lebesgue-Stieltjesův integrál
Cílem této kapitoly bude zadefinovat Lebesgue-Stieltjesův integrál, dokázat

jeho základní vlastnosti, jako například linearitu, per partes a větu o substituci,
a objasnit vztah s Lebesgueovým integrálem.

4.1 Lebesgue-Stieltjesova míra
Nechť η : [a, b] → R je zleva spojitá funkce a navíc platí, že η ∈ BV ([a, b]).

Dodefinujeme-li η následujícím způsobem

η(t) = η(b+) pro t > b

η(t) = η(a−) pro t < a,

pak platí, že η ∈ BV ((−∞, ∞)). Z toho ovšem plyne, že existují dvě neklesající,
zleva spojité funkce η1, η2 takové, že

η = η1 − η2.

Dále si zadefinujme dvě množinové funkce µη1 , µη2 následovně. Pokud {[ai, bi)}n
i=1

je množina disjunktních intervalů, pak položme

µηk

(︄
n⋃︂

i=1
[ai, bi)

)︄
=

n∑︂
i=1

(︂
ηk(b−

i ) − ηk(a−
i )
)︂

pro k = 1, 2.

Nyní položme jako A množinu všech konečných sjednocení polouzavřených dis-
junktních intervalů tvaru [c,d), kde −∞ ≤ c < d ≤ ∞, pro c = −∞ uvažujme
interval (−∞, d), společně s prázdnou množinou.

Věta 16. A je algebra.

Důkaz. Buď E := {[a, b) : a < b}∪∅, kde pro a = −∞ uvažujme interval (−∞, b),
pak platí:

1. Pokud E, F ∈ E , pak E ∩ F ∈ E , protože průnik dvou polouzavřených
intervalů je buď prázdná množina nebo opět polouzavřený interval.

2. Pokud E ∈ E , pak Ec je konečné sjednocení disjunktních intervalů z E.

Abychom dokázali, že A je algebra, musíme ověřit, zda je uzavřená na konečná
sjednocení, na rozdíl, a zda obsahuje celou reálnou osu.

V důkazu, že A je uzavřená na konečná sjednocení, budeme postupovat in-
dukcí. Nechť nejdříve E, F ∈ E . Pak platí, že F c =

k⋃︁
i=1

Cj, kde Cj ∈ E pro
j = 1, . . . , k a disjunktní. A tedy máme, že

E ∪ F = (E ∩ F c) ∪ F = F ∪
k⋃︂

i=1
(Cj ∩ E),
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kde jsme E ∪ F zapsali jako sjednocení disjunktních intervalů náležících do E .
Jako indukční krok předpokládejme, že E =

n⋃︁
i=1

Ei je sjednocení disjunktních
intervalů z E , pak

E ∪ F =
(︄

n⋃︂
i=1

(Ei ∩ F c)
)︄

∪ F

a opět dostáváme, že sjednocení jsme zapsali jako sjednocení disjunktních inter-
valů náležící do E . Tedy jsme dokázali, že pro každé E, F ∈ A je E ∪ F ∈ A.

V důkazu, že A je uzavřená na rozdíly, budeme opět postupovat indukcí. Nechť
nejdříve E, F ∈ E . Pak opět platí, že F c =

k⋃︁
i=1

Cj, kde Cj ∈ E pro j = 1, . . . , k a
disjunktní. A tedy máme, že

E \ F = E ∩ F c =
k⋃︂

i=1
Cj ∩ E

kde jsme E \ F zapsali jako sjednocení disjunktních intervalů náležící do E . Jako
indukční krok předpokládejme, že E =

n⋃︁
i=1

Ei je sjednocení disjunktních intervalů
z E , pak

E \ F =
n⋃︂

i=1
(Ei ∩ F c)

a opět dostáváme, že E \ F jsme zapsali jako sjednocení disjunktních intervalů
náležící do E . Tedy jsme dokázali, že pro každé E, F ∈ A je E \ F ∈ A.

Dále máme, že R = (−∞, a) ∪ [a, ∞), kde a ∈ R, z toho ovšem plyne, že
R ∈ A. Tudíž A je algebra.

Pokud dodefinujeme funkce µηk
, k = 1, 2, pro prázdnou množinu následovně

µηk
(∅) = 0, pak jsou tyto funkce pramírami na A.

Věta 17. µηk
, k = 1, 2 jsou pramíry na A.

Důkaz. Již víme, že µηk
(∅) = 0 pro k = 1, 2. Stačí tedy dokázat, že pro množinu

A = {[ai, bi)}∞
i=1 disjunktních intervalů je µηk

(︃ ∞⋃︁
i=1

[ai, bi)
)︃

= ∑︁∞
i=1 µηk

([ai, bi)).
Protože A je množina všech konečných sjednocení polouzavřených disjunkt-

ních intervalů, stačí předpokládat, že A = [a,b) =
n⋃︁

i=1
[ai, bi). Z toho, že jsou funkce

ηk neklesající ihned plyne nerovnost
n∑︂

i=1
µηk

([ai, bi)) ≤ µηk
(A) a tedy

∞∑︂
i=1

µηk
([ai, bi)) ≤ µηk

(A).

K důkazu opačné nerovnosti zvolme ε > 0 a δ, δi > 0 takové, že µηk
(a −

δ) − µηk
(a) < ε a µηk

(bj − δj) − µηk
(bj) < ε

2j , což můžeme, protože ηk jsou zleva
spojité. Tedy máme, že interval [a, b−δ] je pokryt otevřenými intervaly (aj −δ, bj)
a protože je [a, b − δ] kompaktní, existuje konečné podpokrytí. Z monotonie ηk

nám tedy plyne, že

µηk
(b) − µηk

(a − δ) ≤
∞∑︂

i=1
(ηk(bj − δ) − ηk(aj))
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a tedy
µηk

(b) − µηk
(a) ≤

∞∑︂
i=1

(ηk(bj) − ηk(aj)) + 2ε.

Z Hopfovy rozšiřovací věty tedy plyne, že existuje právě jedna konečná míra
µ̃η1 na σ(A) = B taková, že µ̃η1 = µη1 na A a právě jedna konečná míra µ̃η2 na
σ(A) taková, že µ̃η2 = µη2 na A = B. Položme nyní µη = µ̃η1 − µ̃η2 . Pak platí, že
µη je znaménková míra na = B.

Definice 3. µη nazýváme Lebesgue-Stieltjesovou mírou příslušnou funkci η.

Poznámka. Z definice Lebesgue-Stieltjesovy míry plyne, že Lebesgueova míra je
speciální případ Lebesgue-Stieltjesovy míry, kde η = x, pro x ∈ R.

4.2 Lebesgue-Stieltjesův integrál
Definice 4. Buď Ω ⊂ R a f > Ω ∈ R měřitelná. Její Lebesgue-Stieltjesův integrál
podle µη definujeme postupně takto

• je-li f jednoduchá a nezáporná, pak f lze napsat ve tvaru f = ∑︁n
j=1 cjχAj

,
kde cj ≥ 0 a Aj jsou po dvou disjunktní, a definujeme∫︂

Ω
fµη =

n∑︂
j=1

cjµ̃η1(Aj) −
n∑︂

j=1
cjµ̃η2(Aj).

• Je-li f nezáporná, definujeme∫︂
Ω

fµη =
2∑︂

i=1
(−1)i+1 sup

{︃∫︂
Ω

sµ̃ηi
; 0 ≤ s ≤ f, s jednoduchá měřitelná

}︃
.

• Je-li f reálná, definujeme∫︂
Ω

fµη =
∫︂

Ω
f+µη −

∫︂
Ω

f−µη,

pokud rozdíl má smysl.

Poznámka. Z definice Lebesgue-Stieltjesova integrálu plyne, že Lebesgueův inte-
grál je speciální případ Lebesgue-Stieltjesova integrálu, kde η = x.

4.2.1 Vlastnosti
V této sekci si uvedeme základní vlastnosti Lebesgue-Stieltjesova integrálu,

omezíme se ovšem jen na integraci spojitých funkcí.

Značení 2. Lebesgue-Stieltjesovu míru příslušnou funkci g budeme značit µg.

Důkazy všech následujících vět můžeme nalézt v Tvrdý v kapitole 5, kde jsou
ale tvrzení dokazována pro Riemann-Stietjesův integrál, platí ale následující vztah
mezi Lebesgue-Stieltjesovým a Riemann-Stieltjesův integrálem, jehož důkaz lze
nalézt v Jarník (1984) v kapitole X.

24



Věta 18. Nechť f ∈ C([a, b],R) a nechť g ∈ BV ([a, b],R), pak platí, že

(RS)
∫︂ b

a
f(x)dµg(x) = (LS)

∫︂ b

a
f(x)dµg(x)

Věta 19 (Existence). Nechť f ∈ C([a, b],R) a nechť g ∈ BV ([a, b],R). Potom
existují oba integrály ∫︂ b

a
f(x)dµg(x) a

∫︂ b

a
g(x)dµf (x).

Věta 20 (Absolutní hodnota integrálu). Nechť g ∈ BV ([a, b],R), f ∈ C([a, b],R)
a nechť existuje integrál

∫︁ b
a f(x)dµvar[a,x](g)(x). Pak platí, že⃓⃓⃓⃓

⃓
∫︂ b

a
f(x)dµg(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

∫︂ b

a
|f(x)| dµvar[a,x](g)(x) ≤ ∥f∥∞ var[a,b]g.

Věta 21 (Linearita integrálu). Nechť f, f1, f2 ∈ C([a, b],R) a
g, g1, g2 ∈ BV ([a, b],R). Potom pro libovolné c1, c2 ∈ R platí, že∫︂ b

a
(c1f1(x) + c2f2(x))dµg(x) = c1

∫︂ b

a
f1(x)dµg(x) + c2

∫︂ b

a
f2(x)dµg(x)

a ∫︂ b

a
f(x)d(µg1(x) + µg2(x)) = c1

∫︂ b

a
f(x)dµg1(x) + c2

∫︂ b

a
f(x)dµg2(x)

Věta 22. Jestliže f ∈ C([a, b],R), g ∈ BV ([a, b],R) a c ∈ [a, b], pak platí∫︂ b

a
f(x)dµg(x) =

∫︂ c

a
f(x)dµg(x) +

∫︂ b

c
f(x)dµg(x).

Věta 23. Je-li f ∈ C1([a, b],R), g ∈ BV ([a, b],R), pak jeden z integrálů∫︂ b

a
g(x)dµf (x) a

∫︂ b

a
g(x)f ′(x)d(x)

existuje právě tehdy, když existuje i ten druhý. V takovém případě platí, že∫︂ b

a
g(x)dµf (x) =

∫︂ b

a
g(x)f ′(x)d(x)

Věta 24 (Integrace per partes). Je-li f ∈ C1([a, b],R), g ∈ BV ([a, b],R), c ∈
[a, b], pak platí∫︂ b

a
f(x)dµg(x) +

∫︂ b

a
g(x)f ′(x)d(x) = f(b)g(b) − f(a)g(a).

Věta 25 (Substituce). Nechť funkce ϕ : [α, β] → R je na intervalu [α, β] ryze
monotónní a spojitá a zobrazuje tento interval na interval [a, b]. Potom pro f ∈
C([a, b],R) a g ∈ BV ([a,b],R) platí

existuje-li
∫︂ b

a
f(x)dµg(x), existuje také

∫︂ β

α
f(ϕ(x))dµg(ϕ(x))

a
±
∫︂ β

α
f(ϕ(x))dµg(ϕ(x)) =

∫︂ b

a
f(x)dµg(x),

kde „+“ platí, je-li ϕ rostoucí a „−“ platí, je-li ϕ klesající.
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Věta 26 (Konvergenční věta). Nechť f, fn ∈ C([a, b],R) pro každé n ∈ N a nechť
platí, že posloupnost {fn} je taková, že

lim
n→∞

fn(x) = f(x) a |fn| ≤ M < ∞ pro x ∈ [a, b] a n ∈ N.

Dále nechť funkce g ∈ BV ([a, b],R) je taková, že integrály∫︂ b

a
f(x)dµg(x) a

∫︂ b

a
fn(x)dµg(x)

existují pro každé n ∈ N. Potom

lim
n→∞

∫︂ b

a
fn(x)dµg(x) =

∫︂ b

a
f(x)dµg(x).

Věta 27 (Riesz). L je spojitý lineární funkcionál na C([a, b],R) právě tehdy,
když existuje funkce g ∈ BV ([a,b],R) taková, že g(b) = 0, g(t) = g(t−) pro každé
t ∈ (a, b) a

L(f) =
∫︂ b

a
f(x)dµg(x)

a ∥L∥ = var[a,b]g.

Poznámka. Lebesgue-Stieltjesův integrál můžeme definovat i ve více dimenzích.
Pro n ∈ N buď η = {ηij}n

i,j=1 , kde ηij ∈ BV [a, b] pro každé i, j = 1, . . . , n, a
f = (f1, f2, . . . , fn)⊤ funkce na R jdoucí do Rn. Pak definujeme

∫︂ b

a
dµη(t)f(t) =

⎛⎝ n∑︂
j=1

∫︂ b

a
fj(t)µη1j

(t), . . . ,
n∑︂

j=1

∫︂ b

a
fj(t)µηnj

(t)
⎞⎠⊤

,

kde integrály
∫︁ b

a fj(t)µηij(t) jsou již zadefinované Lebesque-Stieltjesovy integrály.
Poznámka. Zatím jsme definovali Lebesgue-Stieltjesův integrál jen pro funkce na
R jdoucí do Rn, kde n ∈ N0. Pro funkci f jdoucí z R do C definujeme∫︂ b

a
f(t)µη(t) =

∫︂ b

a
(Re f(t))µη(t) + i

∫︂ b

a
(Im f(t))µη(t).

Pro funkci f = (f1, f2, . . . , fn)⊤ jdoucí z R do Cn, kde n ∈ N0, opět definujeme

∫︂ b

a
dµη(t)f(t) =

⎛⎝ n∑︂
j=1

∫︂ b

a
fj(t)µη1j

(t), . . . ,
n∑︂

j=1

∫︂ b

a
fj(t)µηnj

(t)
⎞⎠⊤

,

kde ∫︂ b

a
fj(t)µηij(t) =

∫︂ b

a
(Re fj(t))µηij(t) + i

∫︂ b

a
(Im fj(t))µηij(t).
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5. Řešení lineární diferenciální
rovnice pomocí Laplaceovy
transformace

V této kapitole ukážeme, jak řešit lineární diferenciální rovnice s konstant-
ními koeficienty pomocí Laplaceovy transformace. Postupy použité v této kapi-
tole mohou být reprodukovány při řešení obecnějších rovnic, jak si ukážeme v
další kapitole této práce.

Předpokládejme, že A ∈ R je pevná konstanta, g: I ⊂ [0,∞) → R je spojitá
funkce z prostoru L1

+, splňující

|g(t)| ≤ aebt,

kde a a b jsou reálné konstanty, a uvažujme následující diferenciální rovnici

x′(t) = Ax(t) + g(t)
x(0) = x0,

(5.1)

kde funkce x je spojitá na R. Dle Picardovy věty existuje právě jedno řešení (5.1)
na R. My toto řešení nalezneme pomocí Laplaceovy transformace.

Nejdříve se ale přesvědčíme, že x a x′ splňují předpoklady k tomu, abychom
na ně Laplaceovu transformaci mohli aplikovat.

Platí následující

x′(t) = Ax(t) + g(t)∫︂ t

0
x′(s)ds =

∫︂ t

0
Ax(s) + g(s)ds

x(t) − x0 =
∫︂ t

0
Ax(s) + g(s)ds

|x(t)| ≤ |x0| + |A|
∫︂ t

0
|x(s)| ds +

∫︂ t

0
|g(s)| ds

|x(t)|
(1)
≤
(︃

|x0| +
∫︂ t

0
|g(s)| ds

)︃
e|A|t = ce|A|t,

přičemž v (1) jsme použili Grönwallovu větu 3 pro u(t) = |x(t)|, α(t) = |x0| +∫︁ t
0 |g(s)| a β = |A|. Nyní jsme dostali odhad na funkci x, tedy máme i odhad na

její derivaci

|x′(t)| ≤ |A| ce|A|t + aebt ≤ Cemax{b,|A|}t pro každé t ∈ I.

Tedy funkce x, x′ a g splňují předpoklady pro aplikaci Laplaceovy transformace
pro všechna z ∈ C, Re z > max{|A| , b}.

Nyní tedy počítejme

x′(t) = Ax(t) + g(t) (1)
L(x′(t))[z] = LA(x(t) + g(t))[z] (2)

zL(x(t))[z] − x0 = AL(x(t))[z] + L(g(t))[z] (3)
L(x(t))[z] = (z − A)−1x0 + (z − A)−1L(g(t))[z], (4)
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přičemž ve kroku (1) ke (2) jsme na obě strany rovnice aplikovali Laplaceovu
transformaci, ve kroku (2) ke (3) jsme využili linearity Laplaceovy transformace
a větu o Laplaceově transformaci derivace (kde jsme využili spojitosti funkce
x a x′, jakožto součtu dvou spojitých funkcí). Ve kroku (3) ke (4) jsme od obou
stran rovnice odečetli AL(x(t))[z], přičetli k oboum stranám rovnice x0 a nakonec
rovnost přenásobili (z − A)−1, což je možné díky volbě z.

Dále tedy počítejme

(z − A)−1 =
(︄

z−1
∞∑︂

k=0

Ak

zk

)︄

=
∞∑︂

k=0

Ak

zk+1

(1)=
∞∑︂

k=0
AkL

(︄
tk

k!

)︄
[z]

(2)=
∞∑︂

k=0
L
(︄

(At)k

k!

)︄
[z]

(3)= L
(︄ ∞∑︂

k=0

(At)k

k!

)︄
[z]

= L
(︂
eAt
)︂

,

(5.2)

přičemž v (1) jsme využili faktu, že∫︂ ∞

0

tk

k!e
−ztdt = 1

zk+1 , pro Re z > 0,

ve (2) ∫︂ ∞

0
Ak tk

k!e
−ztdt = Ak

zk+1 , pro Re z > 0,

a ve (3) větu o záměně sumy a Laplaceovy transformace 10, kde fk := (At)k

k! . Platí,
že σfk

= 0 , tedy pro x0 > 0 máme∫︂ ∞

0

⃓⃓⃓⃓
⃓(At)k

k!

⃓⃓⃓⃓
⃓ e−x0tdt = Ak

x0k+1

a tedy
∞∑︂

k=0

Ak

x0k+1 = 1
x0

∞∑︂
k=0

(︃
A

x0

)︃k

= − 1
x0

x0

(A − x0)
pro

⃓⃓⃓⃓
A

x0

⃓⃓⃓⃓
< 1

Tedy zvolíme x0 > |A| a touto volbou jsme oprávněni použít větu 10.
Dále počítejme

L (x(t)) [z] = (z − A)−1 x0 + (z − A)−1 L (g(t)) [z]
(1)= L

(︂
eAt
)︂

[z]x0 + L
(︂
eAt
)︂

L (g(t)) [z]
(2)= L

(︂
x0e

At
)︂

[z] + L
(︂
eAt ∗ g(t)

)︂
[z]

(3)= L
(︂
x0e

At + eAt ∗ g(t)
)︂

[z]

= L
(︃

x0e
At +

∫︂ t

0
eA(t−s)g(s)ds

)︃
[z]
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přičemž v (1) jsme využili výpočtu (5.2) a ve (2) jsme aplikovali větu o linearitě
a Laplaceově transformaci konvoluce 8. Ve (3) jsme opět využili věty 8.

Celkově jsme dostali

L (x(t)) [z] = L
(︃

x0e
At +

∫︂ t

0
eA(t−s)g(s)ds

)︃
[z], Re z > max{|A| , b}.

Použitím Lerchovy věty 13 dostáváme, že

x(t) = x0e
At +

∫︂ t

0
eA(t−s)g(s)ds, t ∈ R.
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6. Řešení lineární funkcionální
diferenciální rovnice pomocí
Laplaceovy transformace

V této kapitole si ukážeme, jak řešit lineární funkcionální diferenciální rov-
nice pomocí Laplaceovy transformace. Budeme postupovat podle článku Franze
Kappela, jenž byl uvěřejněn ve sbírce Arino (2006) jako kapitola 3. Doplníme ho
o informace, které autor považoval za zřejmé, nebo nebyly uvedeny.

Značení 3. Jako xτ si označíme funkci x posunutou o τ , tj xτ (t) := x(t + τ).

Uvažujme následující rovnici s počáteční podmínkou

x′(t) = L(xt), t > 0
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0],

(6.1)

kde r ∈ R, r > 0, je pevná konstanta, ϕ ∈ C([−r, 0],R) a L lineární spojitý
funkcionál na C([−r, 0],R). Řešením (6.1) budeme rozumět x ∈ C([−r, ∞),R)
splňující následující

x(t) = ϕ(0) +
∫︂ t

0
L(xτ )dτ, t ≥ 0

x(t) = ϕ(t), − r ≤ t ≤ 0.

Z Věty 27 plyne, že existuje funkce η ∈ BV ([−r, 0],R) taková, že

L(xτ ) =
∫︂ 0

−r
xτ (s)dµη(s),

přičemž η(0) = 0 a η(t) = η(t−) pro každé t ∈ (−r, 0). Tedy η je zleva spojitá.
My funkci η dodefinujeme na celé R následovně

η(t) = 0 pro t > 0
η(t) = η(−r) pro t < −r,

a tedy si můžeme rovnici (6.1) přepsat následujícím způsobem

x′(t) =
∫︂ 0

−r
xt(s)dµη(s), t > 0

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0].

6.1 Existence řešení a jeho odhad
Abychom mohli vůbec o nějakém řešení problému (6.1) mluvit, musíme nej-

prve zjistit, zda vůbec nějaké existuje. Na tento problém nám odpoví následující
věta.
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Věta 28. Pro každé ϕ ∈ C([−r, 0],C) existuje právě jedno řešení rovnice (6.1)
na [0, ∞).

Důkaz. K dokázání této věty použijeme Banachovu větu o pevném bodě 6.
Buď B prostor všech spojitých funkcí y : [0, T ] → C, které splňují, že y(0) = ϕ(0).
Dále pro y ∈ B definujme funkci ỹ předpisem

• ỹ(t) = ϕ(t) pro −r ≤ t ≤ 0,

• ỹ(t) = y(t) pro 0 ≤ t ≤ T.

Nyní si definujme operátor TT na prostoru B následovně

(TT y)(t) := ϕ(0) +
∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
x̃(τ + s)dµη(s)dτ, t < T < ∞

K ospravedlnění použití Banachovy věty 6 musíme ovšem dokázat, že B je úplný
neprázdný metrický prostor a že TT je kontrakce pro všechna T > 0. Pokud toto
dokážeme, pak bude existovat právě jedna funkce x : [0, T ] → C, která bude
pevným bodem operátoru TT pro každé T > 0. Tedy pokud ještě dodefinujeme
x(t) := ϕ(t) pro −r ≤ t ≤ 0, pak jsme našli funkci x : [0, ∞) → C splňující (6.1).

• B je úplný metrický prostor:
Zvolme γ < − var[−r,0](η) a na prostoru B zaveďme metriku ∥·∥γ následovně

∥y − z∥γ := sup
0≤t≤T

|y(t) − z(t)| eγt, y, z ∈ B.

Dále víme, že prostor C([0, T ],C) se supremovou metrikou ρ, kde ρ(y, z) :=
sup0≤t≤T |y(t) − z(t)|, y, z ∈ C([0, T ],C), je úplný metrický prostor. Jelikož
metrika ∥·∥γ je ekvivalentní s ρ, stačí dokázat, že B s metrikou ∥·∥γ je
uzavřená podmnožina prostoru C([0, T ],C).
Buď fn posloupnost funkcí z prostoru B taková, že limn→∞ fn = f . Našim
cílem bude ukázat, že f ∈ B. Z úplnosti prostoru C([0, T ],C) a faktu, že
B ⊂ C([0, T ],C) máme, že f ∈ C([0, T ],C). Navíc platí, že

lim
n→∞

fn(0) = ϕ(0)

a tedy f(0) = ϕ(0), z čehož plyne, že f ∈ B.

• TT je kontrakce:
Buď y, z ∈ B, pak platí

|(TT y)(t) − (TT z)(t)| =⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
ỹ(τ + s)dµη(s)dτ −

∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
z̃(τ + s)dµη(s)dτ

⃓⃓⃓⃓ (1)
≤∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
|ỹ(τ + s) − z̃(τ + s)| dµ(var[−r,s](η))(s)dτ

(2)
≤∫︂ t

0
var[−r,0](η) ∥ỹτ − z̃τ ∥ dτ = var[−r,0](η)

∫︂ t

0
∥ỹτ − z̃τ ∥ dτ,
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přičemž v (1) a (2) jsme využili větu 20.
Pro t ∈ [−r, 0] máme, že ỹτ − z̃τ = 0 a proto

∥ỹτ − z̃τ ∥ = sup
−r≤θ≤0

|ỹ(τ + θ) − z̃(τ + θ)| eγ(τ+θ)e−γ(τ+θ)

= e−γτ sup
0≤t≤T

|y(t) − z(t)| eγτ

= e−γτ ∥y − z∥γ .

Tedy dostáváme, že

|(TT y)(t) − (TT z)(t)| ≤ ∥y − z∥γ var[−r,0](η)
∫︂ t

0
e−γτ dτ

= var[−r,0](η) ∥y − z∥γ

(︄
−e−γt

γ
+ 1

γ

)︄

< −
var[−r,0](η)

γ
∥y − z∥γ e−γt pro 0 ≤ t ≤ T.

To ale implikuje, že

∥TT y − TT z∥γ < −
var[−r,0](η)

γ
∥y − z∥γ .

Z volby γ < − var[−r,0](η) ale plyne, že

∥TT y − TT z∥γ < l ∥y − z∥γ ,

kde l < 1, a tedy operátor TT je kontrakce pro všechny T > 0.

Nyní již víme, že řešení rovnice (6.1) existuje, ale neznáme jeho podobu. Ke zjiš-
tění tvaru řešení využijeme aplikace Laplaceovy transformace na (6.1). Abychom
toto mohli udělat, musíme zjistit, jestli funkce x, x′a xτ jsou z prostoru L1

+. Na
to nám odpoví následující věta.

Věta 29. Nechť x je řešením rovnice (6.1) na intervalu [0, ∞). Pak platí násle-
dující odhady

∥x∥ ≤C̃ϕeCηt, t ≥ 0,⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
x(t + s)dµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤CηC̃ϕeCηt, t ≥ 0,

∥x′∥ ≤CηC̃ϕeCηt, t ≥ 0,

kde Cη = var[−r,0](η) a C̃ϕ je konečná konstanta závislá na funkci ϕ.

Důkaz. Platí, že

x(t) = ϕ(0) +
∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
x(τ + s)dµη(s)dτ, t ≥ 0

x(t) = ϕ(t), − r ≤ t ≤ 0.
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Tedy máme následující odhad pro t ≥ 0

|x(t)| =
⃓⃓⃓⃓
ϕ(0) +

∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
x(τ + s)dµη(s)dτ

⃓⃓⃓⃓
≤ |ϕ(0)| +

⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
x(τ + s)dµη(s)dτ

⃓⃓⃓⃓
(1)
≤ ∥ϕ∥ +

∫︂ t

0

∫︂ 0

−r
|x(τ + s)| dµ(var[−r,s](η))(s)dτ,

≤ ∥ϕ∥ + var[−r,0](η)
∫︂ t

0
sup

s∈[−r,0]
|x(τ + s)| dτ

= ∥ϕ∥ + var[−r,0](η)
∫︂ t

0
sup

t∈[τ−r,τ ]
|x(t)| dτ

přičemž v (1) jsme využili Věty 20.
Dále definujme funkci σ jako

σ(T ) = sup
t∈[0,T ]

|x(t)| .

Pak ale platí, že ∫︂ t

0
sup

t∈[τ−r,τ ]
|x(t)| dτ ≤

∫︂ t

0
(σ(τ) + ∥ϕ∥) dτ

A tudíž
σ(T ) ≤ C̃ϕ + var[−r,0](η)

∫︂ T

0
σ(τ)dτ, t ≥ 0.

Použitím Grönwallovy věty 3 pro u = σ(T ), α = C̃ϕ, β = var[−r,0](η) a a = 0
dostáváme, že

σ(T ) ≤ C̃ϕe
∫︁ t

0 var[−r,0](η)ds = C̃ϕe(var[−r,0](η))t, t ≥ 0

a tudíž
∥x∥ ≤ C̃ϕe(var[−r,0](η))t, t ≥ 0.

Dále pro t + θ ≥ 0 platí, že

|x(t + θ)| =
⃓⃓⃓⃓
⃓ϕ(0) +

∫︂ t+θ

0

∫︂ 0

−r
x(τ + s)dµη(s)dτ

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ |ϕ(0)| +
⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ t+θ

0

∫︂ 0

−r
x(τ + s)dµη(s)dτ

⃓⃓⃓⃓
⃓

(1)
≤ ∥ϕ∥ +

∫︂ t+θ

0

∫︂ 0

−r
|x(τ + s)| dµ(var[−r,s](η))(s)dτ

≤ ∥ϕ∥ + var[−r,0](η)
∫︂ t+θ

0
sup

t∈[τ−r,τ ]
|x(t)| dτ,

přičemž v (1) jsme využili Věty 20 a stejným způsobem jako výše dostáváme, že

|x(t + θ)| ≤ C̃ϕe(var[−r,0](η))t, t ≥ 0 t + θ ≥ 0.

Navíc pro t + θ ≤ 0
|x(t + θ)| = |ϕ(t + θ)| ≤ ∥ϕ∥ ,
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a dostáváme, že
∥xt∥ ≤ C̃ϕe(var[−r,0](η))t, t ≥ 0.

Tudíž⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
x(t + s)dµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤ var[−r,0](η) ∥xt∥ ≤ var[−r,0](η)C̃ϕe(var[−r,0](η))t, t ≥ 0.

Nakonec ze vztahu
x′(t) =

∫︂ 0

−r
x(t + s)dµη(s), t > 0

a z předešlých odhadů, odhadneme funkci x′ následovně

∥x′∥ ≤ var[−r,0](η) ∥xt∥ ≤ var[−r,0](η)C̃ϕe(var[−r,0](η))t.

6.2 Laplaceova transformace řešení
V této části aplikujeme Laplaceovu transformaci na obě strany rovnice (6.1).

To můžeme udělat, jelikož z Věty 29 existuje Laplaceova transformace funkcí x, x′

a xτ alespoň pro Re z > var[−r,0](η).
Nyní již aplikujeme na obě strany rovnice Laplaceovu transformaci a uvažu-

jeme z ∈ C, Re z > var[−r,0](g). Dostáváme, že

L(x′(t))[z] (1)=L
(︃∫︂ −0

−r
x(t + s)dµη(s)

)︃
[z]

zL(x(t))[z] − ϕ(0) (2)=
∫︂ ∞

0

∫︂ 0

−r
x(t + s)dµη(s)e−ztdt

zL(x(t))[z] − ϕ(0) (3)=
∫︂ 0

−r

∫︂ ∞

0
x(t + s)e−ztdtdµη(s)

zL(x(t))[z] − ϕ(0) (4)=
∫︂ 0

−r

∫︂ ∞

s
x(τ)e−z(τ−s)dτdµη(s)

zL(x(t))[z] − ϕ(0) (5)=
∫︂ 0

−r

∫︂ 0

s
ϕ(τ)e−z(τ−s)dτdµη(s)

+
∫︂ 0

−r

∫︂ ∞

0
x(τ)e−z(τ−s)dτdµη(s)

zL(x(t))[z] − ϕ(0) (6)= −
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξdξdµη(s)

+
∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)L(x(t))[z]

L(x(t))[z]
(︃

z −
∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
(7)=ϕ(0) −

∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s),

přičemž:
(1) → (2) : na levé straně rovnosti jsme použili Větu 9. Z Věty 29 plyne, že x a
x′ jsou z prostoru L1

+. Z předpokladů na řešení (6.1) máme spojitost funkce x.
Zbývá ověřit spojitost funkce x′.
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Platí, že x je stejnoměrně spojitá, protože

|x(t + δ) − x(t)| =
⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ t+δ

t
L(xτ )dτ

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ |δ| ∥L∥ ∥xτ ∥ ≤ |δ| ∥L∥ (∥x∥ + ∥ϕ∥),

tedy pro každé ε > 0 zvolíme δ < ε
∥x∥+∥ϕ∥ .

Nyní zvolme ε > 0, k němu nalezneme ze stejnoměrné spojitosti funkce x
δ > 0 a počítejme

|x′(t) − x′(t + δ)| =
⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
x(t + s)dµη(s) −

∫︂ 0

−r
x(t + s + δ)dµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ 0

−r
|x(t + s) − x(t + s + δ)| dvar[−r,s](η)(s)

≤ε var[−r,0](η).

Tedy funkce x′ je spojitá a tím jsem ověřili všechny předpoklady věty 9.
(2) → (3) : Fubiniho věta.
(3) → (4) : Substituce τ = t + s.
(4) → (5) : Roztržení integrálu podle počáteční podmínky.
(5) → (6) : Substituce ξ = s − τ .
(6) → (7) :

∫︁ s
0 ϕ(s − ξ)ezξdξ =: ϕ ∗ ez(s)

Celkově tedy dostáváme, že

L(x(t))[z] =
(︃

ϕ(0) −
∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµgη(s)

)︃(︃
z −

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃−1
. (6.2)

Dále zadefinujme funkce Ĥ a Ĝ následovně

Ĥ(z) := ϕ(0) −
∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s),

Ĝ(z) := z
(︃

1 − 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
.

Nyní můžeme rovnost (6.2) přepsat následovně

L(x(t))[z] = Ĥ(z)
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
, (6.3)

pro všechna z taková, že Re z > var[−r,0](η) a splňující Ĝ(z) ̸= 0.

Definice 5. Funkci z
(︂
1 − 1

z

∫︁ 0
−r ezsdµη(s)

)︂
nazveme charakteristickou funkcí rov-

nice (6.1).

Lemma 30. Funkce Ĥ a Ĝ jsou holomorfní na C.

Důkaz. Buď ε > 0 dostatečně malé, pak pro h ∈ R, |h| < ε a z ∈ C, platí

Ĝ(z + h) − Ĝ(z) = z + h −
∫︂ 0

−r
ezsehsdµη(s) − z +

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

= h +
∫︂ 0

−r
ezs(1 − ehs)dµη(s)
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a tedy
Ĝ(z + h) − Ĝ(z)

h
= 1 +

∫︂ 0

−r
ezs

(︄
1 − ehs

h

)︄
dµη(s),

z toho ovšem plyne, že⃓⃓⃓⃓
⃓Ĝ(z + h) − Ĝ(z)

h

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 1 +

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ 0

−r
ezs

(︄
1 − ehs

h

)︄
dµη(s)

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ 1 +
∫︂ 0

−r
e(Re z)s

⃓⃓⃓⃓
⃓1 − ehs

h

⃓⃓⃓⃓
⃓ dµvar[−r,s](η)(s)

(1)
≤ 1 + sup

s∈[−r,0]
e(Re z)sc(ε)eh

2

∫︂ 0

−r
dµvar[−r,s](η)(s)

(2)
≤ 1 + sup

s∈[−r,0]
e(Re z)sc(ε)eh

2 var[−r,0](η) < ∞,

(6.4)

přičemž v (1) a (2) jsme využili Větu 20 a také odhadu, že
⃓⃓⃓

1−ehs

h

⃓⃓⃓
< c(ε)eh

2 < ∞.
Dále ovšem máme, že lim|h|→0

1−ehs

h
= −s, položíme-li fh(s) = ezs

(︂
1−ehs

h

)︂
, pak z

odhadu (6.4) plyne, že ∫︂ 0

−r
ezs

(︄
1 − ehs

h

)︄
dµη(s)

existuje a tudíž můžeme použít Větu 26 a dostáváme, že

lim
|h|→0

Ĝ(z + h) − Ĝ(z)
h

=
∫︂ 0

−r
lim

|h|→0
ezs

(︄
1 − ehs

h

)︄
dµη(s) = 1 −

∫︂ 0

−r
ezssdµη(s).

Tedy Ĝ je holomorfní na C.
Podobným způsobem ověříme holomorfnost funkce Ĥ.

Ĥ(z + h) − Ĥ(z) = −
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξehξdξdµη(s)

+
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξdξdµη(s)

=
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξ(1 − ehξ)dξdµη(s),

a tedy
Ĥ(z + h) − Ĥ(z)

h
=
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξ 1 − ehξ

h
dξdµη(s).
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Z toho ovšem plyne, že⃓⃓⃓⃓
⃓Ĥ(z + h) − Ĥ(z)

h

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξ 1 − ehξ

h
dξdµη(s)

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤
∫︂ 0

−r

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ 0

s
ϕ(ω)ez(ω−s) 1 − eh(ω−s)

h
dω

⃓⃓⃓⃓
⃓ dµvar[−r,s](η)(s)

≤
∫︂ 0

−r

∫︂ 0

s
|ϕ(ω)| eRe z(ω−s)

⃓⃓⃓⃓
⃓1 − eh(ω−s)

h

⃓⃓⃓⃓
⃓ dωdµvar[−r,s](η)(s)

≤
∫︂ 0

−r
∥ϕ∥ e−(Re z)se− h

2 s
∫︂ 0

s
c(ε)eh

2 ωdωdµvar[−r,s](η)(s)

≤ ∥ϕ∥ sup
s∈[−r,0]

e−s((Re z)+ h
2 )c(ε)

∫︂ 0

−r

∫︂ 0

s
e

h
2 ωdωdµvar[−r,s](η)(s)

≤ ∥ϕ∥ sup
s∈[−r,0]

e−s(Re z)c(ε)
∫︂ 0

−r
|s| dµvar[−r,s](η)(s)

≤ ∥ϕ∥ sup
s∈[−r,0]

e−s(Re z)c(ε)r
∫︂ 0

−r
dµvar[−r,s](η)(s)

≤ ∥ϕ∥ sup
s∈[−r,0]

e−s(Re z)c(ε)r var[−r,0](η).

Stejným způsobem jako u funkce Ĝ dostáváme, že derivace funkce Ĥ existuje pro
všechna z ∈ C a tudíž je holomorfní na C.

Z Lemmatu 30 plyne, že funkce L(x(t)) je definována na množině{︂
z ∈ C : Ĝ(z) ̸= 0

}︂
a je meromorfní s případnými póly v bodech Ĝ(z) = 0.

Poznámka. Z definicí funkcí Ĥ a Ĝ vidíme, že počáteční podmínka rovnice (6.1)
se vyskytuje jen ve funkci Ĥ. Proto se nejdříve zaměříme na funkci Ĝ.

6.2.1 Fundamentální řešení
Naším dalším cílem bude odhadnout funkci 1

z

∫︁ 0
−r ezsdµη(s), abychom mohli

vyjadřit
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
jako sumu podle vzorce (1 − y)−1 = ∑︁∞

k=0 yk.⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ 0

−r
e(Re z)sdµvar[−r,s](η)(s)

≤ sup
s∈[−r,0]

e(Re z)s var[−r,0](η).

Tedy máme, že⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤
{︄

var[−r,0](η) pro Re z ≥ 0,
e−r Re z var[−r,0](η) pro Re z < 0.

Dále můžeme nalézt konstantu K > 0 takovou, že pro všechny z ∈ C, Re z > K,
bude platit ⃓⃓⃓⃓1

z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤ K

|z|
<

K

K
= 1.
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Nyní již můžeme vyjádřit funkci
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
pro z ∈ C, Re z > K, jako

(︂
Ĝ(z)

)︂−1
= z−1

(︃
1 − 1

z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃−1

= 1
z

∞∑︂
j=0

(︃1
z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃j

= 1
z

+ 1
z

∞∑︂
j=1

(︃1
z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃j

:= 1
z

+ 1
z

∞∑︂
j=1

(ĝ(z))j

Cílem našeho dalšího snažení bude najít funkci, jejíž Laplaceova transformace
je
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
.

Věta 31. Funkce
ĝ(z) = 1

z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s), z ̸= 0

je Laplaceovou transformací funkce g1(t) = −η(−t), t ≥ 0. Dále platí, že funkce
ĝj, j = 1, 2, . . . , je Laplaceovou transformací funkce gj, což je j-krát iterovaná
konvoluce funkce g1. Navíc∫︂ ∞

0
e−zt |gj(t)| dt ≤

(︃∫︂ ∞

0
e−zt |g1(t)| dt

)︃j

< ∞, Re z > 0.

Důkaz.
1
z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s) (1)= 1

z
e0zη(0) − 1

z
e−rzη(−r) −

∫︂ 0

−r
ezsη(s)ds

(2)= − 1
z

e−rzη(−r) −
∫︂ r

0
e−zsη(−s)ds

(3)= − η(−r)
∫︂ ∞

r
e−szds −

∫︂ r

0
e−zsη(−s)ds

(4)= −
∫︂ ∞

0
e−zsη(−s)ds

přičemž v (1) jsme použili Větu 24, ve (2) fakt, že η(0) = 0, ve (3) jsme si
uvědomili rovnost 1

z
e−rzη(−r) = η(−r)

∫︁∞
r e−szds a nakonec ve (4) jsme použili

Větu 22. Navíc platí, že sup0≤t<∞ |η(−t)| = a < ∞ a tedy⃓⃓⃓⃓
−
∫︂ ∞

0
e−zsη(−s)ds

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ ∞

0
e−(Re z)sads = a

Re z
< ∞ pro Re z > 0.

Tedy dostáváme, že L(g1(t))[z] = 1
z

∫︁ 0
−r ezsdη(s) pro z ∈ C, Re z > 0. Dále

ĝ(z)2 = (L(g1(t))[z])2

= (L(−η(−t))[z])2

= (L(−η(−t))[z]) (L(−η(−t))[z])
=L

(︂
(−1)2η(−t) ∗ η(−t)

)︂
[z],
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přičemž v posledním řádku jsme použili Větu 8.
Induktivně platí, že

ĝ(z)j = L

⎛⎜⎝(−1)jη(−t) ∗ · · · ∗⏞ ⏟⏟ ⏞
(j-1)-krát

η(−t)

⎞⎟⎠ [z].

Druhou část věty dokážeme indukcí.
Pro j = 1 je tvrzení zřejmé. Tedy předpokládejme, že nerovnost platí pro

j − 1. Pak dostáváme pro z ∈ C, Re z > 0∫︂ ∞

0
e−zt |gj(t)| dt =

∫︂ ∞

0
e−zt

⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
g1(t − τ)gj−1(τ)dτ

⃓⃓⃓⃓
dt

≤
∫︂ ∞

0
e−zt

∫︂ t

0
|g1(t − τ)| |gj−1(τ)| dτdt

=
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

τ
e−z(t−τ) |g1(t − τ)| e−zt |gj−1(τ)| dτdt

=
∫︂ ∞

0
e−zt |g1(τ)| dτ

∫︂ ∞

0
e−zt |gj−1| (τ)dτ

≤
(︃∫︂ ∞

0
e−zt |g1(τ)| dτ

)︃j

,

přičemž v posledním řádku jsme použili indukční předpoklad pro j − 1. Z toho
ovšem plyne, že⃓⃓⃓⃓∫︂ ∞

0
e−ztgj(t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤
(︃∫︂ ∞

0
e−(Re z)τ |g1| (τ)dτ

)︃j

≤
(︃

a

Re z

)︃j

a tedy σgj
= 0 pro každé j = 1, 2, . . . .

Věta 32.
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
je Laplaceovou transformací funkce

Y (t) := 1 +
∫︂ t

0

∞∑︂
j=1

gj(τ)dτ, t ≥ 0,

kde gj(t) = (−1)jη(−t) ∗ · · · ∗⏞ ⏟⏟ ⏞
(j-1)-krát

η(−t), j = 1, 2, . . . .

Dále platí, že σY = sup0≤t<∞ |g1(t)| a že Y ∈ ACloc ([0, ∞),R).

Důkaz. Z Věty 31 máme následující vyjádření funkce
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
pro Re z > 0

(︂
Ĝ(z)

)︂−1
= 1

z
+ 1

z

∞∑︂
j=1

L(gi(t))[z].

Dále platí, že
1
z

=
∫︂ ∞

0
e−ztdt = L(1)[z], Re z > 0.

Tedy dohromady máme, že
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
= L(1)[z] + L(1)[z]

∞∑︂
j=1

L(gj(t))[z], Re z > 0.
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Naším dalším cílem bude aplikovat Větu 10 na ∑︁∞
j=1 L(gj(t))[z], jejíž předpo-

klady záhy ověříme. Tedy budeme mít

(︂
Ĝ(z)

)︂−1
=L(1)[z] + L(1)[z]

∞∑︂
j=1

L(gj(t))[z]

(1)=L(1)[z] + L(1)[z]L
⎛⎝ ∞∑︂

j=1
gj(t)

⎞⎠ [z]

(2)=L(1)[z] + L

⎛⎝1 ∗
∞∑︂

j=1
gj(t)

⎞⎠ [z]

=L(1)[z] + L

⎛⎝∫︂ t

0

∞∑︂
j=1

gj(τ)dτ

⎞⎠ [z]

(3)=L

⎛⎝1 +
∫︂ t

0

∞∑︂
j=1

gj(τ)dτ

⎞⎠ [z]

přičemž v (1) jsme použili větu 10, ve (2) a (3) Větu 8.
Z vyjádření funkce Y (t) vidíme, že je součtem 1 a integrálu od 0 do t z funkce

z L1([0, T ],R), kde t ∈ R+ pro každé t ∈ (0, ∞). Tedy Y ∈ AC([0, T ],R), pro
každé T ∈ (0, ∞), tudíž Y ∈ ACloc([0, ∞),R).

Nyní ověříme předpoklady Věty 10 na ∑︁∞
j=1 L(gj(t))[z]. Z věty 31 platí, že

0 = σgj
pro každé j = 1, 2, . . . a dále

∞∑︂
j=1

∫︂ ∞

0
e−x0t |gj(t)| dt ≤

∞∑︂
j=1

(︃
a

x0

)︃j

< ∞ pro x0 > a.

Tímto jsem ověřili předpoklady Věty 10.
Dále ovšem víme, že

|L(Y (t))[z]| =
⃓⃓⃓⃓(︂

Ĝ(z)
)︂−1

⃓⃓⃓⃓
≤ 1

|z|
+ 1

|z|

∞∑︂
j=1

∫︂ ∞

0
e−(Re z)t |gj(t)| dt

≤ 1
|z|

+ 1
|z|

∞∑︂
j=1

(︃
a

Re z

)︃j

< ∞,

pro všechna Re z > a = sup0≤t<∞ |g1(t)|. Tedy σY = sup0≤t<∞ |g1(t)|.

Věta 33. Funkce Y (t) je jediné řešení rovnice

Y (t) = 1 −
∫︂ t

0
Y (t − τ)η(−τ)dτ, t ≥ 0,

Y (t) = 0, t < 0.
(6.5)
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Důkaz. Máme, že

Ĝ(z) =z
(︃

1 − 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdη(s)

)︃
1
z

Ĝ(z) =1 − 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdη(s)

1
z

=
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
−
(︂
Ĝ(z)

)︂−1 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdη(s)

1
z

+
(︂
Ĝ(z)

)︂−1 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdη(s) =

(︂
Ĝ(z)

)︂−1

L(1)(z) + L (Y (t)) (z)L (−η(−t)) [z] =L (Y (t)) (z)
L(1)(z) + L (Y (t) ∗ −η(−t)) [z] =L (Y (t)) (z)

L(1)(z) + L
(︃

−
∫︂ t

0
Y (t − τ)η(−τ)dτ

)︃
[z] =L (Y (t)) (z)

L(1)(z) − L
(︃∫︂ t

0
Y (t − τ)η(−τ)dτ

)︃
[z] =L (Y (t)) (z),

1 −
∫︂ t

0
Y (t − τ)η(−τ)dτ =Y (t)

Jednoznoznačnost řešení:
Buď Y1 a Y2 dvě řešení rovnice (6.5), pak pro t ≥ 0 platí, že

|Y1(t) − Y2(t)| =
⃓⃓⃓⃓
1 −

∫︂ t

0
Y1(t − τ)η(−τ)dτ − 1 +

∫︂ t

0
Y2(t − τ)η(−τ)dτ

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
Y2(t − τ)η(−τ)dτ −

∫︂ t

0
Y1(t − τ)η(−τ)dτ

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
Y2(t − τ)η(−τ) − Y1(t − τ)η(−τ)dτ

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
(Y2(t − τ) − Y1(t − τ))η(−τ)dτ

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓
−
∫︂ 0

t
(Y2(T ) − Y1(T ))η(T − t)dT

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓∫︂ t

0
(Y2(T ) − Y1(T ))η(T − t)dT

⃓⃓⃓⃓
≤ sup

−r≤θ≤0
|η(θ)|

∫︂ t

0
|Y2(T ) − Y1(T )| dT

≤ 0,

přičemž v posledním řádku jsme použili Větu 3 pro u(t) = |Y1(t) − Y2(t)|, α(t) = 0
a β(s) = sup−r≤θ≤0. Tedy Y1 ≡ Y2.

Definice 6. Funkci Y nazveme fundamentálním řešením rovnice (6.1).

6.2.2 Variace konstant
Z (6.3) máme, že

L(x(t))[z] = Ĥ(z)Ĝ(z)−1
,
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kde

Ĥ(z) := ϕ(0) −
∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s),

Ĝ(z) := z
(︃

1 − 1
z

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
.

V předchozí části jsme zjistili, že

L−1
(︂
Ĝ(z)−1

)︂
(t) = Y (t), t ≥ 0.

Nyní se zaměříme na funkci Ĥ. Nejprve si funkci Ĥ rozepíšeme následovně

Ĥ(z) = ϕ(0) + Ĥ1(z),

kde
Ĥ1(z) = −

∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s).

Následující věta nám řekne, zda můžeme Ĥ1 napsat jako Laplaceovu transformaci
nějaké funkce.

Věta 34. Ĥ1 je Laplaceovou transformací funkce

h1(t) =
{︄ ∫︁−t

−r ϕ(t + s)dµη(s), 0 ≤ t ≤ r,
0, t > r.

Pokud ale rozšíříme funkci ϕ nulou pro t > 0, dostáváme, že

h1(t) =
∫︂ 0

−r
ϕ(t + s)dµη(s).

Důkaz. Je pravdou, že

Ĥ1(z) = −
∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s)

= −
∫︂ 0

−r

∫︂ s

0
ϕ(s − ξ)ezξdξdµη(s)

=
∫︂ 0

−r

∫︂ 0

s
ϕ(τ)e−z(τ−s)dτdµη(s)

=
∫︂ 0

−r

∫︂ −s

0
ϕ(T + s)e−zT dTdµη(s)

=
∫︂ r

0

∫︂ −T

−r
ϕ(T + s)e−zT dµη(s)dT

=
∫︂ r

0
e−zT h1(T )dT

=
∫︂ ∞

0
e−zT h1(T )dT

= L(h1(t))[z].

Nyní již můžeme zformulovat a dokázat hlavní větu této sekce.
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Věta 35 (Variace konstant). Řešení rovnice (6.1) ja dáno předpisem

x(t) = ϕ(0)Y (t) +
∫︂ t

0
L(ϕτ )Y (t − τ)dτ,

kde L(ϕτ ) =
∫︁ 0

−r ϕτ (s)dµη(s).

Důkaz. Z (6.3) máme, že

L(x(t))[z] = Ĥ(z)Ĝ(z)−1

a dále platí:

L(x(t))[z] =
(︂
ϕ(0) + Ĥ1(z)

)︂
Ĝ(z)−1

L(x(t))[z] =
(︃

ϕ(0) + L
(︃∫︂ 0

−r
ϕ(t + s)dµη(s)

)︃
[z]
)︃

L (Y (t)) [z]

L(x(t))[z] = ϕ(0)L (Y (t)) [z] + L
(︃∫︂ 0

−r
ϕ(t + s)dµη(s)

)︃
[z]L (Y (t)) [z]

L(x(t))[z] = L (ϕ(0)Y (t)) [z] + L (L(ϕt) ∗ Y (t))
L(x(t))[z] = L (ϕ(0)Y (t) + L(ϕt) ∗ Y (t))

L(x(t))[z] = L
(︃

ϕ(0)Y (t) +
∫︂ t

0
L(ϕτ )Y (t − τ)dτ

)︃
.

Užitím Lerchovy věty tedy dostáváme, že

x(t) = ϕ(0)Y (t) +
∫︂ t

0
L(ϕτ )Y (t − τ)dτ pro skoro všechna t > 0.

6.2.3 Exponenciální odhad řešení
Cílem této části bude dokázat, co nejlepší exponenciální odhad funkce x.

Definice 7. Buď ωL,ϕ = sup{Re z|Ĝ(z) = 0}.

Poznámka. Platí, že
Ĝ(z) = 0 ⇔ z =

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s),

Dále máme následující odhad

|z| =
⃓⃓⃓⃓∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ 0

−r
e(Re z)sdµvar[−r,s](η)(s) ≤ var[−r,0](η), pro Re z > 0.

Z toho ovšem plyne, že ωL,ϕ < ∞.

Věta 36.
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Nejprve si L(x(t))[z] = Ĝ(z)−1Ĥ(z) rozepíšeme následujícím způsobem

Ĝ(z)−1Ĥ(z) = Ĝ(z)−1Ĥ(z) − (z − ωL,ϕ)−1Ĥ(z) + (z − ωL,ϕ)−1Ĥ(z)
=
(︂
Ĝ(z)−1 − (z − ωL,ϕ)−1

)︂
Ĥ(z) + (z − ωL,ϕ)−1Ĥ(z)

= a1 + a2,

kde

a1 =
(︂
Ĝ(z)−1 − (z − ωL,ϕ)−1

)︂
Ĥ(z)

a2 = (z − ωL,ϕ)−1Ĥ(z)

A tedy
L(x(t))[z] = a1 + a2.

a1 jako Laplaceova transformace:
Funkci Ĝ(z)−1 − (z − ωL,ϕ)−1 můžeme rozepsat následovně

Ĝ(z)−1 − (z − ωL,ϕ)−1I = Ĝ(z)−1(z − ωL,ϕ)(z − ωL,ϕ)−1

− (z − ωL,ϕ)−1Ĝ(z)−1Ĝ(z)
= Ĝ(z)−1(z − ωL,ϕ)−1

(︂
(z − ωL,ϕ)I − Ĝ(z)

)︂
(1)= Ĝ(z)−1(z − ωL,ϕ)−1

(︃
−ωL,ϕI + z − z +

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
= Ĝ(z)−1(z − ωL,ϕ)−1

(︃
−ωL,ϕI +

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
,

přičemž v (1) jsme si uvědomili, že Ĝ(z) = z −
∫︁ 0

−r ezsdµη(s). Nyní již můžeme
přejít k samotnému odhadu funkce a1.

Nyní buď z ∈ C takové, že Re z = γ := ωL,ϕ + ε, kde ε > 0 libovolně malé.⃓⃓⃓⃓
Ĝ(z)−1(z − ωL,ϕ)−1

(︃
−ωL,ϕ +

∫︂ 0

−r
ezsdµη(s)

)︃
Ĥ(z)

⃓⃓⃓⃓
≤⃓⃓⃓⃓

Ĝ(γ + iτ)−1(γ + iτ − ωL,ϕ)−1
(︃

−ωL,ϕ +
∫︂ 0

−r
e(γ+iτ)sdµη(s)

)︃
Ĥ(γ + iτ)

⃓⃓⃓⃓
≤

K

τ

1
|τ |

(|ωL,ϕ| + N)M ∥ϕ∥ ≤ K̂

|τ |2
∥ϕ∥ .

Tedy podle věty 14 je funkce
(︂
Ĝ(z)−1 − (z − ωL,ϕ)−1

)︂
Ĥ(z) Laplaceovou trans-

formací funkce
f(t) = eγt 1

2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωtdω

a platí, že ⃓⃓⃓⃓
eγt 1

2π

∫︂ ∞

−∞
F (a + iω)eiωtdω

⃓⃓⃓⃓
≤ C̃eγt ∥ϕ∥

a2 jako Laplaceova transformace:
Nejprve si uvědomíme, že
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a2 = (z − ωL,ϕ)−1ϕ(0) − (z − ωL,ϕ)−1
∫︂ 0

−r
ϕ ∗ ez(s)dµη(s)

= (z − ωL,ϕ)−1ϕ(0) − (z − ωL,ϕ)−1L(ϕ ∗ ez).

Dále buď Re z > ωL,ϕ, pak platí

L
(︂
eωL,ϕtϕ(0)

)︂
[z] =

∫︂ ∞

0
e−zteωL,ϕtϕ(0)dt

=
∫︂ ∞

0
e(ωL,ϕ−z)tϕ(0)dt

= (z − ωL,ϕ)−1 ϕ(0)

L
(︂
eωL,ϕt ∗ L(ϕt)

)︂
[z] = L(eωL,ϕt)[z]L(L(ϕt))[z]

=
∫︂ ∞

0
e(ωL,ϕ−z)tdt(−L(ϕ ∗ ez))

= −(z − ωL,ϕ)−1L(ϕ ∗ ez).
Tedy máme, že

a2 = L
(︂
eωL,ϕtϕ(0)

)︂
[z] + L

(︂
eωL,ϕt ∗ L(ϕt)

)︂
[z]

a ⃓⃓⃓
eωL,ϕtϕ(0) + eωL,ϕtL(ϕt)

⃓⃓⃓
≤ eγt ∥ϕ∥ B̃.

Nové vyjádření funkce L(x(t))[z]:
Tedy nyní máme, že pro všechna z ∈ C taková, že Re z > ωL,ϕ, platí

L(x(t))[z] = L(f(t))[z] + L
(︂
eωL,ϕtϕ(0)

)︂
[z] + L

(︂
eωL,ϕt ∗ L(ϕt)

)︂
[z].

Podle Lerchovy věty pak pro skoro všechna t ≥ 0 platí

x(t) = f(t) + eωL,ϕtϕ(0) + eωL,ϕt ∗ L(ϕt)

a podle předchozích odhadů tedy máme, že

|x(t)| ≤ D̃ ∥ϕ∥ eγt = D̃ ∥ϕ∥ e(ωL,ϕ+ε)t.

6.2.4 Rozšíření do maticové formy
Pro větší přehlednost jsme dosud řešili rovnici (6.1), kde x ∈ C ([−r, ∞),R),

ϕ ∈ C ([−r, 0),R) a η ∈ BV ([−r, 0],R). Mohli bychom ale uvažovat i složitějsí
rovnici, kdy x ∈ C([−r, ∞),Cn), ϕ ∈ C([−r, 0],Cn) a η = {ηij}n

i,j=1 je matice
n × n, kde ηij ∈ BV ([−r, 0],R) pro všechna i, j = 1, . . . , n. To jest nově bychom
měli rovnici

x′(t) =
∫︂ 0

−r
dµη(s)xt(s), t > 0,

x(t) = ϕ(t), − r ≤ t ≤ 0,
(6.6)

přičemž

∫︂ 0

−r
dµη(s)xt(s) =

⎛⎝ n∑︂
j=1

∫︂ 0

−r
xj(s)µη1j

(s), . . . ,
n∑︂

j=1

∫︂ 0

−r
xj(s)µηnj

(s)
⎞⎠⊤
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je Lebesgue-Stieltjesův integrál. Stejným způsobem jako v předešlých částech
bychom došli k tomu, že Laplaceova transformace nyní již vektorové funkce x lze
vyjádřit jako

L(x(t))[z] =
(︂
Ĝ(z)

)︂−1
Ĥ(z),

pro všechna z ∈ C taková, že Re z > var[−r,0](η) a det
(︂
Ĝ(z)

)︂
̸= 0. Funkce

det
(︂
Ĝ(z)

)︂
by tedy nově byla charakteristickou funkcí příslušnou rovnici (6.6) a

nyní již vektorová funkce Y by byla fundamentálním řešením rovnice (6.6).

46



Seznam použité literatury
Arino, O., editor (2006). Delay Differential Equations and Applications. Sprin-

ger, United Kingdom. ISBN 1-4020-3646-0(PB).

Doetsch, G. (1950). Handbuch der Laplace-Transformation. Bd. I, Theorie der
Laplace-Transformation. Birkhäuser, Basel.

Hale, J. K. (1993). Introduction to Functional Differential Equations. 2.nd
edition. Springer, New York. ISBN 0-387-94076-6.

Jarník, V. (1984). Integrální počet II. Academia, Praha. ISBN 104-21-853.

Rudin, W. (1976). Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, Inc. ISBN
978-0070542358.

Rudin, W. (2003). Analýza v reálném a komplexním oboru. Vydání 2., přepra-
cované. Academia, Praha. ISBN 80-200-1125-0.

Tvrdý, M. Stietjesův integrál (Kurzweilova teorie).

Zemanian, A. H. (1965). Distribution theory and transform analysis : an intro-
duction to generalized functions, with applications. McGraw-Hill, New York.

47


	Úvod
	Značení a základní věty
	Značení
	Základní věty

	Laplaceova transformace
	Inverzní Laplaceova transformace
	Lebesgue-Stieltjesův integrál
	Lebesgue-Stieltjesova míra
	Lebesgue-Stieltjesův integrál
	Vlastnosti


	Řešení lineární diferenciální rovnice pomocí Laplaceovy transformace
	Řešení lineární funkcionální diferenciální rovnice pomocí Laplaceovy transformace
	Existence řešení a jeho odhad
	Laplaceova transformace řešení
	Fundamentální řešení
	Variace konstant
	Exponenciální odhad řešení
	Rozšíření do maticové formy


	Seznam použité literatury

