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ABSTRAKT

Cilem bakalatské prace je predstavit praktické aplikace goniometrickych funkci v rliznych
oblastech mechaniky. Jedna se pfitom o takové oblasti, které jsou tak ¢i onak soucasti naSeho
kazdodenniho zivota. V praci jsou popsany nebo vysvétleny nutné souvislosti tak, aby byl
text srozumitelny pro absolventa stfedni Skoly. Prace mize byt pouzita jako uc¢ebni pomticka
pro ucitele fyziky nebo matematiky na stfednich Skoldch. Duraz je kladen na aplikace
goniometrickych  funkci. Pfedchozi znalost goniometrickych funkci, zejména
goniometrickych vzorcti, se piredpoklada. Znacna Cast prace je zpracovéana na zakladé
zahrani¢nich kurzl z fyziky. Prace neni vyCerpavajicim vyctem oblasti fyziky, ve kterych
lze goniometrické funkce uplatnit. Je vSak dikazem, ze goniometrické funkce jsou pro

popsani fady elementdrnich fyzikalnich jevl nezbytné.
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ABSTRACT

The aim of the bachelor thesis is to present practical applications of goniometric functions
in various fields of mechanics. These are areas that are part of our daily lives in one way or
another. The work describes or explaines the necessary context in order to make the text
understandable to a high school graduate. The work can be used as a teaching tool for
teachers of physics or mathematics in secondary schools. Emphasis is placed on the
application of goniometric functions. Previous knowledge of goniometric functions,
especially goniometric patterns, is assumed. Much of the work is processed on the basis of
internationally recognized lectures in physics. The work is not an exhaustive list of areas of
physics in which goniometric functions can be applied. However, it is proof that goniometric

functions are necessary to describe a number of elementary physical phenomena.
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Cil bakalarské prace

Goniometrické funkce maji vyuziti zejména pii vypoctech v pravouhlych trojahelnicich a
lze je roz$ifit i na trojuhelniky obecné. Protoze pravouhly trojuhelnik lze z obecného
trojuhelniku snadno vytvofit tim, Ze z vrcholu trojuhelniku vedeme kolmici na protéjsi
stranu, piipadné lze pravouhly trojuhelnik nalézt i v n-uhelniku, je ziejmé, Ze situaci, ve
kterych teoreticky lze goniometrické funkce pouzit, je mnoho. Tato prace si klade za cil
seznamit ¢tenafe s fyzikalnimi situacemi z oblasti mechaniky, které by bez goniometrickych
funkci nemohly byt popsany. Uelem pfitom je nédzorné demonstrovat na zvolenych
ptikladech pouzivani goniometrickych funkci a ukézat, jak jejich vlastnosti popisuji dany
déj. Prace je rozdélena do péti kapitol, které jsou vénovany fyzikalnim déjam. Témito déji
jsou pohyb télesa po naklonéné rovin€, pohyb télesa vrzeného Sikmym vrhem, odvozeni
Coriolisovy sily, rizné typy kyvadel a hmotny bod zavéSeny na pruzing, ktery se pohybuje
za ruznych podminek. V kazdé kapitole jsou uvedeny srozumitelné postupy, kterymi se
odvozuji zékladni vzorce a vztahy pfislusné tématu kapitoly, pficemz goniometrické funkce
jsou v nich stézejni. Ponékud odlisna je kapitola Coriolisova sila, ve které je existence této
sily dokazana s tim, Ze goniometrické funkce jsou pouzity jen v prubéhu tohoto dokazovani.
Proto soucasti kapitoly Coriolisova sila neni podkapitola vénovand moznym aplikacim
goniometrickych funkei. Cilem prace je sestavit srozumitelny didakticky text, ktery miize
byt pouzit jako pomicka pii vykladu tématu Goniometrické funkce na stfedni Skole. Slouzi
proto spise vyucujicim jako ptehled aplikaci téchto funkci nez samotnym zakim, protoze
kapitoly jsou vénovany odvozovani teorie a neobsahuji pocetni piiklady k procvi¢ovani

goniometrickych funkei.



1 Naklonéna rovina

Naklonéna rovina se vyuziva k usnadnéni préce, piestoze celkova vykonana prace je pii
pouziti naklonéné roviny vétsi nez bez jejiho pouziti. Nevyhodou naklonéné roviny totiz je
jeji znacna prostorovd naro¢nost (a tudiz také draha, na které je prace vykonavéna).
Okamzitd konand prace je ale pfi pouziti naklonéné roviny v kazdém okamziku mensi.
Praktickymi ptiklady vyuziti naklonéné roviny jsou napiiklad vétsi sklony stfech, na které
v zim¢ pusobi vrstva snéhu mensi silou smérem kolmym k zemi, nebo prkna, po kterych
zvedame do vysky tézké predméty tim snaz, ¢im mensi thel svira prkno se zemi a také ¢im
mensi je vyska, do které predmét zvedame. Této zakladni pfednosti jednoduchych stroji —
usnadiovani prace — si v§iml uz Archimedes (288 ptf.n.l. — 212 pt.n.1.), kdyz ilustroval zdkon
paky. Specialn¢ naklonénou rovinou se pak zabyval Simon Stevin (1548-1620), holandsky
fyzik a myslitel z obdobi renesance ve svém dile De beghinselen der weegkonst (v ptekladu
Princip rovnovahy). Problematice naklonéné roviny se v neposledni fad€ vénoval i1 Galileo

Galilei (1564-1642), ktery pii pokusech s naklonénou rovinou objevil zékon volného padu.

V souvislosti s naklonénou rovinou zkoumame pohyb télesa a jeho charakteristiky. Téleso
se muze po roviné pohybovat bud’ pohybem posuvnym, nebo valenim. Posuvny pohyb po
naklonéné roviné je urcen zrychlenim télesa. Toto téma je zpracovano v kapitole 1.1 a bylo

prevzato z literatury (Svoboda, 1984, s. 69-71).

1.1 Posuvny pohyb po naklonéné roviné

Naklonéna rovina o je rovina, ktera svird s vodorovnou rovinou p ostry uhel o velikosti a.

Piedpokladejme, Ze na naklonéné roviné je umisténo téleso o hmotnosti m. Na toto téleso

-

pusobi Zem¢ gravitacni silou Fy, jejiz smér je kolmy k rovin€ p. Gravita¢ni silu Ize rozlozit
W &4 r w = =
na dv€ navzajem kolmé slozky F, a Fy, kde
E, = F; - sin(a)
je sila, jejiz smér je rovnobézny s naklonénou rovinou, a slozka

E, = F; - cos(a)



vytvaii tlakovou silu. Gravita¢ni sila

Obrazek €. 1: Posuvny pohyb po naklonéné roviné

Pohybové ucinky slozky ﬁn jsou podle 3. Newtonova pohybového zakona (zdkon akce a

reakce) anulovany silou, kterou na téleso plisobi naklonéna rovina. Do pohybu téleso uvadi

pouze slozka ﬁp. Proti ni plisobi tieci sila ﬁt.
Velikost tfeci sily je rovna
Fe=f"F,

kde f je soucinitel dynamického tfeni mezi povrchem télesa a roviny. Sila, ktera uvadi t€leso

do pohybu, ma proto velikost
F=F —F,
respektive po dosazeni
F=m-g-(sin(a) — f - cos(a)). (1)
Tuto silu lze také podle 2. Newtonova pohybového zdkona vyjadrit
F=m-a. (2)
Porovnanim vztahu (1) a (2) zjistim velikost zrychleni

a =g - (sin(a) — f - cos(a)),



které télesu udili sila ﬁp. Tento vztah plati za piredpokladu, Ze je koeficient dynamického

trenit

f < tg(a).

Je-li

f>tgla),

pak je zrychleni tieci sila vétsi nez sila, kterd se snazi téleso uvést do pohybu, coz znamena,

ze téleso je v klidu.

Zrychleni tclesa tedy zavisi na velikosti Uhlu a, ktery svird naklonéna rovina o
s vodorovnou rovinou p, a na hodnoté soucinitele smykového tieni f. Specialné, pokud je

zrychleni
a=0
a téleso se po naklonéné rovin€ pohybuje rovnomérnym piimocarym pohybem, pak je

f = tg(a).

Tim jsou rozebrany vSechny kli¢ové charakteristiky pohybu télesa po naklonéné roviné.
Obdobné lze charakteristiky pohybu odvodit i v pifipadé, kdy se po naklonéné roviné
pohybuje soustava dvou téles. V nésledujicich dvou podkapitolach jsou rozebrany dvé
zakladni varianty takovych soustav, a to nejprve varianta, kdy jsou na naklonéné roviné dvé
télesa tvaru hranolu, ktera se navzajem dotykaji jednou sténou, a za druhé situace, kdy jeden

hranol je umistén na druhém hranolu.

1.1.1 Soustava dvou hranoli na naklonéné roviné dotykajici se jednou sténou

UvaZujme rovinu p a rovinu o, kterd s rovinou p svira uhel o velikosti a.! Na naklon&né
roving o jsou umisténa dvé télesa T; a T, tvaru hranolu tak, Ze ob¢ télesa se dotykaji jednou
sténou. Hmotnost hranolu T; je m; a hmotnost hranolu T, je m,. Soucinitel tfeni mezi
télesem T; a rovinou o je f;. Soucinitel tfeni mezi T, a ¢ je f,. Vychozi situace je

znazornéna na obrazku ¢. 2.

! (Fshnrich, 2001, str. 31, 106)
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Obrazek ¢&. 2: Té€lesa umisténa za sebou na naklonéné roviné

Ulohu budu fesit zvIast pro piipad, kdy je f; < f,, a zadruhé f; > f,.

Predpokladejme tedy nejprve, ze je f; < f,. Na velikosti soucinitele smykového tieni f
zavisi piimo umérné velikost tfeci sily. Proto na prvni téleso T; ptsobi vétsi tieci sila nez na
druhé téleso T, a prvni téleso se tudiz pohybuje pomaleji. Télesa se pohybuji tésné za sebou,
takze je prvni téleso zpomalovano druhym télesem. Zrychleni d, prvniho télesa se zvétSuje
do té doby, dokud se velikosti zrychleni d, a d, nesrovnaji. Soustava t&chto dvou téles se

pak pohybuje se zrychlenim d. Sestavim pohybovou rovnici pro téleso T;
my-a=my-g-(sin(a) — f; - cos(a))
a pro téleso T,

my,-a=m,-g-(sin(a) — f, - cos(a)).

Sectenim obou téchto rovnic a naslednym vynasobenim vzniklé rovnice vyrazem —
1 2

zjistim, Ze zrychleni @, kterym se pohybuji obé t&lesa, je rovno

fi-my+ f-my

a=g-sin(a) — g -cos(a) - p——

11



Najdu velikost sily T, kterou pusobi druhé téleso na prvni; velikost této sily je kladna.
Stejnou silou, ale s opacnym znaménkem, ptsobi prvni té¢leso na druhé. Sestavim pohybovou

rovnici pro druhé téleso. Dostavdm rovnici
E,—F—-T=my"aq,
odkud po dosazeni a Gpravé vyjadiim

T_m1'mz'g'(f1—fz)'cos(a)
B m; +m, |

Pokud je f; > f,, tak je tfeci sila prvniho télesa vétsi nez tieci sila druhého télesa, coz
znamena, ze prvni téleso se pohybuje pomaleji nez druhé téleso. Proto ob¢ télesa nemaji
spole¢ny dotyk a tlakova sila T, kterou na sebe pusobi, je nulova. Ob¢ télesa se pohybuji
samostatné se zrychlenim stejného sméru, ale obecné rizné velikosti. Zrychleni prvniho

télesa je
a; = g (sin(a) — f; - cos(a))

a zrychleni druhého télesa je

az = g - (sin(a) — f; - cos(a)).

1.1.2 Pohyb dvou hranoli na naklonéné roviné, z nichZ jeden je umistén na druhém
Uvazujme rovinu p a rovinu o, kterd s rovinou p svird thel o velikosti «. Na naklonéné
roving o jsou umisténa dvé télesa T; a T, tvaru hranolu tak, Ze téleso T, je umisténo na
télese T; a nedotykd se roviny o, a téleso T; je na rovin€ o polozeno jednou sténou.
Hmotnost télesa T; je m,. Soucinitel smykového tfeni mezi télesem T; a rovinou o je f;.
Hmotnost télesa T, je m,. Soucinitel smykového tfeni mezi télesy T, a T; je f,. Ob¢ télesa

jsou v ¢ase t = 0 v klidu. Vychozi situace je znazornéna na obrazku €. 3.

12
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(mq 4+ ma)- g
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Obrazek ¢. 3: Télesa umisténa na sobé na naklonéné roviné

Reseni této Casti zalezi na vzajemném vztahu mezi parametry f;, f, a @. Protoze se roviny
o bezprosttedné dotyka téleso o hmotnosti m; (dale nazyvané prvni téleso), zamétim se

nejprve na vztah mezi f; a a. T€leso je pfitahovdno Zemi gravitacni silou
E,=m-g.

Tu rozlozim stejné jako v Casti (a) na slozku F,, jejiz smér je rovnobézny s naklonénou

. w = w . 7 /4 r <] r W r . W
rovinou, a na slozku F,, coZ je sila normalova a plsobi kolmo k naklonéné roving. Pro

zminéné sily plati vztah
F,=F +E,.

Dale na télesa na naklonéné roviné plisobi normalova sila. Je-li I_\72 normalova sila, kterou
pusobi druhé (horni) téleso na sténu prvniho (spodniho) télesa, pak prvni téleso plisobi na
naklonénou rovinu normalovou silou 171 + IVZ, kde ﬁl je normalova sila, kterou by na
naklonénou rovinu plisobilo samotné prvni téleso, pokud by na ni bylo umisténo samostatn¢.
ProtoZe je slozka a, vektoru zrychleni d soustavy, ktera je na rovinu o kolma, rovna nule,

ma pohybovéa rovnice ve sméru kolmém na naklonénou rovinu tvar

13



Proto je

a lze tedy vyjadrit
N =m- g - cos(a).
Proti sile ﬁp pusobi treci sila F, takové, Ze pro silu F, kterd uvadi t8leso do pohybu, plati
rovnost
F =F, —F,. 3)
Je-li téleso v klidu, pak je sila (3) nulova, a proto je
Fy = E,
neboli
F, =m- g -sin(a).
Dale lze velikost tfeci sily vyjadfit pomoci soucinitele teni f
F,=f"-N. “)
Po dosazeni dostavam
m-g-sin(a) < f-m-g-cos(a)
a po upravach
f = tg(a), )

kde koeficient f zdlezi na typu materidlu, z nichZ je vyrobeno téleso a naklonéna rovina. Za
této podminky zistava téleso v klidu. Pokud bych dosadil za stejné proménné do rovnosti

(4) a provedl bych stejné upravy, dostal bych rovnost

f = tg(a). (6)

Ze vztahu (5) a (6) vyplyva, Ze téleso zustava v klidu pravée tehdy, kdyz je

f = tg(a).

14



Reseni tlohy rozdélim na samostatné ¢asti.
(i) Pokud je

fi = tg(a)

fZ = tg(a),
pak ob¢ t¢lesa na naklonéné roving setrvavaji v klidu, a proto jsou zrychleni
a1 = az == O

(ii) Pokud je

fr =z tg(a)
a
fa < tg(@),
je zrychleni prvniho télesa
a, =0

a zrychleni druhého télesa je
a; = g - (sin(a) — f; - cos(a)).
(iii) Necht’ je
fi <tgla)
a soucasné
fizfe

Pak tfeci sila ptisobici na druhé téleso uréena koeficientem tfeni f, ptisobi proti tieci sile,
ktera také ovliviiuje pohyb druhého télesa a je uréena koeficientem tieni f;. Celkoveé druhé

téleso ovliviiuje zrychleni prvniho télesa tieci silou
F.,=-m;-g-fi-cos(a) + my-g-f,cos(a). (7

Podle 2. Newtonova pohybového zakona udili prvnimu télesu zrychleni sila

15



F1 ES m1 'al,

ktera je rovna vyslednici vSech sil, které na prvni téleso ptsobi. Proto je zrychleni prvniho

t€lesa

m, - (f; — f1) - cos(a)

1

a; = g - |sin(a) — f; - cos(a) +
Na zrychleni druhého télesa nema vliv koeficient tieni f;, ktery ptisobi mezi naklonénou
rovinou a prvnim télesem, a proto se druhé téleso pohybuje se zrychlenim
az = g - (sin(a) — f; - cos(a)).

(iv) Necht je

fi < tgla)
a soucasné

fi<fa
Pak je tieci sila (7) nulova, a proto se prvni i druhé téleso pohybuji se zrychlenim
a; = a, = g - (sin(a) — f; - cos(a))

bez ohledu na to, zda je

fa = tg(a),
nebo

fa < tg(a).

Nasledujici podkapitola zkouma pohyb télesa valenim po naklonéné roviné. Toto téma je

zpracovano na zakladé literatury (Halliday, 2000, str. 297-302).

1.2 Valeni po naklonéné roviné

Necht je ddna rovina p arovina o, kterd je s rovinou p rtiznobéZna a jejich odchylka je ostry
uhel a. Rovina o je rovina naklonénd vici rovin€ p. Na roviné ¢ je umisténo homogenni

rotacné symetrické téleso, jehoz t&zisté je v bodé T. Tento bod je soucasné jeho hmotnym

16



sttedem 1 geometrickym sttedem. Bez jmy na obecnosti 1ze za téleso na roviné o zvolit

2%

roviny p. Koule se dotyka roviny o v bod¢ P. Situace je zndzornéna na obrazku €. 4.

7

Obrazek ¢. 4: Koule na naklonéné roviné

Po uvedeni koule do pohybu se bude po naklonéné roviné pohybovat valenim. Predpokladem
pfitom je, Ze se koule vali po pfimé draze bez prokluzovani. Valeni je druh pohybu, na ktery
1ze nahliZet naptiklad jako na sloZeni posuvného a otacivého pohybu. Toto zavedeni umozni
zabyvat se dale kinetickou energii valici se koule pfi valivém pohybu. Bod okamZit¢ho
dotyku P s rovinou o se pii valivém pohybu posune za Casovy usek t doptedu o vzdalenost
s. Oznac¢im P’ bod dotyku koule s rovinou o po uplynuti ¢asu t. Pak bod P’ je obraz bodu P

také velikosti poloméru koule R. Pomoci téchto dvou veli€in ji 1ze vyjadfit vztahem

s=R-. (8)

2%

T&zisté koule (a tedy také jeji geometricky stied) se pohybuje rychlosti ¥ rovnobé&zné
s naklonénou rovinou o. Velikost rychlosti stfedu koule je urcena derivaci

E

dt’
Velikost uhlové rychlosti w koule vzhledem k ose vedené jeho stfedem je urcena derivaci

dy
dt’
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Zderivovanim vztahu (8) podle Casu t tedy vznikne rovnost
vV=w-"R, )

ze které lze bezprostiedné vyjadfit velikost tthlové rychlosti w. Tato rovnost plati za

ptedpokladu, ze se koule vali bez prokluzovani.

Pokud na valivy pohyb nahlizime jako na slozeni posuvného a otacivého pohybu, pohybuji
se body na obvodu koule (tzv. sféfe) riznou rychlosti. Body, které se nachazi velmi blizko
bodu dotyku P, se pohybuji rychlosti t¢émét nulovou. Naopak body, které jsou v nejvetsi
vzdalenosti od P, se ze vSech bodil na sféfe pohybuji nejrychleji, a to rychlosti témét dvakrat
velkou, nez je rychlost stfedu koule. Velikost rychlosti sttedu koule lze urcit jednak ze
zdkona zachovani mechanické energie, nebo druhym zplsobem s vyuZitim momentu
hybnosti soustavy, v niz se koule pohybuje po naklonéné roviné. Vysledna velikost rychlosti

pohybu bude stejna nezavisle na volb¢ postupu.

Zakon zachovani mechanické energie tikd, Ze pti kazdém mechanickém dé&ji v izolované
soustavé téles se kineticka energie méni v potencidlni a naopak, ale celkovd mechanicka
energie soustavy ziistava konstantni. Pro vypocet okamzité kinetické energie koule vyuziju

zavedeni valivého pohybu jako slozeni posuvného a rotacniho pohybu. Velikost kinetické

roviny p. Lze ji vyjadfit jako rovnost
h = s -sin(a).

Koule béhem svého pohybu z mista, v némz byla do pohybu uvedena, az do okamziku, ve

kterém se poprvé dotkne roviny p, ziskd kinetickou energii Ej, o velikosti
Ey =m-g-s-sin(a). (10)

Dalsi vyjadfeni kinetické energie koule plyne ze zavedeni valivého pohybu jako rotace
kolem okamzité osy. OkamzZitou osou je pfimka prochazejici sttedem koule T a okamzitym

bodem dotyku P koule s rovinou o. Kineticka energie télesa je potom rovna

Ek=_'IP'w2' (1T)
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kde Ip je moment setrvacnosti koule vzhledem k ose vedené bodem P (a neprochdzejici
vyjadiujici miru setrvacnosti télesa pti jeho ota¢ivém pohybu. Zavisi na rozlozeni hmoty
v télese tak, ze ¢im jsou Castice t€z8i a vzdalené€jsi od osy, kolem které téleso rotuje, tim je

moment setrva¢nosti télesa veétsi.

Obrazek ¢. 5: Okamzitd osa otaceni

Veli¢inu Ip déle vyjadiim s vyuzitim vztahu plynouciho ze Steinerovy véty. Ta tika, Ze

WV

moment setrvacnosti télesa vzhledem k jeho ose neprochéazejici t€zistém Ip je roven souctu

WV

Steinerovy véty je
Ip=1I +m-R2 (12)

Vv v

Dosazenim vztahu (12) do vztahu (11) a s vyuzitim vyjadieni (9) pro rychlost t&zisté

koule ziskavam pro okamzitou kinetickou energii koule vztah
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1 1
Ekzz-IT-a)2+§-m-v%. (13)

Tento vztah odpovida zavedeni valivého pohybu jako slozeni posuvného a otacivého
pohybu. Prvni séitanec na pravé strané ve vyjadieni (13) je roven kinetické energii
ptispévek celkové kinetické energie koule plynouci zjejiho posuvného pohybu. Za

predpokladu, ze koule na naklonéné roving je plna, je

2
IT=§-m-R2. (14)

Porovnanim vztaht (10) a (13) pro kinetickou energii koule a také s vyuzitim (14) a

2%

10
v=\/ - g s-sin(a).

7
jejim poloméru.

Dalsi charakteristiky pohybu koule po naklonéné roviné vyplynou z hybnosti koule a
momentu hybnosti soustavy S. Soustavou S se zde rozumi koule, roviny p a o a Zemé. Pti

tomto odvozeni jsou vyuzivany zékonitosti charakterizujici sily, které na kouli pfi pohybu
pusobi. Témito silami jsou tfeci sila ﬁt pusobici proti sméru pohybu koule, tihova sila Zemé

F, plsobici kolmo na rovinu p do stfedu Zem¢é a normaélova sila F, pusobici kolmo

k naklonéné rovin€ o smérem vzhiru.
Z obrazku €. 6 je zfejmé, ze pro velikost thlu w plati w = g — a, a proto je odchylka tihové
sily P; a jedné slozky ﬁn vektoru tihové sily rovna g — w = a. Uhel, ktery sviraji vektory

téchto sil, je tedy stejny jako odchylka rovin p a . Velikost této odchylky lze urcit ze vztahu

cos(a) =

<% | 31
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Odtud také plyne vyjadieni F, = m - g - cos(a). Analogicky uré¢im velikost druhé slozky ﬁp

vektoru tihove sily F;

E, =m:- g-sin(a).

Fo-sina)

Foocos(o)

®
Obrazek ¢. 6: Naklonéna rovina — rozklad sily na slozky

Z 2. Newtonova zédkona vyplyva pro hybnost télesa pii posuvném pohybu vztah

m-a=ZF.

. v . v v ’ r = . w7 e v . 4
Zvolime-li soufadnicovou soustavu Oxy tak, Ze tteci sila F; je Casti soufadnicové osy x a
osa y je na ni kolma a prochazi bodem P, ma tato rovnost pro x-ovou slozku d, vektoru

zrychleni @ tvar

m-a, = —F, +m- g sin(a).
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1.3 Uziti goniometrickych funkci pri popisu pohybu télesa po naklonéné
roviné-shrnuti

vvvvvv

resp. soustavy téles po naklonéné roving. Podle tvaru télesa se tento pohyb déli na posuvny
ana valivy. K pfesnéjSimu fyzikalnimu urceni tohoto pohybu je nutné vyuzit goniometrické
funkce. Témi jsou blize popsany jednotlivé sily, které na téleso pii  pohybu pusobi, i
vzajemné pusobeni téchto sil. Kazdou plsobici silu lze rozlozit na dvé slozky, které jsou
navzdjem kolmé, a lze je doplnit na rovnobéznik, jehoZ vSechny vnitini uhly jsou pravé.
Velikosti vnitinich thli v takovém rovnobézniku se daji vyjadrtit pomoci velikosti odchylky
a naklonéné roviny od zékladni roviny. Navic rozkladand sila je uhlopfickou v daném
pravouhelniku. To znamend, Ze rovnobéznik rozd€li na dva pravouhlé trojuhelniky. V nich
se pak s vyuzitim znalosti velikosti jejich vnitinich thli pro blizsi urceni sil vyuzivaji
goniometrické funkce. Protoze vektor rychlosti pohybu télesa po naklonéné roving je
rovnobézny s naklonénou rovinou, lze s vyuzitim goniometrickych rovnic popsat rychlost
télesa, ptipadné jeho zrychleni a dalsi charakteristiky. Z vyse feceného vyplyva, ze rychlost
pohybu je zavisla mimo jiné na odchylce a rovin. Rovnéz tuto zéavislost lze s vyuzitim
goniometrickych funkci zkoumat. Diky vztahlim, které s pouzitim goniometrickych funkci
ziskame, budeme schopni odpovédét na otazku, jestli se téleso pohybujici se po naklonéné
rovin€ béhem pohybu zastavi, s jakym zrychlenim se pohybuje, jaké jsou charakteristiky
pohybu soustavy téles apod. Tyto obecné uvahy lze pak prakticky vyuzit i pfi feSeni
problémt z praxe vSude tam, kde se naklonéna rovina vyuziva. Ptiklady jejiho vyuZiti jsou

v kapitole zminény.
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2 Sikmy vrh

Téleso (resp. hmotny bod) se pohybuje Sikmym vrhem, jestlize bylo uvedeno do pohybu
pusobenim vnéjSich sil a jestlize se pohybuje ve svislé rovin€ p se zrychlenim, jehoz smér i
velikost jsou stejné jako zrychleni volného padu g. Rychlost, kterou se t€leso pohybuje

v okamziku uvedeni do pohybu, se nazyva pocatecni rychlost. Rovina p je urena dvéma

riznobéznymi vektory: smérem pocatecni rychlosti télesa a vektorem tihového zrychleni.

V této kapitole je nejprve rozebran piipad, kdy na téleso béhem pohybu neplisobi odporova
sila prostiedi, a poté situace, kdy prostiedi na téleso plisobi. Pro praxi mé samoziejmé vetsi
vyznam takovy svisly vrh, pfi kterém je odporova sila prostfedi nenulova. Pfredmétem studia
byvaji rizné charakteristiky pohybu télesa, naptiklad trajektorie jeho pohybu, rychlost
v daném casovém okamziku, draha doletu télesa apod. T¢leso, na které pii Sikmém vrhu
pusobi odpor vzduchu, se pohybuje po kiivce zvané balistickd kiivka. Ta se svym tvarem
ponékud podoba parabole. Jak bude ukazano v podkapitole 2.1., je parabola trajektorii

télesa, na které pii Sikmém vrhu odpor prostfedi neptlisobi.

Sikmy vrh se v praxi vyuZiva zejména ve sportu a ve vojenské technice. Véda, kterd se
zabyva pohybem télesa pfi Sikmém vrhu za plisobeni odporovych sil prostiedi, se nazyva
balistika. UZeji tato véda popisuje pohyb stiely a aplikace tohoto pohybu pii stielbé
sportovni ¢i lovecké a méa diky tomu pomérné Siroké uplatnéni. Pro praxi ziejmé
jejiho letu od okamziku vysttelu aZ k mistu dopadu. Tomu je vénovana i podkapitola 2.2.
Balistika se nicméné zabyva také naptiklad jevy, které vznikaji uvniti hlavné v okamziku

vystielu, nebo U€¢inkem sttely na cil.

Téma je zpracovano v literatutfe (Bajer, 2015, str. 85-87 a 89-90), Mechanika 1, ze kter¢ ji

prejimam.

2.1 Sikmy vrh bez vlivu odporu vzduchu
Sikmy vrh je volny pad télesa, které bylo vystieleno nenulovou po&ateéni rychlosti ¥, Pii

tomto padu na téleso psobi kromé& vektoru pocateéni rychlosti v, = (vx ; vy) pouze tihova

23



sila F; = m - g, respektive gravitacni zrychleni g, budeme-li misto t&lesa uvazovat hmotny

bod. Trajektorii hmotného bodu pti Sikmém vrhu je ¢ast paraboly, jak bude odvozeno déle.

2

Na obrazku €. 7 je znazornéno, jak se v zavislosti na ¢ase t méni poloha hmotného bodu.

() .!'-‘|]_r

Tl

Obrazek ¢. 7: Vektor okamZité rychlosti a vektor gravitaéniho zrychleni hmotného bodu pfi

Sikmém vrhu

Navic jsou v obrazku zakresleny vektory rychlosti a vektory gravitacniho zrychleni, které v
danych polohiach na hmotny bod plisobi. Vektor gravitaéniho zrychleni ma v kazdém
okamziku stejny smér i velikost. Naopak vektor okamzité rychlosti ¥y, respektive U, ma
v kazdé ze zvolenych poloh hmotného bodu odlisny smér i velikost. Vektor okamzité
rychlosti ptisobi smérem vzhlru az do okamziku, kdy se hmotny bod dostane do polohy V.
To je maximalni vySka, které hmotny bod pii Sikmém vrhu dosahne a vektor okamzité
rychlosti v ném ma smér vodorovny. Po dosazeni bodu V se pii pohybu télesa zacne stale
zieteln&ji projevovat pisobeni vektoru gravitacniho zrychleni g, takZze vektor ¥ bude nyni
také sméfovat doll. Je ziejmé, Ze odchylka i vektorii g a ¥ je s plynoucim Casem stale

mensi: nejveétsi je v okamziku vystielu a s pfibyvajicim casem plati tlim 1 = 0. Také plati,
—00

2 (Halliday, 2000, str. 65)
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ze ptred dosazenim nejvyssi vysky V je odchylka ¢ tupy thel, v okamziku dosazeni polohy

V jsou na sebe vektory g a ¥ kolmé a poté je ¥ Gihel ostry.

Uhel a, ktery svira vektor poateéni rychlosti ¥, télesa s rovinou uréenou bodem vystielu a
bodem dopadu télesa, se nazyva elevacni uhel. Vzdalenost d bodu vystielu a bodu dopadu
télesa je dolet D télesa vrzeného Sikmym vrhem. Nejvétsi vzdalenost télesa od roviny p je

vyska v Sikmého vrhu. Tyto pojmy jsou znazorn€ny na obrazku ¢. 8.

i
@) V. D x

Obrazek ¢. 8: Sikmy vrh-pojmy

Trajektorii hmotného bodu vrZzeného Sikmym vrhem popiSu pomoci souradnicového
systému Oxy, jak je zndzornéno na obrazku ¢&. 8. Jiz vime, Ze vektor okamzité rychlosti U

hmotného bodu Ize zapsat ve slozkach
v = (v vy),
kde

v, (t) = v, - cos(a)

v, (t) = vy * sin(a) — g - t. (15)

Tyto vztahy vyplyvaji z obrazku ¢. 7, ve kterém je zndzornén kolmy primét vektoru

pocatecni rychlosti na souradnicovou osu t. Okamzitou polohu télesa pohybujici se rychlosti
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¥ uréim zintegrovanim sloZek této rychlosti podle proménné t; tim ziskam vyjadfeni polohy

bodu X = [x; y]

X =1t cos(a)

1
y=v0-t-sin(a)—§-g-t2.

T¢leso po vystielu zpocatku stoupa Sikmo vzhiru, dokud nedosahne svého vrcholu V, jehoz
y-ova soufadnice urcuje vysku Sikmého vrhu. Vrchol V je (jedinym) bodem trajektorie
télesa, ve kterém je slozka v, okamzité rychlosti télesa rovna nule, coz s vyuzitim (15)

nastava v case

vy - sin(a)
o=

g

Po dosazeni této hodnoty t, do vztahli pro okamzitou polohu bodu zjistim, Zze vrchol V

trajektorie télesa je bod

V= vg - sin(a) - cos(a) _ vg - sin?(a)
g o20g ]

Y-ova soufadnice bodu V urcuje nejvetsi vysku H, jakou téleso pii Sikmém vrhu dosdhne. Je
zifejmé, ze H zavisi pfimo imérné na pocatecni rychlosti télesa a také na velikosti (ostrého)

elevacniho thlu a. Nejvyssich hodnot dosahuje H pro

coz je prava limitni hodnota rozmezi velikosti ostrych thlii. Svira-li rovina vrhu s rovinou p
pravy thel, hovotfime o vrhu svislém vzhtru. Pro toto a je
h = 20
S 2 . g'
To je nejvetsi vyska, kterou téleso dosahne pti vrhu svislém vzhiru. Nejvyssi vyska, které
téleso dosdhne (ptfi neménné pocatecni rychlosti) pii Sikmém vrhu, se hodnoté hg limitné

blizi.
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Ur¢im délku dostrelu télesa pii Sikmém vrhu. Oznac¢im D bod dopadu télesa na rovinu p pii

Sikmém vrhu. Y-ova soufadnice bodu D je rovna nule. Cas t, ve kterém téleso dopadne na
p, proto ur¢im vyfeSenim rovnice

1
vo-t-sin(a)—z-g-t2=0

s neznamou t. Rovnici vyhovuje kofen

a kofen

2 v, - sin(a)
t=—m8.
)
Kofen t = 0 je urceni ¢asu v okamziku vrzeni télesa, proto neni feSenim dané tilohy. Druhy

koten dosadim do vyjadieni x-ové souradnice okamzité polohy télesa a po upravach dostanu

v2 - sin(2a)
X = —,
g
Bod D ma tedy soufadnice

2 .
v§ - sin(2a)
D= [— o].
g
Tim je urcena poloha bodu v okamziku dopadu télesa na rovinu p. Vzdalenost bodu vrzeni
télesa a bodu dopadu je tim vétsi, ¢im je vEtsi pocatecni rychlost télesa, a také zavisi na

velikosti eleva¢niho thlu a. Pfi neménné pocatecni rychlosti je tato vzdalenost nejvétsi pro

m
=7
kdy je délka doletu télesa rovna
2
v
D, =—.
g

Naopak, pokud se a limitn€ blizi krajnim hodnotdm vymezeni ostrého uhlu 0 a Z je

vzdalenost bodu vrhu od bodu dopadu télesa témét nulova.
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Zabyvejme se nyni otazkou, jak konkrétné odchylka 8 naklonéné roviny o od roviny p a
velikost eleva¢niho uhlu a ovliviiuji drahu doletu vrzeného télesa (Bajer, 2015, str. 89-90).
Piedpokladejme, Ze téleso je vrzeno rychlosti ¥, pod tthlem « a Ze Ghel « i odchylka B jsou
ostré. Na téleso pfi pohybu navic nepisobi odpor vzduchu ani zadné dalsi vlivy prostredi.

Poloha télesa v okamziku jeho vrzeni je zndzornéna na obrazku €. 9.

Viosplf————— - S Plp.;py

[

: /1
0[0;0] D[p,:0]

Obrazek €. 9: Dopad télesa na naklonénou rovinu

Trajektorii télesa vrZzeného za danych podminek je ¢ast paraboly. OkamZita poloha télesa

vyplyne z dosazeni za ptislusné proménné do rovnic
x=v-t-cos(a) (16)

1
y=v-t-sin(a)—§-g-t2. (17)

Necht je P bod o soufadnicich P = [px ; py] bodem dopadu télesa na naklonénou rovinu o.
Bod P je soucasné bodem trajektorie télesa i bodem lezicim v roviné a. Pro vSechny body

X = [x; y] naklonéné roviny o plati

y
tg(B) = =.
8(B) ==
Soutadnice bodu P jsou tedy urceny vztahem
Py = Px " t8(B).
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Otazkou je, v jaké vzdalenosti vzhledem k soustavé Oxy od mista vrzeni dopadne téleso na
naklonénou rovinu ¢. V dalSich vypoctech jsou bez ijmy na obecnosti ztotoznény proménné
X a py. Z rovnice (16) je
X
t=———.
v - cos(a)
Po dosazeni tohoto vyjadieni do (17) vznikne rovnice

xZ

1
x'tg(ﬁ)=x'tg(a)—§'g'mf

kterou Ize upravit na normovanou kvadratickou rovnici

, , 27 v*-cos?(a) - (tg(B) — tg(a))
+ . "X

=0.

X

Po rozkladu jeji levé strany na kotfenové Cinitele je zfejmé, Ze kofeny této rovnice jsou

x=0

2-v%-cos?(a) - (tg(a) — tg(B))
g

X =

Jednim z bodi, ve kterém trajektorie télesa protind o, je bod O = [0; 0], ktery odpovida
kotenu x = 0 rovnice. Bod O v§ak neni bodem dopadu télesa na naklonénou rovinu, proto
tento kofen nevyhovuje podminkam ulohy. Uloze vyhovuje pouze druhy kofen, ktery ma

tvar

2-v? - cos?(a) - (tg(a) —tg(B)) _

Px =
9
2P 5 sin(a) - cos(B)  cos(a)-sin(B)\ _
g cos™(@)- (cos(a) - cos(B) B cos(a) - cos(ﬁ)) B
2 v
= gv - (sin(a) * cos(a) — tg(B) - cos?(a)). (18)

Posledni vyraz lze vnimat jako funkci f, kterd riznym hodnotam proménnych v, a a 8

piifazuje n&jakou (nezapornou) hodnotu p,. Piedpokladem je, Ze pocateéni rychlost ¥ je
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v ramci pokust konstantni. Nyni zkoumejme, jak hodnotu p, ovlivni velikosti Ghlt a a .
Protoze uhel B, ktery sviraji roviny o a p, je rovnéz konstantou, zavisi délka doletu p, télesa
pouze na velikosti eleva¢niho thlu a, jehoz velikost se pii kazdém pokusu muize ménit.
Vznika otazka, pro jakou hodnotu a je délka doletu vrzeného télesa maximalni. Ozna¢me f
funkci, kterd urcuje zavislost této délky doletu na parametrech, které na ni maji vliv. Funkce

je uréena jiz znamym vyrazem (18); je tedy

2 v?

fla) = - (sin(a) - cos(a) — tg(B) - cos?(a)).

Nejvétsi hodnoty nabyva f v bod¢ svého maxima. Maximum nabyva funkce pro takovou

hodnotu a, kterd vyhovuje rovnici

2 v?

f(a) = - [cos(a) - cos(a) + sin(a) - (—sin(a)) — tg(B) - 2 - cos(a) * (— sin(a))]

_2 :gvz - (cos2(a) — sin2(a) + tg(B) - sin(2a)) = 0.

Symbol f’(a) oznacuje prvni derivaci funkce f podle proménné a. V souladu s vlastnostmi

prvni derivace funkce musi byt polozeno f’(@) = 0. To mulize nastat jen tehdy, pokud je
cos?(a) — sin?(a) + tg(B) - sin(2a) = 0. (19)
Pii dalSich Gpravach bude vyuzita identita

sin(2a) B sin(2a)
cos(2a)  cos?(a) — sin?(a)’

tg(2a) =

Po vyjadieni cos?(a) — sin?(a) z této identity a po jejim dosazeni do (19) ziska rovnost

(19) tvar

cotg(2a) = —tg(B),
respektive

cotg(2a) + tg(B) = 0.

Nyni je vhodné pouZit souctovy vzorec

cos(a — )
cos(a) - sin(B)’

tg(a) + cotg(p) = (20)
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Jeho platnost 1ze dokéazat prevedenim levé strany na zlomek se spole¢nym jmenovatelem a

naslednym pouzitim dalsiho souctového vzorce
cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(B).
S vyuzitim (20) je

cosQa —f)
sin(2a) - cos(B)

cotg(2a) +tg(B) =

Protoze zlomek je roven nule prave tehdy, kdyz je jeho Citatel roven nule a jmenovatel ma

smysl, je feSeni této rovnice ekvivalentni feSeni rovnice
cos(2a — ) =0,
¢ili
cos(2a — B) = cos (% + k- n),

kde k je libovolné celé ¢islo. Porovnanim argumenti goniometrické funkce kosinus

vyjadiim velikost eleva¢niho tthlu

B
+E. (21

N

a =

Tento vztah urcuje zavislost, kterda musi byt splnéna pro uhly a a 8, aby vzdalenost dopadu
télesa na rovinu o od mista hozeni télesa byla nejvétsi. Specidlng, pokud roviny p a o
splyvaji, je jejich odchylka f = 0, coz znovu potvrzuje jiz znamou skutecnost, ze dopad

télesa na rovinu je nejdelsi, je-li té€leso vrzeno pod elevacnim thlem

_7T
a—4.

Nyni jesté ur¢im délku d,;,,, maximalniho doletu télesa. Délka doletu télesa na obrazku ¢.
9 odpovida velikosti usecky OP. Pokud ma tato usecka byt co nejdelsi, musi byt maximalni
mozna i x-ové soufadnice bodu P; ozna¢im ji p, . Jeji hodnota vyplyne z rovnosti (18),

v niz ma thel a velikost (21). Pro maximalni dolet plati

d _ pxmax
max COS(B).
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Toto vyjadreni lze dale zapsat a upravit nasledovne¢:

= ey (o (5+) s (G+5) ~ w0 ot (§45)) -

5y | (n ) o 3) e G) sn )
(e0s§)-eos() =i
(e0s§)-eos() =i

« 92 i
s e )-La )29

(o) B) -0 o(B)] -

. F 14cos(f) 1 1—cos(B) sin(B) <1 B sin(ﬁ))l B

2 2 2 2 B cos(B) 2 2

172

~ g (A +sin()

Je tedy

172

nax = T ¥ sin(B))

Maximalni drédha letu mice tedy zalezi na velikosti odchylky f naklonéné roviny o od
roviny p. Cim je tato odchylka vétsi (v mezich ostrého thlu), tim krat$i je dpq,. Maximalni

delka doletu mice je nejvétsi, pokud roviny o a p splyvaji.

2.2 Sikmy vrh ovlivnény odporem vzduchu
Zapocteni vlivu odporu vzduchu zméni tvar trajektorie télesa vrzeného $ikmym vrhem.?
Vlivem odporu vzduchu téleso v kazdém casovém okamziku ztraci svoji pohybovou energii,

a proto je jeho délka doletu v takovém ptipad€ vZdy mensi nez v idealnim piipadé, tedy bez

3 (Bajer, 2015, str. 83-92)
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pusobeni vnéjsiho okoli. Na rovinu p, ze které bylo téleso vrzeno, dopadne téleso pod vetsSim
uhlem nez elevac¢ni uhel a. Vyska Sikmého vrhu je v tomto ptipad€ mensi, nez pokud odpor
vzduchu neuvazujeme. Trajektorie télesa pti takovém Sikmém vrhu je balisticka kiivka.
Pokud na hmotny bod vrzeny Sikmym vrhem plisobi kromé gravitaéni sily jest¢ odporova
sila vzduchu, je trajektorii hmotného bodu tzv. balisticka kiivka. Jedna se o kiivku, ktera se
svym tvarem liSi od paraboly predevS§im tim, Ze nema zadnou osu, podle které by byla
soumérnd. Rozdil v trajektoriich télesa, na které pti pohybu piisobi odpor vzduchu, oproti
letu tohoto stejného télesa ve vakuu, jsou zfejmé z obrazku ¢. 10: balistickd kiivka je

znazornéna modre.

1'--_!'1.'_\

0 D Il D

Obrazek ¢. 10: Balisticka kiivka

2.3 Vyuziti goniometrickych funkci p¥i popisu Sikmého vrhu-shrnuti

Goniometrické funkce je nutné pouZit pii urCovani zdkladnich charakteristik Sikmého vrhu,
a to zejména ve varianté, kdy na pohybuyjici se téleso neplisobi odpor vzduchu. V takovém
ptipadé je ucelné pohybujici se téleso zakreslit do vhodné zvolené soustavy soutadnic Oxy
a poté jeho pohyb interpretovat matematicky vyjaddfenim okamzité polohy télesa
v soufadnicové soustave. Ta je urCena vektorem pocatecni rychlosti a vektorem gravitaéniho
zrychleni. Vektor pocatecni rychlosti svird se souradnicovou osou x thel o velikosti a, ktery
se nazyva elevacni uhel. Okamzita poloha télesa je urcena hodnotou goniometrické funkce
kosinus thlu a pro x-ovou soutadnici, respektive hodnotou funkce sinus a pro y-ovou

soufadnici télesa. Takové urceni je pak vychodiskem pro dal§i vypocty, ze kterych lze
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usoudit, jaka je trajektorie télesa pii Sikmém vrhu, jaké maximalni vysky téleso dosahne i
jaka je draha doletu télesa. Z priabehu goniometrickych funkei sinus a kosinus lze také urcit
velikosti elevacniho uhlu a, pro ktery nabyvaji zminované charakteristiky extrémnich
hodnot. K témto vypoctim je také nezbytné ovladat tfadu dalSich vztahi mezi
goniometrickymi funkce, zejména souctové vzorce, a také derivace goniometrickych funkci
a zakladni metody feSeni goniometrickych rovnic. Zde se vyuziva periodicita
goniometrickych funkci. Diky této vlastnosti lze goniometrickymi funkcemi jednoznaéné
popsat i nekonecné déje. Je nutné podotknout, Ze jinak nez goniometrickymi funkcemi Sikmy

vrh bez plisobeni vlivu prostiedi popsat nelze.

Na druhou stranu, pokud zohlednime i v§echny vlivy prostiedi, je matematicky popis pohybu
pomoci goniometrickych funkci problematicky. Vzdy totiz zalezi na vyslednici sil ptisobici
na téleso v konkrétnich podminkach, coz vyluéné matematicky provést nelze. Poznatky o
tom, jak probiha Sikmy vrh bez pisobeni vnéjSich sil, v takovém piipad¢ slouzi jen jako
vychodisko. Napftiklad trajektorie télesa, na které plisobi odpor vzduchu, se idealnimu tvaru
(parabole) jen Caste¢né priblizuje, ale nejedna se ani o parabolu, ani o zadnou jinou
elementdrni matematickou kiivku. Pouziti goniometrickych funkei je zde tim méné ptesné,

¢im vétsi doba od okamziku vrzeni télesa ubéhla.
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3 Coriolisova sila

Uvazujme neinercidlni soustavu soufadnou Ox,y,z, a inercidlni soustavu soufadnou
Ox;y;z; v prostoru a bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze soustava Ox,y, z, se otaci
kolem soufadnicové osy z soustavy 0x;y;z; uhlovou rychlosti w, ktera je pro jednoduchost
konstantni. Libovolny bod A v neinercidlni soustavé Ox,y,z, lze soucasné vyjadrit
v inercidlni soustavé Ox;y;z;; necht je jeho vyjadieni A[x,; Vy,; Z,] v soustavé Ox,V,, z, a
obdobné A[x;; y;; z;] v soustavé Ox;y;z;. Vychodiskem pro odvozeni vzajemného vztahu

mezi soufadnicemi bodu A v neinercialni a v inercialni soustavé soufadné je nésledujici

obrazek.
) Yi
‘|| i ‘4
K M " | A
k T
(A
D gl
10
yi(A)
(:. -
0 [ |

Obrazek ¢. 11: Odvozeni prechodu od inercialni k neinercialni vztazné soustave

Ob¢ soustavy maji spolecny pocatek O a také maji spole¢nou z-ovou soufadnicovou osu,
ktera je v zavedené rotaci mnoZinou samodruznych bodi, a proto se pii rotaci méni jen x-
ova a y-ova soutadnice bodu A. Uhel, ktery sviraji soutadnicové osy x; a x,,, ma velikost
a je orientovan v kladném sméru. Stejnou velikost v§ak maji i jiné thly na obrazku. Zaprvé

se jedna o thel u vrcholu A v trojihelniku NAK. Jde o pravouhly trojuhelnik s pravym
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tthlem u vrcholu N. Pro jeho strany navic plati, Ze KA || OP a NA || OR, takze uhly <KAN
a LPOR maji stejnou (neorientovanou) velikost w. Dalsi thel o stejné velikosti je uhel u
vrcholu O v trojahelniku OMK. Tento trojuhelnik je pravouhly s pravym thlem u vrcholu
M. Z kolmosti soutadnych os x,, a y, plyne pro velikost jeho vnitiniho thlu MOK

|<MOK| = = — |%ROM| —E—(E—w) — w = |%POR]
2 2 \2 S '

Velikost w mé také thel u vrcholu N v trojuhelniku NDK, protoze trojuhelniky OMK a
NDK jsou si navzajem podobné. Navic jsou trojuhelniky WRA a CNO shodné, takze je také
|XCON| = |<WAR| = w.

Odvodit vztah mezi vyjadienim bodu A v neinercidlni soustavé soufadné a v inercidlni
soustave souradné znamena urcit zavislost mezi soufadnicemi x,, y, a x;, y; bodu A. (Vztah
mezi z-ovymi soufadnicemi bodu v téchto soustavach plyne ze zavedeni rotace; ziejme je
Zn= z;.) Rovnicim, kterymi je tato zavislost vyjadiena, fikame transformacni rovnice. Pfi
jejich nalézani se vychézi z pravouhlych trojihelniki na obrazku ¢. 11, v nichz lze pouzit

goniometrické funkce, a ze znaceni zavedeného v obrazku.

Oznac¢me P prusecik kolmice vedené z bodu A na soufadnicovou osu x; a osy x; a M
pruseéik kolmice vedené z bodu A na soufadnicovou osu y; a osy y;. Potom je |OP| =
x;(A) a |OM| =y;(A) . Dale oznatme R prisecik kolmice vedené zbodu A na
soufadnicovou osu x, a osy x, a N priseCik kolmice vedené z bodu A na soutadnicovou
osu y, a osy Y. Pak je |OR| = x,(A) a |ON| = y,(A). Necht’ je dale B prise¢ik kolmice
vedené z bodu R na soufadnicovou osu x; a osy x;. Trojuhelnik OBR je pravothly s pravym
uhlem u vrcholu B a velikost jeho odvésny OB je |OB| = |OR| - cos(w). Ozna¢me W
prusecik kolmice vedené z bodu R na useCku AP a useCky AP. Pak mé tsecka WR stejnou
velikost jako isecka PB, a navic je |RA| = |ON|, takzZe je také |RA| = y,,(A). Trojihelnik
WRA je pravouhly s pravym uhlem u vrcholu W a pro velikost jeho odvésny WR plati
|WR| = |AR| - sin(w), protoze tthly <PAR a <M ON maji stejnou velikost w, protoze jejich
sob& odpovidajici ramena jsou rovnob&zna. Usetka PB ma stejnou velikost jako tGsecka
WR . Proto je x;(A) =|0B|— |BP| = |OR| - cos(w) — |AR| - sin(w) . Po dosazeni za
|RA| = y,(A) vznikne prvni transformaéni rovnice x;(A) = x,(A) - cos(w) — y,,(A4) -

sin(w).
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Nyni definuji bod C jako prasecik kolmice vedené z bodu N na soufadnicovou osu y;.
K odvozeni druhé transformaéni rovnice vyuziji vztahu y;(4) = |OM| = |0C| + |CM].
Velikost tsecky OC vyplyne z pravothlého trojuhelniku NCO s pravym tthlem u vrcholu C.
Vném pro hledanou délku odvésny OC plati |0C| = y,(A4) - cos(w) . Dale vyuZiju
shodnosti trojihelnikit A ADN a A OBR; tyto trojuhelniky jsou shodné podle véty uu,
protoze se shoduji ve velikostech dvou sobé odpovidajicich vnitinich thlech. Z jejich
shodnosti plyne, ze je |DN| = |BR|. V pravouhlém trojihelniku OBR plati pro velikost
odvésny BR vztah |BR| = |OR| - sin(w), a proto je také |[DN| = |OR]| - sin(w) = x,,(4) -
sin(w) . Po dosazeni za y,(A) = |0M| vznikne transformacni rovnice y,(4) = x,(4)

sin(w) +y, (4) - cos(w).

Obecnym vyjadfenim uUhlové rychlosti v zavislosti na Case t je uhel o velikosti wt.

Transformacni rovnice Ize s timto znacenim zapsat do soustavy
x;(A) = x,(A) - cos(wt) — y,(A) - sin(wt)
yi(4) = x,(4) - sin(wt) + y,(4) - cos(wt)
zi(A) = zp(A). (22)
Vyrazy na pravé strané rovnic popisuji, jak se méni soufadnice bodu v inercidlni soustavé

soufadné v zavislosti na ¢ase.* Navic z nich lze urcit vektor okamzité rychlosti #,pohybu

bodu a také okamzité zrychleni bodu. x-ova sloZka vektoru okamzité rychlosti je definovana

dx_

X =—=7,.
dt x

Symbolem x je zde oznacena prvni derivace; konkrétné se jedna o prvni derivaci zmény x-
ové soufadnice podle ¢asu. Ostatni sloZky v, jsou definovany analogicky. Vektor
U,jednoznaéné vyplyne zderivovanim kazdé rovnice soustavy (22) podle ¢asu. Tim vznikne

soustava
x;(A) = x,(A) - cos(wt) — w - x,(A) - sin(wt) — y,(4) - sin(wt) — w - y,,(A) - cos(wt)

yi(A) = x,(A) - sin(wt) + w - x,(A) - cos(wt) + y, - cos(wt) — w * y,(A) - sin(wt)

4 (Kittel, 1973, str. 127-130)
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zi(A) = 2, (A). (23)

Je-li bod v neinercialni soustavé soufadné v klidu, je x,(4) =0, y,(4) =0, 2,(A) =0a

soustava (23) ziskava tvar
x%i(A) = —w - x,(A) * sin(wt) — w * y,(A) - cos(wt)
yi(A) = w - x,(A) - cos(wt) — w - y,, (A4) * sin(wt)
z;(A) = 0.
Pokud je bod v klidu v inercialni soustavé soutadné, je x;(4) = 0, y;(4) =0, z;(A) = 0.
Z prvnich dvou rovnic soustavy (23) vznikne soustava
X, (A) - cos(wt) — w * x,(A) - sin(wt) — y,, (A) - sin(wt) — w - y,(A) - cos(wt) =0
X, (A) - sin(wt) + w - x,,(A4) - cos(wt) + y,, (A) - cos(wt) — w - y,,(A4) - sin(wt) = 0.
Sectenim obou rovnic a dal$imi Upravami vznikne
X, (A) - (cos(wt) + sin(wt)) + x,,(A) - w * (cos(wt) — sin(wt)) + y,, (A)
- (cos(wt) — sin(wt)) — w - y,(A) - (cos(wt) + sin(wt))
= (cos(wt) — sin(wt)) - (%, (4) * @ + ¥, (4)) + (cos(wt) + sin(wt))
(%2(4) — -y () = 0.
ProtoZe v rovnici
(cos(wt) — sin(wt)) - (%,(4) * @ + ¥, (4)) + (cos(wt) + sin(wt))
(4 (A) — 0y (D) =0

nejsou vyrazy cos(wt) — sin(wt) a cos(wt) + sin(wt) nikdy nulové souc¢asné, musi byt
Xp(A)w+y,(A) =0 a x,(A) —w-y,(A) = 0. Okamzita rychlost bodu, ktery je

vzhledem k neinercialni soustavé soufadné v klidu, je proto popséna rovnicemi
Xn(A) = w - y(4)
Yn(4) = —w " x,(4)
7z, (A) = 0.

x-ova slozka vektoru okamzitého zrychleni @, je definovana
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d’x du,

TaE T T
Analogicky jsou definovany zbyvajici slozky vektoru d,. Vektor okamzitého zrychleni bodu

je tedy uréen soustavou

%;(A) = (¥ - cos(wt) — J (4) - sin(wt)) +

+(=2" w %, (4) - sin(wt) — 2 w * y,(4) - cos(wi)) +

+(—w? - x,(4) - cos(wt) + w? -y (A4) - sin(wt)) = anyi, + ac, + ao,

Ji(A) = (¥,(4) - sin(wt) + J,(4) - cos(wt)) +

+(2- w - 2%, (4) - cos(wt) — 2 w - Y, (4) - sin(wi)) +

+(—w? %, (4) - sin(wt) — w? * Yo (4) - cos(wt)) = ansi, + ac, + ao,

% (A) = Z,(A). (24)

Pravé strany vyrazii soustavy (24) jsou souéty tfech zrychleni, ktera jsou pfitomna
v neinercidlni soustavé souradné pohybujici se vic¢i urcité inercialni soustavé konstantni
Ghlovou rychlosti w -t . Zrychleni dy/; = (X, cos(wt) — 3, (4) - sin(wt) ; %, (4) -
sin(wt) + ¥, (A4) - cos(wt);0) je zrychleni hmotného bodu v neinercialni soustavé
soufadné viici inercialni soustavé soufadné. Zrychleni d. = (=2 * w - x,(4) - sin(wt) — 2 -
@ * Yn(A) - cos(wt); 2w+ x,(A) - cos(wt) — 2w y,(A) - sin(wt) ;0) je Coriolisovo
zrychleni, ze kterého je odvozena Coriolisova sila. Zrychleni d, = (—w? - x,(4) -
cos(wt) + w? + y,,(A) - sin(wt) ; —w? - x,,(4) * sin(wt) — w? - y,(4) - cos(wt); 0) je
odsttedivé zrychleni. Pokud je bod v inercialni soustavé soutadné v klidu, je x,(4) = 0,
yn(4) = 0, a proto je také X,,(A) = 0 a 3, (4) = 0. Prvni dvé rovnosti soustavy (24) pak

nabyvaji tvar

%;(A) = —w? - (x,,(4) - cos(wt) — y,(A4) - sin(wt)) = —w? - x;(A4)

Ji(4) = —w? - (x,(A4) - sin(wt) + yp(A4) - cos(wt)) = —w? - y;(A). (25)
Druha rovnost v obou rovnicich je uplatnénim soustavy (26) transformac¢nich rovnic.

Rovnosti soustavy (25) lze zapsat ve formé vektoru
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a; = —w?- (26)

kde a; = #; je zrychleni bodu vzhledem k inercialni soustavé soufadné a vektor 7; je vektor

ve tvaru 7; = x; * X; + y; - 9;. Rovnost (26) je vyjadienim odstfedivého zrychleni.

Prvni dvé rovnosti soustavy (24) jsou nulové pravé tehdy, kdyz je x,,(4) = 0 a y,(A) = 0.
Jak jiz bylo zminéno, jsou rovny souctu slozek vektort Coriolisova zrychleni a dostiedivého
zrychleni. Pro pochopeni ptisobeni Coriolisova zrychleni uvazujme bod pohybujici se od
pocatku soustavy soutadnic Oxy po piimé ¢are ve smeru kladné poloosy x. Na tento bod pfi
pohybu neplisobi Zadné skutecné sily. Je-li soustava Oxy inercialni, bude trajektorii
pohybujiciho se bodu pfiméa ¢ara. Pokud je vSak soustava Oxy neinercidlni, bude trajektorie
jeho pohybu kiivka, jak je zndzornéno na obrazku ¢. 12. Rozdil v trajektoriich pohybu

MV

respektive z né¢j odvozené Coriolisovy sily. Coriolisova sila je sila zdanliva.

Obrazek €. 12: Bod pohybujici se v inercidlni a v neinercidlni soustavé

Druhé zdénliva sila, ktera piisobi na uvazovany bod v pohybu, je sila odstfediva ﬁo. Pokud
je rychlost ¥ bodu mala ve srovnani s obvodovou rychlosti w7, je Coriolisova sila podstatné

mens$i nez sila odstfediva.
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Nyni pfedpokladejme, Ze méme danu inercialni soustavu soufadnou Oxyz se stfedem
v pocatku 0[0; 0; 0] a ze hmotny bod v této soustaveé byl vypuzen z jejiho stiedu 0. Hmotny
bod se pohybuje smérem od stfedu po ptimce, takze jeho okamzitou polohu lze v zavislosti
na Case t a na pocateni rychlosti v, vyjadiit jako soufadnice bodu X[v, -t;0;0].

S vyuzitim transformace soustavy soutadnic (26) vznika soustava
X, (A) - cos(wt) — y,(A) - sin(wt) = vy - t
X, (A) - sin(wt) + y,,(A) - cos(wt) = 0. (27)

Vynasobenim prvni rovnice soustavy (27) vyrazem cos(wt) a druhé rovnice téZe soustavy

vyrazem sin(wt) a naslednym se¢tenim obou rovnic vznikne vyjadieni
X, (A) = vy - t - cos(wt),

pfi¢emz pii Gpravach bylo vyuzito rovnosti sin?(wt) + cos?(wt) = 1. Po dosazeni tohoto

vyjadieni x,,(A) do druhé rovnice soustavy (16) vyjadiim
Yn(4) = —vy - t - sin(wt).
Druhé derivace rovnic soustavy (27) je

%, (4) - cos(wt) — 2 w - %, (A) - sin(wt) — w? - x,(A) - cos(wt) — §,,(4) - sin(wt) — 2
- * Yp(A4) - cos(wt) + w? - y,(A4) - sin(wt) = 0

%, (4) - sin(wt) + 2+ w - %,(4) * cos(wt) — w? - x,(A) - sin(wt) + 3, (4) - cos(wt) — 2
- * Yp(A4) - sin(wt) — w? - y,,(A) - cos(wt) = 0. (28)

Vynasobenim prvni rovnice soustavy (28) vyrazem cos(wt), vynasobenim druhé rovnice

této soustavy vyrazem sin(wt) a naslednym seétenim obou rovnic vznikne
%n(A) — w? x,(A) — 2+ w -y, (4) = 0. (29)

Pii upravach bylo ve tiech piipadech vyuzito vzorce sin?(wt) + cos?(wt) = 1. Rovnici

ey e

Ve tfidimenzionalnim prostoru plati mezi zrychlenim hmotného bodu v inercialni soustave

soufadné a v neinercialni soustavé soufadné vztah

F
5c'i(A)=5c'n(A)+2-w><vn+w><(a)><r)=a.
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Tuto rovnost 1ze po vyndsobeni m zapsat ve tvaru

m-i,(A)=F-2m-wXv,—m-wX(wXr). (30)
Na pravé strané vyjadieni (30) je F prava sila, Fp := —2 -m* w X v, je Coriolisova sila a
E, == —m-w x (w X 1) je odstfediva sila. Uhlova rychlost ma v tomto vyjadfeni libovolny

Smer.
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4 Kyvadlo

Cilem této kapitoly je pfedstaveni vybranych druhti kyvadel (matematické kyvadlo, fyzické
kyvadlo a kénické kyvadlo) a popséani zakonitosti jejich pohybu. Kapitola je rozdélena na
nekolik podkapitol, ve kterych jsou vyjmenované typy kyvadla charakterizovany detailn¢.
Typy kyvadla se 1isi svoji reprezentaci. V piipadé¢ matematického a konického kyvadla se
jednéd o hmotny bod zavéSeny na vlakné, v pripade fyzického kyvadla je kyvadlem téleso
zasadné 1i8i fyzické kyvadlo od kyvadla matematického: fyzickym kyvadlem rozumime
realnd télesa zavésend na vlakné, zatimco v pripad€ matematického kyvadla je jeho veskera
hmota soustfedéna do hmotného bodu. Na tento hmotny bod ptlisobi pouze gravitacni sila a
vSechny ostatni vlivy okoli jsou zanedbany. Matematické kyvadlo je proto vzdy teoreticky
model kyvadla. V kapitole 4.2.1 je nicméné ukéazano, Ze ke kazdému fyzickému kyvadlu
kyvajici se s periodou kyvii T existuje odpovidajici matematické kyvadlo, které se kyva se

stejnou periodou T.

Pti rozboru jednotlivych druhii kyvadel jsem se zejména zaméfil na uréeni okamzité polohy
kyvadla. Ta je ve vSech ptipadech zavisla na okamzité odchylce vlakna, na kterém je kyvadlo
zavéSeno, od rovnovazné polohy kyvadla. Rovnovazné poloha je takova poloha, kdy je
rovina, jehoZ soucasti je celd délka vlakna, kolma na zakladni rovinu p. Pravé pii hledani

predpisi, kterymi je popsan pohyb kyvadel, se vyuzivaji goniometrické funkce.

4.1 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je nejjednodussim modelem kyvadla. Jedna se jen o teoreticky model,
nebot’ je pii vypoctech provadeéna cela fada zjednodusSeni: je zanedban odpor vzduchu 1 vliv
treni v misté zavésu kyvadla a tihové pole se povazuje za homogenni, coZ znamena, Ze
gravitacni sila md ve vSech bodech takového pole stejny smér a stejnou velikost.
Matematické kyvadlo je hmotny bod zavéSeny na tenkém vlakné, pficemz hmotnost vlakna
rovnéz zanedbavame. Stejn¢ tak nebereme v tvahu ptisobeni zadnych jinych vnéjSich vliv

véetné Coriolisovy sily, coZ znamena, Ze rovina kyvu je u matematického kyvadla neménna.
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To umoziuje jej popsat v dvourozmérném soufadnicovém systému Oxy, jak je tomu na

obrazku ¢. 13.°

Obrazek €. 13: Matematické kyvadlo

Na obrazku je zndzornén hmotny bod ve tvaru kulicky pohybujici se na vldkné pti zachovani

vSech podminek matematického kyvadla. Trajektorii kuli¢ky je ¢ast kruznice. Ozna¢im

odchylku vlakna od kolmice na rovinu p. Na kulicku ptisobi pouze gravitacni sila P_:'q.

Tu lze rozlozit na dvé slozky I@ | I?;Jn, kde }_7;] . je te¢ny vektor v bodé€, ve kterém se kulicka

-

v dany okamzik nachazi, a sila F; je normalovy vektor ve stejném bod€. Tyto dvé slozky

-

Jsou na sebe navzajem kolmé. Jejich slozenim vznikne gravitacni sila F;. Sily F, a F,

sviraji tthel o velikosti Y a plati proto vztah

5 (Zadrazil, 2015, str. 29, 30)
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<

sin(y) =

Protoze je navic
F=m-g
vyjadiim slozku
F,, = —-m-g-sin(y).

Déle oznadim s Cast trajektorie, ktera odpovida thlu ¥, pomoci velikosti . Je-li | délka
vlakna, na kterém je kulicka zavéSena, pak je pro mala i délka s Casti kruznice piiblizné

rovna

a proto je také

ProtoZze druha derivace casti trajektorie kuli€ky s” pfiblizného vyjadieni slozky ﬁgt
gravitacni sily urcuje okamzité zrychleni kulicky v bod¢, ve kterém se nachazi, dostavdm

rovnost
m-s” =-—m-g-sin(y).
Pro malé thly ¥ je moZzné zjednoduSené zapsat

sin(y) = .

Dale, po vydé&leni rovnosti vyrazem m a po provedeni dalSich iprav dostdvdm rovnici
v+ % P =0.

To je homogenni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty a

s neznamou 1. Jeji charakteristickd rovnice je
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ﬁ+%=0

s neznamou A. Diskriminant charakteristické rovnice je zaporné Cislo, takze mé tato rovnice

dva navzajem komplexné¢ sdruzené kotfeny

11=0+\/%l,

Obecné feseni diferencialni rovnice, jejiz charakteristickd rovnice mé zaporny diskriminant,
je

f(t) =c - ela+bi)t 4 cy e(a—bi)t, 31)
kde f je funkce, pomoci které zjistim velikost thlové odchylky y kulicky od jeji rovnovazné

polohy v zavislosti na ¢ase t. Redlna ¢isla a a b jsou slozky komplexné sdruzenych kotent

charakteristické rovnice ptislusné diferencialni rovnici. V daném piipad¢ je

b= | (32)

Obecné feseni (31) dale zjednodusim vyuzitim Eulerova vzorce

eV = cos(y) + i sin(y).
Upravim funkci
f(t) — Cl . e(a+bi)t + CZ . e(a—bi)t —
= ¢; - e - [cos(bt) + isin(bt)] + ¢, - €%t - [cos(—bt) + i sin(—ht)] =
= (c; + ¢3) - e - cos(bt) + (c; — ¢y) - e - sin(bt) =
= C; - cos(bt) + [C, - sin(bt)]i.

Eulertiv vzorec byl pouzit ve druhé rovnosti pro uhel i = bt a pro thel p = —bt. Ve tieti

rovnosti bylo vyuzito faktu, Ze funkce kosinus je sudéd a sinus je lichd funkce. Nakonec
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dosadim za realné &islo b vyraz (32). Velikost odchylky ¥ kuli¢ky od jeji rovnovazné

polohy je tedy ur€ena predpisem

f) = Cl-cos<\/%t> +Cz-sin<\/%t>.

Veli¢ina

je thlova frekvence pohybu kyvadla. Frekvence pohybu matematického kyvadla je

1 g

F=a2 T

Reélngjsim modelem kyvadla, nez je kyvadlo matematické, je fyzické kyvadlo, kterému je

vénovana podkapitola 4.2. Text je ptejat z literatury (Bauer, 2014, str. 437).

4.2 Fyzické kyvadlo

Fyzické kyvadlo je realné kyvadlo takové, ze veSkerd jeho hmota neni soustfedéna do

jednoho bodu. Fyzické kyvadlo se v prostoru otaci kolem pevné vodorovné osy, ktera

A%
2%

zavésu kyvadla, v ostatnich piipadech je totozné s jingm bodem osy kyvadla. ‘Do t&Zisté je

-

také umist'ovan pocatecni bod vektoru tihové sily F; pusobici na kyvadlo.

6 Zavésime-li fyzické kyvadlo v bod& jeho t&Zist&, nebude se po uvedeni do pohybu kyvat, ale bude rotovat
kolem vodorovné osy.
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Obrazek €. 14: Fyzické kyvadlo

Pt1 pohybu fyzického kyvadla se méni jeho moment setrvacnosti /. To je fyzikalni velicina,
jejiz velikost udava miru setrvacnosti télesa v pritbé¢hu otaceni a je zavisla na aktualnim
rozlozeni hmoty télesa vzhledem k jeho ose otacCeni. Pfi nalézéani rovnice, kterd vyjadiuje

zavislost pohybu fyzického kyvadla na Case, vyjadiujeme, jak poloha momentu sily M a

Wv oW

vysledného thlového zrychleni. Pak pro moment sily plati vztah (viz obrazek)
M=-m-g-r-sin(y). (33)

Prava strana rovnosti je zapornd, protoze moment sily vzdy pisobi proti odchylce Y osy

kyvadla od jeho rovnovazné polohy. Predpokladam, Ze tyto odchylky jsou dostate¢né malé,
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aby je bylo mozno v dal§im textu pfiblizné vyjadtit sin(y) = . Vysledny moment vici ose

vngjsich sil ptisobicich na téleso je roven

M=1-aq, (34)

2
kde a = % je thlové zrychleni hmotného bodu, které 1ze vypocitat jako druhou derivaci

uhlové drahy podle ¢asu, a I je moment setrva¢nosti vici dané ose. Porovnanim vztaht (33)

a (34) dostavam rovnici
la+t+m-g-r-y =0,

kterou vydélenim I upravim na tvar

4 = 0. (35)

Rovnice (35) je homogenni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty

a s neznamou 1. Jeji charakteristickd rovnice je

m-g-r

2%+ — =0 (36)

Rovnice (36) je kvadraticka rovnice s neznamou A. Jeji diskriminant je

—4Iml lr
p-hmgr

Kofteny charakteristické rovnice jsou komplexné sdruZena ¢isla

m:- 'r
11:0"‘ g l
I
a
m:- 'r
AZ=O_ }g l

Obecné feseni diferencialni rovnice (35) je funkce
f(t) =cy e(a+bi)‘t + Cy* e(a—bi)'t’ (37)

kde realna ¢isla a a b jsou slozky komplexnich feSeni rovnice (36). Funkci (37) upravim

s vyuzitim Eulerova vzorce do podoby
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f(t) = C; - cos(bt) + (C, - sin(bt)),
kde

Cl:z C1 +C2

CZ: =C — Cy.
Uhlova frekvence kmitt fyzického kyvadla je

m-g-r

Predpis, ktery udava okamzitou polohu fyzického kyvadla na Case, tedy je
f(£) = C; - cos(wy - t) + C, - sin(wy - £).

Periodu kmitl kyvadla ur¢im ze vzorce
2'm
e
coz po dosazeni dava

I

Tr=2m" |[——
f T meger

(38)

Piikladem takového fyzického kyvadla je homogenni zelezna ty¢ o hmotnosti 5 kilogramti
dlouhd 2 metry, ktera je zavéSena ve svém hornim konci a je uvedena do pohybu, tedy
vychylena z rovnovahy. Jeji moment setrvacnosti se vypocitd podle Steinerovy véty. Ta
umoznuje ur¢it moment setrvacnosti vzhledem k libovolné ose ota€eni, ktera je rovnobéZna

s osou jdouci stfedem hmotnosti ty¢e. Moment setrvacnosti ty¢e vzhledem k takové ose
. , v [ . 1 . o .
jdouci stfedem hmotnosti télesa je roven Igy = - m: r2, kde m je hmotnost tyce ar je

vzdalenost bodu zdvésu od stfedu hmotnosti tyCe. Protoze je ty¢ homogenni, je tato

vzdalenost rovna poloving délky tyce, takze je r = 1(m). Celkovy moment setrvacnosti I je

2
podle Steinerovy véty roven I = Iy +m - G . r) . Po dosazeni je tedy [ = é -m - 12, Pro

50



dané hodnoty je tedy I = g(kg- m?). Po dosazeni této hodnoty do vztahu (38) vyplyne, Ze

perioda kmita T tohoto fyzického kyvadla je priblizn€ 1,1582 sekund.

4.2.1 Vztah mezi matematickym a fyzickym kyvadlem
Pro libovolné fyzické kyvadlo kmitajici s periodou T kolem bodu zavésu O, existuje
matematické kyvadlo kmitajici se stejnou periodou T.” Délka tohoto matematického kyvadla

je L,. Délka L, je tzv. redukovana délka a lze ji zjistit ze vztahu

T=2-1m- |—
g

pro periodu kmiti matematického kyvadla.

Vv

kyvadla. Nazyva se kyvadlo reverzni vzhledem ke kyvadlu matematickému. V tomto bod¢

se bude kyvadlo kyvat se stejnou periodou jako v bodé O,,.

4.3 Konické kyvadlo

Konické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na nehmotném vladkné délky [,
ktery se pohybuje tak, ze vlakno opisuje plast rota¢niho kuzele.® Vyska kuZele je h.
Odchylka vysky kuZele od vladkna je thel neménné velikosti . Samotny hmotny bod se
pfitom pohybuje po kruZnici. Situace je znazornéna na obrazku €. 15.

-

Vldkno je zav€Seno v bod€ zaveésu 0. Na hmotny bod pii pohybu piisobi gravitacni sila Fj a
tahova sila vlakna ﬁt.Vyslednici téchto dvou sil je dostrediva sila ﬁd. Dosttediva sila je sila
vznikajici vzdy pfi kiivocarém pohybu. Lze ji vyjadrit jako soucin

Fd:m'ad,

7 (Halliday, 2000, str. 420)
8 (Wellner, 1991, str.132)
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kde m je hmotnost pohybujiciho se t&lesa a dyje dostiedivé (nebo také normalové)
zrychleni. To je pficinou neustdlého zakfivovani trajektorie hmotného bodu, protoze
dosttedivé zrychleni, a tedy i dostfediva rychlost, vzdy sméiuje do stfedu zakiiveni. Velikost

dostredivé sily je dana rovnosti
Fy=m-w?-r, (39)

kde @ je uhlova rychlost hmotného bodu a r je polomér kruznice, kterd je trajektorii

hmotného bodu.

F,=m-g

Obrézek €. 15: Kénicke kyvadlo

Podle 2. Newtonova pohybového zakona je soucet sil pisobicich na hmotny bod v tomto

ptipad¢ roven velikosti dosttedive sily

Fe+F,=m-a=F,. (40)
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Stied trajektorie hmotného bodu umistén v pocatku soustavy soutadnic Oxy. V pravoihlém

trojuhelniku s jednim vrcholem X a s pteponou F; plati

Fd m-a

sin(l/))=Ft= F (41)

Kombinaci vztaht (39) a (40) navic dostanu

Fp=m-a=m-w?"r. (42)
Porovnanim rovnosti (41) a (42) ziskavam rovnost

F;-sin(yp) =m- w?-r. (43)

Vertikalni soufadnice bodu X je nulova. Pokud tedy vyjadiim velikost s z pravothlého

trojihelniku s pfeponou F;

s
cos(y) = F
(viz obrazek ¢. 15), tak 1ze zapsat
F;-cos(y) —m-g=0. (44)

Dale z rovnosti (43) a (44) vyjadiim silu

m-w?r m-g

B =)~ cosy

odkud po upraveé vyplyva

g-tg¥) = w? 1. (45)
Podle obrazku navic je
tg(p) =
g lp - h'

coz po dosazeni do (44) a upravé umoznuje vyjadfit thlovou rychlost hmotného bodu

w=?
=

Perioda kmitani konického kyvadla
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je rovna

4.4 Priklady uziti kyvadel
Balistické kyvadlo

Pfed vyvinutim zafizeni pro elektronick¢ méfeni Casu se k métfeni rychlosti projektilii
stielnych zbrani uzivalo tzv. balistické kyvadlo.’ Balistickym kyvadlem lze prevést velkou
rychlost lehké kulky na podstatné mensi rychlost t€zsiho hranolu. Rychlost hranolu je proto
snaze meétitelnd a lze z ni zpétné odvodit 1 rychlost kulky. Piiklad balistického kyvadla je

znazornén na obrazku ¢. 16.

0 —> A

Obrazek €. 16: Balistické kyvadlo

% (Halliday, 2000, str. 246-247)
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Balistickym kyvadlem miize byt dfevény hranol zavéSeny na dvou vldknech zanedbatelné
hmotnosti. Pfedpokladdme, Ze v ¢ase t = 0 je ze zbran¢ vystielena kulka, kterd pronikne do
hranolu a uvazne v ném. Srdzkou s kulkou je hranol vychylen ze své rovnovazné polohy.
Hranol s kulkou ma bezprostfedné po této srazce rychlost V. Srézka kulky s hranolem je
dokonale nepruzna, protoze kulka po proniknuti do hranolu v hranolu zistane. Kineticka
energie Ej, soustavy hranol a kulka se pfi srazce zméni. Mechanicka energie E,,, soustavy
kyvadlo a Zemé¢ se po vychyleni hranolu z rovnovazné polohy za ptedpokladu zanedbéni
odporu prostiedi nicméné zachovava. Kinetickd energie kyvadla v rovnovazné poloze je
tudiz shodné s tihovou potencialni energii soustavy kyvadlo a Zem¢ v momentu, kdy se

kyvadlo nachazi presn¢ v bod¢ obratu. Tento fakt vyjadiuje rovnost

1
E-(M+m)-V2=(M+m)-g-h, (46)

hranol a kulka ze své rovnovazné polohy. Pfi oznaeni ¥ rychlosti kulky navic ze zakona

zachovani hybnosti plyne
m-v=m+M)-V. (47)

Po vyjadteni V z rovnosti (47) a jejim nasledném dosazeni do (46) vyjadiim rychlost kulky

V2-g-h.

Balistické kyvadlo tedy neni modelem kyvadla vyluéné teoretickym, jako je kyvadlo

M+m
v = .

m

matematické. Dal§im ptikladem moZnosti vyuziti kyvadel je Foucaultovo kyvadlo
pojmenované po francouzském fyzikovi Jean-Bernard-Léon Foucaultovi.'® Ten v roce 1851
poprvé experimentalné dokazal, Ze na v§echna télesa na zemském povrchu ptisobi sila, ktera
je disledkem rotace Zemé¢ kolem své osy. Foucaultiiv pokus spocival v zavéseni kyvadla o
hmotnosti 28 kilogramil na provaz dlouhy 67 metrt s periodou kmitu 16 sekund. V prib¢hu
¢asu se postupné ménila rovina kyvu kyvadla, ¢imz bylo prok4dzano plisobeni zdanlivé sily.
Tuto silu teoreticky ptedpovédél jiz Gaspard Gustav de Coriolis (1792-1843), po kterém

také tato sila byla pojmenovana Coriolisova sila.

10 (Bajer, 2012, str. 335)
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4.5 Vyuziti goniometrickych funkci pri popisu kyvadel-shrnuti

Predmétem studia kyvadel je zejména urCovani zavislosti okamzité vychylky hmotného
bodu zavéseného na vlakné od rovnovazné polohy, a to jako funkci casu. Pti pohybu ptsobi
na hmotny bod sily, které ovliviiuji pohyb hmotného bodu. Pro analyzovani jejich vlivu je
nutné tyto sily rozlozit na slozky a zabyvat se kazdou silou zvlast. Velikosti slozek jsou
rovny odpovidajici goniometrické funkci uhlu, ktery tyto slozky sviraji. Casto se pii
vypoctech vyuziva skutecnosti vyplyvajici z Taylorova rozvoje goniometrické funkce sinus,
ze pro malé uhly ¢ lze s dostateCnou ptesnosti nahradit sin(y) za ¢, aniz by ptitom
zminény Taylortiv rozvoj byl v textu uveden. Dale se zde goniometrické funkce vyskytuji
jako vysledek feseni diferencialnich rovnic druhého tadu takovych, ze diskriminant jejich

charakteristickych rovnic je zadporny.
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5 Té€leso na pruziné

Cilem kapitoly je demonstrovat uziti goniometrickych funkei pti popisu pohybu hmotného
bodu, ktery je zavéSen na nehmotném vlakné a pohybuje se za riznych vstupnich podminek.
Takovy mechanismus nazyvame mechanicky oscilator. Pocate¢nimi podminkami je pak

blize urcen pohyb, ktery hmotny bod vykonava.

Harmonicky oscilator mé rizné aplikace v mnoha odvétvich ptirodnich véd. Harmonickym
oscilatorem muze byt naptiklad zavazi na strom¢, kyvadlo s malou vychylkou, pfipadné jina
mechanické zatizeni. Ve vSech pfipadech se v principu jedna o téleso na né¢em zavésené,
které vykonava kmitavy pohyb. Tento pohyb lze bez ohledu na fyzikdlni charakteristiky
harmonického oscilatoru popsat vzdy v zasad¢ stejnou diferencidlni rovnici. Pomoci této
jedné rovnice lze popsat velmi mnoho fyzikalnich d&ji vyskytujicich se v kazdodennim
zivotg; patifi mezi né napiiklad oscilace ladicky, ktera vytvaii zvukové vlny, princip
fungovani termostatu, ktery reguluje teplotu okolniho prostfedi, oscilace naboje
v elektrickém obvodu nebo vibrace elektronii v atomu vytvaiejicich svételné viny.
Pozoruhodné je, Zze vSechny tyto jevy lze popsat obdobnymi rovnicemi. Jedna se vzdy o
linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty. Té€leso zavéSené na vldkné je
nejjednodussim mechanickym systémem, jehoZ pohyb Ize popsat uvedenym typem rovnice.

(Feynman, 1980, str. 373-374).

Pohyb télesa ¢i hmotného bodu, pii kterém urcujici veli¢ina nabyva periodicky stridave
hodnot vétSich a menSich, neZ je rovnovazna poloha sledované veli¢iny, se nazyva kmitani.
Pokud kmitdni trva i poté, co na téleso (hmotny bod) ptestaly plisobit vné&jsi sily, které jej
silam a pruZznym silam soustavy a vznika sloZzenim vlastnich tvari kmitani. Pokud soustava
kmitd nékterym z vlastnich tvard kmitani, nazyva se piislusné kmitani vlastni. Pokud na
soustavu pusobi vnéjsi sily, jejichz smér a velikost se méni, jednd se o kmitani vynucené.

(Bata, 1987, str. 23).
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5.1 Volné harmonické kmitani

Necht je ddn hmotny bod zavéseny na nehmotném vlakné, jehoZ trajektorii je pfimka.!! P¥i
pohybu na n¢j plsobi sila F = —k - s, kde k je tuhost pruziny a s je vychylka hmotného
bodu od své rovnovazné polohy. Soucasné na hmotny bod ptisobi sila podle druhého

Newtonova zdkona F = m -a = m-s”. Pohybova rovnice hmotné¢ho bodu ma proto tvar
m-s”+k-s=0. (48)

Zavislost okamzité¢ vychylky hmotného bodu od rovnovazné polohy je znizornéna na

obrazku ¢. 17.

Pied vyfesenim diferencialni rovnice (48) definuji veli¢inu

ktera se nazyva vlastni kruhova (tthlova) frekvence. Nyni lze pohybovou rovnici (48) po

vydéleni hmotnosti m a po spravném dosazeni zapsat
s+ w3 s=0. (49)

Jedna4 se o linearni homogenni diferencidlni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty.'? Jeji

charakteristicka rovnice ma tvar
A% + w% = 0. (50)

Rovnice (49) je kvadraticka rovnice s neznamou A a diskriminantem

D=2- ’—wg.

Diskriminant charakteristické rovnice (49) pfislu$ny diferencialni rovnici (48) je zaporny,
a proto ma rovnice (50) dva riizné kofeny z oboru komplexnich ¢isel, které jsou komplexné

sdruzené. Lze je tedy zapsat

Al,Z =a iﬁl,

! Katedra fyziky Pfirodovédecké fakulty Ostravské univerzity
12 Jira, 2004, str. 90
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respektive
A1 = Fwyl.

Obecné feseni diferencialni rovnice (48) ma tvar

y = e - [Cy - cos(fx) + C, - sin(Bx)],
kde realna cCisla C; a C,
jsou integra¢ni konstanty. Po dosazeni konkrétnich hodnot ma rovnice (48) feSeni

w(t) = C; - cos(wg " t) + C, - sin(wg - t). (51)
Hodnoty integracnich konstant lze zapsat ve tvaru

C, = A-sin(y)

C, =A-cos(y)

pro né&jaké realné A a pro thel Y. Dosadim-li tyto hodnoty do (64), lze feSeni diferencialni
rovnice vyjadfit

s(t) = A- (sin(¥) - cos(wg - t) + cos(y) - sin(wg - t)).
S vyuzitim souctového vzorce

sin(x + y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y)

vyjadiim feSeni
s(t) = A-sin(wg - t + ),

kde A je amplituda volného harmonického kmitani a 1 je fazovy posun. Jejich hodnoty

zjistim z podminek pro po¢ate¢ni ¢as t = 0. Obecny vzorec pro okamzitou rychlost v
hmotného bodu je prvni derivace jeho drahy podle ¢asu
s'(t) = A-wq - cos(wy -t + ).

Pro t = 0 vznika soustava
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s(0) = A-sin(¥) = s,

s'(0) = A wq - cos(y) = v,. (52)
Z jeji prvni rovnice plyne
So
A= ) 53
sin(y) 3)

Po dosazeni tohoto vztahu pro amplitudu do druhé rovnice soustavy (52) vyjadiim velikost

fazového posunu

Y = arctg (Z—O : a)o). (54)

0

Po dosazeni vztahu (54) do rovnosti (53) je vhodné prevést vyraz pro slozeni funkci

sin (arctg (SO w ))
= w
Vo

jen na podil dvou polynomut, piipadné odmocnin z polynomi, coz je provedeno

v nésledujicim Ptikladu.

Obrazek ¢. 17: Volné harmonické kmitani
Piiklad.

V soufadnicové soustavé Oxy je dana kruznice se stfedem v pocatku O a o poloméru 1, jak

je znazornéno na obrazku ¢. 18.
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n? 4+ 1

() 1 T

Obrazek ¢. 18: Skladani goniometrickych a cyklometrickych funkci

V pravouhlém trojuhelniku OXA s pravym uhlem u vrcholu X plati

tg(a) = =
sla) =7
nebo ekvivalentné
a = arctg(n). (55)
V témze trojuhelniku také plati
in(a) - (56)
sin(a) = :
vn? +1
Kombinaci (55) a (56) dostavam vztah
sin(arctg(n)) = :
n?+1

Po dosazeni ptivodniho argumentu ziskdvam po tprave

. So Sp " Wy
sin (arctg (v_ . wo)) =

2., .2 2
0 \S§ - wi + v



Tento tvar dosadim do (52); po Gpravé je

v 2
A= s§+(w—0).
0

Vyrazem pro A je urCena nejvétsi vychylka pohybu od rovnovazné polohy pii volném

harmonickém kmitani.

5.2 Tlumené harmonické kmitani
Téma tlumené harmonické kmitani hmotného bodu zavéSeného na pruzin€ je zpracovano
v literatufe (Kvasnica, 1988, str. 67-69). Predpokladem je, Ze oscilator je umistén

v soufadnicové soustaveé Oxy tak, jak je dale popsano.

Necht' je dan hmotny bod. Soustava soufadnic Oxy je umisténa tak, Ze hmotny bod kmita

kolem soufadnicové osy x.
Ptedpokladem je, Ze na n¢j plisobi elasticka sila
F,=—-k-s
a odporova sila
Fpb=—h-v=-h-s,

kde k > 0 je tuhost pruziny a h > 0 je odpor prostiedi. Zavedu soutradnicovy systém Oxy
tak, ze jeho pocatek O je koncovy bod vektoru elastické sily a osa x je totozna s ptimkou,
po které se hmotny bod pohybuje. Ma-li hmotny bod hmotnost m, pak jeho pohybova

rovnice je
m-s"=—-k-s—h-s’.

Leva strana rovnice vyjadiuje znéni druhého Newtonova pohybového zikona, nebot
okamyzité zrychleni d je druha derivace drahy urazené hmotnym bodem podle ¢asu. Definuji

proménné
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6:=2_m.

S timto oznacenim Ize pohybovou rovnici zapsat
s"+2:85s"+wis=0. (57)

Rovnice (57) je linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty druhého fadu.
Proménné w této rovnice oznacuje frekvenci netlumeného harmonického kmitu. Rovnice

(57) ma charakteristickou rovnici
P +2:6-24+w§=0,
coz je kvadraticka rovnice s neznamou A. Jeji diskriminant je
D=4-5§%-4-wi

Obor hodnot, respektive pocet feSeni rovnice (57) zavisi na znaménku diskriminantu. O
tlumené harmonické kmitani hmotného bodu se jedna tehdy, kdy je § < w,. V takovém
ptipadé¢ je diskriminant D charakteristické rovnice zdporny a kofeny charakteristické rovnice

jsou komplexni ¢isla

A o=—8+ |62 —wdi,

:

A, =—8— |62 — wii.

:

Oznacim
— |52 _
W= [6%— wj.

Reseni rovnice (49) zapisu ve tvaru
s=A, e %t sin(wt + a). (58)
Velikost amplitudy A pohybu popsaného timto piedpisem je ddna vztahem

A=Ay e %t
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Obrazek ¢. 19: Tlumené harmonické kmitani

Amplituda je nepiimo imérna velikosti ¢asu t, nejednd se tudiz o konstantu. Navic je tento
pohyb popsan periodickou goniometrickou funkci sinus. Rovnici (58) je tedy skute¢né

popsano tlumené harmonické kmitani.

5.3 Hranice mezi volnym a tlumenym kmitanim
Vysetiujeme pohyb!'®> hmotného bodu popsaného rovnici
m-s"+h-s"+k-s=0 (59)

s neznamou s. Trajektorii hmotného bodu Ize bez jmy na obecnosti zakreslit celou v 1.
kvadrantu soutadnicové soustavy Oxy, a proto je neznama s > 0. Hodnotu nezndmé lze
vyjadfit jako

x = ePt, (60)

kde p € R je parametr a t > 0 je Casovy usek. Po dosazeni tohoto feSeni do (59) ziskam

rovnici

m-p?-ePt+h-p-ePt+k-elt =0,

13 (Triffet, 1968, str. 67-69)
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kterou vytknutim kladného vyrazu (60) a vydélenim hmotnosti m pfevedu na kvadratickou

rovnici
p?+2-5p+wi=0 (61)

s neznamou p. Tato rovnice je soucasné normovanou charakteristickou rovnici (59). Jeji

diskriminant je

D=(2-6)?%—4-w? (62)

pl =_6+ ’62_(1)3,

p, = —8— |82 — wk.

a kofeny jsou proto

:

Pocet feSeni kvadratické rovnice, a tedy i feSeni diferencialni rovnice (58) zalezi na hodnoté

diskriminantu. Mohou nastat tfi piipady:
(i) Diskriminant D je kladny, pokud
(2-8)?>4- wi.

Pak je feSenim rovnice (59) funkce ve tvaru
52—w?2- - ,52_ 2,
f©) =e™t lfl N T e - tl- (63)

Definuji proménné

£ = (—5 + /52 - wg> 2

& = <—6 — 62— a)g) -2
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Pak lze feseni (62) diferencialni rovnice (59) zapsat ve tvaru

ft) =ci-ebt+c, et

5> /62—0)3

(jeji platnost 1ze snadno ovérit umocnénim na druhou), je

ProtoZe plati nerovnost

lim & = — oo (64)
a také
lim &, = oo (65)
Z (64) vyplyva
fim et =0
az (65) vyplyva
fim e =0

Z toho je zfejmé, ze funkeni hodnota funkce f exponencidlné klesa s rostoucim Casem a Ze

hmotny bod pohybujici se v souladu s (59) viibec neosciluje.
(ii) Diskriminant D je zaporny, pokud
(2-8)?%<4- wi.

Resenim rovnice (59) je potom funkce

f© = e 0t [‘31 ' e<mlt>i +cy e<_\/@'t>i]

(66)

)

kterou lze upravit na tvar

f(t)=A-e‘5't-cos< /wg—SZ-t+¢>. (67)
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Hmotny bod bude oscilovat se stejnou periodou jako goniometrickd funkce kosinus, ale

amplituda jeho kmitu se bude v Case neustale zmensovat.

Upravy, kterymi jsem od tvaru (65) dospél ke tvaru (66), jsou analogické jako
v podkapitolach 5.1 a 5.2, ve kterych se vSak obdobny tvar jako (66) vyskytuje s pouZzitim

goniometrické funkce sinus. Pro jednoduchost oznacim

K:=A-e %t

Pak plati
fz(t)=K'C05(wo't+l/))=K-sin[g—(wo't+¢)] =
=K'Sin{—[wo't+(¢—%)]}=—K-sin[wo-t+(w—%)]=L-sin(w0-t+6)

s oznacenim

T
S:ZIIJ—E.

(iii) Diskriminant D je roven nule, pokud
2-8)?%=4-wi. (68)
Potom ma rovnice (59) jediny (dvojnasobny) koten
p=-0
a FeSeni rovnice (59) je funkce
f(®) = e ot (c1+cy ).

Hmotny bod, jehoz trajektorii je grafické znazornéni pribéhu této funkce, se nepohybuje
periodicky. Jeho vychylka od rovnovdzné polohy se neustile zmenSuje, a to podstatné

rychleji nez v piipadé (i), dokud se hmotny bod v rovnovazné poloze neustali. Hovofime
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proto o kritickém utlumu pohybu; ze vztahu (68) lze vyjadiit hodnotu kritického atlumu h,,

ktera je rovna
h,=2-/m-K,. (69)

Konstanta kritick¢ého Utlumu udava limitni hodnotu mezi periodickym a neperiodickym

pohybem hmotného bodu. Je-li
hy=>2-/m-K,,
neni pohyb popsany rovnici (59) periodicky. Pokud je
h, <2-/m-K,,

popisuje (59) periodicky pohyb.

5.4 Nucené harmonické kmitani

5.4.1 Harmonicky buzené netlumené kmitani
Tato podkapitola'* se zabyva hledanim zavislosti okamzité vychylky § hmotného bodu o
hmotnosti m v zavislosti na Case t pii pohybu, ktery je vyvolan vnéjsi periodickou budici

silou
F, = F, - sin(wt).
Symbolem ﬁo je oznacena amplituda harmonickych kmiti a w je frekvence budici sily. Na
hmotny bod dale plisobi vratna sila
F, = —k-s.
Podle 2. Newtonova pohybového zakona plati pro pohyb tohoto hmotného bodu vztah
F,=m-s” =—k-s+F,-sin(wt). (70)

Rovnice (70) je pohybova rovnice harmonicky buzeného netlumeného kmitani. Tuto

rovnici vydélim hmotnosti m a definuji frekvenci vlastnich kmith oscilatoru jako veli¢inu

14 (Bajer, 2012, str. 287)
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k
Wy = E (71)

a amplitudu zrychleni budici sily

fo=
Po jejich dosazeni do (70) ziskavam pohybovou rovnici
s” + wd s = fy - sin(wt). (72)
Jedna se o nehomogenni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Jeji
obecné feSeni vyjadiim
P(&) = Pr () + Py (),
kde slozka ¥, (t) znamena feSeni rovnice (72) snulovou pravou stranou a ,(t) je

partikularni feSeni této rovnice. Pro nalezeni ¥, (t) uréim charakteristickou rovnici

A +wi=0 (73)
s nezndmou A. Jeji diskriminant je
D = —4- w}
a kofeny jsou komplexni ¢isla
A = wypl
a
Ay = —wyl.

Vysledné feseni'® rovnice (72) s nulovou pravou stranou lze proto zapsat jako
Yr(t) = A-sin(wg - t + ),
kde A a 1 jsou konstanty, které budou specifikovany.

Pro nalezeni partikularniho feSeni 1, (t) dosadim do rovnice (70)

15 (Triffet, 1968, str. 203)
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P, (t) = K - sin(wt)
a ur¢im hodnotu K, pro kterou je rovnice (70) splnéna. Ziskam rovnici
—m- K- w?-sin(wt) + kK - sin(wt) = F, - sin(wt).

Po jejim vydéleni sin(wt) vyjadiim

Fo Fo Fo Fo
ke o __wm o wm o me§ _ %
-m-w?+k K_ 2 wf-w? 1_(3)2 1_(3)2'
m wWo wo

Pti upravach byl uplatnén vztah a fyzikalni definice tuhosti pruziny
k=m-w*,

ze které jsem vyjadfil ithlovou frekvenci w. Partikularni feSeni rovnice (70) proto je

Fo

Y, (t) = —E— - sin(wt).
-®)

Zavislost okamzité odchylky hmotného bodu od rovnovazné polohy pii harmonicky

buzeném netlumeném kmitani lze proto zapsat naptiklad ve tvaru

Fy
s(t) =A-sin(wy-t+y) + Lz - sin(wt). (74)
=)
Konstanty A a ¥ ur¢im na zékladé poc¢atecnich podminek
$(0) =S,
a
5°(0) = v,

Najdu prvni derivaci

s(t)=A-wy-cos(wy-t+y) + kTw)z cos(wt).
1— (&

wWo

Z pocatecnich podminek proto plyne soustava
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Fo

A-a)o-cos(lp)+k—w2=so
=)
A - sin(y) = v,. (75)
Z jeji druhé rovnice vyjadiim

Vo

4= 5w

(76)

a toto vyjadfeni dosadim do prvni rovnice soustavy (75). Odtud po upravach najdu na

zaklad¢ znamych veli¢in velikost thlu

So k(W —wd)+Fy-w-wh
Vo wo k- (w? — wf)

Y = arccotg<

Po dosazeni ziskané hodnoty do (76) uréim také konstantu A. Poté bude rovnice okamzité

odchylky (74) tGplné uréena.

5.4.2 Harmonicky buzené tlumené kmitani
Kmitani vyvolané harmonickou silou, které¢ je tlumené plsobenim vnéjSich sil, se od
netlumeného kmitdni vyvolaného harmonickou silou 1i8i tim, ze hmotny bod pfi pohybu

ovliviiuje vn&jsi odporova sila.'® Ta piisobi proti sméru pohybu a je rovna
F,=—h-s,

kde h je koeficient tlumeni. Ostatni sily pisobici na hmotny bod jsou stejné jako v ptipadé

netlumeného kmitani. Pohybova rovnice hmotného bodu proto je
m-s”+h-s"+k-s=F,-sin(wt), (77)

kde w je kmitocet budici sily. Jednd se o nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu
s konstantnimi koeficienty. Proto se jeji celkové feSeni sklada ze slozky 1y, (t), coz je feSeni
rovnice (77) s nulovou pravou stranou, a ze slozky 1, (t), coz je partikularni feSeni (77).

Protoze se jedna o kmitani tlumené, jsou vSechna obecna feSeni rovnice (77) v homogennim

16 (Bajer, 2012, str. 289)
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tvaru funkce popisujici tlumené kmitani, jak jiz bylo dokdzano v kapitole 5.3 pii ur€ovani

koeficientu kritického tlumeni h;, ve vSech moznych ptipadech (i), (ii) a (iii). Proto je

s rostoucim Casem slozka Yy, (t) stale vice zanedbatelna a feSeni rovnice (77) je urceno

prakticky jen slozkou v, (t). Pfedpokladam, ze partikularni feseni (77) je
Y, (t) = K; * sin(wt) + K; - cos(wt)
pro n¢jaké konkrétni K; a K. Pro jejich nalezeni ur¢im nejprve prvni derivaci
Y, (t) = K; - w - cos(wt) — K; * w - sin(wt)
a poté druhou derivaci
Y, (t) = —K; - w? - sin(wt) — K, - w* - cos(wt).
Po jejich dosazeni do (77) dostavam

(-m K, w?>—hK,-w+ kK, — F,) -sin(wt)

+(—m- Ky, w?>+Cy Ky 0+ k- K,) - cos(wt) = 0.

Protoze (78) je partikularnim feSenim rovnice (77) pouze pro

sin(wt) # 0

cos(wt) # 0,

(78)

(79)

je nutné najit podminky, za kterych je rovnice (79) splnéna. Ptepisu rovnici (79) do tvaru

A - sin(wt) + B - cos(wt) =0
a dale upravim
A- (i 1- cosz(wt)) = —B - cos(wt)
s vyuzitim rovnosti

sin?(x) + cos?(x) = 1

(80)

(81)

platné pro kazdé realné x. Po umocnéni (81) na druhou a dal$ich upravach ziskam vztah

|B| = |A] - [tg(wt)|.
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Rovnice (80) je tedy platna pro kazdou uspoiadanou dvojici [4; B], ktera vyhovuje rovnosti
(82) za ptedpokladu, Ze hodnota tg(wt) je zcela libovolna. Volim proto naptiklad A = 0,
B = 0. Pro koeficienty v rovnici (79) proto plati

—mKla)z—thw+kK1—Fo=0
-m-K, w*+h-K,-w+k-K,=0. (83)

Po vydéleni soustavy (83) hmotnosti m a po provedeni substituci

dostavam soustavu rovnic
(w§ — w?) " Ky + (=yow) K = fo
(Yow) * Ky + (0§ — w?) - K, = 0, (84)
Z druhé rovnice této soustavy vyjadiim

w2 — w?
K1=—M-K2 (85)
Yo @

a toto vyjadreni dosadim do prvni rovnice. Po upravach ziskam

_ fo Yo w
(wf — w?)? + (yo - w)?

KZZ

a tento vyraz dosadim do (85). Odtud zjistim, Ze

Vo " (0§ — w?)
(0§ — w2+ (1o w)?

K1=
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Po dosazeni hodnot K; a K, do rovnice (78) ziska partikularni feSeni diferencialni rovnice
tvar

fo

(w§ — w?)? + (¥o - @)?

P, (1) = [(w§ — w?) - sin(wt) — o - w - cos(wt)].  (86)

Nyni ur¢im amplitudu A a fazovy posun i harmonicky buzeného tlumeného kmitdni.
Protoze partikularni feSeni ma charakter kmitt o frekvenci budici sily (coz bylo prokdzano

experimentaln¢), Ize partikularni feSeni zapsat také ve tvaru
Y, (t) = A sin(wt — ). (87)

Hodnoty A a ¥ najdu porovnanim vztaht (86) a (87). Pravou stranu (87) upravim pomoci

souctového vzorce

Yy, (t) = (A - cos(y)) - sin(wt) — (A - sin(y)) - cos(wt).
Koeficienty pro sinus, resp. kosinus uhlu wt porovnam s jejich vyjadienim ptislusnych
stejnym uhlim v (86). Tim ziskam soustavu

fo- (00(2) - w?)

(0§ — 0?)? + (v - w)?

A-cos(y) =

fo Yo w
(w§ — w2)? + (yo - w)?

A-sin(y) = (88)

Z prvni rovnice této soustavy vyjadiim amplitudu

_ fo (0§ — w?)
4= [(w§ — w?)? + (¥o - w)?] - cos(yh) (89)

a dosadim toto vyjadfeni do druhé rovnice (88). Z ni po Gpravach zjistim, Ze je velikost Gthlu

X0
Y = arctg (ZO—Z)

Dale vyjadiim
h 2vk-m 2-/(w?-m)-m
yO = —_— = = :2 ,
m m m
kde
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_ k
0= |—
m

je uhlova frekvence kmitavého pohybu hmotného bodu. Ostatni proménné maji obvykly
vyznam zminény jiz v pfedchozim textu. Proto lze velikost fazového zpozdéni zapsat také

ve tvaru

20w
Y = arctg (2—>

— w2
Wi —w

Amplitudu A kmitavého pohybu lze uréit dosazenim takto vyjadieného uhlu i do (89).

K tomu je nutné nejprve vyjadfit slozeni funkci

20w
COS arctg m

jen jako podil, resp. odmocninu z podilu dvou polynomi. Postup takového vyjadieni je

predveden v nasledujici podkapitole.

4.4.2.1 Skladani funkci goniometrickych a cyklometrickych

Vychodiskem je zakresleni situace do soutfadnicového systému Oxy. V ni je dana kruZnice

se sttedem v pocatku O o poloméru 1, jak je zndzornéno na obrazku €. 20.

u

Obrazek ¢. 20: Skladani goniometrickych a cyklometrickych funkci
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Z trojuhelniku OXA plyne rovnost

1

cos(a) = ———.
n?+1

Protoze je navic
a = arctg(n),

dostavam vyjadieni

1
cos(arctg(n)) = ———.
8 Vn? +1
Pro dané hodnoty je tedy
2:0w wh — w?
cos|arctg| ——— | | = — =
wy — W \/4-w2-w2+(a)0—w2)2

Po dosazeni tohoto vyjadieni do (89) dostavam amplitudu harmonicky buzeného tlumeného

kmitani

fo

_\/(wg_w2)2+4.52.w2

5.5 Vyuziti goniometrickych funkci p¥i popisu pohybu télesa zavéSeného
na pruZziné-shrnuti
V souvislosti s hmotnym bodem zavéSenym na pruziné se goniometrické funkce pouzivaji
pii stanoveni zavislosti okamzité vychylky hmotného bodu od rovnovazné polohy na cCase.
Goniometrické funkce se v této souvislosti objevi pfi feSeni pohybové rovnice hmotného
bodu. Ackoli pii riznych vnéjSich podminkach vypada tato pohybova rovnice odlisné, vzdy
se jedna o diferencidlni rovnici druhého fadu. Koteny takové rovnice jsou pak vyrazy,
v nichz se vyskytuji goniometrické funkce sinus a kosinus. K jednozna¢nému nalezeni
funkci popisujicich zavislost okamzit¢ vychylky na Case je nutné vyuzit pocatecni
podminky, které vyplyvaji z formulace problému. Pocatecni podminky diferencidlnich

rovnic jsou urceny dal$i charakteristiky pohybu hmotného bodu, jako je napiiklad amplituda
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pohybu. Je pfitom nutné zndt vzorce pro pocitani s goniometrickymi funkcemi, naptiklad

souctové vzorce funkci sinus a kosinus.
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Zavér

Bakalatska prace predstavuje uplatnéni goniometrickych funkci ve vybranych oblastech
mechaniky. Kapitoly, o kterych prace pojednava, byly vybrany tak, aby probirana
problematika méla zna¢né praktické dopady na nés kazdodenni zivot. Souc¢asné ma byt text
srozumitelny vSem zajemctim o matematiku a fyziku, ktefi tyto discipliny ovladaji na Grovni
sttedoskolského uciva. Prace neni urcena ¢tendiim hledajicim detailni rozbor libovolného
z probiranych témat, ale propojuje zvolenou oblast matematiky (goniometrické funkce) se
svétem kolem nas. Pravé aplikace funkci v situacich rozebranych v praci jsou jejim hlavnim
pfinosem. Zakonitosti odvozené v jednotlivych kapitolach plati vétSinou za zvlastnich
podminek (napi. pohyb télesa vrzen¢ho Sikmym vrhem plati za pifedpokladu zanedbéni

odporu prosttedi), ale piesto z nich Ize vyvodit zakladni principy pribéhu realnych déja.

Goniometrické funkce v kazdé ¢asti bakalarské prace slouzily k odvozeni zakladnich vztahi.
Zvlasté zajimavé je jejich pouziti v kapitole vénované Coriolisové sila. Tato sila, a¢ je
zdéanliva, byla v praci odvozena na zdklad¢ vztahl platnych pro pohyb hmotného bodu
vinercialni a v neinercidlni vztazné soustavé. V ostatnich pfipadech se v textu
goniometrické funkce vyskytuji jako disledek vztaht mezi riznymi slozkami sil, které na
pfedmét (hmotny bod) piisobi. Protoze se ve diisledku vzdy jedné o pouziti goniometrickych
funkci v pravouhlém trojuhelniku, vychazi se v préaci ze zavedeni goniometrickych funkci
obvyklém na stfedni Skole a nejsou v ni uvedeny jiné moZznosti jako naptiklad zavedeni
goniometrickych funkci pomoci Taylorovych rozvoji tad. Pochopeni pouziti funkci

v konkrétnim piipad¢ je usnadnéno obrazky, kterymi je text doplnén.
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