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Abstrakt: Tato prace se zabyva porovnanim vybraného tradi¢niho pristupu k mo-
delovani a predikei ¢asovych fad (ARIMAX model) s vybranym modernim piistu-
pem — pomoci gradientné boostovanych rozhodovacich stromt implementovanych
v ramci knihovny XGBoost. V prvni ¢asti prace je predstaven teoreticky ramec
supervizovaného uceni, modelu ARIMAX a gradientniho boostingu v kontextu
rozhodovacich stromt. V druhé ¢asti jsou identifikovany modely ARIMAX a XG-
Boost, které oba predikuji konkrétni ¢asovou radu — denni zobchodovany objem
indexu S&P 500, coz je pro fadu odvétvi velmi dulezita tloha. Déle jsou po-
rovnany vysledky jednotlivych pristupi, jsou popsany vyhody XGBoost, které
pravdépodobné vedly k jeho lepsim vysledkiim v této konkrétni simulacéni stu-
dii a je ukazana dilezitost optimalizace hyperparametrii. Na zavér jsou metody
porovnany i po praktické strance, specialné co do vypocetni narocnosti. V po-
sledni ¢asti prace je odvozena teorie hybridnitho modelu a navrzeny algoritmy pro
nalezeni optimélniho hybridniho modelu. Ty jsou nasledné aplikovany na pro-
blém predikce objemu. Optimalni hybridni model kombinuje modely ARIMAX a
XGBoost a dosahuje lepsich vysledkt nez jednotlivé modely samostatné.
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Abstract: This thesis deals with comparing two approaches to modelling and pre-
dicting time series: a traditional one (the ARIMAX model) and a modern one
(gradiently boosted decision trees within the framework of the XGBoost library).
In the first part of the thesis we introduce the theoretical framework of supervised
learning, the ARIMAX model and gradient boosting in the context of decision
trees. In the second part we fit the ARIMAX and XGBoost models which both
predict a specific time series, the daily volume of the S&P 500 index, which is a
crucial task in many branches. After that we compare the results of the two ap-
proaches, we describe the advantages of the XGBoost model, which presumably
lead to its better results in this specific simulation study and we show the impor-
tance of hyperparameter optimization. Afterwards, we compare the practicality
of the methods, especially in regards to their computational demands. In the last
part of the thesis, a hybrid model theory is derived and algorithms to get the
optimal hybrid model are proposed. These algorithms are then used for the men-
tioned prediction problem. The optimal hybrid model combines ARIMAX and
XGBoost models and performs better than each of the individual models on its
OWTl.
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Uvod

Tato diplomova prace se bude vénovat vybranym moznostem predikce financ¢nich
casovych tad.

Pro oblast aplikace jsme zvolili akciovy trh, a to z nékolika divodi, které zde
nyni popiSeme.

V poslednich letech se vyrazné zjednodusil pristup Siroké verejnosti k moznostem
obchodovani s finanénimi instrumenty, kromeé tradi¢nich a zavedenych brokertu
byla zalozena tada firem umoznujici investovat lidem velmi jednoduse online.
Platformou pro investovani se casem stala fada ptvodné jinak zamérenych tzv.
Hintechi“, firem startupové povahy prindsejicich moderni technologie a zjedno-
duseni do svéta financi.

V dobé koronavirové pandemie v roce 2020 doslo nejprve k prudkému propadu
ceny vétsiny akciovych trhiti a nésledné k jesté prudsimu rtstu, ktery trval do
doby uzavfteni obsahu této prace v zari 2020.

Vidina moznosti rychlého zbohatnuti spolu s dostupnosti prostredkii k jeho rea-
lizaci tak zptsobila extrémni nartst popularity obchodovani na burze.

Typickou a prirozenou tulohou jsou pokusy o predikci cen jednotlivych titulti.
Tato nesmirné naroc¢na tloha casto konc¢i zjisténim, ze nejlepsi predikei priristku
ceny je 0, pfipadné dlouhodoby prumér tohoto prirustku (tj. vyvoj ceny se mode-
luje pomoci dlouhodobého linedrniho trendu). Zavérem takovych studii vétsinou
byva, ze investorska zkusSenost doplnénd o znalost prostiedi a schopnosti predi-
kovat politicky a ekonomicky vyvoj vede ¢asto k presnéjsim predikcim ceny nez
matematické modely. Cést matematické finanéni teorie je na piedpokladu nulové
stfedni hodnoty denniho prirtistku na akciovych trzich zalozena — naptiklad rtizné
odhady volatilit se casto pocitaji pouze jako kvadraty prirustku, jak je uvedeno
v [10]. Cela teorie ARCH/GARCH modeli, pomoci niz se ¢asto — napf. v [2] —
modeluje volatilita akcii, tuto vlastnost také predpoklada.

Dalsi typickou tlohou jsou predikce volatility, a to nejen jednotlivych tituli, ale
hlavné multidimenzionalni predikce — nalezeni negativni korelace mezi dvéma a
vice tituly muze totiz vést k optimalizaci rizika v ramci investorova portfolia,
coz je velmi dilezité primarné pro ty subjekty, které jsou na vyvoji cen na trhu
financéné zavislé. Sem patii napriklad profesionalni obchodnici, at uz fyzické osoby,
nebo specializované firmy a dalsi.

My se zaméfime na jinou, nicméné pro fadu subjekt dilezitou tlohu — predikci
denniho zobchodovaného objemu. Presna predikce této rady je dilezita hlavné pro
ty subjekty, které se chystaji prodavat velké mnozstvi jedné akcie nebo podobnych
akcil. Existuji expertni pravidla, ktera takovym subjektiim doporucuji, jak toto
prodavani akcie provadét postupné, nikoliv najednou, aby velkou nabidkou na
trhu nesnizily cenu, za kterou se obchod zrealizuje. Drtiva vétsina téchto pravidel
jsou omezeni ve smyslu stanoveni maximalniho denniho podilu na trhu. Tedy
mnozstvi jednotlivych tituli neméa prekrocit urc¢itou hranici nastavenou relativné
viici celkovému zobchodovanému objemu dané akcie nebo na daném trhu.



Na hodnoty této casové fady miuze mit vliv fada faktori, které v nasi analyze
zahrneme — chovani investoru ovliviiuje sezénnost (napr. v pribéhu roku nebo
tydne), dale rtizné mimoradné situace na trhu. S fadou z nich se nedd dopredu
pocitat, nicméné jsou takové, se kterymi ano — tim myslime zejména vyznamné
pravidelné oficialné vydavané ekonomické zpravy.

V nasem praktickém pripadé budeme modelovat denni hodnoty této casové rady.
Divody jsou ryze praktické — denni data ze vSech hlavnich svétovych burz jsou
volné k dispozici, data s nizsi granularitou se shanéji obtizné, a pokud ma model
fungovat v realném case, neni tak jednoduché ziskat volné dostupny a spolehlivy
zdroj dat pro model.

Omezime se na jednokrokovou predikci, kterd ve vétsiné pripadt postacuje. Pro
praktické vyhodnoceni budeme pouzivat posuvné okno, vzdy ale budeme predi-
kovat pouze jeden den dopredu.

Cilem prace je tuto ulohu modelovat pomoci ruznych pristupt, z nichz nékteré
bychom oznacili jako ,tradiéni“, nékteré jako ,moderni“. Budou néas zajimat
vSechny aspekty danych pristupt — od vykonnosti nejlepsich model az po nutné
usili a ¢asovou a technickou naroc¢nost nalezeni optimalniho modelu.

Jako zastupce ,tradicniho“ pristupu volime model ARIMAX, vzhledem k tomu,
ze je velmi bézné pouzivany a v porovnani s linearni regresi nebo modely AR,

ARMA a ARIMA komplexni.

Modernich metod strojového uceni je cela rada, napt. neuronové sité, nadhodné
lesy, metoda podpirnych vektort (Support vector machine), gradientné boosto-
vané stromy a dalsi. Vybrali jsme posledné jmenovany pristup — gradientné boos-
tované stromy — konkrétné jednu z nejmodernéjsich softwareovych implementaci,
knihovnu XGBoost. Jedna se totiz o pomérné popularni a v soucasnosti hojné
pouzivanou metodu, kterd je velmi uspésna v fadé soutézi ([30]).

XGBoost se uspésné vyuziva pro predikci nejen financnich casovych rad, casto
jako hybridni model v kombinaci s tradi¢nimi pristupy (napr. ARIMAX v [28])
nebo jinymi modernimi (napf. s rekurentnimi neuronovymi sitémi v [26]).

V obou pripadech se pokusime vyuzit znacného vypocetniho vykonu, ktery nam
umozni vyzkouset natrénovat desitky tisic modeli a tim postupné kalibrovat hy-
perparametry a optimalné pro né vybirat proménné. Protoze prostor vsech moz-
nych modelt je obrovsky, nemtzeme natrénovat vSechny modely, které bychom
chtéli, a vyuzivame tedy postupného ofezavani tohoto prostoru na zakladé nejprve
hrubych, pozdéji jemnéjsich kritérii. Tento postup nemusi vést vzdy ke globalnimu
optimu, coz je riziko, jehoz jsme si védomi.

Struktura prace

V prvni ¢asti prace (kapitola 1) je predstaven teoreticky ramec supervizovaného
uceni a modelu ARIMAX. Je uvedena potfebnd teorie gradientniho boostingu
v kontextu rozhodovacich stromii a konkrétni aspekty implementace XGBoost.
Velky diiraz je kladen na popsani funkce hlavnich hyperparametri v XGBo-
ostu.



V druhé ¢asti prace (kapitoly 2 az 4) jsou identifikovany modely ARIMAX a XG-
Boost, které oba predikuji konkrétni ¢asovou radu — denni zobchodovany objem
indexu S&P 500, coz je pro fadu odvétvi velmi dilezita tloha. U obou modeli
se pokousime pomoci grid-searchovych metod optimalizovat vétSinu hyperpara-
metri. Vysledky obou pristupti porovname na out-of-sample mnoziné. Na zavér
jsou metody porovnany i po praktické strance, specialné co do vypocetni naroc-
nosti.

Ve treti casti prace (kapitola 6) modely ARIMAX a XGBoost kombinujeme po-
moci tzv. hybridniho modelu. Ten kombinuje predikce vstupnich modeli — kom-
binace predikci miize byt obecné lepsi nez nejlepsi z jednotlivych predikei. K této
problematice odvodime teoreticky ramec a navrhneme efektivni zptisob Teseni.
Nakonec aplikujeme na nasi fadu a ovérime vykonnost na out-of-sample mno-
Zine.

Konvence a terminologie

Anglické terminy

Vzhledem k tomu, Ze statistické metody, jimiz se tato diplomova prace zabyva,
jsou vesmés moderni, je prirozené, ze rada termint, které s nimi souvisi, jesté
nema bézné pouzivany cesky ekvivalent. V takovém pripadé definujeme termin
anglicky (znacime kurzivou) a dava-li to smysl, sklofiujeme ho jako anglicis-
mus.

Rozdélovani datového vzorku

Vysoce nekonzistentni pouzivani pojmu trénovaci, testovaci, valida¢ni a cross-
valida¢ni mnozina nés nuti k explicitnimu popisu nami pouzivané terminologické
konvence.

Data délime na tzv. in-sample a out-of-sample. In-sample mnozinu pouzivime pro
trénovani optimalniho modelu a délime ji na trénovaci a testovaci podmnozinu.
Trénovaci mnozinu vyuzivame k odhadu optimalnich parametri modelu, testovaci
mnozinu vyuzivame pro kalibraci hyperparametrii modelu. Obé tyto mnoziny
muzeme obecné nasledné pouzit pro trénovani finalnitho modelu.

Specialni pristup k trénovani je vyuzivani cross-validacni mnoziny. V takovém
pripadé jiz in-sample data nedélime na fixni trénovaci a testovaci mnozinu, ale
roli trénovacich a testovacich mnozin postupné nabyvaji disjunktni podmnoziny,
na néz doptedu rozdélime celd in-sample data (tzv. foldy). Podrobny popis této
metodologie se nachazi v sekci 4.1.

vvvvvv

mnoziné — nicméné vzhledem k nejednoznacnosti dvojice pojmu testovaci a vali-
da¢ni mnozina (v ¢asti odborné i neodborné literatury se jejich vyznamy obraci)
vyuzivame vyse zminénou terminologii.



Parametry a hyperparametry

V predchozim odstavci zminujeme parametry a hyperparametry. Hyperparame-
try modelu jsou takové parametry, které se typicky voli pred trénovanim modelu
a jejich optimalizace neni na rozdil od klasickych parametrii souc¢ast trénovaciho
procesu. Piikladem hyperparametru je fad p autoregresniho modelu AR(p), pri-

kladem parametrti v AR(1) jsou ¢, p a 0% v zdpise X; = c+oX; 1+e, t =1,2,...,

kde ¢, je bily Sum s rozptylem o?2.

Pouzivané metriky

Pro méfeni miry presnosti modeltt budeme pouzivat rizné metriky s nasledujicimi
definicemi.

Zacneme nejprve metrikami, které jsou obecné a nezavislé na pouzitém modelu,
sem patii:

o MSE (Mean Square Error — stiedni ¢tvercova chyba),
o RMSE (Root Mean Square Error),
o MAE (Mean Absolute Error — stfedni absolutni chyba),

o« MAPE (Mean Absolute Percentage Error — stfedni absolutni procentudlni
chyba) a
. R%
Pro vektor skutecnych hodnot x a vektor predikovanych hodnot X (oba s délkou
n) definujeme:

MSE(R) := Enj(x - )%

RMSE(R) := /MSE(%),

MAPE(R) = — znj

n;3

;i — X;

X

TSS " (2 —7)2

kde T je aritmeticky prameér hodnot x, tj. % Yo T

R*(R) :=

Tyto metriky se bézné pouzivaji a jejich interpretace je primocara, popsana je
napt. v [10].

Déle budeme pouzivat U, tzv. Theiliv koeficient (index) nesouladu, v literature
oznacovany jako Theil’s Inequality Coefficient. Tento pojem je vsak v literature



nekonzistentné pouzivany, mimo jiné z divodu riaznych interpretaci, z nichz né-
které jsou vhodnéjsi pro casové fady, jiné pro neusporadatelna pozorovani. Vy-
jdeme z definice pouzivané v [19], protoze porovnava predikci modelu s naivni
predikci definovanou jako zpozdéna odezva, coz je v kontextu c¢asovych rad ob-
zvlast primocary pristup.

o ()
"o )

Interpretace Theilova U je néasledujici:

« Nabyva hodnot [0, 00).
o Perfektni predpoved (Vi : Z; = x;) znamend U = 0.
o Cim vétsi U, tim vzdalenéjsi je predikce od skuteénych hodnot.

e Hodnota U = 1 odpovida kvalité naivni predikce pomoci zpozdéné odezvy,
jak je zjevné z definice.

e Hodnoty U < 1 odpovidaji modeltim, které maji lepsi predikéni schopnost
nez zminéna naivni predikce, hodnoty U > 1 naopak tém, které maji horsi
predikéni schopnost nez naivni predikce.

Jind definice pouzivand v teoretické ekonomii je popsana napr. v [24]. Nicméné
tato alternativni definice je obecné kritizovanéjsi a specifické ¢lanky vénujici se
problematice Theilova koeficientu dévaji v zavérech prednost nami pouzivanému,
napf. [1], [4] a [15].

Pro modely zalozené na maximalizaci vérohodnosti také definujeme AIC (Akai-
keho informacni kritérium).

AIC(R) = —2(X) + 2K, (1)

kde [ je logaritmicka vérohodnostni funkce a K je pocet parametrii modelu. Za
predpokladu norméalné rozdélenych chybovych ¢lenti mizeme vzorec upravit na
tvar

AIC(R) := nlog(?) + 2K, (2)
kde 62 = RSS(X)/n a n je pocet pozorovani. V literatufe se obcas tento vyraz
jesté déli poctem pozorovani (napft. [10]), nicméné my pouzivame vyse uvedenou
definici.



Prohlaseni autora o out-of-sample mnoziné

Out-of-sample mnozina byla ur¢ena pouze pro porovnani jednotlivych pristupt
(ARIMAX a XGBoost). Autor prace prohlasuje, ze tato mnozina nebyla zad-
nym zpusobem pouzita ani vzata v tvahu pfi trénovani jednotlivych modelt a
vysledek prace — porovnani jednotlivych ptistupt — je v tomto ohledu zcela ne-
zkresleny:.

V zavéru prace je zminéno, zda by vysledky prace byly pri jiném zvoleném po-
stupu lepsi.

V separatni kapitole 6 pak pouzivame out-of-sample mnozinu jesté pro jeden
ucel — urceni optimalniho hybridniho modelu. Pro tuto analyzu out-of-sample
mnozinu rozdélujeme na trénovaci a validacni ¢ast. I pro validacni ¢ast out-of-
sample mnoziny plati stejné prohlaseni.



1. Teoreticky ramec

Abychom ARIMAX a XGBoost zasadili do kontextu obecnéjsi teorie, za¢neme
definici supervizovaného uceni (téz uceni s ucitelem).

1.1 Supervizované uceni

Supervizované uceni je problém nalezeni vztahu mezi vystupni veli¢inou nebo

.....

zZapsano:

Definice 1.1. Supervizovanym ucenim rozumime problém nalezeni vztahu
mezi vektorovgmi velicinami 'y a x na zdkladé dat D = {(x;,y:), x; € R™, y; €
R* i€ {1,2,...,n}}. n € N je pocet pozorovdni v datech, y se nazjvd vysvét-
lovand proménnd nebo odezva, jednotlivé slozky vektoru x se nazyvaji regre-
sory, vysvétlujici promeénné nebo prediktory. V pripade jednorozmeérného y
mluvime o jednodimenziondlnim problému, v opacném pripade o multidi-
menziondlnim nebo téZ mnohorozmeérném.

Ukolem supervizovaného uceni je nalézt model, ktery tento vztah popise:

Definice 1.2. Modelem ¢y rozumime funkci, kterd prirazuje kaZdému vstupu
x € R™ hodnotu y € R*, této hodnoté budeme rikat vyrovnand hodnota (fitted
value), pokud se jednd o x z D, pokud ne, pak se pouZivd termin predikovand
hodnota. Model zdvisi na hyperparametrech £ € R? o parametrech 0 € RY.

Pro trénovani modelu se typicky pouziva optimalizace vhodné zvolené funkce,
tzv. objective function, kterd se sklada ze dvou casti:

 ztratové funkce (loss function), kterd méri kvalitu modelu ve smyslu vzdé-
lenosti ¥ od skute¢né hodnoty y a

o regularizac¢niho ¢lenu (regularization term), ktery penalizuje prilis kom-
plexni model.

Formalné:

Definice 1.3. Objective funkci L (¢¢g, D) rozumime (typicky) redlnou funkci
tvary

loss(y,y) + (¢, 0),

kde pruni clen je ztratovd funkce a druhy regularizacni clen.

Typicky méa ztratova funkce vlastnost ,,¢im presnéjsi fit, tim mensi hodnota“ a
regularizacni clen vlastnost ,,¢im komplexnéjsi model, tim vétsi hodnota®. V ta-
kovém pripadé definujeme proces trénovani modelu:

Definice 1.4. Trénovdnim wmodelu rozumime libovolny zpusob hledani opti-
malni hodnoty 0 pri zafivovaném ¢ a &, pri které se na datech D minimalizuje
hodnota L (¢, D).



V pripadé opacné interpretace hodnot ztratové funkce, resp. regularizac¢niho ¢lenu,
se v Definici 1.4 misto minimalizace objevi maximalizace.

V této definici vidime prakticky rozdil mezi parametry a hyperparametry. Zatimco
hyperparametry £ je treba zafixovat pred trénovanim modelu, parametry 6 jsou
odhadovany, resp. kalibrovany, pii trénovani modelu — lépe feceno odhad, resp.
kalibrace, parametrii je synonymem trénovani modelu.

Jako piiklad lze uvést bézné regresni modely: linedrni regrese (OLS) vyuziva
jako ztratovou funkci sumu kvadratt rozdilt vyrovnanych a skuteénych hodnot a
nulovy regularizacni ¢len, objective je tedy -7 (Z; — x;)?, Lasso regrese vyuzva
regularizacni ¢len ve tvaru sumy absolutnich hodnot vsech parametrii v modelu,
objective je tedy >0 | (Z; — x;)* + >721 B, kde a je hyperparametr a jednotlivé
B; jsou regresni koeficienty. V obou piipadech je Z; i-t4 vyrovnana hodnota a z;
i-ta skuteénd hodnota.

1.2 ARIMAX

Jednim z modelti spadajicich do supervizovaného uceni je model ARIMAX. Jedné
se o rozsifeni standardniho modelu ARIMA (viz naptiklad [10]) o regresni (exo-
genni) proménné. Tyto proménné mohou modelovat napriklad sezénnost i nad ra-
mec moznosti modelu SARIMA (napt. pomoci indikatort specifickych obdobi).

Pro jednorozmérnou casovou fadu {y;, t € {1,2,...,n}} a odpovidajici data
D = {(x¢,y), x € R™ t € {1,2,...,n}} definujeme model ARIMAX nésle-
dujicim zptusobem:

Definice 1.5. ARIMAX(p,d,q), p.d,q € Ny, je model tvaru
gb(B)Adyt = oz+xtTB—|—9(B)5t, (1.1)

kde B je operdtor c¢asového posunuti, tj. B(y;) = yi—1;
p .
i=1

kde ¢; € R jsou parametry modelu, specidlné ¢, # 0; ddle A? je d-td mocnina
diferencniho operdtoru A, ktery je definovany predpisem Ay, =y — yp—1; @ € R;
B € R™ je vektor regresnich parametri;

q
6(B)=1+> 6,8,

i=1
kde 0; € R jsou parametry modelu, specidlné 6, # 0 a {e;, t € {1,2,...,n}} je
bily sum.

Parametry a, ¢, 0, 3 a 0% (rozptyl bilého Sumu) se odhaduji sdruzené pomoci me-
tody maximalni vérohodnosti, parametry p, d,q a vybér exogennich proménnych
promitajici se do jejich po¢tu m jsou hyperparametry a pti vypoctech souviseji-
cich s hledanich prvné zminénych parametra figuruji jako konstanty:.
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Podrobnéji se modely typu ARIMA (bez regresni slozky) zabyva ¢lanek [8] a jejich
rozsifenim na modely typu ARIMAX poté [3].

V praktické ¢asti budeme model ARIMAX reprezentovat vycétem parametri p, d a
q (v tomto poradi) a déle vyétem proménnych pouzitych v regresnim vektoru x;.
Intercept a v modelu uvazujeme vzdy, i kdyz ho explicitné nezminujeme.

1.3 Teorie vedouci k XGBoostu

1.3.1 Rozhodovaci strom typu CART
Nésledujici sekce vychazi zejména z knihy [5].

Klasifika¢ni a rozhodovaci strom CART ( Classification And Regression Tree) je
specialni rekurzivni struktura reprezentujici urcitou funkci s koneénym oborem
hodnot. Tyto hodnoty mitizou byt numerické (regresni strom) nebo kategorialni
(klasifikaéni strom). Protoze nas problém je regresni, budeme se déle zabyvat
pouze regresnim stromem:

Definice 1.6. Regresnim stromem rozumime bindrni strom s T listy, kaZdy
s reprezentujici hodnotou wy prot =1,2,...,T, ktery kaZdému vstupnimu vektoru
x € R™ priradi pravé jeden list t, resp. jeho reprezentujici hodnotu w;. Formdalne
jde tedy o funkci f(X) = wyx), kde ¢ : R™ — {1,2,...,T}.

Tento defini¢ni pohled na rozhodovaci strom postrada rekurzivni perspektivu,
kterou lze lépe nahlédnout na Obrazku 1.1. Strom 2 (tree2) reprezentuje nej-
jednodussi stromovou strukturu — jeden bod déleni, tzv. split. Strom 1 (treel)
reprezentuje rekurzivni stromovou strukturu. U obou stromt vidime dilezitou
vlastnost, ze kazdé pozorovani (v tomto konkrétnim pripadé ¢len rodiny) nalez
v kazdém stromu pravé jednomu listu. Tento list miize byt reprezentovany sdru-
zené sadou maximalné d soucasné nastavajicich podminek, kde d je maximalni
hloubka stromu, v nasem pripadé 1, resp. 2.

Jeden samotny rozhodovaci strom je v praxi casto nedostatecné kvalitni model,
obzvlast s mnozstvim prediktort vétsim nez malé jednotky. To proto, ze na dosta-
tecnou vysvétlovaci schopnost stromu je treba pouzit vétsi mnozstvi prediktori
a tim vznikd nutnost dostateéné hlubokého stromu. Nicméné hluboké stromy by-
vaji ¢asto preucené na trénovaci mnozinu — vyberou si mensi pocet prediktoru a
v nich se preuci. Proto se typicky pfistupuje k trénovani vice stromi a jejich kom-
binovani. Zde se rozdéluji dvé vyznamné tiidy modeli — ndhodny les (Random
Forrest) a boostovany strom (Boosted Tree). Zékladni rozdil mezi ndhodnymi lesy
a boostovanymi stromy je v principu, jak se tato sada stromu vytvari.

1.3.2 Rozsireni stromu na nahodny les
Nahodny les je model vyvinuty v 90. letech 20. stoleti v ¢lancich [6] a [17].

Néhodny les bere stale dokola ptuvodni data, vybird ndhodnou (pokazdé novou)
podmnozinu prediktort, bootstrapuje pozorovani (provadi ndhodny vybér s opa-
kovanim) a na vzniklych datech trénuje regresni (nebo klasifikacni) strom.
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tree1 tree2

£ @ )=2 i &3 )=-009

+2 +0.1 1 +0.9

Obrézek 1.1: Priklad dvou regresnich stromii a jejich reprezentace pomoci funkce
f. Zdroj: 9], Figure 1, upraveno.

Protoze vsechny jednotlivé stromy predikuji tu samou veli¢inu, vysledna predikce
je urc¢itd prostfedni (nikoliv stfedni) nebo béznd hodnota predikovand jednotli-
vymi stromy. Pro klasifika¢ni stromy se ¢asto bere modus (nejc¢astéji predikovand
hodnota), pro regresni pak median nebo prumeér.

Vzhledem k vzajemné nezavislosti procesti trénovani jednotlivych stromiu je pro-
ces trénovani nahodného lesa trivialné paralelizovatelny — mame-li pro F' poza-
dovanych stromii k dispozici k£ vlaken procesoru, na kazdém vlakné natrénujeme
zhruba F/k stromu a vzhledem k tomu, ze agregacni logika je typicky velmi
jednoduchd, lze vypocetni ¢as redukovat na libovolny nésobek casu potrebného
k natrénovani jednoho stromu.

1.3.3 Roazsireni stromu na boostovany strom

Boostovany strom neméa formalni definici — jedna se spise o koncept vytvareni
finalni predikce — prvni strom vyprodukuje vyrovnané hodnoty a rezidua. Druhy
strom se snazi ,opravit“ chybu prvniho stromu (tj. rezidua), tfeti strom se snazi
opravit chybu ptredchozich dvou atd. Vzhledem k této formulaci mtzeme zapsat
finalni model jako

K
Z/J\i:ka(Xi)a fr € F, (1.2)
i=1
kde F je prostor vsech regresnich stromt dle Definice 1.6 a K je pocet stromt.

[ fakt, ze vyraz (1.2) nelze v Eukleidovském prostoru optimalizovat s vyuzitim
tradi¢nich optimalizacnich metod (viz [9]), byl motivaci k jiz popsanému itera-
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tivnimu trénovani modelu resultujicimu v aditivni predikci:

3" =0,

2

b = 5O .
% Y; + fl(Xl)a (13>

g =3 + fulxa),
pro iterativné rostouci t. Hodnota ¢ muze byt seshora omezena predem definova-
nym hyperparametrem K, ale vzhledem k tomu, Ze opravy prirozené postupné
zmensuji chybu a zvysuji komplexitu modelu (tj. nejprve zkvalitnuji a poté pre-
trénovavaji model), lze terminélni ¢ volit az dle prubéhu trénovani na zakladé
riznych kritérii — tento ptistup bude pozdéji popsan detailnéji.

Jako pocatecni predikci 372(0) lze kromé nuly brat naptiklad aritmeticky prameér
nebo median vSech hodnot v datasetu. Tato hodnota se pak pri¢ita k hodnoté
ve vzorci (1.2). Soucasnd implementace vétsiny softwarovych knihoven nicméné
zacind s nulou.

Jak je zjevné z predchozich rovnic, boostovany strom dava smysl pouze pro re-
gresni (tedy nikoliv klasifika¢ni) stromy.

Ve skutecné implementaci se nepric¢ita f;(x;), ale nfi(x;) pro predem zvoleny hy-
perparametr 0 < 1 < 1. Tento parametr se v praxi casto oznacuje jako tzv.
learning rate a je soucast témeér kazdého algoritmu, ktery je zalozen na gradient-
nich metodach. Ty funguji tak, Ze na zakladé parcialnich derivaci v ur¢itém bodé
(kde se zrovna algoritmus nachdzi) urcéuji, v kterém sméru dochézi k nejvétsimu
poklesu objective funkce (pfi minimalizacnich tlohach). Tam se zkoumany bod
posouva. Aby ale tento bod neosciloval kolem skute¢ného minima, velikost po-
sunu se pomérné redukuje pravé zminénou konstantou 7. V praxi se témér vzdy
voli vyrazné mensi nez 1, coz odpovidajicim pomérem zvysuje pocet kroku algo-
ritmu, ale zabranuje popsanému problému. Nicméné pro urceni optimalniho f; se
1 nepouziva — jde o aplikaci tohoto ,,bezpecnostniho postupu® na nejlepsi odhad
algoritmu.

Otézkou nicméné zustava, jak presné volit jednotlivé funkce (resp. nové stromy)
fi- Odpoved na ni predstavime v nasledujici sekci.

1.3.4 Gradientné boostované stromy

Originalni myslenku gradientné boostovanych stromt predstavil J. H. Friedman
na konci 20. stoleti v ¢lancich [13] a [14].

Zékladni myslenka vychazi z vySe zminéné logiky zlepsovani jiz spocitané pre-
dikce. Zasadime-li tuto myslenku do kontextu teorie prezentované v sekci 1.3,
muzeme odvodit, jak novy strom natrénovat.

Predpokladejme, 7ze jsme v iteraci t a chceme najit v jistém smyslu optimalni
strom f;. Optimalitu vyjadrime nasledujicim zptusobem:

fy = argmin £, = argmin loss(y?,y) + Q(¢,0) =

fteF fteF (1 4)
= argmin loss(§"" + fu(x),y) + Q(,0),
fteF

13



kde loss je néjaka ztratova funkce, €2 je regularizacni clen spocitany z hyperpa-
rametra £ a parametra 6 stromu f;.

Za predpokladu, ze se da ztratova funkce loss zapsat jako suma ztratovych funkei
loss* na jednotlivych pozorovanich a vyrovnanych hodnotach, mizeme dale upra-
vit ve vzorci (1.4) optimalizovanou objective funkei:

Lo =3 loss* (G0 + fix0), ) + QUE ). (1.5)
=1

Za predpokladu, ze je ztratova funkce loss* dvakrat diferencovatelna, mizeme ji
aproximovat Taylorovym polynomem druhého radu nasledujicim zptisobem:

n

Ly~ Z [loss*(@(tl), vi) + gifi(x;) + ;hiff(xi) +Q(¢,0), (1.6)

=1

1) ~(t-1)

kde ¢; = 8@\(t71)l088*(§i(t7 Yi) a h; = &;t,l)loss*(yi ,¥;) jsou prvni a druhd

parcialni derivace ztratové funkce loss*.

Vzhledem k tomu, zZe se nam podarilo izolovat hodnotu ztratové funkce loss*
predchozi predikce, kterd je v kontextu predikce v iteraci ¢t konstantni, miizeme
tento ¢len vypustit a definovat

n

L= > [Sh‘ft(xi) + ;hiftQ(Xi) + Q(¢, 0). (1.7)

=1

Pro dalsi tpravy potrebujeme zafixovat regularizacni clen Q(€, 0). Moznosti, jak
zvolit funkei Q, je celd fada. V soucasné implementaci XGBoostu ([29]) je nésle-
dujici:
1 T
Q&) =T + A3 w?, (1.8)
i=1
kde v a A jsou dva z hyperparametri v XGBoostu, které budou popsany poz-
déji.
Dosazenim vzorce (1.8) do rovnice (1.7) dostaneme
_ n 1 ) 1 T )
Li=Y [gift(xi) +ohif] (xi)} FAT+ A wl. (1.9)
i=1 =1
Nyni zafixujme stromovou strukturu q.

Pouzijeme Definici 1.6. Pferovname sumu pres pozorovani na sumu pres hodnoty
q(z), vyuzivame faktu, ze ¢(z) (tj. list) uz uréuje hodnotu f(x).

7=1 iGIj iEIj

kde I; je indexova mnozina pozorovani nalezicich listu j, formalné {i,q(z;) =

J}-
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Vzhledem k tomu, Ze pro fixni stromovou strukturu ¢ jsou jednotlivé optimalni
w} na sobé navzdjem nezdvislé, mizeme na minimalizaci vyrazu (1.10) nahlizet
jako na minimalizaci T’ vyrazi. Derivovanim podle kazdého w; a poloZenim rovno
nule zjistime, ze v kazdém prvku sumy je optimalni hodnota w; rovna

Yicr, Ji
wh= =5 1.11
J Zie]j hi + A ( )

Optimalni hodnota £; je pak rovna

1 16[ gl)
C*— — T. 1.12
2]; Ser hitA (1.12)

V kontextu Stromu 1 (¢reel) na Obrazku 1.1 se optimélni hodnota spocitd tak,
jak je ukédzano na Obrazku 1.2.

Instanceindex  gradient statistics

1 @ g1, h m

[3 - {2, 3,0}
2 @ g2,h2 S—-1n G3=g2+93+9s
7=y I = {1} Iy = {4} Hs = hs + hs + hs
3 ‘%‘ g3, h3 G1 =m0 GZ = 04
H] = hl H2 = ,)44

& .

(2
% Obj = — Z]H+/\ + 37
5 g5, h5

The smaller the scoreis, the betterthe structure is

Obrazek 1.2: Vypocetni optimalni hodnoty objective funkce pro jeden konkrétni
strom. Zdroj: [9], Figure 2, upraveno.

VySe popsany postup (vzorce (1.11) a (1.12)) davd navod, jak pri zafixované
stromové struktute ¢ velmi efektivné nalézt optimalni w; a vyhodnotit objective
funkci po pridani stromu v iteraci t, obzvlast je-li ztratova funkce jednoducha a
polynomicka — napriklad bézné pouzivana c¢tvercova odchylka méa h; konstantni
a jednotlivé g; jsou linearni.

Nicméné tento postup nedava zadny névod, jak zvolit ¢. V ¢lanku [18] je dokazéno,
ze zkonstruovat optimalni binarni rozhodovaci strom je NP-tuplny problém. Nyni
tedy popiseme algoritmus hledani optimalniho stromu gq.

1.3.5 Algoritmy pro hledani optimalniho stromu

Vsechny dnes pouzivané algoritmy funguji iterativné. To v praxi znamend, ze
nejprve hledaji optimalni strom hloubky 1 (s jednim splitem) a za ur¢itych pod-
minek se rekurzivné pokusi natrénovat na jednotlivych listech (na datech, ktera
danému listu odpovidaji) dalsi strom hloubky 1. Hyperparametri, které mohou
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rekurzi zastavit, je celd fada — od prirozenych (napf. maximalni hloubka stromu)
az po méné primocaré (napfr. parametr 7, jehoz funkci zahy vysvétlime).

Nejprve definujeme tzv. gain, hodnotu urcujici, o kolik lepsi model dostaneme
rozdélenim listu na dva dalsi podlisty. Vyjdeme z tvaru objective funkce ve vzorci
(1.12).

Piedpoklddejme, Ze indexovd mnozina I; se splitem rozdéli na dvé disjunktni
podmnoziny [JL a I]R, takové, ze I; = []L U [JR.
1] (Zierr 9:)° (Xiern 9:)? (Cier, 9i)°

ain = — + — _
I 2 | Xienp hit A Yiephit A Yier hi + A 7

(1.13)

Gain ma obrécené znaménko nez objective funkce, takze minimalizace objective
funkce se prevadi na maximalizaci gainu. V tomto tvaru je dobre vidét inter-
pretace nejen gainu, ale i parametru . Hlavni slozka gainu je soucet dvou nové
(po potencialnim splitu) vzniklych hodnot objective funkce na jednotlivych po-
tencidlnich listech, od néhoz je odectena puvodni hodnota objective funkce (pred
potencidlnim splitem). Tato slozka tak reprezentuje piiristek objective funkce
pri splitu. K nému dojde, pouze pokud zlepseni modelu splitem presahne hra-
nici . Tento parametr tedy miizeme chépat jako penalizaci zesloziténi modelu
splitem.

Presny hladovy algoritmus

Zékladni algoritmus, ktery dikladnéji popiseme, je tzv. presny hladovy algorit-
mus (FEzact Greedy Algorithm), ktery zkousi vSechny moznosti splitu a vybere tu
nejlepsi.

Algoritmus 1.1: Presny hladovy algoritmus
Vstup: [}, indexova mnozina pro aktualni list
Vstup: m, sloupcova dimenze dat D
gain 1= —oo
split := false
G = Zielj gi, H == Zite h;
for k€ {1,2,...,m} do

GL = O, HL =0

for | € serazené(1;, podle x;;) do

GrL+=g, H, += Iy

GR Z:G—GL,HR I:H—HL

1] G2 G2 G2 )

new_ gain := ; HULM t oy a7
if new_ gain > gain then
split := true
gain 1= new__gain
end
end
end

Vystup: split, k, 1

Podivame se dukladnéji na popsany Algoritmus 1.1. Tento algoritmus postupneé
vyzkousi vSechny prediktory (prvni for cyklus) a postupné zkusi zvolit jako split
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vSechny hodnoty tohoto prediktoru (druhy for cyklus). Nakonec spocitd novy
gain, porovna ho s jiz nalezenym nejlepsim modelem, a pokud je lepsi, ulozi se
nejlepsi nalezena dvojice k (prediktor) a [ (index hodnoty, ve které dojde ke
splitu).

Tento pristup se standardné pouziva, dokud to velikost dat dovoli — pro radove
tisice pozorovani a desitky spojitych prediktort (tj. deseti- az statisicovy prostor
vSech spliti) je bézné nalezeni optimalniho stromu otdzkou maximalné stovek
milisekund. Casto se jim také trénuje findlni model, i kdyz optimalizace hyper-
parametriu a ruzné predbézné modely byly trénovany pomoci aproximativnich
algoritmii.

Aproximativni algoritmy

Zakladni aproximativni algoritmus funguje obdobné jako presny hladovy algorit-
mus, ale v procesu prochazeni sefazeného vektoru vsech hodnot daného predik-
toru bere pouze jeho kvantilové hodnoty. Jak jemny kvantil se pouZije, stejné jako
misto, kde k hledani kvantilovych hodnot dojde, se d& nastavit pomoci hyperpa-
rametru.

Autori ¢lanku [9] implementovali dva nové aproximativni algoritmy: Sparsity-
aware a Weighted Quantile Sketch.

Prvni zminény algoritmus rozsifuje presny hladovy algoritmus o préaci s chybéji-
cimi hodnotami. Algoritmus se nejprve pokusi priradit chybéjici pozorovani k levé
indexové mnoziné (mensi hodnoty nez bod splitu), poté k pravé indexové mnoziné
a hleda nejlepsi variantu.

Druhy zminény algoritmus zkvalitiiuje vybér kvantilovych hodnot tim, Ze pred
urcenim kvantil jednotliva pozorovani zvazi vahami h;, a tedy lépe reprezentuje
dilezitost pozorovani pri trénovani modelu.

1.3.6 XGBoost

Samotna knihovna pro eXtrémni Gradientni Boosting ([29]) jiz nepfinasi novy
teoreticky koncept nad ramec gradientné boostovanych stromi, nicméné se jedna
o revolu¢ni nastroj z nékolika divod.

e Jedna se o prvni implementaci, ktera plné podporuje pristup k chybéjicim
pozorovanim.

o Jedna se o implementaci ve velmi rychlém jazyce C++.

Vv

jednotlivych prediktorti, autori optimalizovali ukladani dat do specialni da-
tové struktury CSC (Compressed Column Format), kterd fazeni zrychluje.

o Diky optimalnéjsimu cacheovani je algoritmus méné naroény na pamét, a
tak je aplikovatelny i na problémy, u kterych ostatnim implementacim do-
chazi operacni pamét.

o Autori jako prvni implementovali ,,odkladani“ dat na hard disk, aby vytesili
problém s pamétovou naroc¢nosti tlohy. Protoze operace s hard diskem jsou
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obecné velmi pomalé v porovnani s operacemi s operac¢ni paméti, je soucasti
implementace proces Tidici jednotliva vldkna, aby paralelné k samotnym
vypoctum véas dopredu odkladala a komprimovala a zaroven nacitala a
dekomprimovala data z hard disku.

o Jedna se o implementaci, kterd plné podporuje paralelizaci.

Jak je zjevné z algoritmu, XGBoost nelze paralelizovat ve smyslu iteraci — kazda
iterace musi mit k dispozici vysledky predchozi iterace. Nejde paralelizovat ani ve
smyslu hledani celého optiméalniho stromu, kazdy split se musi hledat v kontextu
znalosti zbytku stromu (napf. protoze existuji parametry omezujici pocet listu
apod.).

Paralelizace se ale da pouzit na dva for cykly v Algoritmu 1.1, nebot vSechny
vypocty pro vsechny dvojice hodnot jsou na sobé navzajem nezavislé. Vzhledem
k tomu, ze typicky pocet iteraci byvaji desitky az stovky, typicky pocet spliti
v jednom stromu byva 2% —1 az 27 — 1 a pocet variant jednoho splitu je v podstaté
pocet prediktort krat pramérny pocet unikatnich hodnot prediktoru (coz je pocet,
ktery i pro bézné tlohy muze byt rddové v milionech nebo miliardach), da se
paralelizovat poc¢tem nejobsahlejsi ¢ast problému.

vvvvvv

nad opera¢ni paméti, ale i nad hard diskem (pfi vétsim objemu dat). V takovém
pripadé na vldknech probihaji nejen ucici algoritmy, ale také prace s paméti,
komprese a dekomprese dat.

1.3.7 Hyperparametry

Nasledujici ¢ast textu odpovida verzi XGBoost 1.1.1 ze 7. 7. 2019 a jejimu ovladaci
pro Python stejného jména a verze vydanému 7. 6. 2020. Oficidlni dokumentace
obou knihoven lze nalézt v [29] a [31].

Obecné parametry
Tyto parametry urcuje primarné povaha problému a nejsou soucast optimalizac-

nich procesi.

booster urcuje, co je ve vypoctu jeden tzv. base learner neboli weak learner.
Finalni model je pak urc¢itou kombinaci téchto weak learnerii.

Mozné hodnoty jsou:

o gbtree — regresni strom, kombinaci je pak postupné sc¢itani predikei téchto
stromu,

e gblinear — linearni funkce, kombinace je pak vazena suma téchto funkei,

e dart — specialni pripad gbtree, ktery pridava moznost cast stromi ndhodné
zahazovat — tento algoritmus v urcitych pripadech fesi pretrénovani, jak
ukézali jeho autofi v [27].

Volime vychozi hodnotu gbtree.
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objective urcuje kategorii problému (ve smyslu klasifikace, linedrni/logisticky
regresni problém, ranking apod.) a tim i typ odezvy.

Moznych hodnot je celd fada, bézné pouzivanymi jsou:

o reg:squarederror — odpovida klasické linearni regresi se ztratovou funkci
ctvercu rezidui,

o reg:logistic — odpovida logistické regresi se ztratovou funkci rovnou logarit-
mické vérohodnosti Bernoulliho rozdéleni,

o binary:logistic — odpovida bindrni klasifikaci (tj. v podstaté logistické regresi
s predikovanou hodnotou 1 nebo 0 pti pravdépodobnostnim treshholdu 0.5)
se ztratovou funkei rovnou logaritmické vérohodnosti Bernoulliho rozdéleni.

Vzhledem k povaze nasi odezvy volime hodnotu reg:squarederror.

eval_metric urcuje metodu, ktera bude pouzita pro validaci modelu a tim pro
zastaveni trénovani modelu. Trénovani se da monitorovat i vice kritérii soucasné,
nicméné pro zastaveni trénovani 1ze pouzit pouze jedno.

Moznych hodnot je celd rada, vychozi hodnoty jsou zavislé na zvolené objective,
obecné pro regresni problémy je to RMSE, pro klasifika¢ni problémy rtzné vari-
anty chybového podilu (error rate).

Vzhledem k nasi objective volime hodnotu rmse.

Dalsi obecné parametry jsou v zasadé uz pouze technické, napiiklad pocet
vyuzivanych jader procesoru, seed, mira vypisovani mezivysledki apod.

Parametry pro booster

Kazdy booster ma svou sadu parametri, vzhledem k nasemu vybéru popiseme
pouze parametry pro regresni strom. Vétsinu z téchto parametri budeme opti-
malizovat, a na zacatek proto expertné volime jejich hodnoty.

max_depth je maximéalni hloubka stromu. Mensi hodnota parametru zabranuje
pretrénovani, nebot hloubka stromu je imérna mnozstvi listt a splita (tedy pa-
rametri), tedy i dimenzi prostoru vsech moznych stromti. Vychozi hodnota 6 je
typicka pro primérné velké datasety, obecné doporucované hodnoty jsou v rtizné
literature 3-7 az 3-10. Pro pocatecni hodnotu pti optimalizaci se doporucuje 4-6.
My vzhledem k rozsahu dat volime 4.

min_child_weight je minimdalni hodnota vyrazu 3 ;e h; pro kazdy list j. Po-
kud by byla mensi, strom se nerozvétvi. V linearni regresi (objective
reg:squarederror), se kterou pracujeme, tato vaha odpovidd poc¢tu pozorovani
v kazdém listu. I tento parametr (resp. jeho vyss$i hodnoty) zabranuje pretré-
novani (tentokrat hlavné na jednotliva odlehld pozorovéani). Vychozi hodnota je
1, s ni také vzhledem k malé velikosti datasetu zaciname.
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gamma je hodnota minimélniho poklesu objective, ktera je vyzadovana, aby se
strom rozvétvil. Také tento parametr (resp. jeho vyssi hodnoty) zabranuje pre-
trénovani, nebof proti sobé stavi minimalni pozadované zlepSeni za cenu zvysSeni
parametru pridanim dalsiho splitu. I tentokrat vzhledem k malé velikosti datasetu
zacindme s vychozi hodnotou 0.

eta, téz learning rate, je parametr robustifikace. Urcuje, s jakou vahou se
ma pric¢ist predikce v kazdé iteraci k jiz spocitané predikci. Tedy v iteraci ¢ se
predikce spocita jako @(t) = yft_l) + nfi(x;), kde fi(x;) je predikce v iteraci
t. Vychozi hodnota je 1, kterd ale prilis robustni neni, a obecné se doporucuje
zacinat s hodnotami kolem 0.2. Také my zac¢iname s hodnotou 0.2.

subsample je parametr, ktery urcuje, jak velka ¢ast dat (ve smyslu pozorovani)
se ma brat v tvahu pri trénovani kazdého jednotlivého stromu. Pozorovani jsou
vybrana ndhodné (parametr sampling method je uniform, druhd moznost gradi-
ent__based je zatim k dispozici pouze pii vypocétech na grafické karté). Nejedn4 se
o bootstraping (neboli bagging), kde se vybiraji pozorovani s opakovanim. V pri-
padé tohoto procesu se vybiraji pozorovani bez opakovani. Jako vychozi hodnotu
vybereme doporucovanou 0.8 (tj. pro kazdy strom se pouZije ndhodny sample 80
% dat).

colsample_by_* jsou parametry, které v uréity moment nahodné vybiraji pre-
diktory, které se pouziji pro trénovani stromu. Tyto parametry jsou tfi:

e tree — analogicky jako subsample probihd sampling pro kazdy jednotlivy
strom (tj. iteraci);

e level —sampling probiha iterativné na kazdé hladiné stromu z jiz samplova-
ného datasetu pro predchozi hladinu; tento sampling probiha az po samplo-
vani pomoci colsample_bytree;

e node — sampling probihd navic na kazdém splitu po samplovani pomoci
colsample_bytree a colsample_bylevel.

Druhy a treti zminény parametr se doporucuji pouzivat na velkych datech, tedy
uvazujeme pouze prvini zminény. S nim dle doporuceni za¢iname na hodnoté 0.8.
Dalsi dva nechdvame na vychozi hodnoté 1 (zddny sampling) a neoptimalizujeme
je.

lambda je koeficient L2-regularizacniho ¢lenu, nastavili jsme ho na vychozi hod-
notu 1.

alpha je koeficient L1-regulariza¢niho ¢lenu, nastavili jsme ho na vychozi hod-
notu 0.

max_delta_step a scale_pos_weight jsou dva parametry, které pomahaji
zlepsovat predikéni schopnost logistického modelu s vyrazné nevyrovnanym po-
¢tem pozitivnich a negativnich pozorovani. Protoze ani jedno neni nas pripad,
tyto parametry nechavame na vychozich hodnotach 0, resp. 1, a neoptimalizu-
jeme je. Detaily k témto parametrim popisuje oficidlni dokumentace [29].
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monotone_constraints a interaction_constraints umoznuji vynutit mo-
notonii predikce v urcitych prediktorech a zakézat urcitou kombinaci prediktort
v jednom stromu. Vzhledem k tomu, Ze na nastaveni takovychto omezeni je vét-
sinou potreba silnd expertni znalost problému a navic nejdou rozumné optimali-
zovat, nechavame je po celou dobu rovny null, ¢imz se neaplikuji.

num_parallel_tree je parametr, ktery urcuje, kolik stromt se ma natrénovat
v kazdé iteraci. Vétsi nez vychozi hodnota 1 jiz v bézné terminologii definuje zcela
novou rodinu modeli, tzv. boostované nahodné lesy (boosted random forests).
Vzhledem k malému rozsahu dat nechavame tento parametr rovny 1 a neoptima-
lizujeme ho, protoze boostované nahodné lesy pridavaji novou troven komplexity
nad ramec boostovanych stromu a vyzaduji tim vétsi pocet pozorovani.

Parametry pro uéici proces. Tyto parametry nebudeme optimalizovat.

e num_boost_round je pocet iteraci trénovani (tj. findlni predikce je suma
predikei tohoto po¢tu stromi). Nicméné v pripadé pouziti predcéasného za-
staveni trénovani (viz nize), funguje tento parametr pouze jako horni hra-
nice, které by se spravné nemeélo dosahovat. Protoze predcasné zastaveni
pouzivame, volime ho 1000*.

e early_stopping rounds je parametr, ktery specifikuje, zda a jak ma byt
pouzito predcasné zastaveni trénovani modelu. Je to ¢islo, které urcuje, po
dobu kolika iteraci se nemé zlepsit tou dobou nejlepsi hodnota eval _metric
na testovaci mnoziné, aby se ukoncilo trénovani modelu. Za vysledny model
je pak povazovan ten, ktery vznikne souctem predikci po strom, s nimz
bylo dosazeno nejlepsiho vysledku. Prakticky priklad lze nalézt v Priloze
A.3. Volime bézné doporucovanou hodnotu 10.

e maximize je parametr, ktery rika, v jakém vztahu je eval metric ke kvalité
modelu (7True znamend, ze lepsi model ma vyssi hodnotu eval _metric).
Vzhledem k nami zvolené metrice (RMSE) volime False.

Technické parametry. Za zminku stoji tree_method, ktery urcuje, jakym al-
goritmem bude probihat trénovani jednoho regresniho stromu. Vychozi parametr
je auto, ktery heuristicky podle poc¢tu dat vybird bud presny (ktery zkousi vSechny
kandidaty na split), nebo aproximativni algoritmus. Vzhledem k relativné malé
komplexité naseho problému predchazime nejistoté v podobé vychozi hodnoty
auto a rovnou volime hodnotu ezact, tedy presny hladovy algoritmus.

Ostatni parametry lze nalézt v dokumentaci. Jedné se uz vesmeés o parame-
try, které upravuji chovani aproximativnich algoritmi pro trénovani jednotlivych
stromi, takze vzhledem k nasemu nastaveni na tree_method ezact se nepou-
Ziji.

1Z4dny z modeli, které jsme v pritbéhu prace trénovali, nepiesahl poétem iteraci 200.
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1.3.8 Dulezitost prediktort

Na rozdil naptiklad od linearni regrese je efekt jednotlivych prediktort na vysvét-
lovanou proménnou skryty hluboko ve struktufe modelu. Pro snadnéjsi interpre-
taci efektu byla vytvorena fada nastroju, jednim z nich je knihovna pro Python
shap (SHapley Additive exPlanation). Teorie k ni je popsana v [22].

Tento postup vyuziva principu Shapleyho hodnot — ty zjednodusené receno méri
vykonnost modelu bez daného prediktoru a s nim. Rozdil pak reprezentuje jeho
dulezitost. Konkrétné se Shapleyho hodnotou ¢(p) prediktoru p nazve:

[STHINT = |51 = 1)!

Nl [ (S UA{p}) — v(5)],

o(p) =

SCN\{p}

kde N je mnozina vSech prediktor, S je néjaka podmnozina vsech prediktori a
y=(S) je podminénd stredni predikovand hodnota stromu y pri prediktorech xg
(mimo podmnozinu S jsou hodnoty nahrazeny chybéjici hodnotou).

1.3.9 Predik¢ni intervaly

Konstrukce predikénich intervalt v XGBoostu neni prilis bézna tloha. V dobé
uzavieni obsahu této prace — v zari 2020 — nebyla nalezena odborna studie, ktera
by predikéni intervaly spolu s predpovédi konstruovala.

Mimo odbornou literaturu lze nalézt metodu navrzenou v [11], kterd konstruuje
predikéni intervaly pro kvantilovou regresi pomoci pridani randomizace do vy-
poctu gradientu. Navic gradient, ktery je v pripadé kvantilové regrese skokova
funkce, je v tomto TeSeni jesté zespojitén linedrni funkci, jejiz smérnice je dalsi
hyperparametr.

V kazdém pripadé jde pro konstrukei intervalii pouzit neparametricky bootstrap.
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2. Data

2.1 Zvoleny index

Jako vstupni data pouzijeme denni data akciového indexu S&P 500 (Standard
& Poor’s 500). Tento index obsahuje akcie (pfiblizné) 500 nejvétsich (podle ka-
pitalizace) na burze obchodovanych akcii v USA. Podle trzniho podilu jsou také
akcie v indexu vahové zastoupeny. Historie S&P 500 saha do roku 1923, od roku
1957 pak udrzuje velikost priblizné 500 akcii.

K 1. 6. 2020 jsou péti akciemi s nejvétsim podilem v indexu:
» Microsoft Corporation (MSFT) se 4.39 %,
e Apple Inc. (AAPL) se 4.33 %,
e Amazon.com Inc. (AMZN) se 2.83 %,
« Facebook Inc. Class A (FB) s 1.80 % a
» Berkshire Hathaway Inc. Class B (BRK.B) s 1.67 %.

2.2 Zvolena ¢asova rada

Jak uz bylo popsano v iivodu, modelovanou fadou bude denni zobchodovany ob-
jem, tj. suma objemu vsech jednotlivych obchodi s akciemi zastoupenymi v tomto
indexu (nédkup i prodej).

2.3 Vstupni data

Zdrojem dat je finan¢ni server finance.yahoo.com, kde jsou data v denni gra-
nularité volné k dispozici.

K dispozici mame data v denni granularité od 1. 1. 2000 do 31. 12. 2018 (pouze
obchodni dny), celkem 4776 pozorovani.

Vstupni data obsahuji nasledujici proménné:

Proménné spolec¢né pro vSechny modely

Zékladnimi proménnymi jsou informace bézné dostupné na financnich portéalech,
sem patii:

e date: datum, primarni kli¢ dat;

« volume: zobchodovany objem tohoto dne (predikovana c¢asova Fada)
(v milionech USD);

e previous_volume: zobchodovany objem predchoziho obchodniho dne (vy-
uzivame jako naivni predikci) (v milionech USD);
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chodniho dne;

» previous_intraday_logreturn: denni logaritmicky vynos (pocitany z uza-
viraci! a oteviraci ceny) predchozi obchodni den;

e previous_intraday_logreturn positive: bindrni indikator,
zda je previous_intraday_logreturn > 0.

Déle definujeme vlastni prediktory:
e day_name: jméno dne v tydnu (1 = pondéli, ..., 5 = pétek);
o month_name: jméno mésice (1 = leden, ..., 12 = prosinec);

o days_since_last_trading_day: pocet dni od posledniho obchodniho dne
(1 znamen4, Ze se o den diive obchodovalo);

e days_until next_trading day: pocet dni do nasledujictho obchodniho
dne (1 znamend, Ze se o den pozdéji bude obchodovat);

o year_month_rank: inkrementdlni poradi mésice od ledna 2000 (1 = leden
2000, 2 = tnor 2000, ..., 13 = leden 2001, ...);

e important_event: bindrni indikator, zda se k danému dni vztahuje jedna
z tzv. ,dulezitych udalosti“, jejichz seznam lze nalézt nize;

e important_event_previous_day: binarni indikator, zda se k predchozimu
obchodnimu dni vztahuje jedna z téchto udalosti.
Proménné specifické pro ARIMAX

Vzhledem k tomu, ze ARIMAX je linedrni model, pridavame do dat nasledujici
proménné, které umozni hledat i jiny nez linearni trend:

o year_month_rank_log: log(year_month_rank),
e year_month_rank sqr: year_month_rank2,
o year_2009plus: 1 (date > 01. 01. 2009),
o year_2011plus: 1 (date > 01. 01. 2011)
a interakce:
e year_month_rank 2009plus_log: year _month_rank log-year_2009plus,
e year_month_rank 2011plus_log: year_month_rank log-year_2011plus.

Data 1. 1. 2009 a 1. 1. 2011 jsou body zlomu zvoleny na zakladé explorativni
analyzy v sekci 2.3.2.

Navic definujeme logaritmickou transformaci predikované rady, kterou budeme
testovat jako alternativu:

e volume_log: log(volume).

Luzaviraci cena o¢isténa o dividendy a rozdéleni akcii (split)
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Proménné specifické pro XGBoost

Vzhledem k tomu, ze XGBoost neni rekurzivni model, tj. v rdmci pozorovani nedo-
stava informaci o zpozdénych hodnotéch, definujeme nékolik zpozdénych hodnot
volume. Volime HA? (klouzavy primér) a EWHA (exponencidlné vaZeny klouzavy
prumeér).

HA pocitdme jako nevazeny klouzavy pramér z poslednich n dni (véetné aktual-
niho pozorovani), kde n probiha postupné hodnotami {2,3,4,5,10,20}. Maximalni
hodnota 20 odpovida zhruba jednomu obchodnimu mésici. Pro pocatecnich 19
pozorovani je tato hodnota spocitana pouze z dostupnych pozorovani. EWHA
pro volume v ¢ase t pocitame jako

P (1 —a)" volume;

2:1(1 — )t ’

volume, = (2.1)

kde « probiha postupné hodnotami {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.

Toto primérovani dava vzniknout proménnym ha_volume « a ewha volume nd,
kde a a m probihaji zminénymi mnozinami.

»Dulezitymi udalostmi®“ se pro tcely této analyzy rozumi nasledujici dilezité
ekonomické zpravy v USA:

o Nonfarm payroll — soucast zpravy o stavu pracovniho trhu vydavané mé-
sicné United States Department of Labor (Ministerstvo prace USA). Infor-
muje o nezameéstnanosti, vyvoji po¢tu pracovnich mist a podobné. Zpravidla
vychazi prvni patek v meésici, neni-li kolize se svatkem.

e FOMC Rate Decision — rozhodnuti komise Federal Open Market Committee
(FOMC) o urokovych sazbéch na nasledujici obdobi. Zpravidla vychazi ve
sttedu jednou za 6 tydnt.

V tyto dny se obecné vyrazné vic obchoduje, protoze se investori snazi co nejpruz-
neéji zareagovat na zmeény na trhu, které po zverejnéni takovych zprav zpravidla
prichézi.

Jak jiz bylo zminéno vyse, proménnd important_event je pouze binarni indika-
tor. Trh ale obecné reaguje vice na negativni zpravy nez na ty pozitivni. Pokud
by se tato proménnda ukazala byt pro analyzu klicova, bylo by dobré ji rozsitit
naptiklad pravé o informaci, jestli byla vydana zprava pro trh pozitivni nebo
negativni.

2 Historical Average pouzivime misto ¢astéjsitho prekladu Mowving Average, zkracovaného na
MA, protoze v sekci, kde se vénujeme ARIMAX modelu, m4 jiz MA zavedenou definici, ktera
ovSsem neni konzistentni s tim, jak se termin Moving Average pouzivd mimo kontext modelu
ARMA. Zatimco v bézné terminologii znamena termin Moving Average ruzné autoregresni a
nékdy autoprogresivni nebo kombinované prumeéry, analogii v modelech ARMA neni MA, nybrz
AR slozka. MA v modelu ARMA oznacuje slozku zpozdénych nepozorovanych rezidui.
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2.3.1 Rozdéleni na trénovaci, testovaci a out-of-sample
mnozinu
Data rozdélime na t¥i ¢asti:

e in-sample trénovaci mnozinu (od 1. 1. 2000 do 31. 12. 2015 vcetné), 4024
pozorovani,

e in-sample testovaci mnozinu (od 1. 1. 2016 do 31. 12. 2017 vcetné), 503
pozorovani, a

« out-of-sample mnozinu (od 1. 1. 2018 do 31. 12. 2018 vcetné), 249 pozoro-
vani.

2.3.2 Explorace dat

Od této sekce dal uz neuvazujeme out-of-sample mnozinu az do chvile, kdy ji
vyuzijeme pro porovnani modeli. Nésledujici explorace se tedy tyka trénovaci a
testovaci mnoziny.

Nejprve vykreslime fadu uzaviracich cen, dale celou zkoumanou fadu (volume) a
jeji diference (Obréazek 2.1).

7 obrazku je patrné, ze nami zkoumana rada by mohla mit problémy se stacio-
naritou, nicméné diferencovana rada uz stacionarni vypada. Na prvni pohled si
muzeme vSimnout zmény dynamiky fady v obdobi hospodarské krize v letech
2008 az 2011. Na rozdil od ceny, kterd v obdobi krize — obzvlast zpocatku —
prudce klesala, objem naopak rostl. To je pfirozené, nebot v obdobi s vice vo-
obchodovanim bud vyvarovat ztraty, nebo naopak vyuzit nizsi ceny k vyhodnéj-
simu nakupu.

Popisné statistiky

V datech mame tii spojité veli¢iny, jejich popisné statistiky nalezneme nize:

Proménna Min Q1 Primér Median
volume 356.070  1613.530 3068.233 3173.295
previous_intraday_range 2.900 10.298 18.180 14.980
previous_intraday_logreturn -0.091 -0.005 0.000 0.000
Proménna Qs Max SD

volume 3930.168 11456.230 1503.062
previous_intraday_range 21.905 125.220 12.377
previous_intraday_logreturn 0.005 0.102 0.012

Déale mame v datech proménné, které jsou bud faktorové, nebo nabyvaji pouze
malého pocétu hodnot. Jejich frekvencni tabulky nalezneme nize:

day_name 1 2 3 4 D
Pocet 896 978 981 963 958
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Obrazek 2.1: Grafy uzaviraci ceny, volume a diferencované volume.

month _name 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Pocet 384 365 415 392 404 406 400 423 382 420 389 396

days_since_last_trading_day
days_until_next_trading day

1 2 3 4 5 7

Pocet 3740 46 864 123 2 1
important_event

important_event_previous_day False True

Pocet 519 557
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3. Predikce pomoci modelu
ARIMAX

V této kapitole mame k dispozici dvoje data: trénovaci (4024 pozorovani v obdobi
od 1. 1. 2000 do 31. 12. 2015 véetné) a dale testovaci (503 pozorovani v obdobi od
1. 1. 2016 do 31. 12. 2017 vcetné). Oba datové vzorky obsahuji kromé predikované

rady jesté 15 exogennich proménnych, které jsou popsany v sekci 2.3.

3.1 Urceni rada p,d, g

Prozatim analyzujeme kompletni ¢asovou fadu (tedy trénovaci i testovaci data).

3.1.1 Formalni testy stacionarity

Jiz pri tvodni exploraci dat v sekci 2.3.2 bylo z grafu zrejmé, ze fada by nemusela
byt stacionarni. Provedeme tedy dva formalni testy stacionarity:

KPSS test zamita nulovou hypotézu, ze rada je stacionarni s p < 0.01 a nezamita
hypotézu, ze diferencovana rada je stacionarni s p > 0.1. Vysledek tedy indikuje
nutnost jedné diference.

ADF test zamita nulovou hypotézu, ze rada je nestacionarni s p < 0.01. Vysledek
tedy neindikuje nutnost diference.

Celkovy vysledek je tedy nepriikazny, a z toho diivodu nevyuzijeme metodu for-
malnich testu k volbé parametru d.

3.1.2 Volba stavového prostoru pro p,d, g
K urceni tadu p, d, ¢ vyuzijeme metodu grid searche.

Na zakladé predchozi analyzy mame indicie, ze optimélni d bude <= 1. Abychom
potvrdili, Ze tomu tak skutecné je, budeme chtit vidét systematické zhorseni pri
volbé d = 2. Navic pridame jesté d = 3 pro pripad, ze by formalni testy byly prilis
konzervativni. Grid search parametru d tedy probéhne ptes hodnoty {0,1,2,3}.
Hodnoty parametru vétsi nez 1 byvaji velmi neobvyklé a uvazujeme je tedy hlavné
kvili zminénému potvrzeni zhorseni vii¢i mensim hodnotam.

Pro urceni maximalniho radu p, resp. ¢ se pokusime pouzit korelogramy na Ob-
razku 3.1. Vzhledem k vysoké korelovanosti vysvétlované proménné do vysokych
rada se klonime k diferencovani, spravnost nasi predstavy si nicméné potvrdime
pri grid searchi. Nicméné na zadném z grafii nevidime zadny bod useknuti, za
kterym uz by byla autokorelace nesignifikantni. Z toho divodu pro grid search
vezmeme do uvahy dostatecné velky rad p i ¢. Typicky se maximalni rad voli
v intervalu 10-12, nicméné vzhledem k dostupnému vypocetnimu vykonu volime
maximalni hodnotu obou parametru 20. To odpovida 4 obchodnim tydnim, a
navic dava grid searchi stejné jako v kontextu parametru d prostor k viditelnému
zhorseni proti mensim hodnotam parametri.
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Obrézek 3.1: Korelogramy a parcialni korelogramy pro ¢asovou fadu objemu, jeji
prvni a druhé diference.

Pro oba parametry p a ¢ tedy probéhne grid search ptes hodnoty {0, 1,...,20}.
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3.1.3 Ucast exogennich proménnych

Vzhledem k faktu, Zze exogenni proménné mohou nést fadu informaci o predcho-
zich pozorovanich i o vlastnich zpozdénych hodnotach rady, nechceme urcovat
optimalni rady p, d, ¢ bez jejich tcasti. Z divodu vypocetni naroc¢nosti vsak neni
mozné do grid searche pridat i vSechny kombinace exogennich proménnych.

Zvolime tedy nésledujici pristup. Maximalné oc¢istime fadu volume o vliv vSech
exogennich proménnych a na ocisténé radé spustime grid search.

Ocisténou fadou pro nas budou rezidua linedrniho a loglinearntho modelu s in-
terceptem formalné zapsanymi jako:

volume; = o + ﬁlday_namet + [omonth_name,
+ f3days_since_last_trading_day,
+ f4days_until_next_trading_day, + fSsyear_month_rank,
+ fBgimportant_event, + [Srimportant_event_previous_day,
+ Bsprevious_intraday_range, + [Soprevious_intraday_logreturn,
+ SBioprevious_intraday_logreturn_positive,
+ PBriyear_month_rank_log, + (Biayear_month_rank_sqr,
+ Bisyear_2009plus, + [iayear_2011plus,
+ [Jisyear_month_rank_2009plus_log,

+ [igyear_month_rank 2011plus_log, + &, & i N(0,0?) (3.1)

a

log(volume;) = v + fyday_name, + Jomonth_name,
+ [Bsdays_since_last_trading_day,
+ B4days_until_next_trading_day, + Ssyear_month_rank,
+ fBsimportant_event, 4+ f;important_event_previous_day,
+ fPgprevious_intraday_range,
+ Boprevious_intraday_logreturn,
+ Bioprevious_intraday_logreturn_positive,
+ Bi1year_month_rank_log, + [oyear_month_rank_sqr,
+ Bisyear_2009plus, + [fiayear_2011plus,
+ [Bi5year_month_rank 2009plus_log,

+ Bigyear_month_rank_2011plus_log, + &, & ~ N(0,02). (3.2)
Stavovy prostor pro grid search tedy rozsifujeme o bindrni parametr use_log,
podle kterého se pokousime modelovat fadu rezidui linearniho, resp. loglinearniho
modelu.
Trénovani modelu exogennich rezidui
Pojmem linedrni, resp. loglinearni (exogenni) reziduum budeme rozumét rezidua

modelu (3.1), resp. jeho loglinedrni analogie (3.2).

30



Density

8e-04  1e-03

6e-04

of linear

4e-04

2e-04

Sample Quantiles

0e+00

0 2000 4000 6000

-2000

T T
-2000 0 2000 4000

Normal Q-Q Plot of linear exogenous residuals

1
6000

Normal Q-Q Plot of loglinear exogenous residuals

o

Sample Quantiles

-1.0 -05 0.0 0.5

-15

T T T
-2 0 2

Theoretical Quantiles

Linear exogenous residuals vs. fitted values

T T T
-2 0 2

Theoretical Quantiles

Loglinear exogenous residuals vs. fitted values

4000 6000
! !

Residuals
2000
Residuals

0
!

-4000  -2000

4000

Fitted values Fitted values

Obréazek 3.2: Analyza rezidui pti hledani exogennich linedrnich a loglinearnich
rezidui pomoci histogramu, Q-Q plotu a scatter plotu rezidui proti vyrovnanym
hodnotam.

Predpoklady linearniho modelu nejsou zcela splnény. To demonstruje napriklad
Obréazek 3.2, kde muzeme vidét, ze rezidua téchto modeli nejsou zcela normalné
rozdélena a model bez logaritmické transformace odezvy vykazuje mirnou heteros-
kedasticitu. Nicméné vzhledem k tomu, ze smyslem tohoto modelu neni predikce
objemu, jedna se pouze o ocisténi ¢asové rady o exogenni vlivy pro ucely vybrani
optimélniho Fadu (ne pro trénovani findlniho modelu), spokojime se s modely, jak
jsou.

Na Obrazku 3.3 vidime, jak by vypadala jednoducha predikce vysvétlované pro-
meénné bez vyuziti modell ¢asovych fad — pouze na zakladé exogennich promeén-
nych. Z grafu je vidét, ze i takovy model dokdze modelovat zakladni trend a
sezénnost.
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Obrazek 3.3: Predikce objemu pomoci exogennich proménnych, bez ARIMA
struktury.

3.1.4 Grid search

Od této chvile trénujeme modely pouze na trénovacich datech a testovaci data
pouzivame pro porovnani predikéni sily jednotlivych model.

Grid search probiha pres 4 parametry — bindrni use_log, diskrétni d € {0, 1, 2, 3}
a diskrétni (p,q)T € {0,1,...,20}% Celkové jsme tedy natrénovali 3528 mo-
delt.

Jako kritéria kvality modelu volime MSE (Mean Square Error) na testovaci mno-
ziné, MAE (Mean Absolute Error) na testovaci mnoziné a AIC (Akaikeho in-
formacni kritérium). Vzhledem k tomu, ze hlavnim tkolem naseho modelu je
predikce, budeme kritériim na testovaci mnoziné prikladat vétsi vahu nez AIC.
Pokud by dochazelo ke sporu mezi MSE a MAE, budeme mirné preferovat MSE,
které je konzervativnéjsi ve smyslu mensi robustnosti viaci extrémné sSpatnym
predikcim.

3.1.4.1 Vybér d a use_log

Vykreslime vysledky 3190 modelt — ty, které se v alespon jednom kritériu dostaly
mezi 80 % (tj. 2822) nejlepsich. V grafu zanedbame p a ¢ a budeme se soustredit
na zavislost zminénych kritérii na use_log a d.

Na obrazku 3.4 je patrné nékolik véci:

e Pro vSechny hodnoty d jsou modely linearnich rezidui témér bez vyjimky
lepsi nez modely loglinearnich rezidui, pokud jejich kvalitu métime pomoci
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Obrazek 3.4: Graf popisujici zavislost AIC, MSE a MAE na d a use_log napfic¢
vsemi rady p a q.

AIC.

e Pro hodnoty d = 0 a d = 1 jsou modely linearnich rezidui srovnatelné
dobré az mirné horsi nez modely loglinearnich rezidui, pokud jejich kvalitu
meérime pomoci MSE nebo MAE.

e Pro hodnoty d = 2 a d = 3 jsou modely linearnich rezidui vyrazné lepsi
nez modely loglinedrnich rezidui, pokud jejich kvalitu mérime pomoci MSE
nebo MAE.

o Meéreno pomoci AIC, nejlepsich vysledktu dosahuji modely linearnich rezidui
sd=0ad=1.

e Meéreno pomoci MSE nebo MAE, nejlepsich vysledkai dosahuji modely
linearnich rezidui s d = 2.

Kritéria AIC a MSE davaji shodny zavér, co se tyce vybéru loglinearnich nebo
linearnich rezidui — lepsich vysledkt dosahuji modely linearnich rezidui. Lisi se ve
vybéru optimélniho fadu diference. Na zdkladé MSE ale vime, ze model s d = 2
dokaze minimalné po dobu dvou let tuto radu predikovat lépe. Protoze nasim
hlavnim tkolem je vytvoreni predikéniho a nikoliv popisného modelu, dame verzi
s d = 2 prednost. Dale pokracujeme ve vybéru p a ¢ pouze mezi modely
s d = 2 a linearnimi rezidui.
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3.1.4.2 Vybér pagq

Vzhledem k zavérim predchozi sekce mame nyni stavovy prostor pouze dvou-
dimenzionalni, proto vykreslime heatmapu vsech natrénovanych modeli a po-
divame se na vizualizaci zavislosti kritérii kvality modelu. Jiz budeme zkoumat
vysledky pouze pro MSE a MAE, nebof pii vybéru parametri d a use_log se
zavery plynouci z AIC lisily od zavéra plynoucich z MSE a MAE a my jsme
uprednostnili zavéry z MSE a MAE.

MSEtest_curved
1.00

0.75

o 10~
0.50
0.25

MAEtest_curved
1.00

0.75
0.50
0.25

Obrazek 3.5: Graf popisujici zavislost MSE a MAE na p, ¢ pii use_log = False
a d = 2. Seznam chybovych kédu je v Priloze A.1. Barevna skéla reprezentuje
monotoénni, ale nelinearni transformaci MSE, resp. MAE, tak, aby byla barevnéd
skala reprezentativni.

Z Obrazku 3.5 je vidét, ze existuji oblasti (navzajem blizkych dvojic p, ¢ ve
smyslu metriky p + ¢), kde se vyskytuji nejlepsi modely bud podle MSE, nebo
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podle MAE. Vybereme konkrétné oblasti:

PQ = {(p.9)", p€{12,... .6}, g€ {16,17,18}}

U{(p.a)", p € {10,11,12,13}, g € {18,19,20}}
p.)", p € {10,11,12}, q € {12,13,14}}

p.q)", p € {13,14,15}, ¢ € {8,9,10}}

p.q)", p € {17,18,19}, q € {4,5,6}}

p.10)", p € {6,7,8}}

p.9)", pe {56,7.38}}

p.8)" pefl2,. .. 8}

p.a)' pe 34,7 e {567}

u{m4)" pe{67}}.

S témito oblastmi budeme pokracovat v analyze.

3.2 Vybér exogennich proménnych

Momentalné méme vybrano 89 trojic (p, d, q)*, konkrétné

PDQ = {(p24)", (n.9)" € PQ },

které uvazujeme pro dalsi analyzu. Exogenni proménné rozdélime do 4 témér
disjunktnich skupin proménnych:

e days_months: day_name, month_name, days_since_last_trading day,
days_until_next_trading day

e trend: year_month_rank, year_month_rank log, year_month_rank sqr,
year_2009plus, year_2011plus, year_month_rank 2009plus_log,
year_month_rank 2011plus_log

e price: previous_intraday_range, previous_intraday_logreturn,
previous_intraday_logreturn_positive

e important_event: day_name, important_event,
important_event_previous_day

Proménnd day_name je pritomna nejen v mnoziné days_months, ale i
important_event, protoze tyto dilezité uddalosti nastavaji vzdy ve stejny den
v tydnu.

3.2.1 Zakladni modely

Zakladnimi modely (base_models) rozumime modely ARIMAX(p,d,q), kde
(p.d,q)" € PDQ.
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3.2.2 Skupiny exogennich proménnych

Pro kazdou skupinu proménnych a pro kazdy zakladni model zkusime pridat
vsechny kombinace exogennich proménnych v dané skupiné. Poté vybereme jednu
nebo vic nejslibnéjsich kombinaci, které budeme uvazovat pri vybéru finalniho
modelu.

Postup pro vybeér téchto kombinaci bude nasledujici:

1. Pro kazdou kombinaci proménnych (a pro zdkladni modely) vybereme 10
nejlepsich modelt pres p, d, q a zjistime, jestli dand kombinace proménnych
zlepsila prumérny vykon modelu (na zikladé MSE a MAE). Pokud ne,
danou kombinaci nebudeme viibec uvazovat.

2. Z kombinaci, které splnily podminku 1, vybereme ty, ve kterych se vyskytuji
nejlepsi modely napfi¢ vSemi kombinacemi. Tuto vlastnost budeme zkoumat
primarné pohledem do grafu.

days_month

Pro zjednoduseni pritadime jednotlivym proménnym kody:

Proménna

day_name

month _name
days_since_last_trading day
days_until_next_trading_day

oaw>8
.

Podminku 1 podle MSE na testovaci mnoziné splnily néasledujici kombinace (v po-
radi od nejlepsi prumérné vykonnosti na nejlepsich 10 modelech): CD, BCD, BD,
B, D, ABCD. Podle MAE navic AB, AD, AC a ABD.

Na zékladé grafické analyzy (viz Obrazek A.1) vybirdme jedinou kombinaci:
CD.

Do modeli tedy uvazujeme proménné days_since_last_trading day a
days_until_next_trading_day.

trend
Jednotlivym proménnym opét priradime kody:

Proménna

year_month_rank
year_month_rank_log

year _month_rank_sqr

year 2009plus

year_2011plus
year_month_rank 2009plus_log
year_month_rank 2011plus_log

QWHUQUJCD?:
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Podminku 1 podle MSE na testovaci mnoziné splnily néasledujici kombinace (v po-
radi od nejlepsi prumérné vykonnosti na nejlepsich 10 modelech): BD a D. Podle
MAE to byly BFG, BDE a G.

Dame prednost MSE a vybirdme obé kombinace: BD a D. Grafické znazornéni
vykonnosti modelii je na Obrazcich A.2 a A.3.

Do modelti tedy uvazujeme proménnou year_2009plus a budeme testovat pri-
tomnost proménné year_month_rank_log.
price

Jednotlivym proménnym opét priradime kody:

Proménna Kod
previous_intraday_range A
previous_intraday_logreturn B
previous_intraday_logreturn_positive C

Podminku 1 podle MSE na testovaci mnoziné splnily vsechny kombinace s vyjim-
kou BC. Podle MAE vsechny kromé BC a A.

Na zékladé grafické analyzy (viz Obrazek A.4) vybirdme kombinace A, AB, AC
a ABC.

Do modelt tedy uvazujeme proménnou previous_intraday_range a budeme
testovat pritomnost proménnych previous_intraday_logreturn a
previous_intraday_logreturn_positive (samostatné i spolecné).

important_event

Jednotlivym proménnym opét priradime kody:
Proménna
day_name

important_event
important_event_previous_day

ow:>§
=9

Podminku 1 podle MSE na testovaci mnoziné splnily AC a ABC. Podle MAE
navic BC.

Na zakladé grafické analyzy (viz Obrazek A.5) vybirdme jedinou kombinaci ABC.

Nicméné proménnou day_name jsme jiz testovali, kdyz jsme analyzovali proménné
ve skupiné days_month a rozhodli jsme se ji v modelu viibec netestovat. Vzhledem
k opaénym zavérim v obou skupinach proménnych volime bezpecény zptsob —
pritomnost day_name budeme jesté testovat.

Do modelt tedy uvazujeme proménné important_event a
important_event_previous_day a budeme testovat pritomnost proménné
day_name.
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3.2.3 Finalni skupina proménnych

V predchozi ¢tytech sekcich jsme tedy rozhodli, Ze do modelu zahrneme proménné
important_event, important_event_previous_day,
days_since_last_trading_day, days_until next_trading day,
previous_intraday_range a year_2009plus (zdkladni exogenni proménné).

Proménné, které do modelti se zakladnimu exogennimi proménnymi budeme navic
zkousSet pridat, jsou day_name, year_month_rank_log,
previous_intraday_logreturn a previous_intraday_logreturn_positive
(skupina final). Opét oznacime kédy:

Proménna Koéd
day_name A
year_month_rank log B
previous_intraday_logreturn C
previous_intraday_logreturn_positive D

Zvolime analogicky zptisob jako v jednotlivych sekcich, nicméné v podmince 1
budeme pozadovat kromé zlepseni zakladnich modeli jesté zlepseni modelu se
zakladnimi exogennimi proménnymi.

Tohoto zlepseni na MSE dosahly modely s proménnymi AC, ABC, ABD, ACD,
ABCD, B, C, BD a BCD. Na MAE to byly vSechny kombinace modeli neobsa-
hujici A. Graficka reprezentace je na Obrazku A.6.

3.2.4 Finalni model

Nyni jiz vybirame nejlepsi model. Vzhledem k blizkym hodnotam MSE u nej-
lepsich modelu volime nejlepsich modelu vice (konkrétné 10), predikci naseho
postupu pak myslime primérnou predikci téchto 10 model.

Téchto 10 modelt popiseme nasledujici tabulkou:

# p d g Sada proménnych
8 2 2 8 XU{PIL,PILP}
4 2 2 16 X U{YMRL,PILP}

10 1 2 16 X U{YMRL,PILP}
2 3 2 18 X U{YMRL,PIL}
3 3 2 8 XU{YMRL,PILP}
5 5 2 7 XU{YMRL,PIL}
7 5 2 5 XU{YMRL,PILP}
9 6 2 5 XU{YMRL,PILP}
6 7 2 9 XU{YMRL,PILP}
1 13 2 9 X U/{YMRL,PILP}

Tabulka 3.1: Deset nejlepsich modelii s ptivodnim pofadim v prvnim sloupci.
X = {important_event,

important_event_previous_day,days_since_last_trading_ day,
days_until_next_trading day,previous_intraday_range,
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year_2009plus, day_name}.

YMRL je zkratka year month_rank log.

PIL je zkratka previous_intraday_logreturn.

PILP je zkratka previous_intraday_logreturn_positive.

Vsechny tyto modely natrénujeme znovu tak, aby brali trénovaci i testovaci mno-
zinu, tj. vsechna dostupna data kromé out-of-sample mnoziny, kterou pouzijeme
na porovnani s jinymi tfidami modeli.

3.3 Verifikace predpokladi modelu

Vlastnosti rezidui vsech 10 modeli shrnuje Tabulka 3.2.

# Primér o p L-B' p B-P? p S-W3
1 -3.19 512.24 >0.999 0.296  <0.001
-4.05 512.95 >0.999 0.045  <0.001
-2.82 515.74 0.635 0.200  <0.001
-6.36 514.39 >0.999 0.368  <0.001
-2.15 512.56 0.420 0.081  <0.001
-3.31 513.51 0.512  0.175  <0.001
-2.76 515.76 0.353  0.368  <0.001
-2.78 514.69 0.032 0.249  <0.001
-4.22 515.43 0.561  0.287  <0.001
10 -3.12 514.43 >0.999 0.156  <0.001

! p-hodnota Ljung-Boxova testu

© 00O ULk WN

2 p-hodnota Breusch-Paganova testu

3 p-hodnota Shapiro-Wilkova, testu

Tabulka 3.2: Popisné statistiky rezidui a p-hodnoty testl na jejich nekorelovanost,
homoskedasticitu a normalitu. Za poradim dle MSE néasleduje priimérna hodnota
a smérodatna odchylka vektoru rezidui. V poslednich trech sloupcich jsou po radé
hodnoty Ljung-Boxova, Breusch-Paganova a Shapiro-Wilkova testu, resp. jejich
p-hodnoty.

Pro test zbylé autokorelace mezi rezidui volime Ljung-Boxuv test popsany v [21],
hleddame autokorelaci az do tddu 9. Hodnotu 9 jsme urcili na zakladé bézné
pouzivaného pravidla [log(n)|. Pro testovani homoskedasticity volime Breusch-
Pagantv test popsany v [7] a pro normalitu Shapiro-Wilkiv test popsany v [25].

Vidime, Ze pro vSechny modely je stfedni hodnota rezidui lehce vychylena smérem
k zapornym hodnotam, prestoze v modelu mame intercept. To mize byt zpiso-
beno ne zcela symetrickym rozdélenim rezidui. Nicméné hodnota tohoto vychyleni
je o dva rady nizsi nez smérodatna odchylka, coz je v podstaté zanedbatelné.

V tabulce je déle vidét, ze s vyjimkou modelu 8 nezamitdme na hladiné 5 %
nulovou hypotézu, ze v reziduich do radu 9 neni autokorelace. Na stejné hladiné
nezamitame s vyjimkou modelu 2 ani homoskedasticitu.

Rezidua prilis neodpovidaji normalnimu rozdéleni. To nema vliv na nestrannost
nebo konzistenci odhad. Nicméné pokud bychom pomoci téchto modelt predi-
kovali intervaly nebo pasy spolehlivosti, jejich délka by nebyla ani asymptoticky
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spravna — to vsak v nasem postupu nedélame. Dalsi riziko je Spatné spocitané
AIC, nicméné modely byly urc¢eny na zdkladé MSE na testovaci mnoziné, takze
pro jejich vybér nehralo AIC roli.

Co se tyce zamitnuti nulové hypotézy nekorelovanosti rezidui, resp. homoskedas-
ticity u dvou modelt, rozhodli jsme se je v celkovém modelu (ktery vznika jako
prumér predikei jednotlivych ¢astecnych) ponechat. Duvodem je to, ze p-hodnoty
jsou velmi blizko kritické hodnoté 0.05 a my provadime mnohonasobné testo-
vani. Z definice p-hodnoty za predpokladu splnéni obou hypotéz ma kazdy model
pravdépodobnost 0.05 zamitnuti této platné nulové hypotézy. V nasem pripadé
je vyskyt 1 z 10 na obou kritériich, coz je jen dvakrat vétsi cetnost nez stredni a
muze byt celkem snadno pouze dilem nahody. Pti aplikaci Bonferoniho metody
bychom nezamitli Zzddnou hypotézu (s vyjimkou normality), nicméné hladina ta-
kového postupu by uz mohla byt nizsi nez 0.05.

3.4 Zhodnoceni zvoleného pristupu

Zacali jsme s velmi Sirokou mnozinou potencialnich model a postupnym oreza-
vanim prostoru moznych hodnot hyperparametrii a vybérem proménnych jsme
se dostavali k findlnimu modelu. Tento pristup je pochopitelné suboptimalni a
neni jisté, Ze nami nalezeny model je nejlepsi ve smyslu nami pouzivanych krité-
rii. Je mozné, ze jsme vybrali v jistém smyslu lokdlné, nikoliv globalné nejlepsi
model.

Nicméneé testovani vsech modelt je ¢asové netinosna tloha. O vypocetni naroc-
nosti nami zvoleného postupu hovori podrobnéji sekce 5.2.

V kazdém jednotlivém kroku tohoto postupu (vybér p a ¢, vybér exogennich pro-
ménnych v jednotlivych skupinach, vybér exogennich proménnych z finalni sku-
piny) se signifikantné snizilo sledované kritérium MSE proti predchozimu kroku.
I to nas vede k domnénce, Ze postup je v rdmci technickych moznosti prijatelnym
kompromisem.

U komponent vysledného modelu bylo s celkovym tspéchem ovéreno, ze klicové
predpoklady modelu ARIMAX nejsou nesplnény. I z toho divodu vérime, ze
vysledny model je dobrym kandidatem tridy ARIMAX na tspésnou predikci na
out-of-sample mnoziné.
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4. Predikce pomoci modelu
XGBoost

V této kapitole mame k dispozici stejné jako pri modelovani pomoci ARIMAX
dvoje data: trénovaci (4024 pozorovani v obdobi od 1. 1. 2000 do 31. 12. 2015
veetné) a testovaci (503 pozorovani v obdobi od 1. 1. 2016 do 31. 12. 2017 vcetné).
Oba datové vzorky obsahuji kromé predikované jesté 20 exogennich proménnych,
které jsou popsany v sekci 2.3.

XGBoost model neumi vyuzit usporadanosti pozorovani, neumi vyuzit zpozdéné
pozorovani a zpozdéna rezidua. Z toho divodu je polovina exogennich promeén-
nych reprezentaci zpozdénych hodnot. Nicméné tento fakt znamend, zZe jiz nemu-
sime na pozorovani nahlizet jako na usporadanou casovou fadu a mizeme pouzit

vvvvvv

Obé mnoziny (tedy trénovaci a testovaci) tedy spojime dohromady na nové tré-
novaci data, mame tedy 4527 pozorovani.

Budeme postupovat nasledujicim zptisobem:
o Nejprve expertné uré¢ime sadu vychozich hyperparametri.

e Pomoci béznych metrik popisujicich miru shody predikovanych a skutec-
nych hodnot urc¢ime optimalni skupinu proménnych pro trénovani modelu.

o Na vsech dostupnych datech (s vyjimkou out-of-sample dat), kterd rozdé-
lime nahodné na trénovaci a testovaci, natrénujeme ,,benchmarkovy“ model
s vychozimi hyperparametry.

o Optimalizujeme postupné jednotlivé hyperparametry a priubézné porovna-
vame vysledky se zminénym ,,benchmarkovym® modelem.

4.1 Trénovani pomoci cross-validace

Pro cross-validaci pouzijeme pocet foldi 5. To znamena, ze cely proces tréno-
vani modelu zopakujeme pétkrat. V kazdé iteraci budou 4/5 dat trénovaci a 1/5
tzv. cross-valida¢ni mnozina. Zminéna pétina jsou pokazdé jind pozorovani, takze
v rdmci celého procesu vystupuje kazdé pozorovani ctytikrat jako soucast tréno-
vaci a jednou jako soucést cross-validaéni mnoziny.

Cross-validacéni mnozina ma dvé funkce:

e jednak vystupuje pro kazdou iteraci jako mnozina, na které se méri vykon-
nost postupné vznikajictho modelu, a urcuje, kdy se trénovani zastavi,

e jednak je predikce pro cross-valida¢ni mnozinu povazovana za predikova-
nou in-sample hodnotu modelu a méri se pomoci ni vykonnost modelu na
trénovaci mnoziné.

Tedy zminéna predikce nemd vlastnosti ani tradiéni in-sample predikce (vyrov-
nané hodnoty), ani tradi¢ni out-of-sample predikce. I proto je tfeba mit na pa-
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meéti, ze porovnani miry shody téchto hodnot s realitou neni mozné délat napric
rodinami modelt.

4.2 Vychozi hyperparametry

Jiz v sekci 1.3.7 jsme predstavili hyperparametry modelu XGBoost a u vétsiny
popsali, jaké vychozi hodnoty budeme pouzivat a pro¢. Tyto hodnoty jesté jednou
sepiseme.
Parametry pro vybér boosteru
Pro vybér boosteru volime nasledujici parametry:

e booster gbtree,

« objective reg:linear,

e eval metric rmse,

coz dohromady znamend, Ze budeme trénovat rozhodovaci stromy (booster) pro
predikci pfimo hodnoty volume (objective) a kvalitu modelu budeme posuzovat
pomoci RMSE (Root Mean Square Error)

Parametry pro booster

Pro booster za¢neme s nasledujicimi vychozimi parametry, pozdéji je budeme
optimalizovat:

e eta (0.2,

e gamma O,

e max_depth 4,

e subsample 0.8,

e colsample_bytree 0.8,
e min_child_weight 1,
e lambda 1,

e alpha 0.

4.3 Skupiny proménnych

XGBoost obecné nemé problém s pretrénovanim z divodu velkého poctu predik-
tort, protoze implicitné obsahuje algoritmus pro vybér prediktoru (tzv. feature
selection) a zastavovaci kritérium proti pretrénovani. Nicméné konzistentné s p¥i-
stupem, ktery jsme pouzili pti modelovani pomoci ARIMAX, ovérime postupnym
pridavanim skupin proménnych, zda ma nejlepsi predikéni silu model se vSemi pro-
ménnymi. Definujeme proto skupiny proménnych nasledujicim zptisobem:

e important_event: important_event, important_event_previous_day;
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e trend: year_month_rank;

e days_month: day_name, month_name, days_since_last_trading_day,
days_until_next_trading day;

e volume: ha_volume_c«, ewha_volume_nd,
kde o € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9} a n € {2,3,4,5,10,20};

e price: previous_intraday_range, previous_intraday_logreturn.
Déle jesté spojime skupiny dle businessové-matematické logiky:

e volume_price: volume U price,

e calendar_trend_events: days_month U trend U important_event,

e all: volume_price U calendar_trend_events,
tedy vsech 20 proménnych.

4.3.1 Vysledky

Jako ,,benchmarkovy“ model pouzijeme naivni model (naive), coz je o jeden krok
zpozdéna odezva.

Model MSE MAE  R?

naive 368 303.6 3795 0.843
volume 3131994  356.4 0.866
price 2209 448.0 1165.2 0.046
trend 353 685.1  373.2 0.849
days_months 2 364 453.1 1236.1 -0.011
important_event 23359849 1231.8 0.002
volume_price 314 765.6  355.1  0.865
calendar_trend_events 328 811.3  358.5  0.859
all 268 866.0  323.2  0.885

Tabulka 4.1: Tabulka vysledkt modeli XGBoost s vychozimi hyperparametry
a s ruznymi skupinami proménnych (sloupec Model). Metriky popisujici miru
shody jsou pocitany na cross-validacni mnoziné.

Z vysledkl je zjevné, ze pridavani proménnych do modelu obecné zlepsuje fit
v ramci vSech mérenych metrik. Nadale budeme tedy pokracovat s modelem all,
ktery vyuziva vsechny proménné.

4.4 Neoptimalizovany model

Nyni byva bézné vzit vSechna data pro trénovani finalnitho modelu. Kdyz se berou
vsechna data, neni moznost vyuzit zastavovaci kritérium, nebot nemame nezavis-
lou testovaci mnozinu. V takovém pripadé se obvykle bere fixné primérny pocet
iteraci z trénovani na cross-validac¢ni mnoziné, pripadné se tento pocet expertné
upravuje, aby reflektoval zménu rozsahu trénovacich dat.

My jsme se presto rozhodli vyuzit rozdéleni in-sample dat na trénovaci a testovaci
mnozinu v poméru 80:20 (tedy stejné jako pfi cross-validaci), abychom nemuseli
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pocet iteraci odhadovat. Na testovaci mnoziné se pocita zastavovaci kritérium a
také metriky popisujici miru shody se skute¢nymi hodnotami.

Reédlné bychom nemuseli trénovat novy model, ekvivalentni by bylo vzit libo-
volny z 5 modeli z cross-valida¢niho pristupu, nicméné model natrénujeme z ter-
minologickych diivod znovu na novych ndhodné rozdélenych datech a vysledek
oznac¢ime jako neoptimalizovany model vzhledem k faktu, ze vyuziva neopti-
malizované vychozi hyperparametry. Tento model pro nas bude benchmark pro
naslednou optimalizaci hyperparametri.

Pro jistotu ovérime v Tabulce 4.2, Ze nedoslo k vyrazné zméné metrik pti opétov-
ném natrénovani modelu.

Model MSE MAE R?
all 268 866.0 323.2 0.885
neoptimalizovany model 265 581.4 3284 0.875

Tabulka 4.2: Tabulka vysledkit modelt XGBoost s vychozimi hyperparametry.
Metriky popisujici miru shody jsou pocitany pro all na cross-valida¢ni mnoziné,
pro neoptimalizovany model na testovaci mnoziné.

4.5 Optimalizace hyperparametru

Optimalizovat budeme 8 hyperparametri popsanych v sekcich 1.3.7 a 4.2. Tyto
parametry pro prehlednost vypiseme spolu s jejich vychozi hodnotou (v nasem
trénovani), doménou a typickymi hodnotami.

Parametr Kategorie = Vych. h. Doména a typické hodnoty
max_depth Komplexita 4 N, (typicky <= 10)
min_child_weight Komplexita 1 Ny, (typicky <= 10)

gamma Komplexita 0 Ry, (typicky 107 az 10%)
subsample Robustnost 0.8 (0, 1], (typicky >= 0.5)
colsample_bytree Robustnost 0.8 (0, 1], (typicky >=0.5)

eta Robustnost 0.2 (0, 1], (typicky <= 0.3)

alpha Regularizace 0 Ry, (typicky 107 az 10%)
lambda Regularizace 1 Ry, (typicky 107 az 10%)

Tabulka 4.3: Tabulka hyperparametrii pred optimalizaci.

Z divodu casové vypocetni narocnosti neni mozné optimalizovat vSechny para-
metry najednou. Situaci navic komplikuje i to, Ze u nékterych parametri (gamma,
alpha, lambda) nezname ani fad, kde se optimalni hodnota nachaz{ — tedy mu-
sime optimalizovat vicekrokové. Parametry na sobé ovsem mohou zaviset a rada
studii postupné prokazala, ze ne vsechna poradi optimalizace parametrii jsou
stejné vhodna.

V nasem postupu vychdzime prevazné z [23]. Optimalizace bude probihat grid
searchem po skupinach proménnych. Modely porovname pomoci MSE na cross-
valida¢ni mnoziné. U proménnych, kde neni znam tad, vyuzijeme dvoukrokovou
optimalizaci (nejprve fad, potom hodnotu). Kazdy optimalizovany parametr za-
fixujeme a dalsi parametry uz trénujeme s jeho optimélni hodnotou.
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Komplexita modelu

Jako prvni optimalizujeme dvojici parametri max_depth a min_child_weight
pres hodnoty {3,4,...,10} x {1,2,...,7}. Na Obrazku 4.1 vidime, Ze nejlepsich
vysledkt dosahuje model s max_depth = 5 amin_child_weight = 3. Tyto para-
metry tedy fixujeme a pokracujeme v optimalizaci.

MSEcrossvalid_curved

1.00
0.75
0.50
0.25

ight

min_child_wei

IS

- © @
max_depth

10-

Obréazek 4.1: Vykonnost modeld pri optimalizaci hyperparametri max_depth a
min_child_weight. Barevnd skala reprezentuje monoténni, ale nelinedrni trans-
formaci MSE, tak, aby byla barevna skala reprezentativni.

gamma

Parametr gamma optimalizujeme dvoukrokové. Na Obrazku 4.2 vidime vykonnost
pii grid searchi pres hodnoty {0} U {10%,: € {—5,—4,...4}}. Vidime dvé lokaln{
minima v kladnych a zapornych hodnotach logaritmu, mezi kterymi je lokalni
dochéazi k o néco lepsim vysledkiim v kontextu MSE, volime pro dalsi postup
dekadicky tad cca. 1-2, konkrétné budeme optimalizovat piimo v pres hodnoty
{6.25,12.5, 25,100, 200, 400}. Vysledky vykresluje Obrazek 4.3. Kromé hodnoty
pro v = 25, kterou povazujeme za odlehlé pozorovani, vychazi minimum mezi 100
a 200, jako optimalni v volime 150.

Robustnost modelu

Robustnost fesime samplingem na prediktorech i pozorovanich, konkrétné tedy
parametry subsample a colsample_by_tree. Pro tyto parametry volime grid
search na mnoziné {0.5,0.55,0.6, ...,1}?. Na Obrézku 4.4 vidime preferenci vét-
Sich hodnot. Nicméné funkce ma evidentné mnoho lokalnich minim. Vizualné se
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Obrazek 4.2: Vykonnost modell pti optimalizaci tfadu hyperparametru gamma. Na
ose x je log;,v. Graf neobsahuje hodnotu 7 = 0, ktera ale nereprezentuje zadny
z nejlepsich 5 modelt. Barevna skala reprezentuje MSE.
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Obrazek 4.3: Vykonnost modeli pii optimalizaci hyperparametru gamma. Barevna
skala reprezentuje MSE.
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zdé, ze v obou parametrech plati, Ze ¢im vétsi hodnota, tim lepsi vysledek. Navic
nejlepsi model vychéazi skutecné pii hodnotéach obou parametr 1. Volime tedy
tyto, tj. nepouzivame zadny sampling.

o
@

MSEcrossvalid_curved
1.00

0.75
0.50
0.25

0.00

colsample_bytree

2

0.6-

subsample

Obrézek 4.4: Vykonnost modeli pii optimalizaci hyperparametrii subsample a
colsample_bytree. Barevna skala reprezentuje monoténni, ale nelinearni trans-
formaci MSE, tak, aby byla barevna skala reprezentativni.

Regularizace

XGBoost podporuje dvoji regularizaci, L1 (¢len alw||;) a L2 (¢len A|wl3). Jim
odpovidaji po fadé parametry alpha a lambda. Oba optimalizujeme dvoukrokoveé.
Na Obrazku 4.5 vidime vykonnost pri grid searchi pres hodnoty

({0} U {107, i € {=5,—4,...2}})*. Nejlepsi model dle heatmapy povazujeme za
outlier a zamérime se na oblast, kde jsou druhy a tteti nejlepsi model. Pokracu-
jeme podrobnéjsim zkouméanim této oblasti grid searchem na mnoziné
{0.1,0.2,...,1}*. Pro findln{ model pak vybirdme na zakladé Obrazku 4.6 hod-
noty a = 0.3 a A= 1.

eta

Jako posledni zjemnime (pravdépodobné) learning rate, optimalizujeme pres hod-
noty {0.02,0.04,0.06,...,0.3}. Vysledky vidime na Obrazku 4.7. Hodnotu v n =
0.04 povazujeme za outlier, po vyhlazeni nahlych extrémi v n = 0.16 a n = 0.22,
vybirame optimélni hodnotu 0.14.
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Obrézek 4.5: Vykonnost modeli pti optimalizaci fadi hyperparametrii alpha a
lambda. Na osach je dekadicky logaritmus téchto parametrii. Graf neobsahuje
hodnoty A = 0 a a = 0, které ale nereprezentuji zadny z nejlepsich 5 model.
Barevna skala reprezentuje monoténni, ale nelinedrni transformaci MSE, tak, aby
byla barevna skala reprezentativni.

4.5.1 Finalni model s optimalizovanymi hyperparametry

Findlni model tedy trénujeme s parametry v Tabulce 4.4. I v tomto pripadé
ponechdvame 20 % dat jako testovaci mnozinu, na které pocéitame zastavovaci
kritérium.

Parametr Kategorie = Optimalizovanid hodnota
max_depth Komplexita 5

min_child_weight Komplexita 3

gamma Komplexita 150

subsample Robustnost 1

colsample_bytree Robustnost 1

eta Robustnost  0.14

alpha Regularizace 0.3

lambda Regularizace 1

Tabulka 4.4: Tabulka optimalizovanych hyperparametri.

4.6 Vykonnost modelu po letech

Zkontrolujeme, jak se vyviji vykonnost modelu v letech. Pro tyto tcely pouzijeme
dvé z relativnich kritérii — R? a U. Vyvoj vidime na Obrazku 4.8 — je patrné, ze
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Obrézek 4.6: Vykonnost modelt pti optimalizaci hyperparametrti alpha a lambda.
Barevna skala reprezentuje monotonni, ale nelinearni transformaci MSE, tak, aby

byla barevna skéla reprezentativni.
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Obréazek 4.7: Vykonnost modela pfi optimalizaci hyperparametru eta. Barevna
skala reprezentuje MSE.
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model je pomérné stabilni, obzvlast mérime-li jeho vykonnost pomoci U. Dobfte si
poradil i s obdobim hospodarské krize, kdy doslo k vyraznému nartstu volatility.
Na out-of-sample mnoziné model performuje lehce hiir nez na trénovacich datech,
coz je ale ocekavané a bylo jiz diskutovano.

0.50- / model_metric
= naive_r2

== naive_u

value

final_hyperopt_r2
final_hyperopt_u

2000 2005 2010 2015
year

Obréazek 4.8: Vikonnost modeli po letech méfena pomoci R? a U. Sedym podbar-
venim reprezentujeme znormovanou smeérodatnou odchylku objemu v daném roce
— tj. miru volatility. Cerna vertikala oddéluje in-sample a out-of-sample mnozinu.

4.7 Dalezitost prediktori

Jak bylo popsano teoreticky v sekci 1.3.8, vyuzijeme knihovnu shap (SHapley
Additive exPlanation), diky niz uvidime nejen relativni dulezitost prediktori,
ale také vztah mezi hodnotami jednotlivych prediktorii a predikovanou hodnotou
modelu.

vvvvvv

ve formé EWHA, dale ve formé HA, poté trendové slozka (year_month_rank)
a pocet dni od posledniho a do nasledujictho obchodniho dne. Mensi vliv pak
maji prediktory predchozi denni logreturn, den v tydnu, mésic a predchozi denni
rozpéti cen. Nejméné vyznamné prediktory jsou pak indikatory mimoradnych
udalosti v dany nebo predchozi den.

Pro prediktory modelujici zpozdénou odezvu (obzvlasté ty, jejichz dulezitost se
ukazuje jako vysokd) muzeme graf interpretovat nasledujicim zptisobem (vybrané
prediktory):

e Vysoké hodnoty prediktorii ewha _volume * a ha_volume x*, tedy zvySeny
zobchodovany objem v predchozich dnech (¢ervené odstiny), obecné zpiu-
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days_until_next_trading_day
days_since_last_trading_day
ha_volume_2d

day_name

ha_volume_ad
previous_intraday_logreturn
ha_volume_5d

month_name
ha_volume_1l0d
ha_volume_20d
previous_intraday_range
important_event_previous_day

important_event

Obréazek 4.9: Relativni dilezitost prediktori v optimalizovaném modelu.

sobuji zvysenou hodnotu zobchodovaného objemu v predpovidaném dni

(SHAP > 0).

o Zvyseny denni return zpisobi pokles zobchodovaného objemu nésledujici

den.

4.8 Zhodnoceni zvoleného pristupu
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Pouzili jsme standardni zptisob trénovani modelu:

1. vybér proménnych na vychozich hyperparametrech, ktery typicky, stejné
jako v nasem ptipadé, konci vybérem vsech proménnych, nebot XGBoost

obsahuje implicitni vybér proménnych;

2. optimalizace hyperparametri.

3. Trochu atypicky jsme nakonec nevyuzili vSechna data pro trénovani final-
niho modelu s odhadnutym fixnim poctem iteraci, ale zachovali jsme pomér
80:20 a vyuzili zastavovaci kritérium na testovaci mnoziné.

Z davodu vypocetni narocnosti nebylo mozné optimalizovat vSechny hyperpa-
rametry najednou, zvolili jsme proto zptisob postupné optimalizace na zakladé
literatury. Nicméné tento suboptimdlni zptusob mohl vést (obzvlast na malych
datech) k neoptimalnim vysledkim. Nicméné, jak uvidime v nésledujicich sek-
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cich, samotnd optimalizace hyperaparametri byl nutny a v zasadé tspésny krok
na cesté k lepsimu modelu.
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5. Porovnani pristupi

5.1 Predikce

Budeme porovnavat 4 modely:
e naivni model — zpozdénou odezvu,
o findlni ARIMAX model ze sekce 3.2.4,
o XGBoost bez optimalizovanych hyperparametru ze sekce 4.4 a
o XGBoost s optimalizovanymi hyperparametry ze sekce 4.5.1.

Vykonnosti modelt porovndme na out-of-sample mnoziné na kritériich MSE,
MAE, R? a U. Out-of-sample mnozina mé 249 pozorovani od 1. 1. 2018 do 31.
12. 2018 véetné. Vysledky jsou v Tabulce 5.1. Vidime, ze kritéria nejsou zcela
konzistentni v usporadani modeli dle kvality. S vyjimkou kritéria MAE vidime
signifikantni zlepSeni zejména pii prechodu od naivniho modelu k modelu ARI-
MAX nebo neoptimalizovanému modelu XGBooost a pti prechodu od neoptima-
lizovaného k optimalizovanému modelu XGBooost. Zajimavé je také, ze modely
ARIMAX a neoptimalizovany XGBoost davaji podobné kvalitni predikce — na
zékladé U jsou stejné kvalitni, na zékladé R? a MSE je mirné kvalitn&j$i model
ARIMAX, na zakladé MAE zase XGBoost.

Model MSE MAE R? U
naivni 432 990.4 3934 0.091 1.000
ARIMAX 370 771.5 4253 0.222 0.951

XGBoost neoptimalizovany 384 728.0 398.6 0.192 0.951
XGBoost optimalizovany 260 985.8 336.6 0.452 0.790

Tabulka 5.1: Tabulka vykonnosti modelii hyperparametri.

Na Obrazcich 5.1 a 5.2 vidime graf predikci a skute¢nych hodnot na out-of-sample
mnoziné. Od pohledu nevidime mezi grafy zadny tendencni rozdil, napriklad lepsi
schopnost jednoho modelu predikovat odlehla pozorovani, modelovat trend nebo
sezémnost. Rozdilné hodnoty ve sledovanych kritériich tak pravdépodobné bu-
dou zpusobeny kombinaci mirné rozdilnych vysledki ve vice téchto zminénych
oblastech.

5.2 Porovnani pristupi

Modely ARIMAX a XGBoost se v fadé vyznamnych faktort lisi:

o ARIMAX je linedrni model. Jakékoliv nelinearita musi byt modelovana po-
moci dalsich transformovanych prediktori, které se ale musi apriori zvolit,
a nemusi byt vzdy jednoduché nebo mozné optimalni transformace najit.
Naproti tomu XGBoost linearni model neni.
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Obrazek 5.1: Predikce pomoci modelu ARIMAX na out-of-sample mnoziné véetné
vSech 10 submodelti, které dohromady tvori findlni model.
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volume
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2000 -

led 2018 dub 2018 ove 2018 i 2018 led 2019
date

Obrazek 5.2: Predikce pomoci modelu XGBoost s optimalizovanymi parametry
na out-of-sample mnoziné. Pro srovnani vykreslen i model ARIMAX.

o Predchozi bod umoznuje velmi primocarou interpretaci vysledkt modeli
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ARIMAX, a to jak regresni, tak autoregresni slozky. K interpretaci vysledkii
XGBoostu jsou tieba specialni neprimé metody, naptiklad Shapleyho hod-
noty.

o XGBoost pri trénovani provadi implicitni vybér proménnych — vybira ke
splitu nejvhodnéjsi proménnou a bod splitu a v ramci nastavenych para-
metra ,da prilezitost“ dalsim prediktortim, jen pokud jejich zahrnuti zlep-
suje model. ARIMAX vyzaduje apriorni vybér proménnych a naslednou
retrospektivni analyzu jejich prinosnosti. Pti silné korelovanych predikto-
rech nebo pri jejich vysokém poctu muze byt tato analyza problematicka

vvvvvv

prediktor, napt. analyzou hlavnich komponent.

o XGBoost jako knihovna si poradi s vysokym poctem pozorovani, miize bézet
paralelné, na GPU a s daty i mimo RAM. Zadna knihovna, kterd by néco
podobného umoznovala s modelem ARIMAX, v soucasnosti neexistuje.

o XGBoost byl vydan jako stabilni verze teprve v roce 2019. I nadale jsou
hlaseny chyby, ovSem jiz jen pomérné ziidka.

e Na druhou stranu je XGBoost tzv. end-to-end system. To znamena, ze cely
vypocet je soucast knihovny a neni zavisly na knihovnach tretich stran.
Naproti tomu naptiklad pouzitda knihovna forecast v jazyce R, konkrétné
metoda ARIMAX vyuziva fadu dalsich knihoven, vyuziva vnitini R solver
pro optimalizaci vérohodnostni funkce, coz zvysuje riziko technické nebo
programatorské chyby, a navic vyrazné ztézuje proces oprav.

Specificka véc k porovnani je ¢asova vypocetni narocnost obou pristupt.

Vypocetni naroc¢nost

Na trénovani vsech modelu byl vyuzit virtualni pocita¢ v Microsoft Azure, kon-
krétné D2s v4 s 8 GB paméti RAM, 2 vCPU! procesoru Intel® Xeon® Platinum
8272CL s frekvenci 2.5 GHz, pri hyperthreadingu 3.4 GHz.

o Pri trénovani ARIMAX modelu bylo postupné natrénovano 18 836 modeli,
celkovy vypocetni cas byl cca 16 dni a 4 hodiny cistého casu.

e Pri trénovani XGBoost modelu bylo postupné natrénovano 34 574 modeli,
celkovy vypocetni ¢as byl cca 6 hodin, tedy v prepoctu na jeden model
radové stokrat méné.

Zde je na praktickém prikladu dobte vidét jedna z vyhod implementace XGBoostu
— knihovna je psanad kompletné v C++, v némz jsou jsou vypocty nasobneé rychlejsi
v porovnani s vysokodroviiovym R, i kdyz fada knihoven pro R je psana také
v C++.

/. Y s v

novani) se na nasem vzorku nemohla projevit, nebot jsme ho poustéli na jednom
pocitaci a nikoliv na clusteru. Dalsi vyhody jako napt. optimalizace prace s cache,
operacni paméti a hard diskem jsme také nevyuzili, nebot nas datovy vzorek nebyl

Lyirtulni jadra procesoru
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dost velky na to, aby pristup k dattim a jejich tazeni signifikantné zpomalovaly
vypocet.

5.3 Celkové zhodnoceni

Zaverem lze tedy Tict nasledujici:

Ulohu m4 jisté cenu modelovat, nebot naivni predikce vychézi ze vSech
zkoumanych pristupt jako vyrazné nejhorsi. Tim se tloha lisi od vétsiny
pokust o predikci ceny akcii.

Model ARIMAX je vhodnym instrumentem pro predikci objemu. Umoz-

nuje na rozdil od jednodussiho modelu ARIMA zahrnout do casové rady i
exogenni proménné, z nichz ¢ast se ukazala byt signifikantnimi prediktory.

XGBoost model pres své nesporné vyhody (zejména implicitni vybér re-
levantnich proménnych a schopnost postihnout nelinearni vliv prediktort)
by nebyl lepsim modelem nez ARIMAX, kdybychom neudélali naslednou
optimalizaci hyperparametrii.

Optimalizovany model XGBoost je pro tuto tlohu vyrazné lepsim pristu-
pem, na zakladé vsech uvazovanych kritérii dosahuje nejlepsich vysledkaii.

Trénovani modelu XGBoost je tadové rychlejsi.
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6. Hybridni model

V soucasnosti jsou velmi popularni tzv. hybridni modely, pro predikci casovych
rad se pouzivaji napt. v [26] a [28]. Hybridni model funguje tak, ze se natrénuje
m modelt typicky riznych rodin, v kazdé rodiné se vyvine optimalni model a
predikce teoretického findlntho modelu (nékdy téz metamodelu) je pak néjakou
konvexni kombinaci jednotlivych modelii.

Pro urceni vah w; jednotlivych modeli j je nékolik pristupti:
+ kazdy model vstupuje do metamodelu se stejnou vahou w; = 1/m, Vj;

e kazdy model vstupuje do metamodelu s vahou odpovidajici jeho poradi mezi
modely dle vybraného kritéria, w; = 2(m + 1 — ord(j))/m(m + 1), Vj, kde
ord(j) je funkce, kterd vraci poradi modelu j mezi m modely, tedy 1 pro
nejlepsi model, m pro nejhorsi model;

e kazdy model vstupuje do metamodelu s vahou odpovidajici jeho kvalité
mérené dle vybraného kritéria, napf. pro R? je w; = R*(j)/ X0, R*(m), Vj;

o vahy se odhadnou expertné;

« vyuziti optimaliza¢nich metod.

Prvni zminény zptsob (rovnomérné vihy) jsme jiz vyuzili v sekci 3.2.4, kde jsme
vybrali 10 nejslibnéjsich ARIMAX modelt a za findlni model oznacili pramér
jejich predikei.

Nasim cilem pro tuto préaci bude najit optimalni model dle MSE. K tomu odvo-
dime v nasledujici sekci prislusnou teorii.

6.1 Teorie optimalniho hybridniho modelu

V celé sekci oznacujeme vektor skuteénych hodnot jako y = (y1,%9,...,9n)7,
vektory predikovanych hodnot pak jako ¥, j = 1,2,...,m pro kazdy model
J.

Zacneme definici optimalniho hybridniho modelu:

Definice 6.1. Optimdlnim hybridnim modelem H My, nazveme (libovolny)
model, ktery predikuje yHMw) .= P wjy@ (vektory se scitaji po prucich), tak,
ze

w* = (wy, Wy, ..., wy)" = arg min loss(yHMws) ), (6.1)

w; >0, Vie{1,2,....m},
wi:1

kde loss je néjakd ztratovd funkce.

Tato optimalizacni iloha muize byt pro nékteré ztratové funkce vypocetné velmi
narocna. V takovém pripadé se pro maly pocet modelt d& vyuzit napriklad grid
search, pro vétsi pocet potom nékteré z modernich optimaliza¢nich metod, napii-
klad genetické algoritmy.
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Nicméné pro nékteré vhodné ztratové funkce jde tato teorie vyrazné vice roz-
vinout. My v této praci odvodime teorii pro MSE, které v prubéhu celé prace
pouzivame jako jedno z hlavnich kritérii.

6.2 Optimalni hybridni model dle MSE

Nejprve pripomeneme definici MSE:

~ 1 &
MSE(S) = - > (5 — wi),
i=1
V nésledujicim postupu budeme vyuzivat zobecnéni MSE pro dvojici vektort,
které nazveme MCME!:

Definice 6.2. Pro vektory yV, 33 € R™ definujeme

1)~ 1 &
MCME(®y®, @) .= = 3" (Y

n;3

~(2)

—y) (@ — vi)-

Zékladni vlastnosti shrnuje nasledujici trividlni pozorovani:

Pozorovani 6.1. Pro libovolné vektory yV, 33 € R™ plati
1. MCME(yW, W) = MSE(yY),
2. MCME(y",y®) = MCME(y®,y™M),
3. MCME(y™,y) = 0.

Déle dokazeme jedno technické tvrzeni.

() € R™ plati
!, 5%) = MOME(®), 79) =

Tvrzeni 6.2. Pro libovolné vektory yV, 32,
MSE(y") + MCME(y®, 3®)) — MCME(3"

1 @ A @ N
- Z (2 _ 1 (3) yl(l))
n =1

(<) <<>

Dikaz.
MSE(3®) + MCME(5®, $®) — MCME(3", @) — MCME(3V, 3®)) =

Z ( o — ?Jz ( ) yi) + (%(2) - yz')@i(g) - yz)

=1 (1 (3
<¢>yxw>y»—@’—wwﬁ—%»:

1
n

1 -~
(@ @~y - 37+ w)
=1
+ @7 =)@ =y - 3" + ) =
1, N o
= > (@ -w@’ -+ @ - w@" -5?) =
=1
13 ) D om 1 N
= 3@ 5@ -0 ) = 52 @ -9 @ -0
i=1 =1

7 anglického Mean Cross-Multiplicative Error
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Pred samotnym odvozenim metody dokazeme nasledujici jednoduché aritmetické
lemma:

Lemma 6.3. Pro libovolnd z; € R,i € {1,2,... n} plati

n 2 n
(Z m,) = Zx? + 2 ijxk.
i=1 i=1 ik €{l2,..n},
j<k
Diikaz. Lemma se snadno dokaze indukci podle n. Pro n = 1 zjevné plati. Pred-
pokladejme platnost pro n — 1 a dokazeme platnost pro n:

n 2 n—1 2
o) (50
i=1 i=1
n—1

sobeni n—1 2
roznasobeni
= E T; +:L‘i—|—2xn§ T; =
i=1

i=1
. K n—1 n—1
dukee S22 9 e 20, Y =
i=1 .k €{1,2,....n—1}, i=1

i<k

:Zx?+ Qijxk. [
i=1

jvk 6{1727'”7”}7

j<k
ProtoZe jedna ze dvou podminek na vektor vah (wy, wy, ..., w,)T je o7, w; = 1,
definujeme w,, := 1 — "7 w; a neznamych vah tak uvazujeme m — 1. Oznacime
— T
w = (W, Wa, ..., Wy 1)" .
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Nyni jiz vyjadiime MSE hybridniho modelu:
MSE (y M)y —

=MSE [ Y w;y¥ | =
j=1
m—1 ) m—1

= MSE w; g + <1 - wz> ™ | =

1 m—1 ) m—1 2
= wij? + (1 - wz) i -y =

i=1 \ j=1 z=1

1 n m—1 ) m—1 m—1 m—1 2
=-> wi? + (1 - wz) B =yt Y wy = Y wy | =

NG\ =1 =1 =1 )

1 m—1 ) 1 m—1 m—1 2
= — Z w]@f]) + (1 — wz> @(m) —Yi + Z W;Yi — Z w;Y; | =

N\ =1 =1 j=1 )

2

1 n m—1 () m—1 )
- Z w]<yz] - yl) + 11— Z W (yz - yl) =

=1 \j=1 z=1

L 6.5 1 n m—1 ) m—1 2 )
emima m
w00 Lon (S -+ (1 S -wr 6
i=1 \ j=1 =1
(1
+ 23w (@ — )@ — v
kle{1,2,...,m—1}
k<l
— — () (m)
250 (150 ) 6 - ™ - ).
=1 =1

Sumy pres ¢, j a k a [ jsou na sobé nezavislé, takze na jejich poradi nezalezi.
Tedy

MSE(y#¥w)) =
— m— 2 n
=St s e (1-Fw) L -
7 yz yl W yz yl)
i O P nai3

k ~(1
+ QZwsz*Z ()—Z/z)(yf) — i)

k,le{1,2,....m— 1}
k<l

m—1

+2ij<1—2wz>i§n: @™ — )

= mz:j w? MSE(y (1 - Z w2>2MSE (y™) (6.3)

+ 23w MCME(y(k), y)

k,le{1,2,..m—1}
k<l

m—1 m—1
+2 3w (1— sz> MCME(3Y, gtm™).

7=1
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Nyni postupné proderivujeme vyraz (6.3) podle vSech proménnych, tedy podle
w, =1,2,...,m —1 a polozime rovno 0:

(M) m—1
aMSE(;(y ) (w) = 2w, MSE(y?) — 2 (1 -y wz> MSE(y"™)
wy, z=1

— 2w, MCME(yY, 3™
je{1,2,....,m—1}
J#p
+ 2MCME(y®, 3™)
—  2Y w; MCME(y®, 3™)

]6{172 7777 m_l}
J7#p

— 4w, 1\/[(}1\/[]3(}7(107 }A,(m)>
+  2) w; MCME(yY, y»)

]6{172 7777 m_l}
J#p

=0 (6.4)
Téchto m — 1 rovnosti z vyrazu (6.4) zapiSeme maticove:

(C+ A)w =c— b, (6.5)

kde C a c jsou matice a vektor tvofené pouze konstantou MSE(y™), tedy

MSE(y(m)) ... MSE(y(m)) . MSE(y(m))

C = MSEESI(’“)) MSE&y(m)) MSEESI(’“)) ,
MSEES/(’”)) ... MSEGI(W)) MSEESI(’”))
MSE(3™)

c = | MSE(y™) | , déle pak

MSE(5(™)

MSE(yV)

b= | MSEFY) |.i a

MSE(ym=)
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Matice A se dé také zapsat kompaktné jako

A= (ak’l)kle{l 2, m— 1} -
= (MCMEF™, 3") — MCME(y®), 3™) (6.7)

B 1) G(m)
MCME( Y ))k,l€{1’2:“'7m71}

a matice (C + A) jako

C+a= (cak’l)k,le{lz,...,mfl} -
= (MSE@F"™) + MCME(y™, ) — MCME(y®, 5) (6.8)

— MCME(3", §™))

kle{1,2,..,m—1}

Vyraz (6.8) jde déle zjednodusit dle Tvrzeni 6.2:

_ LGk )y A (m)
C+A_(Cak’l)k,le{l,z,...7m—1}_ <Z<yz =0 )@ —u) ceris 1}~

(6.9)

Nyni formulujeme a dokdzeme hlavni vétu této kapitoly.

Véta 6.4 (O optimalnim hybridnim modelu). Pokud je matice (C+A) invertova-
telnd, definujme W := (C+A)"Yc—b), a W* := (0, Wa, . . . , Wpn_1, 1 =07 w5) 7.
Pokud w* > 0, pak W* je optimdlnim resenim tlohy (6.1) pro ztratovou funkci
MSE. Toto optimum je navic jednoznacné.

Dikaz.

Cdst 1: Jednoznacnost.

Vektor w je vyjadieny pomoci jednoznacné urcené inverzni matice. Z jednoznac-
nosti w pak plyne jednoznacnost w*.

Cdst 2: Viechny predikce jsou navzdjem rizné.

Nejprve si uvédomime, ze z podminky invertovatelnosti plyne, ze neexistuji dva
modely, jejichz predikce vstupujici do hybridniho modelu by byly stejné. Pokud
by totiz platilo, ze ) = ) pro i # j, pak z vyrazt (6.5) a (6.7) plyne, Ze i-ty a
Jj-ty sloupec matice (C 4+ A) jsou stejné. Matice pak nema plnou hodnost, a neni
tedy invertovatelna, coz je spor s predpokladem.

Cidst 3: Vijpocet pro perfektni predikci.

Pokud existuje index s takovy, ze ) =y, pak z Cdsti 2 vime, Ze je takovy pouze
jeden. Jsou dvé moznosti, s € {1,2,...,m — 1} nebo s = m.
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Cdst 3a: Vijpocet pro perfektni predikci, s € {1,2,...,m —1}.

S vyuzitim Pozorovani 6.1, bodu 3, a faktu, ze MSE(y®)) = MSE(y) = 0, se
zjednodusi matice A ve vyrazu (6.6) na tvar

—

— . @ g

pro n&jaké vektory vi € R™1 i =1,2,...,s — 1,5+ 1,...,m — 1. Rovnice (6.5)
pak vypadaji takto:

i

’ - s
(c—{—vl ‘ ‘ c+v; ‘ ‘ c—b ‘ ‘ c—l—vm_1>w:c—b. (6.11)
Rovnice (6.11) spliiuje feseni W = e,, tedy W* = e, to je navic dle Cdsti 1

jednoznacné. Toto FeSen{ je jisté optimalni, nebot MSE(y#"%)) = MSE(y®)) =
MSE(y) = 0 a MSE je vzdy nezaporné.

Cdst 3b: Vijpocet pro perfektni predikci, s = m.

Opét s vyuzitim Pozorovani 6.1, bodu 3, a faktu, ze MSE(y®)) = MSE(y) = 0,
se vyraz (6.5) zjednodusi na Aw = 0. Protoze matice A je dle predpokladu véty
invertovatelnd, je jediné reseni homogenni soustavy rovnic vektor w = 0, z toho
plyne w* = e,),. Ze stejného diivodu jako v Cdsti 3a je nalezené feseni optimalni.

Cdst 4: (C+ A) je pozitivné semidefinitni.

Vyuzijeme kompaktniho zapisu (6.9) matice (C + A). Odtud plyne, Ze se matice
da zapsat také jako soucet

A(m ~() _ ~(m) _
n Z ( =9 )@~ ))k,le{l,Q,...,m—l} -

n (yz A’(m >k€{1,2,...,m71} <yz(l) yl(m))le{lg,...,mq} :

3

Pro symetrické matice, coz (C + A) z Pozorovani 6.1, ¢asti 2, je, plati, Ze jsou
pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz se daji zapsat jako XX’ pro néjakou
matici X, coz jsme pravé dokazali.

Cadst 5: Vijpocet pro neperfekini predikci.
Funkce MSE (7)) (w) je zjevné nekoneéné hladké na R™1, nebot jde o soucet
polynomu. Z vyrazi (6.4) a (6.5) plyne, ze
0> MSE (yHMw))
owowT

Tedy Hessova matice je v kazdém bodé R™~! pozitivné semidefinitni. Z toho
plyne, ze pokud existuje Teseni vyrazu (6.5) (coz predpokladame) a je jediné (coz
jsme dokdzali), pak se jednd o globélni minimum, a tedy optimalni feseni. O]

(w)=C+A.
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6.2.1 Presny algoritmus

Véta 6.4 nam 1iké, ze pokud se nam podari vyjadrit vektor w* a vsechny jeho
slozky jsou nezaporné, nalezené feseni je optimalni. Navrhneme tedy presny al-
goritmus pro nalezeni feseni ulohy 6.1:

Algoritmus 6.1: Presny algoritmus pro nalezeni hybridniho modelu.
Vstup: y € R”, vektor skutecnych hodnot
Vstup: M € N, pocet modelt
Vstup: yV, 3@ ... ™) ¢ R”, predikce modela 1,2,..., M
optimal__mse := oo
optimal__vector := null
forie{1,2,...,M} do
mse_new := MSE(y")
if mse__new < mse__optimal then
mse__optimal := mse_new
optimal__vector := e; // délka vektoru je M
end

end

all invertible := true

max__models__count__found := false

m:=M

while (not max__models__count__found) and m > 2 do

for ve {0,1}" Sv=mdo

Vyber modely s indexy ¢, kde v; = 1 a precisluj jena 1,2,...,m.

Spocitej C, A, c, b dle (6.6).

invertible := (C + A) je invertovatelna

if invertible then

Spocitej w a w* dle Véty 6.4.

if w* > 0 then

max__models__count__found := true

mse_new := MSE(y"*%))

if mse__new < mse_ optimal then
mse__optimal := mse_ new
Precisluj vektor w* zpét na pavodni indexy 1,2,..., M

a ostatni prvky nahrad 0.

optimal__vector := W*

end

end

else

| all invertible .= false
end

end
m—=1
end
if all invertible then
| Vystup: optimal vector, feseni je optimalni
else
| Vystup: optimal__vector, feseni nemusi byt optimalni
end

65



Slozitost

Urcéime slozitost tohoto algoritmu v nejhorsim pripadé. Postup vycisleni ukazuje
Tabulka 6.1.

Slozitost algoritmu je (9(2"‘(m3 + nm)), kde n je pocet pozorovani a m je pocet
modeli.

Teoreticky je moZné snizit sloZitost na zhruba O(?m(m2'373 - nm)), protoze pr-
vek m3 vychdzi ze sloZitosti invertovani matice o velikosti m krat m. Standardni
inverze pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace ma slozitost pravé O(m3). Exis-
tuji efektivnéjsi algoritmy, momentalné nejrychlejsi algoritmus z roku 2014 (viz
[20]) mé slozitost O(m?37™6%) | nicméné vétsina algoritmi s nizf nez kubickou
slozitosti neni rychlejsi na malych maticich. Vzhledem k tomu, Ze realnd m se
pohybuji v jednotkach, nejvyse malych desitkach, nebylo by efektivni pouzivat
pro invertovani matice jiny algoritmus nez Gaussovu-Jordanovu eliminaci, proto
celkovou slozitost uvadime s touto implementaci.

Ovsem misto, kde algoritmus redlné ztraci nejvice casu, je testovani vsech pod-
mnozin indexové mnoziny {1,2, ... m}, tedy testovani vSech kombinaci vsech mo-
delti. Tento cyklus déla z polynomialné slozitého algoritmu algoritmus s exponen-
cialni slozitosti.

Proto dava dobry smysl fesit problém hledani optimalni kombinace modelti v nizsi
nez exponencialni slozitosti.
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6.2.2 Aproximativni algoritmus

V této casti navrhneme modifikaci presného Algoritmu 6.1. Zakladem je jedno-
duché heuristika:

e Zacneme se vSemi m modely a vypocitame w*.

e Dokud nedostaneme nezaporny vektor w*, odebirame z hybridniho modelu
postupné vzdy nejhorsi model z predchozi iterace. Nejhorsi model definu-
jeme jako model s nejnizsi vahou.

o Pokud se hybridni model redukuje na 2 modely a presto neni vektor w*
nezaporny, pak je optimélni hybridni model tvoren pouze jednim modelem,
tim, ktery mél ve w* vahu vétsi nez 1.

Navrhneme tedy Algoritmus 6.2, aproximativni verzi presného algoritmu s apli-
kaci vyse zminéné heuristiky.
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Algoritmus 6.2: Aproximativni algoritmus pro nalezeni hybridniho mo-
delu.
Vstup: y € R”, vektor skutecnych hodnot
Vstup: M € N, pocet modela
Vstup: yV, 3@ ... M ¢ R”, predikce modela 1,2, ..., M
pseudooptimal__vector := null
1nvertible :== true

if M =1 then
| pseudooptimal__vector =1
end

indices :={1,2,..., M}
while invertible and pseudooptimal__vector is null do
Vyber modely s indexy indices a precisluj je na 1,2,...,m.
Spocitej C, A, c,b dle (6.6).
invertible :== (C + A) je invertovatelnd
if invertible then
Spocitej w a w* dle Véty 6.4.
Precisluj vektor w* zpét na ptuvodni indexy 1,2,..., M
a ostatni prvky nahrad 0.
if w* > 0 then
| pseudooptimal__vector = w*
else
if délka(indices) > 2 then
Vyber nejmensi index i takovy, ze @} = min(w*)
indices := indices \ {i}

else
Vyber index j takovy, Ze @} = max(W*)
pseudooptimal _vector := e; // délka vektoru je M
end
end
end
end

if invertible then

| Vystup: pseudooptimal__vector
else

| Vystup: Error

end

Slozitost

Opét urcime slozitost toho algoritmu v nejhorsim pripadé. Postup vycisleni uka-
zuje Tabulka 6.2.

Slozitost algoritmu je (’)(m4 + an), kde n je pocet pozorovani a m je pocet
model.

Redukei poétu kroktt v hlavnim while cyklu algoritmu z 2™~ ! na m — 1 se ndm
podarilo z algoritmu fesitelného v exponencidlnim ¢ase udélat algoritmus fesitelny
v polynomidlnim case.

V praxi je pocet modelti m, které budou do algoritmu vstupovat, velmi maly
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— jednotky, nejvyse malé desitky. Polynomialni slozitost ¢tvrtého radu v m tak
bude hrat ve skutecném vypocetnim case jen velmi malou roli, navic v n zustava
slozitost stale linearni.
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6.2.3 Teoretické porovnani algoritmiu
6.2.3.1 Slozitost a moznost distribuovaného pocitani

Jiz jsme uvedli, Ze aproximativni algoritmus resi ilohu v polynomidlnim case na
rozdil od ptresného algoritmu, ktery tlohu fesi v exponencidlnim case.

Technickym rozdilem mezi obéma variantami algoritmu je moznost distribuova-
ného vypoctu. Hlavni vypocetni narocnost jedné iterace algoritmu spoc¢iva v in-
vertovani matice. Inverze matice je snadno distribuovatelnd tloha a algoritmus
je jiz naimplementovany naptiklad pro framework Apache Spark. Presny algo-
ritmus pak provadi m + 2™~ na sobé& nezdvislych iteraci, ty lze tedy trividlné
paralelizovat. Aproximativni algoritmus provadi iteraci pouze m, ale ty parale-
lizovat nejdou, nebot kazda iterace potrebuje na vstupu znat vysledek iterace
predchozi.

Je ovSsem tfeba si uvédomit, Zze celkova vypocetni naroc¢nost je pro m radové
v jednotkach nebo mensich desitkdch v podstaté zanedbatelna. Jedna se maxi-
méalné o desetitisice iteraci algoritmu, ktery se da pro fixni m pocitat v O(n).
Algoritmus i pro miliony pozorovani dobéhne tadové ve stovkach milisekund, nej-
hiite v desitkach sekund, bavime-li se o vysokotroviovych jazycich typu Python
nebo R. V takovém pripadé nema smysl algoritmus distribuovat, protoze samotna
distribuce zabere vice casu nez nedistribuovany vypocet.

My ovsem aproximativni algoritmus navrhujeme, aby byl k dispozici, pokud
bychom chtéli hybridni model nalézt mnohokrat, napriklad pti grid-searchové
optimalizaci hyperparametr modeli. V takovém ptipadé chceme co nejrychlejsi
exekuci algoritmu.

6.2.3.2 Rozdily ve vysledcich

Cenou za casové zefektivnéni algoritmu jsou dva rozdily proti ptivodni presné
verzi:

1. Je-li matice (C+A) singuldrni, pak presna verze pokracuje dal a vrati fesent,
o némz neni mozné rozhodnout, zda je optimalni, nicméné miize byt porad
lepsi nez zadné nebo expertni a jeho kvalita se da ovérit. Aproximativni
algoritmus pri singuldrni matici (C + A) skondi.

2. Nalezené feseni nemusi byt optimalni.

Rozebereme oba body.

Singularita matice Prvni bod nastava ve velmi vzacnych situacich, kdy je
matice (C 4 A) singularni.

Takové pripady nastavaji (nikoliv vylucéné), kdyz (minimélné) dva modely déavaji
totozné predikce — v takové situaci skuteéné nemiize existovat jednoznacny opti-

malni model a do hybridniho modelu je tfeba zahrnout ze stejnych pouze jeden
model.

Nicméné prostor vSech moznych navzajem rtznych odezev m modeli délky n je
Rrm=m(m+1)/2 3 prostor véech moznych matic (C 4 A) je podprostorem R(M=1?,
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Pak v pripadé, ze nm—m(m+1)/2 > (m—1)% - coz je splnéno (nikoliv vylucné),
kdyz n > 3m/2 — je prostor vSech navzdjem ruznych odezev vétsi nez prostor
vSech jim odpovidajicich matic (C+ A). Tedy musi existovat i rizné modely, pro
néz jsou predikce riizné, ale vzhledem k vnitini struktuie vektortt ¥ a ¥ nelze
optimalni hybridni model jednoznac¢né urcit.

Nerovnost n > 3m/2 je v praxi témér jisté splnéna, tedy tyto pripady mohou
s nenulovou pravdépodobnosti nastat. Kromé skutecné singularity mize také do-
jit k ,vypocetni“ singularité, kdy se z ptivodné regularni matice stane vlivem
zaokrouhlovani matice skoro singuldrni (ve vypocetnich softwarech se ¢asto defi-
nuje singuldrni matice jako matice s ¢islem podminénosti < 10716).

Na to, jak Casto je matice singularni (at uz skuteéné, nebo vypocetné) se podivame
v simulaci. Vzhledem k tomu, ze modely jsou rizné (davaji rizné predikce), mélo

by v praxi stacit zvolit jinou mnozinu trénovacich dat (napiiklad odebrat z tlohy
jedno pozorovani).

Neoptimalita Ffeseni Ztrata garance optimality je bézny problém heuristik to-
hoto typu. Se stejnym problémem se potyka rada algoritmii, naptiklad krokova
regrese (stepwise regression). I nas postup pfi trénovani optimalntho ARIMAX
modelu vyuzival ¢asteéné tuto heuristiku (i kdyz alespon kombinovanou s bloko-
vym grid searchem).

Pomoci simulace ovérime, jak vazny problém je ztrata této garance.

6.2.4 Simulace

Uvazujeme 240 variant simulace. Kazda varianta je popsana Ctverici parametria
m,n, offset a deviance order:

e m nabyva hodnot 3, 5, 7 a 10;
e n nabyva hodnot 10, 100 a 1000;

offset nabyva hodnot 0.25, 0.5, 0.75a 1 a
e deviance_order nabyva hodnot —4,—3.5, -3, —2.5 a —2.

Nejprve se vygeneruje nahodnd odezva r délky n:
r=(r,ry,...,mn)", ri ~U(=1, 1), (6.12)
kde U je rovnomérné rozdéleni.
Déle se pro kazdy model s indexem m* z {1,2,...,m} vygeneruje posunuti:
o™ ~ (m* +5- 1(m* > 2))(—1)At1/ Dot fset, (6.13)
kde Alt je Bernoulliho rozdéleni.

Finalni predikce r(™") délky n se vygeneruje dle vzorce:

r(m*) = (r§m*)7 rgm*)a cee 77,T(Lm*))T’
Tl(m*) ~ T + O(m*) + U(_lodeviance_order A m*’ 1Odeviance_order X m*)’ (614)

73



kde U je opét rovnomérné rozdéleni.

Tyto predpisy byly stejné jako testované hodnoty parametri nalezeny tak, aby
v ramci simulaci byla dostatecna variabilita — konkrétné aby existovaly optiméalni
hybridni modely s malym i velkym poc¢tem modeli.

Pro kazdou z 240 variant simulace simulujeme 1000 iteraci néasledujicitho po-
stupu:

« Vygenerujeme data dle (6.12), (6.13) a (6.14).

» Na datech spustime presny algoritmus 6.1. Zaznamename, jestli je matice

(C+ A) invertovatelna a pokud ano, ulozime feSeni Wi,

» Pokud pfedchozi algoritmus nevrétil neinvertovatelnost, spustime na datech
aproximativni algoritmus 6.2. Zadné matice v pritbéhu nebude neinverto-

vatelnd, takze algoritmus dobéhne a vrati feseni W} imativar-

o Mame-li feseni, porovname je a zaznamename, zda jsou shodna.
Pro kazdou variantu nés zajima

e kolik z 1000 iteraci dobéhlo, tj. jak ¢asto mame garantované optiméalni fe-
seni, a

o pokud iterace dobéhla, jak casto je ve shodé garantované optiméalni feseni
z presného algoritmu s fesenim z aproximativniho algoritmu.

Vysledky 7 240 000 simulaci nedobéhly pouze 2, obé pri varianté n = m =
10. Ze 180 000 simulaci, kdy bylo n > 3m, se vysledky shodovaly ve 179 999
pripadech, tj. jednou se lisily. V pripadech, kdy se n zacalo blizit hodnotam m,
presnost klesala. Pro m = 5,n = 10 byla zhruba 99.7 %; pro m = 7,n = 10
zhruba 97 % a pro n = m = 10 zhruba 74 %.

Kompletni vysledky vcetné rozpadu dle parametrii offset a deviance order
lze nahlédnout na Obrazku 6.1. Barevna skala zde oznacuje tispésnost aproxima-
tivniho algoritmu. Interval vizualizovany v kazdém jednotlivém bloku oznacuje
10% a 90% vybérovy kvantil poctu nenulovych vah v optimélnim hybridnim mo-
delu (tomuto ¢islu budeme fikat optimélni pocet modeli v optimélnim hybridnim
modelu).

Naptiklad v bloku odpovidajicimu m = 5 a n = 10, na misté odpovidajicimu
offset = 0.25 a deviance_order = —2 vidime hodnotu 2-5. To znamena, Ze
alespon 10 % iteraci (tj. 100) mélo optimalni pocet modeli v optimalnim hyb-
ridnim modelu maximélné 2 a alespori 10 % minimélné 5 (protoze m = 5, tak
presné).

Pokud je optimalni pocet modelt rovny m, pak je ekvivalence algoritmi zarucena
(Ize snadno nahlédnout z implementace a dikazu Véty 6.4). Pro optimalni pocet

modelt 1 to sice nelze garantovat, ale intuitivné je to pravdépodobnéjsi nez pro
pocet modeli ostfe mezi 1 a m. Proto jsme vyrazy (6.13), (6.14) a hodnoty

vvvvv

prezentované na Obrazku 6.1 jsou v tomto ohledu nejlepsi dosazené.
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* only 999 from 1000 iterations had computationally invertible matrix

Obrézek 6.1: Vysledky aproximativniho algoritmu validovaného pomoci pfesného
algoritmu.

Ze simulace tedy plyne, ze aproximativni algoritmus témér jisté dojde ke sprav-
nému feseni, je-li poc¢et pozorovani radové vétsi nez pocet modeld. Pro 3 modely
se ukazalo byt dostacujici dokonce 10 pozorovani.

6.2.5 Priklad pouziti: Aplikace na predikovanou c¢asovou
radu

Ukazeme si priklad pouziti aproximativniho algoritmu 6.2 na nami nafitovanych
modelech. Abychom neukazovali pouze trivialni pripad dvou algoritmi, pridame
k XGBoost modelu s optimalizovanymi hyperparametry ze sekce 4.5.1 (XGB-0) a
findlnimu ARIMAX modelu ze sekce 3.2.4 jesté dalsi dva: naivni model (NAIVE)
— zpozdénou odezvu a XGBoost model bez optimalizovanych hyperparametrii
(XGB-NO) ze sekce 4.4.

Out-of-sample mnozinu rozdélime ndhodné na (témér) poloviny pro uréeni (125
pozorovani) a validaci (124 pozorovani) hybridniho modelu.

V Tabulce 6.3 vidime postup aproximativniho algoritmu. V prvni iteraci algorit-
mus nezastavi, protoze vektor vah ma dva zaporné prvky — vyrazujeme naivni mo-
del, protoze jeho vdha je nejmensi. V druhé iteraci vyrazujeme na zakladé stejné
logiky XGBoost model bez optimalizovanych hyperparametrii. Ve tieti iteraci jiz
vektor vah spliuje podminku nezapornosti a algoritmus konéi. Celkové MSE se
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XGB-O XGB-NO ARIMAX NAIVE
MSE 249 038.0 373 020.8 357 751.2 466 279.8 | MSE HM?>
1. iterace 1.011 -0.028 0.147 -0.130 —
2. iterace 0.973 -0.079 0.107 NA —
3. iterace 0.914 NA 0.086 NA —
Vystup 0.914 0 0.086 0 248 069.7

> Hybridni Model

Tabulka 6.3: Tabulka demonstrujici postup aproximativniho algoritmu na tréno-
vaci ¢asti out-of-sample mnoziny.

proti nejlepsimu samostatnému modelu zlepsilo z 249 038 na 248 070.

Abychom pro hybridni model vytvorili i jiny benchmark nez jednotlivé nekom-
binované modely, vyuzijeme jednoduché alternativni pristupy uvedené v uvodu
této kapitoly, konkrétné vsechny kromé expertniho odhadu.

Pro benchmarky budeme vyuzivat pouze ARIMAX model a oba XGBoost modely,
tedy vynechavame naivni predikci. Tu nepouzivame, protoze z prubéhu trénovani
je jasné, ze uloha je rozumné modelovatelnd — to znamend, Ze naivni predikce
neni rozumnou alternativou. N&s algoritmus toto odhali a naivni predikci da
vahu 0, nicméné pokud bychom ji pridali fixni vahu, neférové bychom ubirali silu
alternativnich pristupii, nebot v praxi bychom do hybridniho modelu v tomto
pripadé naivni predikci jisté nedavali.

Pouzijeme tedy tii pristupy:

e rovnomeérné vahy, tj. kazdy model vstupuje do metamodelu se stejnou
vahou 1/3;

« vahy dle poradi, tj. nejlepsi model (optimalizovany XGBoost) vstupuje do
metamodelu s vahou 1/2, druhy nejlepsi (ARIMAX) s vdhou 1/3 a posledni
(neoptimalizovany XGBoost) s vdhou 1/6.

o vahy dle MSE, tj. vahy budou ve stejném poméru, v jakém jsou hodnoty
1/MSE.

Celkem tedy porovnavame ¢tyti pristupy, jak shrnuje Tabulka 6.4.

XGB-O XGB-NO ARIMAX NAIVE
MSE 249 038.0 373 020.8 357 751.2 466 279.8 | MSE HMS
Rovnomeérné vahy 1/3 1/3 1/3 0 279 841.5
Véahy dle poradi 1/2 1/6 1/3 0 264 825.3
Véhy dle MSE 0.423 0.282 0.294 0 271 514.0
Optimalni HM® 0.914 0 0.086 0 248 069.7

6 Hybridni Model

Tabulka 6.4: Tabulka porovnavajici vahy optimalniho hybridniho modelu a vahy
ti1 alternativnich pristupt spolu s vyslednym MSE na trénovaci ¢asti out-of-
sample mnoziny.

Dilezita ale bude vykonnost na valida¢ni ¢asti out-of-sample mnoziny.
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Hybridni model MSE train-OOS” MSE valid-O0OS?

XGB-0O 249 038.0 273 029.8
XGB-NO 373 020.8 396 529.6
ARIMAX 357 751.2 383 896.7
NAIVE 466 279.8 399 432.6
Rovnomeérné vahy 279 841.5 303 927.1
Véahy dle poradi 264 825.3 290 270.9
Véahy dle MSE 271 514.0 296 1124
Optimalni HM?® 248 069.7 272 937.9

7 MSE na trénovaci ¢asti out-of-sample mnoziny
8 MSE na valida¢ni ¢asti out-of-sample mnoziny
9 Hybridni Model

Tabulka 6.5: Tabulka MSE jednotlivych modelt a hybridnich modeli na trénovaci
a validacni ¢asti out-of-sample dat.

Kdyz se podivame na vysledky na valida¢ni ¢asti out-of-sample mnoziny do Ta-
bulky 6.5, vidime, ze hybridni model ztstal i na valida¢ni mnoziné lepsi nez
nejlepsi ze vsech jednotlivych modeli, i kdyz uz jen o trochu.

Je to jediny hybridni model, ktery je jak na trénovaci, tak na validacni ¢asti dat
lepsi nez samotny optimalizovany XGBoost. Tento konkrétni pripad tedy ukazuje,
ze vyuzit optimalni hybridni model je lepsi, nez se spokojit pouze s jednoduchymi
alternativnimi pristupy.

Nicméné je tieba podotknout, ze v tomto konkrétnim pripadé je MSE optima-
lizovaného XGBoost modelu vyrazné nizsi nez MSE vsSech ostatnich vstupnich
modelti, coz muze vysledky zkreslovat.

K zjisténi, za jakych podminek je obecné signifikantné lepsi kombinovat modely
optimalné, by byla potfeba nezavisla simulac¢ni studie na riznych datech a s riz-
nymi modely, coz je téma nad ramec této prace.

6.3 Zhodnoceni zvoleného pristupu

V této sekci jsme teoreticky vytesili otazku, jak nalézt optimalni hybridni model
dle Definice 6.1 pro kritérium MSE, navrhli jsme presny algoritmus 6.1 k jeho
nalezeni a aproximativni verzi 6.2. U obou verzi jsme uréili vypocetni slozitost.
Pomoci simulace jsme ukazali, ze pro n > 3m ma&a aproximativni verze témér
stoprocentni uspésnost. Pouziti algoritmu jsme pak demonstrovali na reseném
problému a ukazali vyhodu pouziti optimalniho hybridniho modelu jednak proti
jednotlivym modeltim, jednak proti jednoduchym alternativam, jak hybridni mo-
del konstruovat.

Aproximativni algoritmus je vhodné vyuzit, kdyz nepotiebujeme 100% jistotu
spravného vysledku — naptiklad pti optimalizaci hyperparametri vstupnich mo-
delii. Po zoptimalizovani je pak na findlni model vhodné pouzit presnou verzi.
Stejny postup se casto vyuziva i v XGBoostu, kde existuji presna i aproxima-
tivni verze algoritmu na hledani optimalniho stromu, jak bylo popsano v sekci
1.3.5.
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Obecné jsme v této kapitole pracovali s predpokladem, ze nejprve v rdmci testova-
nych rodin a tfid modeli nalezneme nejlepsi modely (nebo kandiddty na nejlepsi
modely) a ty pak zkombinujeme do hybridniho modelu, vstupnich modeli pro
hybrid by tak byly jednotky, nejvyse malé desitky. Zcela alternativni pristup by
mohl byt vyuziti optimalniho hybridniho modelu jako selekéniho kritéria. Takovy
pristup by znamenal, Ze se misto grid-searchové optimalizace hyperparametri na-
priklad XGBoost modelu natrénuji vSechny varianty a na tyto modely se pusti
algoritmus pro nalezeni optimalniho hybridniho modelu. Ten by mél dat nejvetsi
vahu tém kombinacim hyperparametrii modelu, které nejlépe predikuji odezvu na
valida¢ni mnoziné, coz je stejné kritérium, jaké pouzivame pii ,tradi¢ni® optima-
lizaci hyperparametrii. Tato metodologie mtze byt predmétem dalsiho zkoumani,
které je ale nad ramec této diplomové prace.

Hledani optimalniho metamodelu je mozné déle rozsitit uvolnénim dosud impli-
citniho predpokladu, ze vektor vah je pro kazdé pozorovani stejny. Tento pri-
stup vsak vnasi do problému vyrazné vétsi miru komplexity, navic bez omezeni
vztahu jednotlivych vahovych vektort se uz jednd dokonce o neparametrickou
ulohu.

6.3.1 Alternativni pristup
Uloha by se dala Fesit také pomoci kvadratického programovan.

Velmi podobnd tloha je naptiklad Markowitztiv model portfolia s minimalni vo-
latilitou a bez kratkych prodeju (short sales), popsana napiiklad v [32], s jednim
rozdilem — v nasi tloze neni analogie podminky na vazenou stfedni hodnotu
(ktera v Markowitzové modelu reprezentuje pozadovany odhadnuty vynos port-
folia). Jinak matice tvorend MCME odpovida matici kovarianci mezi jednotlivymi
tituly a jednotlivé vahy model odpovidaji poméru investic do jednotlivych tituli.
Markowitztv model s kratkymi prodeji pak uvolnuje omezeni na nezapornost jed-
notlivych vah.

Existuji dvé mozné formulace tlohy nalezeni hybridniho modelu jako tlohy kva-
dratického programovani:

« Ulohu formulujeme s m — 1 vahami a posledn{ vahu dopoditdme, v takovém
pripadé je matice kvadratické formy stejna jako ve vyrazu (6.9). Omezeni
jsou pak dvé — nezapornost jednotlivych vah a jejich soucet mensi nebo
roven 1.

o Ulohu formulujeme s m vahami. Pak se druhé omezeni na soucet vah zméni
(souCet musi byt pfesné 1).

N&s pristup se vSak na tuto konkrétni problematiku diva jinou optikou (nez kva-
dratické programovéni) specifickou pro problém hledéni hybridniho modelu dle
MSE. Misto feseni pomoci numerické optimalizace Tesi tlohu pomoci presného
reseni rovnic (6.5). Ve Vété 6.4 jsme ukézali, za jakych podminek dostavame opti-
mum, a velmi presné jsme vy¢islili slozitost takto formulovaného problému.

Bylo by nad rdamec této diplomové prace urcit, zda ma tato specifickd metoda
v praxi vyhody v porovnani s jiz pouzivanymi obecnymi solvery pro kvadratické
programovani. Dtvodt je nékolik:
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o Definovat ,bézna“ data, na kterych by se porovnani provadélo, je obtizné,
navic oblasti i rozsahy praktickych problémi se velmi rychle méni.

o Solvert existuje nékolik desitek a kazdy z nich méa nékolik variant. Napri-
klad populdrni Frankuv-Wolfeho algoritmus ([12]) je pouze algoritmem pro
prevedeni konvexniho programovani na programovani linearni. Linearni pro-
blém se typicky da resit velmi efektivné pomoci simplexové metody, nicméné
je stale otevieny problém, zda méa simplexova metoda obecné polynomidlni
slozitost (viz napft. [16]).

o Nase verze algoritmu by bylo tfeba naimplementovat v nizkoturoviovych
jazycich, ve kterych jsou napsany stavajici solvery, aby bylo porovnani pri-
kazné. I v takovych pripadech je ale konkrétni vypocetni cas zavisly na
konkrétni implementaci.

Z vyse zminénych divodi neuzavirdme tuto kapitolu s jednoznac¢nym stanovis-
kem, zda jsme navrhli v néjakém smyslu lepsi nebo horsi metodu pro reseni tlohy
nalezeni hybridnitho modelu dle MSE, pouze poskytujeme alternativu k jiz exis-
tujicim Tesenim.
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Z.aver

V této diplomové praci jsme po uvedeni teoretického ramce natrénovali postupné
z naseho pohledu optimélni modely ARIMAX a XGBoost pro predikci denniho
zobchodovaného objemu indexu S&P 500 a jejich vysledky porovnali na out-of-
sample mnoziné, kterd nebyla po celou dobu trénovani vzata zadnym zptisobem
v uvahu.

Ukazalo se, ze pro tento typ tlohy je model XGBoost vhodnéjsi, nebot dokaze
vyrazné presnéji predikovat vysvétlovanou proménnou — je nicméné nutné opti-
malizovat hyperparametry. Neoptimalizovany model byl mirné horsi nez model
ARIMAX, dle nékterych kritérii mezi modely nebyl rozdil.

Natrénovat model XGBoost trvalo radoveé kratsi dobu. Z divodu rychlejsiho na-
trénovani jednoho konkrétniho modelu mtize byt navic cely postup hledani final-
niho modelu ptimocarejsi, nebof pri trénovani modelu ARIMAX jsme museli pti-
stupovat k postupnému orezavani prostoru hyperparametri, abychom byli ilohu
schopni v rozumném case dovést k findlnimu modelu.

Jako nejvyznamnéjsi prediktory se ukazaly zpozdéné hodnoty a trend, nasledo-
vané poctem dni od posledniho a do nésledujiciho obchodniho dne.

V posledni ¢asti prace jsme odvodili teorii tzv. hybridniho modelu. Ten kom-
binuje predikce vstupnich modeli — kombinace predikci mtze byt obecné lepsi
nez nejlepsi z jednotlivych predikei. Pro vybrané kritérium (MSE) jsme odvodili,
jak vypada hybridni model na zdkladé optimaliza¢ni dlohy minimalizace MSE
na prostoru vsech konvexnich kombinaci vstupnich modelti. Navrhli jsme ptfesny
algoritmus, jak takovy hybridni model najit a jeho aproximativni verzi, ktera je
méné vypocetné naro¢na. Pomoci simulace jsme ukazali, ze pokud je pocet pozo-
rovani radové vétsi nez pocet modeltt, dava aproximativni algoritmus témér vzdy
stejny vysledek.

Hybridni model jsme na out-of-sample mnoziné pouzili i na ndmi identifikované
modely.

Indikatory dulezitych ekonomickych zprav

Prediktory, o kterych jsme ptredpokladali, Ze by mohly mit na vysvétlovanou
proménnou silny vliv — indikatory dulezitych ekonomickych zprav v dany a pred-
chozi obchodni den — se ukazaly v kontextu dalsich uvazovanych prediktori jako
nejméné vyznamné. Zajimavé by mohlo byt naptiklad zkoumat vlastnosti téchto
proménnych, pokud by byly definovany detailnéji, napriklad indikatory rtiznych
typl zprav nebo indikatory pozitivnich a negativnich zprav, prekvapivych nebo
naopak ocekavanych zavért téchto zprav. Nicméné by bylo pomérné problema-
tické takto oznacené udalosti ziskat zpétné dostatecné hluboko do historie.
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Alternativni postupy optimalizace hyperparame-
tri modelu XGBoost

V pribéhu optimalizace hyperparametri modelu XGBoostu byly voleny rtizné
alternativni zptsoby, mimo jiné expertni odhady nékterych parametri, optima-
lizace hyperparametrii po jednom, a ne sdruzené. Konzistentné s prohlasenim
v uvodu prace se do zavérecné verze prace dostal pouze zpusob, ktery jsme pred
jeho validaci na out-of-sample povazovali za nejlepsi.

Ve skutecnosti se ukazalo, ze nejlepsi nebyl — mimo hranice vyzkumné ¢asti prace
lze priznat, Ze expertni odhady davaly obecné lepsi vysledky — konkrétné zafixo-
vand hloubka stromu 3 (proti zoptimalizované hodnoté 5), neoptimalizovani para-
metru gamma, resp. jeho ponechani na 0, a subsampling kolem hodnoty 0.8.

Lepsich vysledkt by model paradoxné dosahl, pokud by se zadna skupina pro-
ménnych neoptimalizovala sdruzené, nybrz dochazelo-li by pouze k postupnému
optimalizovani jednotlivych proménnych. Jednim z divoda by bylo napriklad,
ze pii expertné zvolenych defaultnich hodnotach parametri (hlavné gamma na
0) a vcasné optimalizaci maximdalni hloubky stromu, by algoritmus zvolil jako
optimalni jiz zminénou hodnotu 3.

V teci ¢isel by se jednalo o nasledujici zlepseni: Neoptimalizovany XGBoost model
ma MSE v tisicich cca 365, nami optimalizovany cca 266, nejlepsi nalezeny ovsem
dokonce 235.

Divodem dosazeni tohoto neoptiméalniho vysledku apriori optimalnim ptistupem
je pravdépodobné maly pocet pozorovani, ktery zpusobil, ze pti sdruzené opti-
malizaci dochézelo k nachazeni lokdlnich namisto globalnich optim, prestoze to
nebylo na prvni pohled v hrubém grid searchi vidét.

Pri trénovani jsme optimalizovali 8 hyperparametrti, coz mize byt pro rozsahem
takto malou tlohu prili§ mnoho. I z toho duvodu byl pravdépodobné expertni
nazor na spravné hodnoty klicovych parametrii lepsim pristupem nez obecné ko-
rektnéjsi grid search. Vérime, ze pri vétsim poc¢tu pozorovani by se nami zvoleny
zpusob ukazal jako optimalnéjsi.

Jak se ukazalo, volba hyperparametri je v rdmci ,modernich* metod strojového
uceni klicova. V soucasnosti neexistuje jednotny pristup k jejich optimalizaci, a to
i z toho divodu, Ze pro rizné typy a velikosti llohy mtize byt optimalni pristup
jiny.

Moznost dalsiho vyzkumu v oblasti hybridnich
modeli

V nejrozsahlejsi ¢asti prace, kapitole 6, jsme odvodili, jak urcit optimalni hybridni
model dle MSE, a k této problematice navrhli a otestovali dva algoritmy. Jsme
si védomi toho, ze k vysledku se kromé nami navrzenymi algoritmy da dostat i
pokud problém formulujeme jako problém kvadratického programovani a resime
ho pomoci numerickych solvert.
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Vystupem této prace neni jednoznacéné zjisténi, zda nebo pripadné za jakych pod-
minek mize byt ndmi navrzeny algoritmus vhodné vyuzit na tkor tradi¢nich pti-
stupti. Je sice urcena jeho teoreticka slozitost, dokdzana jeho korektnost (v presné
verzi) a pomoci simulace je ur¢ena presnost aproximativni verze, nicméné zhod-
noceni realného prinosu bylo nad ramec této prace. V zavéru kapitoly, konkrétné
sekci 6.3.1, jsou uvedeny diivody, proc¢ je takové objektivni porovnani velmi na-
rocné. Nicméné by mohlo byt pfedmétem separatniho vyzkumu.

Navic jsme v zaveéru této kapitoly naznacili myslenku, jak hybridni model vyuzit
pro optimalizaci hyperparametri riznych model, a to nejen raznych modela
zv1&st, ale i ruznych modeltu (z riznych rodin) soucasné. Tudy by se mohl ubirat
dalsi separatni vyzkum.
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A. Prilohy

A.1 Seznam chyb pri trénovani ARIMAX mo-
delu

Toto je seznam chyb, které se vyskytly pri trénovani ARIMAX modelta. Pouzity
jazyk byl R ve verzi 3.5.3, knihovna forecast ve verzi 8.12 a metoda ARIMAX:

Kéd Jméno Popis

S Singularita Zcela nebo témér singularni regresni matice.

G Gradient MLE odhad blizko hranici pfipustné mnoziny,
aby byl model stacionarni.

O Nestacionarita Charakteristicky polynom modelu mé zcela nebo

témér jednotkovy koten.
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A.3 Prubéh trénovani XGBoost modelu

Zde je priklad pribéhu trénovani XGBoost modelu s pred¢asnym zastavenim:
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Obréazek A.7: Prubéh trénovani jednoho XGBoost modelu (celkovy a od iterace
8). Modré prerusovana vertikala zna¢i preuceni na trénovaci mnozinu, modra
plnd vertikala znaci preuceni na testovaci mnozinu, a tim konec trénovani. Zelena
prerusovand horizontala ukazuje nejlepsi hodnotu zvolené eval _metric (RMSE)
na testovaci mnozineé.

V hodnotéach a na Obrazku A.7, ktery je vizualizuje, je dobre vidét, ze model je
preuceny na trénovaci mnozinu uz od iterace 9 (mensi chyba na trénovaci nez na
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testovaci mnoziné), nicméné i takovy dava ¢im dal tim lepsi predikci az do iterace
35, po které jiz dochéazi k preuceni na testovaci mnozinu. Nebot se vysledky
po dobu 10 iteraci (zvoleny parametr early_stopping_rounds) nezlepsily proti
iteraci 35, trénovani konci a stromy z iteraci 36-45 jsou z predikce vyrazeny.
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