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Uvod

Rubikova kostka je jednou z nejprodavanéjsich hracek vSech dob. Radit tento
hlavolam mezi hracky je vsak trochu zavadéjici, prestoze vypada velmi jednoduse.
Vzdyt i madarsky architekt Ernoé Rubik, ktery tento hlavolam vymyslel v roce
1974, idajné neocekaval prilisnou slozitost feseni, nacez pry potieboval cely jeden
meésic, nez se mu povedlo kostku poprvé vytesit.

V nasledujicich letech si tento hlavolam ziskal obrovskou popularitu a to i
v akademickych kruzich. Byly sepsdny dokonce celé knihy, pojednévajici o ma-
tematickych zdkonitostech tohoto hlavolamu. Mnozi matematici se 1éta vénovali
nékterym otazkam o Rubikové kostce.

Tato prace pojednava o matematickych principech, které mizeme pozorovat
nebo demonstrovat na Rubikové kostce a pribuznych hlavolamech.

Cilem je ukézat, jak muzeme hlavolam matematicky popsat, jak mizeme po-
moci matematickych zakonitosti odiivodnit fesSitelnost hlavolamu, nebo jaké ma-
tematické principy mohou byt schované za metodami Teseni.

Budeme potiebovat pouzit nékteré poznatky z linearni algebry, zejména vlast-
nosti permutaci. Také predstavime vhodny popis orientace kosticek.

Existuje cela fada pribuznych hlavolami, my v této praci pojednavame o pti-
vodni verzi Rubikovy kostky a nejpodobnéjsich, prevazné rozmérovych variantach.



1. Terminologie

1.1 Pouzité terminy

Ujasnime si nyni terminologii, kterou budeme pouzivat. Protoze se budeme
bavit o kostkach, vyptjc¢ime si nékteré terminy z geometrie, nékteré terminy bu-
dou oproti tomu pouzité v trochu pozménéném vyznamu a nékteré zavedeme
pro nase potieby. Tyto posledni jsou vétsinou pouzivany ve svété speedcubingu
(soutézni sklddani Rubikovy kostky a pribuznych hlavolami).

NxN verze Rubikovy kostky s rozméry NxN XN, jedné se o bézné uzivané ozna-
¢eni, pokud tedy neni feceno jinak, jedna se o tfirozmérny hlavolam

Sténa sténa krychle (z geometrie)
Samolepka nikoliv ,barevna lepiva ¢ast hlavolamu®, ale cely 1x1 ¢tverecek

Kosticka nikoliv zdrobnélina, ale jeden dilek hlavolamu, spojujici vzajemné ne-
oddélitelné samolepky

Roh kosticka, na niz se sbihaji tii stény, sestavajici ze tii samolepek
Hrana kosticka mezi rohy, sestavajici ze dvou samolepek

Pevny stred stredova kosticka uprostied stény, kterd nemiize ménit svou po-
lohu, na kostce 3 x 3 je to jedind stredova kosticka

Stred kosticka zasahujici jen do jedné stény sestava z jedné samolepky (tedy
stfed je sdm o sobé samolepkou), na kostce 3x3 timto terminem oznacujeme
pevny stred

Barva stény barva, kterou ma sténa ve slozeném stavu, identifikujeme ji podle
pevného bodu kostky - pevné stiedy, nebo u nékterych rozmért pevny roh

Vrstva (nebo vnéjsi vrstva) nejmensi mnozina kosticek, které dohromady po-
kryvaji celou sténu

Vnitini vrstva nejmensi mnozina kosticek, kterymi mtzeme pohnout soucasné
a ktera neni vnéjsi vrstvou

Tah jedno otoceni jedné vrstvy o 90°, 180° nebo 270°
Algoritmus konkrétni posloupnost taht

Metoda postup pro slozeni hlavolamu, sestava z mnoziny algoritmii, popisu je-
jich pouziti na konkrétni stavy hlavolamu, pripadné rady k intuitivnim kro-
kiim feseni

Tvar hlavolamu usporadani samolepek na hlavolamu, na rozdil od permutace
hlavolamu zahrnuje i nedosazitelné stavy

Slozeni kosticky umisténi kosticky na spravnou pozici a to se spravnou orien-
taci



(a) samolepka hrany (b) samolepka rohu (c) sténa

(d) vrstva (e) vnitini vrstva (f) stied

() hrana (h) roh

Obréazek 1.1: Ukazka nékterych pojmi



1.2 Slovnicek zajimavych pojmiu

Speedcubing soutézni sklddani Rubikovy kostky a pribuznych hlavolami, na-
vzdory nazvu zahrnuje i discipliny nepomérujici rychlost, prestoze vétsina
disciplin méri ¢as pottebny ke slozeni

Blindfolded tento termin v nazvu discipliny znaci, Ze soutézici se nejprve podiva
na hlavolam a poté ho cely se zakrytyma ocima vytesi, cas se méri od
zahajeni prohlizeni (tzv. inspection time)

Multi-Blind disciplina, ve které si soutézici nejprve prohlédne jim predem zvo-
leny pocet Rubikovych kostek, které nasledné vSechny sklada se zakrytyma
o¢ima. Hodnotici kritérium je rozdil poc¢tu zvolenych kostek a spravné vy-
fesenych kostek v ¢asovém limitu jedné hodiny (do néjz se pocitd i cas
prohlizeni)

Rubikova kostka bézné uzivané oznaceni hlavolamu, které je ovSsem mezi speed-
cubery zpravidla nahrazovano oznac¢enim 3x3 a oznaceni Rubikova kostka
je vyhrazeno pro hlavolam od origindlniho vyrobce

CFOP nejcastéji pouzivana metoda pro skladani kostky 3x3 na cas



2. Znaceni

Pouzité znaceni vychézi z oficidlnich reguli organizace WCA. Viz [I].

Zde se budeme bavit o oznaceni jednotlivych vrstev a predevsim taht. Vrstvy
budeme znacit podle jejich pozice vzhledem k sméru, z jakého se na vrstvy divame.
V pripadé otoceni celého hlavolamu se toto oznaceni zméni.

Pro vrstvy budeme pouzivat oznac¢eni U — horni (up), D — dolni (down), R —
prava (right), L — leva (left), F' — predni (front), B — zadni (back).

Mizeme se nekdy setkat také se znacenim prostiednich vrstev. To vsak nebu-
deme potiebovat (viz znaceni tahi).

Tahy budeme znacit pismeny podle toho, jakou vrstvou tdhneme. Samotné
pismeno pak znamend otoceni prislusnou vrstvou o 90° ve sméru hodinovych
rucicek, ptfi pohledu na vrstvu, jako kdybychom se na ni divali pfimo zepredu.
Pokud k pismenu priddme apostrof, pak rozumime otoceni o 90° opa¢nym smeé-
rem. Pokud za pismeno pridame ¢islo 2, rozumime otoceni o 180°. Napriklad L
je tedy otoceni levou vrstvou o 90° ve sméru hodinovych rucicek, U’ je otoceni
horni vrstvou o 90° proti sméru hodinovych ruci¢ek a F'2 je otoceni predni vrstvou
o 180°.

Nékdy pouzivané tahy prostrednimi vrstvami budeme nahrazovat otocenimi
vnéjsich vrstev v opacném sméru. Krom toho mame jesté nepravé tahy pro otoceni
celym hlavolamem. Pismeno z znamena otoceni predni sténou nahoru, pismeno
y znamena otoceni predni stény doleva a pismeno z znamena otoceni horni stény
doprava. Samozrejmé zase plati stejné doplnujici znaceni pro otaceni v opacném
sméru, nebo dvojité otoceni.

Podivejme se jesté na znaceni jednotlivych kosticek. Kazdé kostic¢ce priradime
seskupeni pismen podle stén, ke kterym pattri nalepky tvorici tuto kosticku. Roh
nahote vpredu vpravo tak oznac¢ime pismeny U F' R, hranu vpredu vlevo zase F'L
a napriklad stfed zadni stény budeme znacit B. Toto znaceni nam dava vyhodu,
ze hned vime, zda se bavime o rohu, nebo hrané. Pro nékteré nase potieby si
muzeme Kkosticky oznacit napriklad ¢isly, v tom pripadé se na znac¢eni dohodneme
v ramci konkrétniho pouziti.

Potadi pismen u znaceni kosticek neni z principu diilezité pro pojmenovani
kosticky, protoze zameéna poradi nemiize znamenat jinou kosticku. My se ale bu-
deme drzet presného poradi, které vychazi z dominanci jednotlivych stén (viz
orientace kosticek). Vzajemné potradi pismen ve jménu kosticky by tedy mélo byt
shodné se vzajemnym poradim v posloupnosti UDF BRL.

Uvedené znaceni mizeme pouzit také pri praci s webovou aplikaci dostupnou
na adrese https://alg.cubing.net, ve které mizeme sledovat efekty rtiznych
taht.


https://alg.cubing.net

3. Resitelné tvary Rubikovy
kostky

V této kapitole se podivame na fesitelnost riznych myslitelnych tvara Ru-
bikovy kostky a pribuznych hlavolamt. Budeme posuzovat tesitelnost nejprve
podle jednoduchych poznatki. Musime si tedy nyni predstavit, ze barvy nalepek
na Rubikové kostce umistime vSemoznymi zptisoby.

Shrneme si zde tedy jednoduché problémy, které neni potieba matematicky
nijak komentovat.

Jednim z téchto problémi je ten, pokud se neshoduje pocet nalepek néjaké
barvy na zkoumaném tvaru s poc¢tem nalepek na slozeném hlavolamu. Pokud na
tvaru 3x3 kostky napocitame vice nez devét cervenych nalepek, je jisté, ze ndm
cervena prebyva. Naopak, pokud nalezneme méné nez devét modrych nalepek, je
samoziejmé, ze nedokazeme poskldadat modrou sténu.

O néco méné napadny je problém s poskladdnim kosticek z jednotlivych na-
lepek. Bavime se tedy o néjaké permutaci nélepek. Zde muze nastat problém,
ze budeme mit na néjakém tvaru kosticku, slozenou z nesmyslné mnoziny nale-
pek. Naprtiklad roh, ktery bude slozen ze dvou cervenych nalepek, je jisté Spatna
kosticka, protoze takovy roh se na slozeném hlavolamu nevyskytuje.

Také musime dat pozor na méné viditelny typ tohoto problému. I pokud
mame na jedné kostic¢ce riizné barevné nalepky, nemusime mit vyhrano. Typické
barevné schéma Rubikovy kostky napriklad umistuje bilou sténu naproti zluté
sténé. Nemuze se tedy vyskytovat zadnd kosticka, ktera by se sklddala z bilé
a zaroven zluté nélepky, protoze zadné kosticka nezasahuje do obou protilehlych
stén.

Jesté chvili se zdrzime u problému Spatné poskladané kosticky, tentokrat
u toho nejhure viditelného. Tento problém se tyka pouze rohti, protoze se skladaji
ze t11 nalepek. TTi ndlepky muzeme totiz sesklddat do dvou riaznych rohtt. Mame-
li roh bilo-¢erveno-zeleny, miize se ve sméru hodinovych ruc¢icek po bilé nalepce
vyskytovat cervend, nebo zelena. Pokud néjaky roh usporadame jinak, nez jak je
usporadany na slozeném hlavolamu, opét nedokézeme tento tvar slozit.

Dalsi problémy jsou uz hiite prihledné a potfebujeme nejprve ucinit nékteré
matematické poznatky o Rubikové kostce.



4. Permutace na Rubikové kostce

Podivejme se nyni na chovani permutaci kosticek na Rubikové kostce. Na
kostce mame zakladni tah otoceni jedné vrstvy, coz je permutace o trochu slozi-
téjsi, nez prohozeni dvou kosticek. Sudost a lichost mtizeme zkoumat na jakéko-
liv permutaci. Zda jsme skutecné schopni docilit vzajemného prohozeni mensiho
poc¢tu dilki budeme odvozovat pravé z parit permutaci, popripadé skladanim
permutaci v dalsi kapitole o fesitelnych tvarech Rubikovy kostky.

O této problematice se muzeme doc¢ist v [2] na strandch 59 — 76, 82 — 90, nebo
v prehlednéjsi, ale zkracené verzi mizeme zhlédnout video [3].

4.1 3x3 kostka

Nejprve rozhodneme o parité otocCeni jedné vrstvy, tedy tahu. Aniz bychom
potiebovali systematicky zapis této permutace, dokazeme snadno Tict, o jakou
permutaci se jedna. Pokud oto¢ime vrstvou, vyméni si v cyklu pozice ¢tyri hrany
a stejné tak i ¢tyri rohy, zatimco ostatni kosticky ztistanou na svych mistech. Z to-
hoto popisu je zfejmé, ze permutace obsahuje dva cykly o délce ¢tyri, tedy sudy
pocet sudych cykla. Ze zakladnich znalosti o permutacich vime, Ze to znamena
sudou permutaci.

Pokud budeme provadét vice tahti, bude se jednat o skladani permutaci. A bu-
deme dohromady skladat pravé permutace odpovidajici jednotlivym tahtim. Také
vime, zZe slozenim sudych permutaci vznikne opét suda permutace. To znamena,
ze vsechny permutace dosazitelné na hlavolamu jsou sudé.

Pokud se podivame podrobnéji na chovani hlavolamu, uvédomime si, Ze rohy a
hrany tvori vlastné dvé nezavislé mnoziny, mezi nimiz nemiize probihat vyména
prvki. Z toho ndm vyplyva, ze bychom se méli divat zvlast na permutaci na
mnoziné rohd a zvlast na permutaci na mnoziné hran.

P1i otoceni jednou vrstvou tedy mame jeden cyklus délky ¢tyfi v permutaci
mnoziny rohti a jeden cyklus délky ¢tyti v permutaci mnoziny hran. Coz, jak
vime z poznatkili o permutacich, znamena lichou permutaci na rozich a lichou
permutaci na hranach. Protoze neméme na hlavolamu jinou moznost zakladni
permutace, nez otoceni vrstvy, plyne z toho, Ze parita permutaci rohti a parita
permutaci hran musi byt shodna. Pokud se budeme na tyto dvé permutace divat
jako na jednu, jsme opét u prvniho pohledu na problém. Ve vysledku jsme tak
dostali vlastné stejny poznatek, jako pri predchozim pohledu.

4.2 2x2 kostka

Na této jednodussi varianté se pri jednom tahu permutuji pouze rohy, a to
stejné jako na kostce 3x3. Jak uz jsme si rekli, permutace rohu je pro jeden tah
licha. Jak vime, slozenim dvou lichych permutaci vznikne suda permutace. Tudiz
vSechny permutace 2x2 kostky jsou bud liché, nebo sudé, a tedy nemiizeme na
zakladé tohoto poznatku vyloucit zadné predstavitelné permutace.



4.3 4x4 kostka

Na 4 x4 kostce mame moznosti dvou raznych typt tahii. Za prvé je to otoceni
vnéjsi vrstvou, za druhé je to otoceni vnitini vrstvou. Kazdy z téchto taht pohy-
buje riznym mnozstvim riaznych kosticek, takze musime posoudit nejprve kazdy
zv1ast.

Tah vnéjsi vrstvou ndm vzajemné permutuje ¢tyri rohy, coz je stejné pro
vsechny kostky. To je opét licha permutace na rozich. Kromé roht se permutuji
také stredy. Stredové kosticky se také permutuji v cyklu délky ¢tyri a tedy se
jedna také o lichou permutaci. Zaroven se béhem tohoto tahu permutuji hranové
kosticky a to tak, ze v této permutaci nalezneme dva cykly délky ¢tyti. To zna-
mena sudou permutaci na hranovych kostickach. Pokud tyto permutace slozime
dohromady, ziskdme sudou permutaci.

Nyni se podivejme na tah vnitini vrstvou. Pti tomto tahu se hrany permutuji
v jednom cyklu délky ¢tyti a sttedy se permutuji ve dvou cyklech délky ¢tyrti, coz
nam dava dohromady lichou permutaci.

Dohromady to tedy znamena, ze permutace kosticek na 4 x4 kostce muize byt
suda i liché.

10



5. Otaceni kosticek

V této kapitole se budeme bavit o tom, jak mohou byt jednotlivé kosticky
orientovany, to znamena, ze nefesSime jejich pozici, ale jejich otoceni.

Budeme se odkazovat nejen na prace [2], kde se toto fesi na stranach 173 — 188,
[4], str. 869, 870 ale také na struéné, ale dobfe srozumitelné video [3].

V celé kapitole se budeme vénovat pouze 3x 3 kostce, protoze pro jiné varianty
budou pouzitelné stejné poznatky.

Pozici kosticek dokazeme vztahnout vici pevnym bodim. Musime néco po-
dobného vymyslet i pro orientaci.

Pro urceni barev stén se budeme divat na slozenou kostku. Nejprve se dohod-
neme, z jakého sméru se na kostku budeme divat. Zvolime naslednou orientaci:
horni sténa bude bila, dolni sténa bude mit zlutou barvu, predni sténa bude cer-
vena, zadni sténa oranzova, leva sténa bude zelend a pravou budeme mit modrou.

Pokud nebude kostka slozena, pozname barvy stén podle pevného bodu. Pev-
nym bodem muze byt bud pevny stred, nebo na kostkach bez pevného stredu
volime za pevny bod jeden z rohii. Jak jsme zminili, mame ke kazdé barvé presné
danou i barvu protilehlé stény, takze dokazeme z jednoho rohu urcit barvy vsech
stén.

Musime také dokazat posoudit orientaci kosticky, kterda se nachazi na spatné
pozici.

7 tohoto duvodu zavedeme pojem dominance barev. Protoze nékteré barvy
spolu nesousedi, mizeme mit barvy protilehlych stén ohodnocené stejnou domi-
a zlutd dostanou dominanci 3, ¢ervena a oranzova budou mit dominanci 2 a na
zelenou a modrou zbyde dominance 1.

O kosticce fekneme, ze je spravné orientovand, pokud bude jeji nalepka s nej-
dominantnéjsi barvou (budeme ji fikat dominantni barva kosticky) ve sténé s nej-
dominantnéjsi barvou ze stén, do kterych kosticka zasahuje. Pokud tedy budeme
mit kosticku bilo-¢erveno-zelenou mezi sténami zlutou, zelenou a oranzovou, bude
tato kosticka spravné orientovana, pokud jeji bila nalepka bude smérovat na zlu-
tou sténu.

Pro vsechny typy kosticek zavedeme pojem orientace, ktery bude pomoci ¢i-
selné hodnoty reprezentovat orientaci kosticky.

Rozebereme si chovani pri otdceni a orientaci jednotlivych kosticky zvlast pro
ruzné typy kosticek.

5.1 Orientace hran

Poznatky z této ¢asti mizeme najit v [2], str. 173 — 181, nebo [3].

Nejprve se podivame na hrany, které budou jednodussi, nebot maji jen dveé
nalepky a tedy dvé mozné orientace. Hrana je bud spravné orientovana, pak ji
pritadime orientaci 0, nebo nebude spravné orientovana, pak ji priradime orien-
taci 1.

Neni treba vysvétlovat, Ze ve slozeném stavu maji vSechny hrany orientaci 0.
Podivejme se nyni, jak nam budou jednotlivé tahy ménit orientace kosticek.
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Zactnéme tahem U, tedy otoc¢enim horni vrstvy o 90° ve sméru hodinovych
rucicek. Protoze horni vrstva je bila a tedy nejdominantnéjsi, sledujeme jen do-
minantni barvy na hranach. Pokud byla hrana dominantni barvou nahoru, po
tahu U se na tom nic nezméni. Pokud hrana nebyla dominantni barvou nahoru,
tak po tahu U tomu také tak nebude. To znamend, ze tah U nam nijak nezméni
orientaci hran.

Stejné jako tah U se samoziejmé zachova i tah D, nebot na dolni sténé mame
také nejdominantnéjsi barvu. Obdobné bychom mohli uvazovat tahy U’, U2, D’
a D2, nebo muzeme Tici, Ze napiiklad tah D2 se slozi ze dvou taha D a tah D’
ze t1i taht D, které neméni orientaci.

Podivejme se dale na tah R, tedy otoceni pravou vrstvou o 90°. Bude zde platit
ponékud podobna tuvaha, jako u tahu U, jen s orientaci na druhém konci skaly
dominanci. Prava sténa, kterd je modra, ma totiz nejmensi dominanci. Pokud
tedy byla hrana otoc¢ena dominantni barvou doprava, a tedy méla orientaci 1,
nic se na tom nezméni, pokud ji oto¢ime, protoze bude stale smérovat do stény
s mensi dominanci. Pokud bude situace takova, ze bude smérovat dominantni
barvou mimo pravou sténu, coz pro ni znamend orientaci 0, opét se otocenim nic
nezméni, protoze horni (dolni) i pfedni (zadni) sténa maji vétsi dominanci, nez
prava sténa.

Stejna tvaha nés pochopitelné povede ke stejnému vysledku také pro tah L,
nebof leva sténa ma také dominanci 1, stejné jako prava sténa. Protoze muzeme
tahy R a R2 (L' a L2) poskladat opakovanim tahu R (L), plati pro né stejny
vysledek.

Zatim jsme tedy zjistili, ze otaceni horni a dolni, ani pravé a levé vrstvy nam
orientaci hran neméni. Ocekavame tedy, ze orientace hran se bude ménit otacenim
predni, nebo zadni vrstvou. Pojdme se na to tedy podivat.

Podivejme se nejprve na predni vrstvu. Pfedni sténa ma dominanci 2. Vrchni
a spodni sténa maji dominanci 3. Boéni stény maji dominanci 1. VSechny hrany
predni vrstvy zasahuji do predni stény. Necht jsou vsechny hrany orientovany
dominantni barvou do predni stény. Pokud zasahuji také do vrchni, nebo spodni
stény, maji Spatnou orientaci, tedy orientaci 1. Pokud tyto hrany zasahuji do
jedné z boc¢nich stén, maji orientaci spravnou, tedy s hodnotou 0.

Podivejme se nyni na tah F' a predpoklddejme vySe fecenou orientaci hran.
Hrany, které mély orientaci 0, ziskaji orientaci 1 a naopak.

Predpokladejme nyni opacny ptipad, tedy zZe vSechny hrany budou svoji do-
minantni barvou otoc¢eny do ostatnich stén. Pak budou mit jen opac¢né orientace,
ale situace bude jinak shodné s predchozi situaci.

Co se stane, pokud bude libovolnd hrana otoc¢enda dominantni barvou libo-
volné? V predchozi tvaze jsme zjistili, ze budou-li vSechny hrany orientovany
spravné, zmeéni vSechny svoji orientaci, budou-li vSechny hrany orientovany Spat-
né, taktéz zméni orientaci. Protoze zména orientace jedné hrany se déje bez ohledu
na orientaci ostatnich hran, mizeme se podivat v kazdém z uvedenych pripadi jen
na jednu hranu. Pokud se podivame na jakoukoliv hranu, z kteréhokoliv z ptipada
(tedy s libovolnou orientaci), vzdy se orientace této hrany zméni.

To znamena, ze tah F nam méni orientace vsech ¢tyt hran, které ovliviiuje.

Tah B dopadne zfejmé podobné jako tah F'. Stejné tak i tahy B’ a F".

Usetfeme si nyni trochu prace s formalni strankou téchto poznatkt. Orientace
hran miize nabyvat hodnot 0 a 1. To jsou prvky télesa Z,. Muzeme tedy rici, ze
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(a) orientace 0 (b) orientace 1 (c) orientace 2

Obrazek 5.1: Orientace rohu

Obrézek 5.2: Orientace 1 na vSech rozich

tahy B a F zvysi orientaci prislusnych hran o jedna, pocitano nad télesem Zs.

Nyni se vratme k tahim B2 a F2. Tyto tahy ziskdme dvojim pouzitim tahu
B nebo F'. To znamena, ze se orientace kazdé hrany zvysi postupné o dva, coz
ale nad télesem Z, znamena, ze ziistanou stejné.

Podivejme se nyni na orientaci vSech hran dohromady. Protoze ménime ori-
entaci vzdy Ctyf hran najednou, muzeme soucet orientaci zvysit/snizit o ¢tyfi,
o dva (napf. t¥i hrany zvysi orientaci, jedna ji snizi), nebo zustane soucet ne-
zménén. Vime tedy, Ze soucet orientaci musi byt na slozitelném tvaru sudé ¢islo,
nejméné 0, nejvice 12.

5.2 Orientace rohu

KdyZ uz mame vyftesenou orientaci hran, podivejme se na orientaci rohii.

Poznatky z této ¢asti lze najit v [2], str. 173 a 181-188, nebo [3].

Orientace rohti bude slozitéjsi v tom smyslu, ze kazdy roh mtze byt orientovan
tfemi zpusoby (vzajemné poradi barev je totiz neménitelné). To znamend, ze rohu
musime prifadit orientaci 0, 1 nebo 2.

Orientace 0 bude samozrejmé znamenat, ze roh je spravné orientovan. Musime
vsak jesté rozlisit co znamena orientace 1 a co znamena orientace 2.

Predstavme si nyni, Ze mame roh Spatné orientovan. Divame se na roh tak,
ze vidime vsSechny tii jeho néalepky. Aby byl roh spravné orientovan, musime
ho otocit. Pokud jsou jeho nalepky od spravné orientace otoceny o jednu pozici
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ve sméru hodinovych rucicek, priradime rohu orientaci 1. Pokud budou nalepky
takto otoc¢eny o dvé pozice (staéi jedno pootoceni ve sméru hodinovych rucicek,
aby byl roh spravné orientovan), pak ptifadime rohu orientaci 2.

Miuzeme si nyni opét Tici, ze budeme orientace roht pocitat nad télesem Zg
a usetrit si tak problémy, kdy k orientaci pric¢itat, kdy odcitat.

Nyni se podivejme na jednotlivé tahy.

Zacnéme tahem U. Pr1i aplikaci tahu U zistavaji vSechny rohy ve vrchni vrstve
otoceny do vrchni stény, kterd ma nejvyssi dominanci, stale stejnou barvou, jako
predtim. To znamend, Ze jejich orientace zistava nezménéna.

Stejné jako tah U se zachova i tah D, protoze i spodni sténa ma nejvyssi
dominanci. Stejné samoziejmé dopadnou i tahy U’, U2, D', D2, které se daji
slozit vicenasobnym aplikovanim taht U, nebo D.

Jako dalsi prozkoumejme vliv tahu R. Pri tahu R uz si mtizeme vSimnout, ze
se orientace rohtt méni. Pro lepsi popis orientaci si zavedeme matematicky popis.

Znaceni: Necht X je roh Rubikovy kostky, 7" je tah na Rubikové kostce, O
je orientace rohu X. Potom zapisem T'(X,0) rozumime zobrazeni predstavujici
tah 7', aplikované na roh X s orientaci O. Vysledkem tohoto zobrazeni je uspora-
dané dvojice (X1, O1). Zapis T'(X,0) = (X1,01) tedy znamena, ze tah T premisti
roh z pozice X na pozici X; a zméni jeho orientaci z O na O;.

Tah R popiseme takto:

(X,0): (UFR.a) (UBR,a) (DBR.a)  (DFR.a)
R(X,0): (UBR.a+1) (DBR,a+2) (DFRa+1) (UFR,a+2)

Podivejme se nyni na tah R2. Ten muzeme ziskat dvojim aplikovanim tahu R.

(X,0) : (UFR,a) (UBR,a) (DBR,a) (DFR,a)
R(X,0) : (UBRya +1) (DBR,a + 2) (DFR,a+1) (UFR,a+2)
R(R(X,0)): (DBRa+1+2) (DFRa+2+1) (UFRa+1+2) (UBRa+2+1)

Protoze sc¢itani orientaci provadime nad télesem Zz mtzeme psat:

(X,0): (UFR,a) (UBRa) (DBR.a) (DFR.a)
R2(X,0): (DBR,a) (DFRa) (UFRa) (UBRa)

Tah R2 tedy neméni orientaci rohti, jak vidime z vysledku slozeni dvou tahii R,
jen samoziejmé méni pozici rohi.

Podivejme se jesté na tah R’. Muzeme ho slozit trojim pouzitim tahu R.
Protoze R2 neméni orientaci, mé tieti tah R stejny vliv na orientaci, jako prvni
tah R. Proto tah R’ méni orientaci stejné jako tah R. Tento zavér plati, pokud
se bavime o tom, jakou orientaci bude mit po tahu roh na urcité pozici (kde po
tahu bude ale roh jiny).

Podivejme se jesté, jak se zméni orientace konkrétnich roht, nikoliv orientace
na pozicich:

(X,0):  (UFR.a) (UBR,a) (DBR.a) (DFR.a)
R(X,0): (DFRa+1) (UFRa+2) (UBRa+1) (DBR.a+2)
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Samoziejmé opét je vysledek stejny jako po aplikaci tahu R. To si mtzeme
také zduvodnit tim, Ze po tahu R provedeme tah R2, abychom dostali tah R’. Ale
tah R2 nam neméni orientaci vibec, tedy musi byt orientace konkrétnich rohu
stejnd po R, jako po R'.

Déle se podivame na tah L, ktery vypada néasledovné:

(X,0):  (UBLy) (UFL,a) (DFL,a) (DBL,a)
L(X,0): (UFLa+1) (DFLa+2) (DBLa+1) (UBLa+2)

Obdobné jako u tahu R dojdeme k zavéru, ze tah L2 orientaci neméni a tah
L' méni orientaci stejné jako tah L.
Podivejme se jesté na tah F":

(X,0):  (UFL,a) (UFR,a) (DFR,q) (DFL,a)
F(X,0): (UFRa+1) (DFRa+2) (DFLa+1) (UFLa+2)

Tah F' pochopitelné opét nebude ménit orientaci a tah F” bude mit stejny vliv
na orientaci jako tah F'.

Pro poradek uvedme jesté tah B, s tim Ze nas nepiekvapi, ze tah B2 orientaci
neméni a tah B’ ovliviiuje orientaci stejné jako tah B.

(X,0): (UBRa)  (UBL.a) (DBLa)  (DBR.a)
B(X,0): (UBLa+1) (DBLa+2) (DBRa+1) (UBR,a+2)

Nyni si mizeme vsimnout obecné zakonitosti, ktera plati pro vSechny tahy.
Pokud bereme vrcholy v poradi po sméru hodinovych rucicek a za¢iname rohem,
ktery je ve sténé vlevo nahote (pii pohledu zpfima na sténu). Pak prvni roh zvysi
vzdy svou orientaci o 1 a pravidelné se stfida zvyseni orientace o 1 a zvysSeni
orientace o 2.
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6. Resitelné tvary Rubikovy
kostky podruhé

Nyni uz méame dostatek matematickych znalosti o Rubikové kostce a mizeme
se podivat na dalsi problémy, které ndm mohou znemoznit feseni hlavolamu. Pro-
toze se tyto problémy mohou lisit nebo vyskytovat podle toho, na ktery hlavolam
se divame, podivame se na jednotlivé hlavolamy zvlast.

Muzeme se odkdzat opét na prace [2] na strany 59 — 76, 83 — 90, a 173 —
188, [4] na strany 871 — 876 nebo na strucnéjsi [3]. Na obecné zdkladni poznatky
o permutacich se odkazme na praci [5].

6.1 Permutace

V této casti budeme Tesit pouze problém pozice kosti¢ek a nebude nas viibec
zajimat, zda jsou kosticky spravné orientovany.
Zde se opét odkazeme na [2], konkrétné na strany 59 — 76, 83 — 90.

6.1.1 3x3 kostka

Zacnéme co nejmensim poctem prohozeni kosticek, tedy prohozenim dvou
kosticek. Protoze otoCeni vrstvy ma sudou paritu a permutace prohozeni dvou
prvkl ma lichou paritu, mizeme tici, ze tohoto docilit nelze.

Pokud budeme chtit prohodit jen dva rohy, tak ndm v tom parity nebréni,
protoze otoceni vrstvy ma lichou paritu na rozich. Ovsem zaroven ma tento tah
také lichou paritu na hranach. Nemtzeme tedy prohodit dva rohy, aniz bychom
permutovali hrany, nebot identita ma sudou paritu. V metodé znamé jako CFOP
nalezneme algoritmy, které dokézi prohodit dva rohy a zdroven dvé hrany (po-
zndamka: dokonce bez zmény jejich orientace). Jako priklad uvedme jeden z al-
goritmi nazyvany T-perm [6]: RUR'U'R'FR2U'R'U'RUR'F’ (obr. [6.14]). Timto
jsme zaroven vytesili otazku, zda dokazeme prohodit jen dvé hrany — dokazeme,
ovsem zaroven s tim musime prohodit alespon dva rohy.

(a) T-perm (b) permutace tif hran  (c) permutace tii rohu

Obrézek 6.1: Permutace podle uvedenych algoritmt - ovliviiuji pouze vrchni
vrstvu
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Dalsi otazka je, zda dokazeme prohodit jen tii rohy, aniz bychom prohodili
hrany. Parity tomu nebréni, protoze prohozeni tii kosticek je suda permutace.
Protoze identita je suda, muze nastat situace, ze na rozich by byla permutace
s cyklem délky tTi a na hranach identita, ¢imz by se neporusila shodnost znaménka
permutace rohti a permutace hran. Opét plati, ze dokazeme nalézt algoritmus,
ktery prohodi tti rohy a vSe ostatni nechd na ptvodnich pozicich. Vypijé¢ime si
opét jeden z algoritmi z metody CFOP [6]: R'F'R'B2RF'R'B2R2 (obr. [6.1d).

Pokud se budeme ptat na moznost prohozeni tii hran bez prohozeni rohi,
dostavame z obdobnych divodu stejny vysledek jako pti prohozeni tii rohti. Tedy
parity tomu nikterak nebrani a jsme schopni nalézt algoritmus, ktery pozadovany
efekt ma, napriklad [6]: RU2R'U'RU'R'UL'U2LUL'ULU’ (obr. [6.11).

Pokud bychom chtéli prohodit mezi sebou dva a dva rohy, dokazeme tuto
permutaci poskladat trojim aplikovanim algoritmu permutace tii roht. Totéz plati
samoziejmé pro hrany.

Vyse uvedené algoritmy dokazi permutovat kosticky na konkrétnich pozi-
cich. Podivejme se nyni, jak mizeme mezi sebou permutovat libovolné kosticky.
Chceme tedy vzdjemné permutovat tti libovolné kosticky, aniz bychom zménili
cokoliv na ostatnich kostickach.

Za timto tucelem provedeme posloupnost ,nastavovacich® taht, kterymi do-
sahneme toho, ze budeme mit kosticky, které chceme prohodit, na pozicich, které
jsou ovlivnéné efektem algoritmu. Po provedeni algoritmu provedeme inverzni
posloupnost , nastavovacich“ taht.

Uvedme si priklad: Chceme permutovat hrany na pozicich UF, UR a DR.
Uvedli jsme si uz algoritmus, ktery permutuje hrany na pozicich UF, UR a UB.
Nyni musime hrany z pozic UF, UR a DR presunout na pozice UF, UR a UB.
To miizeme snadno zaridit naptiklad posloupnosti ,nastavovacich® taht DB2.
Poté provedeme uz znamy algoritmus. Poté provedeme inverzni posloupnost taht
k posloupnosti ,nastavovacich® tahu, tedy B2D'. Tim jsme tento problém vytesili.

Toto funguje, protoze provedeni posloupnosti tahti a nasledné provedeni po-
sloupnosti inverznich tahti nema na kostce zadny efekt. Pokud mezi tyto dvé
posloupnosti vlozime néjaky algoritmus, pak vsechny kosticky, které algoritmus
ponechava na svém misté, se po provedeni inverzni posloupnosti ,,nastavovacich*
tahtt vrati na své ptivodni pozice. VSechny ostatni kosticky se po provedeni in-
verzni posloupnosti ,nastavovacich® tahti vrati na ptvodni pozice.

6.1.2 2x2 kostka

Podivejme se, kolik nejméné kosticek jsme schopni mezi sebou prohodit. Zku-
sime se zamyslet nad dvéma kostickami. Parity ndm tuto moznost nevylucuji.
Pokud se vratime zpét k algoritmtim na 3x3 kostce, méli jsme algoritmus, ktery
prohazoval dva rohy a dvé hrany. Pokud stejny algoritmus pouzijeme na 2x2
kostce, prohodime tim dva rohy a hrany na 2x2 kostce nejsou. Dokazeme tedy
prohodit dvé kosticky a tedy dokazeme permutovat kosticky libovolné.

6.2 Orientace

Nyni se podivejme na problematiku orientace kosticek. Nebude nam vadit
Spatné umisténi kosticky, ale pouze jeji Spatna orientace.
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Zde se odkdzeme konkrétné na [2] na strany 173 — 188.

6.2.1 3x3 kostka

Podivejme se nejprve na kostku 3x3 a za¢neme od hran.

Uz vime, Ze orientaci hran méni pouze tahy F' a B a od nich odvozené tahy.
Tyto tahy nam vzdy zméni orientaci vSech ¢tyt hran v dané vrstvé. Ostatni tahy
muzeme beztrestné provadét a dostat do vrstvy F' nebo B hranu, kterou chceme
otocit (rozuméjme zmeénit orientact).

Podivejme se nyni, kolik nejméné hran muize byt orientovano Spatné, respek-
tive kolik nejméné hran mizeme néjakym algoritmem otocit.

Pokusme se o otoceni pouze jedné hrany. Ve slozeném tvaru mé kostka soucet
orientaci na hranéch samoziejmé 0. Musime tedy nejprve najit zptisob, jak zménit
soucet orientaci o lichou hodnotu. To ale bohuzel neptijde.

Pokud budeme mit ve vrstvé F' étyfi spravné (Spatné) orientované hrany, po
tahu F' se zvétsi (zmensi) soucet o 4. Pokud zde budeme mit t¥i spravné (Spatné)
orientované hrany a jednu Spatné (spravné) orientovanou hranu, pak se po tahu F’
zvysi (snizi) soucet orientaci o 2. Pokud budeme mit dvé spravné a dvé Spatné
orientované, pak tah F' nezméni soucet orientaci.

Pro tah B samozrejmé plati totéz, stejné jako pro tahy F” a B’. Jinou moznost,
jak ménit orientaci nemame, proto nemuzeme dosdhnout lichého souctu orientaci
a nemuzeme tedy ani zménit orientaci pouze u jedné hrany, a to jakymkoliv
algoritmem.

Zkusme tedy zménit soucet orientaci alespon o 2. To by jit teoreticky mélo,
ukazme si to na matici, kde méame v kazdém radku uvedeny orientace zatim ne-
specifikovanych jednotlivych hran po kazdé zméné orientaci. Ve sloupci se nachazi
orientace konkrétni hrany. Pro lepsi prehlednost se nebudeme divat na vsechny
hrany, ale jen na ty, u kterych dojde ke zméné orientace — stac¢i nam jich sedm:

000O0O0O0O0
1111000
1000100

Pokud ndm ptijde jen o zménu orientace pouze u dvou hran a vse ostatni bude
podruzné, muzeme zkusit postupovat napriklad podle uvedené matice a vymys-
let, jakymi tahy dosdhnout pozadovaného vysledku, jako uvadi matice. Mzeme
provést naptiklad takovyto algoritmus: FRF', kde tahy F' nam méni orientaci
hran. Dot¢enymi hranami pak budou hrany zasahujici do predni a pravé stény.
To bude mit, mimo jiné, tento efekt: (UF,a) — (UR,a+1); (DR,a) — (DF,a+1).
U ostatnich hran se orientace nezméni

Podivejme se jesté na néjaky algoritmus z praxe, ktery nam na kostce mnoho
nezmeéni a také zméni orientaci jen na dvou hranach. Kromé toho nam jen per-
mutuje tii hrany. Ten algoritmus vypadd nésledovné: R'LFRL'U2R' LFRL’

Umime tedy zménit soucet orientaci o 2. To znamend, ze soucet orientaci
hran muze nabyvat jakékoliv sudé hodnoty, nejvyse samozrejmé 12. Mizeme tedy
soucet orientaci pocitat nad télesem Z,, pak soucet 0 bude znamenat, ze je vSe
v poradku, zatimco soucet 1 bude znacit, ze mame neslozitelny tvar.

Nyni se podivejme na rohy. Opét vime, zZe slozeny tvar ma soucet orientaci
rohtt 0. Pokud provedeme jakykoliv tah, kromé tahtt U, D a z nich odvozenych
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tahti, ménime orientaci na ¢tytech rozich, a to na dvou rozich o hodnotu 2, na
dvou rozich o hodnotu 1, vSe poc¢itano nad Zs.

Protoze pocitame orientace rohtt nad Zs, podivejme se, jak se nam méni ori-
entace rohl1, pokud maji konkrétni orientace:

0+1=1;1+1=224+1=0
0+2=21+2=0;2+2=1

7 toho vidime, Ze zvyseni orientace rohu o 1 muze znamenat bud zvysSeni
souctu o 1, nebo snizeni souctu o 2. Zvyseni orientace rohu o 2 miize znamenat
zvyseni souctu o 2, nebo snizeni souctu o 1.

Podivejme se na mozné kombinace zmén orientaci rohu a jejich vliv na sou-
¢et orientaci. Poc¢itdme samoziejmé s tim, ze u dvou rohii ménime orientaci o 1
a u dvou rohtt ménime orientaci o 2.

(+2,—1) (+2,+2) (-1,—-1)

(+1, - 2) +0 +3 -3
(+1,+1) +3 +6 +0
(=2,—-2) -3 +0 —6

Z tohoto prehledu vidime, ze nemiizeme nikdy aplikovat takovy tah, ktery
by nam meénil soucet orientaci rohtl o jiné hodnoty nez 0, 3 nebo 6. Soucet tedy
urc¢ité musi byt délitelny tfemi. Zatim s jistotou vime, ze takova situace, pri které
se soucet zvysi o 6, muze nastat (kupfikladu tah F' na slozené kostce).

Nyni musime vytesit jesté otazku, zda je mozno zménit orientaci rohti jen o 3.
To skutecné muzeme udélat. Poslouzi ndm k tomu naptiklad tento algoritmus:
RUR'URU2R'. Tento algoritmus ma opét vedlejsi efekty, ale pokud si v§imame
jen vlivu na rohy, na kterych se zménila orientace, uvidime toto: (UBL,a)
(UFR,a+1); (UBR,a) — (UFL,a+1);(UFR,a) — (UBL,a+ 1)

Protoze miizeme ménit soucet orientaci rohti nejméné o 3, bude tento soucet
vzdy délitelny tfemi. Mzeme tedy i soucet rohti pocitat nad télesem Zs. Po-
kud bude soucet roven 0, bude vse v poradku, pokud bude soucet jiny, bude to
znamenat, ze mame nevytesitelny tvar hlavolamu.

Pro uplnost uvedme, ze pokud budeme chtit fesit orientaci jen konkrétnich
kostic¢ek, aniz bychom ucinili zmény na jinych kostickach, mizeme podobné jako
u permutaci pouzit kombinaci algoritmii a ,nastavovacich“ tahi. Konkrétni algo-
ritmy muzeme cerpat naptiklad z [7, 2]. Tyto algoritmy mohou mit vedlejsi efekt
v podobé permutace kosticek horni vrstvy, coz miuzeme opravit algoritmy z [6] 2].

Uvedeme si zde dva priklady: Otoceni dvou rohti bez dalsich efektt 1ze zaridit
algoritmem RUR'URU2R'L'U'LU'L'U2L [7], ktery méni orientaci rohti na pozi-
cich UFL (o 2) a UBL (o 1). Na zménu orientace u dvou hran muzeme pouzit
slozeni algoritmu R'LFRL'U2R'LFRL’, poté aplikovat tah U a nésledné dvakrat
zopakovat RU2R'U'RU'R'UL'U2LU L'U LU’ a nakonec jesté U’'. Timto postupem
zménime orientaci hran na pozicich UB a U L.

6.2.2 2x2 kostka

A jak se bude chovat orientace rohti na 2x2 kostce? Samoziejmé nas napadne,
ze se jedna vlastné jen o rohy, takze to bude stejné jako na 3x3 kostce. Nezapo-
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minejme vSak, Ze na 2x2 kostce nemame pevné stiedy, vici kterym posuzujeme
orientaci. Orientaci posuzujeme vi¢i jednomu pevnému rohu.

Zvolme za pevny roh naptriklad roh DBL. Pak vlastné mtizeme provadét pouze
tahy U, R a F' a tahy z nich odvozené. Jinak bychom museli pfepocitavat orientace

slozitéji.

Protoze poznatky o moznostech zmén v souétu orientaci rohtt na 3x3 byly
nezavislé na tazich, budou platit i na 2x2 kostce. K dokazani, ze mtizeme zménit
soucet orientaci o 3, jsme pouzili algoritmus RUR'URU2R'. Tento algoritmus
muzeme provést i na 2x2 kostce, takze nenastava zadny problém. Opét tedy
plati o souctu orientaci rohti totéz co u 3x3 kostky.

6.3 Shrnuti

Shrneme si nyni poznatky z této kapitoly.

Definice 1. Tvar T hlavolamu H nazveme resitelny, jestlize existuje konecnd
posloupnost tahiu P takovd, Ze po aplikovini P na T ziskame vyreseny tvar hla-
volamu H .

Definice 2. Necht M je mnozina vsech kosticek, ze kterych se skladd vyreseny

hlavolam H . Rikdme, Ze tvar hlavolamu H je korektni, pokud se sklddd z mnoZiny
kosticek M .

Véta 1. Necht T je libovolny resitelny tvar 3x 3 kostky. Pak plati:

1. Soucet vsech orientaci roht tvaru T je 0 (mod 3).
2. Soucet vsech orientact hran tvaru T je 0 (mod 2).

3. Permutace hran a permutace rohu maji stejné znaménko.

Diikaz. Viz tato kapitola. O

Véta 2. Necht T je libovolny korektni tvar 3x 3 kostky. Necht navic plati:

1. Soucet vsech orientaci rohi tvaru T je 0 (mod 3).
2. Soucet vsech orientact hran tvaru T je 0 (mod 2).

3. Permutace hran a permutace rohu maji stejné znaménko.

Potom je tvar T resitelny.

Diikaz. Potifebné poznatky jsme si ukazali v této kapitole a odkazat se mizeme
opét i na poznatky v [2, 5]. Zbyva tyto poznatky ucelit.

Tvar T je Tesitelny, pokud mizeme nalézt posloupnost taht, které transfor-
muji 7" na vyfeseny tvar. Pojdme tedy hledat tuto posloupnost taht.

V této kapitole jsme si uvedli algoritmy a postupy, pomoci kterych dokazeme:

(i) permutovat rohy v trojcyklu

(ii) permutovat hrany v trojcyklu
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(iii) ménit orientaci dvou hran o 1 bez zmén v pozicich

(iv) ménit orientaci dvou rohi (jednoho rohu o 1 a druhého o 2) bez zmén
v pozicich

(v) prohodit soucasné 2 rohy a 2 hrany

Zkontrolujeme paritu permutace rohtu (nebo hran). Je-li permutace liché, po-
uzijeme (v), ¢imz ziskdme sudé permutace na rozich i hranéch.

Nyni mame rohy (hrany) v sudé permutaci. Sudd permutace se da rozlozit
na sudy pocet transpozic. Slozeni dvou transpozic lze vyjadrit jako trojcyklus
((a,b)(b,c) = (b,c,a), nebo (a,b)(c,d) = (a,b,c)(b,c,d)). Muzeme tedy permutaci
rozlozit na trojcykly a pomoci (i) ((ii)) umistit vSechny rohy (hrany) na spravné
pozice.

Zbyva vyresit orientaci. Soucet orientaci roht (hran) je nyni 0 (pfedchozi
postup nezménil soucet orientaci). Muzeme tedy pouzit (iv) ((iii)) na spravné
orientovani rohu (hran), protoze vyreSeny tvar mé také soucet orientaci rohu
(hran) 0.

Tim jsme nasli posloupnost taht, které prevedou tvar T na vyreseny tvar.

O

Véta 3. Necht T je libovolny korektni tvar 2x 2 kostky. Pak plati, Ze soucet vsech
orientaci rohu tvaru T je 0 prdave tehdy, kdyz je tvar T resitelny.

Diikaz. Postupujeme obdobné jako v dikazech vét [I] a 2] O
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7. Metody skladani Rubikovy
kostky

Vétsina lidi jisté nékdy obdivovala nékoho, kdo jim pfed oc¢ima dokazal tento
legendarni hlavolam vytesit. Poucenéjsi lidé védi, ze na TeSeni existuje metoda,
kterou v dnesni dobé najdou bézné na internetu. Naucit se takovou metodu je
pak zalezitost, kterou zvladne bez velkych obtizi témeér kazdy.

My si nyni tyto informace trochu uptesnime.

V prvni fadé je skuteéné velmi slozité Rubikovu kostku slozit bez znalosti
metody FeSeni. Samoziejmé je mozné (a nejspise nevyhnutelné) metodu feseni
vymyslet, coz je ale dost obtizné.

Tim se dostavame k faktu, ze metod TeSeni je ve skutecnosti cela fada a mohou
se lisit jen v malych detailech, pouzitych algoritmech, nebo mohou byt naopak
zcela odlisné. Prvni dtivod pro existenci mnoha metod je ten, Zze mnozi lidé neza-
visle na sobé vymysleli rizné metody. Dalsi divod je ten, Ze rizné metody slouzi
ruznym ucelum (i kdyZ vSechny maji jeden spoleény cil — sloZeni hlavolamu).
Existuji metody pro zacatecniky, které maji za cil byt snadno naucitelné, me-
tody pro rychlé slozeni kostky, které se snazi usetfit c¢as pri skladani, metody pro
efektivni skladani, které se snazi kostku Tesit na nizky pocet tahi (tato skupina
se neshoduje s tou predchézejici!), pak dokonce metody umoznujici kostku slozit
poslepu poté, co si ji ditkladné prohlédneme a pak snad jesté metody, které maji
byt hlavné zajimavé.

Po vyc¢tu metod se slusi zminit, Zze poskladat Rubikovu kostku se miize naucit
asi opravdu kazdy. Uz neni tak docela pravda, ze kazda metoda je jednoducha
na nauceni. Metody urcené pro rychlé nebo efektivni skladani se daji vylepsovat
neustale.

My se zde nebudeme ucit rizné metody, to neni cilem této prace. Presto si
alespon dvé metody ukazeme, z nichz jedna bude zajimava po své funkéni strance
a tu si vice popiSeme.

7.1 Bézna jednoducha metoda

Protoze dalsi popisovanou metodu mnoho lidi nepouziva a radi se spise do za-
jimavosti, uvedeme zde jen velmi strucné a obecné jednoduchou metodu urcenou
pro zacatecniky, se kterou se muzete setkat v rtiznych drobnych obménéach.

Prvnim krokem je slozeni prvni vrstvy kostky. Tento krok je intuitivni a do-
porucuje se, aby si ho kazdy zkusil sam objevit. Nékdy se déli na slozeni kiize
a poté slozeni roht, ale neni nutné toto rozdéleni dodrzovat.

Druhy krok je pak slozeni druhé vrstvy, coz se provadi pomoci algoritmu,
ktery mize byt rizny.

Treti krok je slozeni treti vrstvy, které se déli na tti podkroky, jejichz poradi
se pak podle konkrétni metody lisi. Kazdému podkroku patii jeden algoritmus,
ktery se musi podle konkrétni situace treba i nékolikrat zopakovat. Tyto podkroky
jsou: orientace hran, permutace hran, permutace rohi, orientace roht.

Konkrétni metoda je popsana naptiklad ve videu [g].

22



) po slozeni druhe

(c) budeme sklddat ( slozime tento
) po slozeni kiize Vrstvy (kromé Jedne

roh patfrici dola

hrany)

(e) otocime spodni ) slozili jsme prvnl ovE vvznaden

vrstvu podle horniho ) roh umistén dve vrstvy (krome y“
,,pracovm slot

rohu jednoho paru)

(i) vSechny hrany (j) slozime zbylé ( slozime tento (1) oto¢ime spréavné

jsou slozené rohy roh patrici dola spodm vrstvu

méame hotovo (n) nyni musime vyfeSime po-
(skoro) udélat posledni krok sledm rohy

Obrazek 7.1: Ukazka tvaru kostky mezi jednotlivymi kroky

7.2 Metoda sexy

Popis této metody je dostupny naptiklad v [9 [10].

Néazev této metody jisté zaujme. Tento ndzev metoda prevzala z pojmenovani
algoritmu, ktery je jako jediny nutny ke slozeni celé kostky. Tento algoritmus se
nazyva sexy move a vypada nasledovné: RUR'U’.

Tato metoda je z velké ¢asti intuitivni a potfebujeme se naucit jen jeden,
a to jesté jednoduchy, algoritmus. A v tom je pravé zajimavost této metody.
Jeji funkcénost se totiz opira o nékteré zédkladni principy Rubikovy kostky, at uz
jednodussi, snadno pozorovatelné, nebo ty podeprené matematikou.
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7.2.1 Pouziti sexy metody

Prvni krok této metody je slozeni takzvaného kiize (obr. . To znamena,
ze budeme mit na jedné sténé kiiz jedné barvy (barvy stfedu), krom toho budou
hrany, tvorici tento k¥iz, spravné sparované i svou druhou sténou se stredy bocnich
hran.

Druhy krok je pak slozeni tii hran ve druhé vrstvé (obr. , coz je také
pomérné jednoducha zalezitost, zvladnutelna intuitivné.

Tretim krokem je slozeni tif rohti v prvni vrstvé (obr. , kde uz pouzijeme
algoritmus sexy move. Za tim ucelem si kostku otoc¢ime sténou s kiizem dolu
a otoc¢ime ji tak, abychom na celni strané vpravo méli jediné neslozené misto hrany
ve druhé vrstvé (obr. . Pak nalezneme na vrchni vrstvé libovolny roh pattici
do spodni vrstvy a oto¢ime ho dopredu doprava (obr. . Ve spodni vrstveé
pak nalezneme misto, kam tento roh patti, a to otoc¢ime také dopredu doprava
(obr. . Pak provadime algoritmus, dokud se ndm nalezeny roh neslozi, véetné
spravné orientace (obr. . Tento postup poté opakujeme s dalsimi rohy, dokud
jediny neslozeny bude ten roh, ktery patii pod neslozenou hranu — dostaneme
situaci jako na obrazku [7.1g

Ctvrty krok je sloZeni hran ve tfeti vrstvé (obr. , tento krok je intuitivni,
neslozeného rohu a hrany (obr. z prvnich dvou vrstev jako pracovniho pro-
storu, do kterého si odkladame hrany z horni vrstvy a poté je vracime zpét tak,
jak potfebujeme. Pritom si nesmime porusit slozeny zbytek kostky. Pouzivame
tedy vlastné posloupnosti taha R(U/U2/U’)R' nebo F'(U/U2/U’)F.

V patém kroku zbyva posklddat rohy (méme uz kostku ve stavu jako na
obrazku : ¢tyTi ve vrchni vrstvé a jeden ve spodni. Za timto tcelem si kostku
opét oto¢ime tak, abychom méli dosavadni spodni sténu nahote (obr. a
neslozeny roh vpravo vptredu (obr. . Spodni vrstvou otoé¢ime tak, abychom
méli vpredu vpravo misto, na které patii nas horni roh (obr. . Pak za¢neme
provadét sexy move, dokud nebude roh slozeny. Tento postup aplikujeme na dalsi
rohy. Nyni mohou nastat dvé situace. Jedna z nich je ta, ze uz mame kostku
slozenou, nebo mame jen pootocenou spodni vrstvu (obr. [7.1ml). Druhé situace
vyzaduje dalsi krok Teseni.

K Sestému kroku se dostaneme jen v nékterych pripadech. Kostku drzime stale
stejné a provadime sexy move, dokud neztistanou neslozené jen dva rohy (vpravo
vpredu, horni i dolni — viz obrazek [7.1nl). Pak si kostku oto¢ime tak, aby tyto rohy
byly vpredu dole (obr. . Poté provadime opét sexy move, dokud se neslozi
dolni pravy predni roh. Nasledné na jeho pozici oto¢ime druhy neslozeny spodni
roh (tah D) a opét provadime sexy move, dokud nebude kostka slozend (az na
otoceni spodni vrstvy).

Nyni mame kostku jiz slozenou, i kdyz je pravdépodobné trochu nejasné, jak
k tomu doslo. Proto si nyni princip této metody objasnime.

7.2.2 Vysvétleni sexy metody

Nejprve se podivame, co se stane, kdyz provedeme sexy move (obr. [7.2)).

Ve sloupeccich nize uvedenych schémat (sestavenych na zakladé poznatku
z kapitoly o orientacich kosticek) se vyskytuji stale stejné kosticky, nikoliv po-
zice. Pokud se tedy divame na libovolny jeden sloupecek, vidime, mezi kterymi
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D

) po 1. provedeni ) po 2. provedeni ) po 3. provedeni

) po 4. provedeni ) po 5. provedeni ) po 6. provedeni

Obrazek 7.2: Slozena kostka po n-tém provedeni sexy move

pozicemi se ndm kosticka presouva a jak se méni jeji orientace. V tadcich vidime
stav po n-tém provedeni sexy move. Ve schématu uvadime pouze kosticky, které
jsou algoritmem sexy move ovlivnéné.

Rohy: (pfipomenuti: orientace rohit poc¢itdme nad Zs)

0 provedeni:  (DFR,a) (UFR)D) (UBRc) (UBL,d)

1 provedeni: (UFR,a+2) (DFRb+2) (UBLyc) (UBR,d+2)

2 provedeni: (DFR,a+1) (UFRb+1) (UBR,c+2) (UBL,d+2)

3 provedeni:  (UFR,a) (DFR)b) (UBLc+2) (UBRd+1) (7.1)
4 provedeni: (DFR,a+2) (UFRb+2) (UBR,c+1) (UBL,d+1)

5 provedeni: (UFR,a+1) (DFRb+1) (UBLc+1) (UBR,J)

6 provedeni:  (DFR,a) (UFR.b) (UBR,c) (UBL.d)

Hrany: (pfipomenuti: orientace hran poc¢itdme nad Zs)

0 provedeni: (FR,a) (URb) (UBc)
1 provedeni : (UR,a) (UB,b) (FR,c)
2 provedeni : (UB,a) (FR,b) (UR,c)
3 provedeni: (FR,a) (URb) (UBc) (7.2)
4 provedeni : (UR,a) (UB,b) (FR,c)
5 provedeni: (UB,a) (FRb) (URc)
6 provedeni: (FR,a) (URb) (UBc)

7 popisu permutaci a zmény orientaci si mizeme vsimnout nékolika zajima-
vych a pro nés podstatnych véci.

Prvni je ta, ze po Sesti zopakovanich sexy move se dostavame zpét do vycho-
ziho stavu (obr. [7.2f). To ovSem neni to nejdulezitéjsi, i kdyz svij vyznam to
v metodé ma.

Dalsi véci, ktera je mozna méné napadna, ale pro nas velmi duilezita, je chovani
hran. VSimnéme si, ze se mezi sebou permutuji jen tii hrany (schéma , které
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se po tretim zopakovani sexy move vraci na své pivodni pozice a to dokonce ve
spravné orientaci (obr. . Pro metodu nepodstatny, ale za zminku stojici, je
postieh, ze tyto hrany zachovavaji svou orientaci po kazdém provedeni sexy move
(schéma [7.2)).

Nyni se jesté podivejme na chovani rohti. VSimnéme si, Ze rohy se permutuji
ve dvou dvojicich (horni zadni rohy mezi sebou a predni pravé spolu) a pritom
pravidelné méni svoji orientaci (schéma . Z toho plyne, ze po kazdém druhém
provedeni sexy move jsou rohy na svych mistech (obr. , ale jejich orientace
se lisi. Zaroven po kazdém tretim provedeni sexy move je jejich orientace spravna
(obr. [7:2d).

Dilezity je pro nas také fakt, Zze sexy move je suda permutace na rozich i
hranach. Na rozich se permutuji dvé dvojice a na hranach jedna trojice.

Prvni dva kroky nejsou nijak zvlastni a jsou zcela nezavislé na algoritmu.

Ve tretim kroku uz je ale dtlezité, jak sexy move funguje. Zde se vyuziva
vzajemné vymeény prednich pravych roht, béhem niz dochazi ke zméné jejich ori-
entaci. Po prvnim, tfetim a patém provedeni sexy move se roh z horni vrstvy
presune dolu a to pokazdé s jinou orientaci (obr. [7.2)). Tedy nejdéle po péti zo-
pakovanich sexy move roh spravné slozime (obr. . Hrany nas v tomto kroku
nezajimaji, protoze neméame slozenou zadnou z téch, které sexy move permutuje.

Ctvrty krok nepouziva sexy move, takze by se mohlo zdat, Ze se 0 ném nemé
smysl bavit. Ve skutecnosti je ale ohromné dilezity a skryva se v ném podstatna
cast funkcénosti celé metody, ktera se opird o poznatky o paritach a stavech ori-
entaci.

V okamziku, kdy slozime vrchni hrany, mame, aniz bychom si to mozna uvédo-
mili, slozenou i ¢tvrtou hranu ve druhé vrstveé a tedy uz vSechny hrany (obr. .
Podle chovani sexy move tedy nyni vime, ze musime algoritmus aplikovat v po¢tu
délitelném tfemi, jinak nebudeme mit hrany slozené (obr. . Zda se to mozna
omezujici, ale ve skutecnosti nam to viibec nevadi. Pokud jsou hrany vsSechny
spravné permutované, znamena to, ze jejich permutace je suda. Z vzajemného
vztahu parit na rozich a hranach tedy vyplyva, ze musi byt suda i permutace na
rozich. To je velmi dilezité, protoze dale uz skldadame jen pomoci sexy move.

Nyni se podivejme, co muzeme Tici o patém kroku. Hrany uz jsou slozené,
z ¢ehoz plyne, ze potfebujeme aplikovat sexy move v néjakém nasobku tii, pro-
toze, jak uz vime, pravé po tolika opakovanich se hrany vraci do ptivodniho stavu
(obr. . Rohy se permutuji po dvojicich. Jednou z nich je dvojice hornich
zadnich rohu, které jsou uz ale také slozené. Protoze rohy se vraceji do puvodni
pozice po dvou opakovanich a ve spravné orientaci dokonce po Sesti opakova-
nich, je ziejmé, ze sexy move bude muset byt proveden dokonce v nasobku Sesti
opakovani.

Meéli bychom také podotknout, Ze otaceni spodni vrstvou nenarusuje permu-
tovani jiz slozenych rohti a hran ve druhé a vrchni vrstvé. Zaroven sexy move
ovliviiuje pouze jeden roh ve spodni vrstvé a to pravé ten, ktery se snazime slozit
(obr. [7.2).

Z hlediska vyzadovaného premistovani rohti miizeme na sexy move nahlizet
jako na lichy algoritmus — permutuje mezi sebou predni pravé rohy. Protoze na
neslozenych rozich je permutace suda a jejich orientaci ménime také po dvou
zopakovanich sexy move, ¢ekd néas sudy pocet opakovani algoritmu — odtud nam
neplyne, ze musi byt nasobkem Sesti! Po sudém poctu zopakovani sexy move
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mame tedy rohy ve spodni vrstvé na spravnych mistech a mame je i spravné
zorientované. Pokud si tento postup vyzkousime a budeme pocitat zopakovani
algoritmu, skuteéné nemusime ziskat nasobek Sesti. A zde proto ptichazi na scénu
Sesty krok.

V pripadé, ze jsme méli Stésti a trefili jsme se s poctem opakovani sexy move
do nésobku sSesti, mame pouze pootocenou spodni vrstvu (obr. . V opac-
ném pripadé musime dorovnat pocet opakovani na nasobek Sesti. Otoceni spodni
vrstvy do spravné polohy principidlné neni nutné, ale pro vétsi prehlednost je
uzitecné. Abychom dorovnali hrany a horni zadni rohy, budeme muset algoritmus
provést dvakrat, nebo ¢tyrikrat. Tim nam zistane dolni predni pravy roh na svém
misté, ovsem bude mit Spatnou orientaci. Stejné tak dopadne horni predni pravy
roh (obr. . Tyto rohy maji pochopitelné rozdilné orientace, jak jsme si mohli
precist v kapitole o orientaci kosti¢ek. Jeden roh spravime dvéma zopakovanimi,
zatimco druhy spravime ¢tyrmi zopakovanimi. To je dohromady Sest zopakovani.
Pokud proto na zbylych pozicich ovlivnénych algoritmem budou vsechny kosticky
spravné, budou spravné i po této nasi opravé rohii. Proto otac¢ime nespravné rohy
do dolni vrstvy, protoze zbylé vrstvy jsou tak uz slozené a otoceni spodni vrstvou
jim vadit nebude.
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8. Kolik rozhazeni ma Rubikova
kostka

V této kapitole se budeme bavit o po¢tu rozhazeni Rubikovy kostky a jejich
variant. Budeme tedy Tesit pocet prvki grupy permutaci Rubikovy kostky.

Pocet permutaci Rubikovy kostky a pribuznych hlavolami je dostupny z mno-
ha (vétsinou on-line) zdroju, uvedme alespon [2], [TT] [4].

8.1 3x3 kostka

Zacneme nejprve ,klasickou“ verzi, tedy 3x3x3 kosticek.

Odkéazeme se na [11], [12], [4] str. 869.

Musime si uvédomit nékolik véci, které budeme pro reseni potfebovat. Za
prvé si pripomenme, ze hlavolam se sklada z kosticek, které seskupuji nalepky do
neoddélitelnych, vzajemné nepermutovatelnych skupin. Za druhé si pripomenme,
ze kostka ma pevné stredy, ke kterym vztahujeme pozice jednotlivych kosticek.

Na kostce mame tedy dvacet kosti¢ek, které se mohou pohybovat. Jsou to
rohy, kterych je osm a hrany, kterych napocitame dvanact. Jak uz jsme si tekli
v kapitole o permutacich, rohy a hrany tvori dvé oddélené grupy permutaci.

Permutace rohti a permutace hran musi mit shodnou paritu, jak uz vime z ka-
pitoly o permutacich, zatimco orientace roht jsou zcela nezavislé na orientacich
hran. Pro nas vypocet nechame volnost ve volbé parity permutace rohii a omezime
moznosti permutaci na hranach.

Pustme se nyni do vypoctu. Zacneme permutacemi rohti. Rohti je celkem osm
a muzeme je permutovat zcela libovolné, coz nam dava celkem 8! permutaci. Hran
je celkem dvanact, ovsem mame omezeni na paritu jejich permutace, coz znamena,
ze poloha dvou hran je jednoznacéné urcena polohou ostatnich. Vzajemnym pro-
hozenim dvou hran totiz zménime paritu permutace, ale tu mame jednoznacné
urcenou paritou permutace rohii. Permutaci hran je tedy 172'

Nyni jsme rozmistili kosticky na kostce, ovsem neurcili jsme dosud jejich ori-
entaci. Zaénéme opét nejdrive s rohy. Roh mé tii mozné orientace, zaroven ale
vime, zZe soucet orientaci poc¢itano nad Zs musi byt nula. Pokud zvolime libo-
volné orientaci sedmi rohii, pak osmy roh mé uz orientaci jednoznac¢né urcenou.
To znamen4, Ze rohy miZzeme orientovat 37 moznymi zptisoby. U hran je situace
podobnad, jen hrany maji dvé mozné orientace a soucet jejich orientaci musi byt
nula nad télesem Z,. Je tedy mozno orientovat jedenact hran libovolné a posledni
hrana mé orientaci jednozna¢né uréenou. Tim ziskdvame celkem 2'' moznosti
orientaci hran.

Nyni dejme ¢isla dohromady. Rozmisténi kosticek je mozno provést celkem

8!-12!
2

tedy zhruba 9,657 - 102 zptisoby. Kazdé rozmisténi mtize mit celkem 37 -2, tedy
4 478 976 riuznych orientaci. Dohromady tedy dostavame

812 o

2
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coz je priblizné 4,325 - 10! [12] prvki grupy vSech permutaci Rubikovy kostky,
neboli stavli Rubikovy kostky.

8.2 2x2 kostka

Nyni pojdme vytesit stejnou tlohu pro kostku 2x2, tedy 2x2x2 kosticek.

O této problematice pojednavaji napriklad zdroje [11], [13].

Mohlo by se zdat, ze se bude jednat jen o rohy z varianty 3x3, ale to neni
uplné pravda.

Na 3x3 kostce jsme vztahovali pozici a orientaci vsech kosticek vzhledem ke
sttediim. Stfedy ale na 2x2 kostce nejsou a my si tedy musime najit jiny pevny
zaklad, viuci kterému budeme posuzovat pozici a orientaci kosticek. Protoze se
ale 2x2 kostka sklada pouze z rohti, musime jako pevny bod zvolit jeden z roht,
véetné jeho konkrétni orientace.

Viici tomuto pevnému rohu nyni budeme permutovat a orientovat rohy ostatni.
Jak uz vime, permutace na rozich mtze byt licha i suda. To znamena, ze zbylych
sedm roht muzeme umistit na sedm pozic, to nam dava 7! rozmisténi. U téchto
sedmi rohtt musime jesté zvolit orientaci. Stale musime mit na paméti, ze posledni
roh ma orientaci jednoznacné danou ostatnimi rohy. To znamenad, ze mizeme volit
orientace celkem 3% zpiisoby.

Pokud dame tyto vysledky opét dohromady, vychazi nam, ze grupa permutaci
2x2 kostky méa celkem

7136

coz je 3 674 160 prvku.

8.3 4x4 kostka

Vychdzime z vysledka dostupnych v [111, [14].

Poznamenejme, 7Ze stejné jako na 3x3 kostce i na 4 x4 kostce plati, Ze moznost
liché parity permutace implikuje moznost prohozeni libovolnych dvou kosticek
stejného druhu aniz bychom prohodili jiné kosticky. 4 x4 kostka méa moznost liché
parity permutace, tedy mizeme prohodit dvé kosticky. Opét existuji algoritmy,
kterymi dokazeme tohoto docilit, nebudeme je zde uvadét, protoze bychom museli
nove zavadeét znaceni tahti na veétsich kostkach, které vsak jinak nevyuzijeme.
Odkazme se napiiklad na [15] [16].

Reseni otazky po¢tu permutaci dosazitelnych na kostce 4x4 vyzaduje nékolik
novych tuvah, proto se podivame i na tuto variantu hlavolamu.

Prvni véc, nad kterou se musime zamyslet, je opét otazka, k cemu vztahneme
polohu kosti¢ek. Obdobné jako na 2x2 kostce nemame pevné stredy, ale miizeme
si zvolit jeden roh jako pevny bod.

Pokud teSime umisténi roht, jsme ve stejné situaci jako na 2x2 kostce. To
znamena, ze rohy muzeme celkem umistit (umisténim rozumime i volbu orientace)
7! - 3% zptsoby.

Zajimavé bude rozmisténi hranovych kostic¢ek, které nejsou vlastné hranami
ve smyslu hran na 3x3 kostce. Dohromady je téchto hranovych kosticek dvacet
¢tyTi. PTi otoceni vnitini vrstvou na nich dostavame permutaci s lichou paritou,
tedy jejich permutace muze mit i lichou paritu. To je dohromady 24! voleb pozic.
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Jak si dale ukazeme, toto cislo je prekvapivé koneény pocet moznosti umisténi
hranovych kosticek.

Tyto kosticky, prestoze se skladaji ze dvou nalepek, nemaji moznost volby
orientace. Jejich orientace je jednoznacné urcena jejich pozici. Hranovou kosticku
nemuzeme vratit na identickou pozici s opacnou orientaci. Toto nelze udélat do-
konce ani vyjmutim kosticky z hlavolamu a opétovnym vlozenim — konstrukce
hlavolamu to bézné neumoznuje, coz ovsem nebrani provadéni vsech myslitelnych
taht.

Poslednim typem kosticek na 4x4 kostce jsou stiedy, které nejsou pevné.
Brano v poradi od nejmensich rozmeért hlavolamu se poprvé setkdvame s kos-
tickami, které jsou nerozlisitelné. Pro permutaci stfedii plati, Ze mtuze byt suda
i licha, ale parita permutace stfedii se musi shodovat s paritou permutace roht.
To vyplyva z poznatku, ze pri otoceni vnéjsi vrstvou permutujeme rohy i stredy
v permutaci s lichou paritou. Pti otoceni vnitini vrstvou permutujeme stredy
v permutaci se sudou paritou a rohy se nepermutuji, takze jejich permutace pti
tomto tahu ma také sudou paritu. Dohromady je sttedii dvacet ¢tyfi, coz znamena
celkem %4! voleb pozic. Pro nés jsou ovsem stfedy stejné barvy nerozlisitelné, proto
se nam vsechny permutace stejné barevnych stredu jevi stejné. Barev je celkem
sest. Konecny pocet umisténi stredu je tedy nakonec

224l

P
54

[\

S

Z této rovnosti je ztejmé, ze bychom neudélali chybu ve vysledku, pokud bychom
neuvazovali, ze permutace stfedi musi mit paritu shodnou s permutaci rohiu.
Pokud dame vsechna cisla dohromady, dostavame se k celkovému poctu

|
7!-36-24!~2i"
4167

coz dava priblizné 7,4012 - 10%° [14] rozliitelnych moZnosti.

8.4 5x5 kostka

Podivame se jesté na tuto variantu hlavolamu.

Je mozné Cerpat informace napriklad z [11], [17].

Prestoze tato varianta neprinasi uz nic nového, mizeme ji vyuzit jako shrnuti
poznatkl a nastin toho, jak bychom urcovali pocet permutaci na jinych podob-
nych hlavolamech.

I na 5x5 kostce plati stejna souvislost mezi moznostmi prohozeni kostic¢ek
a moznosti liché parity kosticek jako na 4x4 kostce. 5x5 kostka nemiize mit
lichou permutaci. Odkézat se mizeme na [18] [19]

Na této kostce mame pevné stredy. To znamend, ze polohu kosticek vztahu-
jeme vici témto stredim, nikoliv vici zvolenému rohu.

Rohy tedy miizeme umistit opét 8! - 37 zptisoby, jako na kazdé kostce lichych
rozmert.

Déle se podivame na hranové kosticky. Na 5x5 kostce, stejné jako na kazdém
hlavolamu lichych rozmért, mame ,skutecné“ hrany, tedy prostiedni hranové kos-
ticky tvorici hranu. Tato hrana ma volitelnou orientaci. Déle jsou zde ostatni
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Obrazek 8.1: Pyraminx

hranové kosticky, fikejme jim treba kfidlové hrany. Tyto kiidlové hrany, jak uz
jsme si Tekli u 4x4 kostky, nemaji volitelnou orientaci.

Hran je na kostce 5x5, stejné jako na kazdé kostce lichych rozmért, dvanact.
Jako na kazdé kostce lichych rozmeéru také plati, ze se musi shodovat parita
permutace rohll s paritou permutace hran. To ndm dava tedy

172!.211
2

moznosti, jak umistit hrany.

Ktidelnich hran se vyskytuje celkem dvacet ¢tyti. U kostek vétsich rozmért
se kiidelni hrany vyskytuji rizné daleko od nejblizsitho rohu a tuto vzdélenost
nemuzeme meénit, tedy existuji skupiny rtznych typtu kosticek, z nichz kazda
obsahuje dvacet ¢tyti kosticek. Tyto kosticky se daji rozmistit celkem 24! zptsoby.

Déle se podivejme na stredové kosticky. Nebudeme Tesit pevné stredy, ale
ostatni stredové kosticky. Tyto stfedy nejsou mezi sebou permutovatelné libo-
volné. Na 5x5 kostce mame stredy ,kiizové“ mezi pevnym stfedem a hranou,
kterych se vyskytuje dvacet ¢tyri. Dale mame stredy ,rohové”, které nalezneme
mezi pevnym stfedem a rohem. Téch se vyskytuje také dvacet ¢tyri. Tyto typy
stfedit nemtizeme zaménovat - ,,rohovy® stfed bude vzdy ,rohovy“ a ,kiizovy“
vzdy ,krizovy“. U obou mnozin plati, ze se v nich vyskytuje kazdéa kosticka ve
¢tyrech identickych prvcich. To znamena celkem

241042
(i)
rozmisténi vsech stred.
Dohromady méame tedy na 5x5 kostce

12! 241\ 2
1.27.941. 220 .ol [ 27
S1.37.241 5 2 (4!6)

moznosti rozmisténi, tedy priblizné 2,8287 - 107 [17].

8.5 Pyraminx

Podivejme se jesté na jeden pribuzny hlavolam Rubikovy kostky. Tim je py-
raminx, ktery ma tvar pravidelného ¢tyrsténu. Jedna sténa tedy neni ¢tverec, ale
trojuhelnik.
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Na poznatky z této Casti se muzeme odkazat napiiklad na [20].

Také na pyraminxu plati stejna souvislost mezi moznostmi prohozeni kosticek
a moznosti liché parity kosticek jako na 4x4 kostce a 5x5 kostce. Popis postupt
muzeme nalézt naptiklad v [21]. Protoze jeden tah na pyraminxu je sudd permu-
tace, je kazdy tvar pyraminxu suda permutace.

Pyraminx je obecné povazovan za jednodussi hlavolam oproti Rubikové kostce.
Mnoho principu je vsak podobnych, ne-li stejnych. Avsak tento hlavolam mé&
oproti kostce néktera sva specifika.

Pyraminx ma specifické nékteré typy kosticek. Podobné jako kostka ma pyra-
minx hrany, které se skladaji ze dvou nalepek.

Co ma pyraminx specifické, jsou jeho ,stredy®, které maji pevnou pozici, jako
na kostce, ovsem skladaji se ze tfi nalepek a maji volitelnou orientaci.

Déle zde jsou ,Spicky“, které jsou pevné navazany na stredy, dalo by se Tici,
ze jsou soucasti ,,stfedi”, ovSem maji opét volitelné orientace. Tyto ,Spicky® se
skladaji ze tTi nalepek.

Kolik riiznych tvart tedy miize mit pyraminx, tento trochu specificky hlavo-
lam?

Podivejme se nejprve na ,stredy*. Pevnym bodem jsou pouze pozice ,stredu”,
nikoliv vsak jejich orientace. To znamena, ze kazdy z téchto ,stfedi* muzeme
orientovat jednim ze tif zptisobtt. To d&ld 3* moznosti.

Pak zde jsou Spicky, jejichz pozice je pevnd vici sttedim. OvSem miizeme je
opét kazdou orientovat jednim ze ti{ zpiisobtt. To dava opét 3* mozmost.

Nakonec hrany, kterych je celkem Sest, muzeme permutovat v jakékoliv sudé
permutaci. Coz znamena, ze pozice dvou hran jsou jednoznac¢né urceny zbylymi
hranami. To znamena %! moznosti rozmisténi.

Déle kazda hrana miize mit dvé rtizné orientace. Ale orientace jedné hrany je
jednoznacné urcena ostatnimi hranami. TakZe orientaci mtiZeme volit z 2° zpi-
sob.

Dohromady miuzeme tedy na pyraminxu ziskat

6!

34_34_7'25
2

ruznych tvari, coz je 75 582 720 [20].
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9. Bozské déislo

V této kapitole volné parafrazujeme ¢lanek [22]. Nékteré informace najdeme i
v [4], str. 875.

Bozské cislo hlavolamu vyjadiuje minimalni pocet tahi, ktery je potieba k vy-
feseni jakéhokoliv fesitelného tvaru tohoto hlavolamu.

Nékteré tvary jsou pochopitelné resitelné mnohem mensim poc¢tem taht, nez
jaky udéva bozské cislo.

Pojdme si nyni povédét, jak se toto ¢islo hledalo pro Rubikovu kostku.

Poznamenejme, ze toto c¢islo také zavisi na definici pojmu tah. V této praci
jsme za tah povazovali (a i naddle budeme povazovat) otoceni vnéjsi vrstvy o 90°,
180° nebo 270°. Pritom bézna praxe je, ze se za jeden tah povazuje i otoceni
prostfedni vrstvou. Jiny pfistup je ten, ze tahy o 180° povazujeme za dva tahy.
Tahem se tedy rozumi jen otoceni o vnéjsi vrstvy o 90° v libovolném sméru.

P1i rychlostnim skladani je zpravidla pouzito mnohem vice tahti, nez jaké je
bozské cislo. Duvod je ten, ze uz jen najit nejkratsi mozné reseni daného tvaru
je pro clovéka velmi obtizné. Dokonce natolik, ze ma smysl soutézit v hledani
nejkratsiho feseni libovolného tvaru.

V roce 1981 David Singmaster odhadl bozské ¢islo Rubikovy kostky na 20. Ne-
existoval vsak zadny dtikaz, Ze je tomu skutecné tak.

Vzhledem ke slozitosti nalezeni nejkratsiho feseni libovolného tvaru a pre-
devsim existenci obrovskému poctu téchto tvart, jak jsme si uz ukazali, nebylo
mozné prozkoumat vsechny tvary (tedy resit problém hrubou silou).

Bozské cislo se tedy zacalo postupné odhadovat. Pro horni odhad tohoto cisla
je naptiklad mozné pouzit nékterou z presné definovanych metod feseni a pro-
zkoumat, jaky pocet tahti bude potreba k vyreseni tvaru, pri jehoz feseni touto
metodou budeme nuceni pouzit vzdy nejvétsi pocet tahi pottebnych k provedeni
kazdého kroku. Pro dolni odhad lze pouzit nalezeni néjakého tvaru, o kterém
dokazeme, Ze jej nelze fesit na méné nez urcity pocet tahi.

Na pocatku osmdesatych let byl s pomoci Thistlewaiteho metody ziskan horni
odhad 52 [4]. Jiz zminovany David Singmaster se v roce 1980 zaslouzil o dolni
odhad o hodnoté 18.

Velky posun dale zaznamenal v roce 1995 Michael Reid. Ten posunul dolni
odhad do hodnoty 20 a horni odhad snizil na hodnotu 29.

V roce 2008 dokazal snizit dolni odhad Tomas Rokicki na hodnotu 25. Za-
calo byt jasné, ze k vypoctu bozského ¢isla jiz muze dostacovat vypocetni ka-
pacita pocitaci. Ve stejném roce pak ve spolupraci se spolecnosti Sony Pictures
Imagework, ktera poskytla vypocetni kapacitu svych pocitact, dokdzal Rokicki
posunout horni odhad dokonce na hodnotu 22.

Jen o dva roky pozdéji spolecnost Google poskytla vypocetni silu svych su-
perpocitacti k vyrazeni moznosti existence tvarti, na které je potfeba minimalné
21, nebo 22 taht. Tim se horni odhad posunul na hodnotu 20 [12 22], tedy
stejnou jako dolni odhad. Tim bylo bozské ¢islo legendarniho hlavolamu konecné
nalezeno.
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10. P¥iklady

V této kapitole se podivime na nékteré zajimavé i nahodilé tvary Rubikovy
kostky, které mohou i nemohou byt resitelné.

10.1 Je kostka slozitelna?

V této ¢asti budeme na zakladé poznatkti uvedenych v predeslych kapitolach
posuzovat, zda je mozné uvedeny tvar Rubikovy kostky vytesit (nebo ho dosah-
nout). Resitelnost tvaru a dosaZitelnost tvaru jsou vlastné ekvivalentni pojmy,
protoze k feseni tvaru muzeme pouzit jen opacny postup, nez jaky vedl k dosa-
zeni tvaru.

Podivame se na priklady z obrazku postupné.

Piiklad neni piilis slozity na zorientovani se. Vidime, Ze se tento tvar lisi
od slozeného tvaru jen v hranach horni a spodni vrstvy. Navic tyto hrany jsou na
spravnych pozicich, jen Spatné orientovany. To znamend, ze nebudeme mit takové
problémy jako tfeba neexistujici kosticky (tedy, néco co budeme dale nazyvat
nematematickymi chytdky, o nichz se bavime v prvni kapitole o fesitelnosti). Jak
uz jsme tikali, kosticky nejsou permutované, takze jediny problém, ktery muze
nastat, musime hledat v orientacich. Mame celkem osm Spatné orientovanych
hran, coz znamend, ze soucet orientaci hran (samoziejmé nad télesem Zs) je 0.
Tento tvar je tedy resitelny.

Priklad je opét dobfe prehledny. Mame vlastné pouze permutovany
sttedy. Problém ovsem je, ze stredy povazujeme za pevny bod hlavolamu a tedy
musime spravné popsat, jak se permutuji ostatni kosticky a jaké maji orientace.
Predchozi pohled nam alespon pomohl vyloucit pripadné nematematické chytéaky.
Podivejme se na rohy a hrany zvlast:

Nasledujici schémata vyjadiuji zobrazeni, které zobrazi slozeny tvar Rubikovy
kostky na tvar, ktery resime.

Rohy:

(UBL,0) (UBR,0) (UFR0) (UFL0) (DBL0) (DBR0) (DFR0) (DFL,)

(DFL,1) (DBL?2) (UBL,) (UFL2) (DFR2) (DBR,1) (UBR2) (UFR.1)

Hrany:

(UB,0) (UR0) (UF0) (ULO) (BLO) (BR0) (FR0) (FLO) (DB0) (DR0) (DF0) (DL0)
(DL,1) (BL,1) (UL\1) (FL,1) (DF0) (DB,0) (UB,0) (UF0) (DR,1) (BR,1) (UR1) (FR,2)

Snadno viditelné jsou samoziejmé orientace. Soucty orientaci rohii i hran

jsou 0 (samoziejmé nad télesy Zs pro rohy a Zs pro hrany).

Podivejme se nyni na permutace. RozepiSeme si permutace na jednotlivé cykly
(bez orientaci):

(UBL) — (DFL) — (UFR) — (UBL)
(UBR) s (DBL) + (DFR) v (UBR)
(UB) + (DL) + (FR) — (UB)
(UR) — (BL) — (DF) — (UD)
(UF) s (UL) — (FL) — (UF)
(BR) — (DB) + (DR) v (BR)



(b) (c) (d)
(f) (g) (h)

8)
Obrazek 10.1: Priklady

Vidime, 7Ze hrany i rohy jsou permutované v cyklech délky tri, tedy jsou obé
permutace sudé. Proto je tento tvar resitelny.

Priklad muzeme za¢it Tesit obdobné jako priklad Zjistili bychom,
ze by tvar mél byt tedy fesSitelny. To bychom se vSak dopustili chyby z nepo-
zornosti. Pokud bychom zkouseli tento tvar na kostce ziskat, velice brzo bychom
odhalili problém. Tentokrat reseni selhdva na nematematickém chytaku. VsSim-
néme si, ze na kazdém rohu je Spatna vzajemna poloha néalepek. Na zobrazeném
tvaru se tedy vyskytuje hned osm neexistujicich kosticek.

Priklad také nevypad4 prilis komplikované a skutec¢né bude jednodussi.
Nebudeme potifebovat ani schémata na jeho feseni. VSimnéme si, ze rohy jsou
zcela v poradku. Musime tedy zkontrolovat hrany. Pokud zacneme zkoumat per-
mutaci hran, zjistime, ze se hrany vyménily po dvojicich, a to tak, ze si vyménily
pozice vzdy dvé hrany lezici na kostce naproti sobé pres stied (nyni mame na mysli
je hezky vidét, protoze mame vlastné zaménéné nalepky hranovych kosticek za
barvu protilehlé stény. A barva protilehlé stény ma identickou dominanci. Podi-
vejme se tedy jesté znovu na permutace. Hran mame dvanact a vyménily se ve
dvojicich, coz znamena celkem sSest cyklt délky dva, z ¢ehoz plyne suda permu-
tace na hrandch. Identita na rozich je také suda permutace, a proto je tento tvar
resitelny.

Priklad po kontrole nematematickych chytaku zjistujeme, ze se zde ta-
kova chyba nevyskytuje. Podivejme se tedy na permutace a orientace. Snadno
je videét, ze Sest hran se vyskytuje na spravnych pozicich a ve spravné orientaci.
Dale dva rohy se vyskytuji na spravnych pozicich, ovSem ve Spatné orientaci. Na
ostatni kosticky si uz radsi udélame schéma, do kterého zahrneme i fecené rohy,
kvili orientaci:
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Rohy:

(UBL,0) (UBR,0) (UFR0) (UFL0) (DBL0) (DBR0) (DFR0) (DFL,)
(DFL2) (UFL]1) (UFR1) (DFR,1) (DBL2) (UBL?2) (UBR,) (DBR,2)

Hrany:

(UB,0) (UL0) (BR0) (FL0) (DR0) (DFJ0)
(FL0) (DF1) (UL1) (DR1) (UB1) (BR.,)

Podivejme se opét nejprve na orientace. Jejich soucet je 0, takze jsou v po-
radku. Zkusme jesté permutace:

(UBL) — (DFL) +— (DBR) — (UBL)
(UBR) — (UFL) s (DFR) s (UBR)
) = (

(UB) — (FL) — (DR) — (UB)
(UL) — (DF) — (BR) — (UL)

Vidime, Ze rohy i hrany jsou permutovany v permutacich se sudou paritou,
takze je vSe v poradku a mizeme fict, Ze tento tvar je slozitelny.

V piikladu [I0.1f] si musime dét pozor, pak zjistime, Ze se zde vyskytuje Spatny
pocet bilych a zelenych nélepek. To z toho divodu, ze v tomto tvaru méame
dvakrat hranu bilo oranzovou, kterda se vyskytuje na pozici DB a zaroven na
pozici F'R. Tento tvar je tedy neresitelny.

V prikladu je pocet barev v poradku a neni zde zadna kosticka seskupena
z jiné mnoziny néalepek, nez z jakych ma byt. Avsak jeden z rohu se zde vyskytuje
se Spatné vzajemné usporadanymi nalepkami. Je to roh na pozici DF L, ktery
je bilo-¢erveno-modry. Spravné poradi barev ve sméru hodinovych rucicek pri
pohledu zpiima je bild-modra-cervena, na obrazku je vsak bila-cervena-modra.
Tento tvar je tedy také neresitelny.

V prikladu nenalezneme zadné nematematické chytaky. Podivejme se
ale na preskupeni hran:

(UB,0) (UR0) (UF0) (UL0) (BL0) (BR,0) (FR,0) (FL0) (DB,0) (DR0) (DF0) (DL,)
(UF,1) (UL,0) (DB,0) (UR0) (FL0) (BL0) (UB,) (BR,1) (FR0) (DL1) (DR,0) (DF,1)

Vidime, ze soucet orientaci hran je 1. Tento tvar je tedy nefesitelny.

U prikladu po peclivé kontrole zjistime, Ze zde nejsou zadné nematema-
tické chytaky. Podivejme se tedy na preskupeni kosticek:

Rohy:

(UBL,0) (UBR,0) (UFR0) (UFL0) (DBL0) (DBR,0) (DFR(0) (DFL,)
(DBR2) (UBR,) (DBL1) (DFR,1) (UFL1) (DFL2) (UBL,1) (UFR,)])

Hrany:

(UB,0) (UR,0) (UF0) (UL0) (BL0) (BR,0) (FR,0) (FL0) (DB0) (DR0) (DF0) (DL,)
(FL,1) (UB¢1) (BL¢a1) (UL,1) (DR,1) (DB,0) (UR0) (DF1) (UF0) (FR1) (DL,0) (BR,2)

Vidime, ze orientace jsou v poradku. Podivejme se nyni poradné na permutace.
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(UBL) — (DBR) — (DFL) — (UFR) — (DBL) — (UFL) — (DFR) — (UBL)
(UBR) — (UBR)

(UB) — (FL)— (DF)+— (DL) — (BR) — (DB) — (UF) — (BL) —
— (DR) — (FR) — (UR) — (UB)
(UL)— (UL)

Vidime, ze mame jen cykly liché délky, coz znamena sudé permutace pro oba
typy kosticek. Tento priklad je tedy reSitelny.

V prikladu nejprve zjistime, ze zde nejsou zadné nematematické chytaky.
Podivejme se tedy dale. Za povsimnuti bude stat urcité chovani roht:

(UBL,0) (UBR,0) (UFR0) (UFL0) (DBL0) (DBR0) (DFR0) (DFL))
(UBR,0) (DBL2) (DFR,1) (DFL1) (DBR]1) (UFL0) (UBL1) (UFR2)

Vsimnéme si, Ze soucet orientaci je 2, tedy tento tvar je nefeSitelny.

10.2 Pojdme si kostku slozit

V této casti si prozradime feseni jednoho vybraného tvaru, o kterém uz vime,
ze je Tesitelny. Je jim priklad [I0.1i

K nékterym jinym uvedenym tvarim a ke spousté dalsich zajimavych tvart
nalezneme feseni v [23], proto je zde nebudeme rozepisovat.

Uvedme si zde jako ptiklad pouziti sexy metody FeSeni piikladu [10.1i

Pro snadnéjsi sledovani postupu si muzeme kostku zamichat témito tahy
(kostka je oto¢end bilou sténou nahoru a ¢ervenou dopredu):

RF2D'L2U'F2R2F2DL2R2F'D'UB'L' F2L' D2

Mzeme postup pozorovat ve webové aplikaci: https://tinyurl.com/yb7kzchb|

Nejprve si poskladejme bily kiiz, k tomu se miizeme dopracovat pouzitim tahti
BFLB2UFU.

Déle si slozme tii hrany ve druhé vrstvé. Otocime si za tim tucelem kostku zlu-
tou sténou nahoru a oranzovou dopredu. Poté pouzijeme tahy FUF'RU2R'LUL'.

Nyni slozme tfi rohy spodni vrstvy, nejprve si pootoc¢ime kostku tak, abychom
méli zlutou sténu nahote a modrou vpredu. Pak pouzijeme tahy UD’. Poté na-
sleduje pétkrat sexy move, tedy

(RUR'U")(RUR'U)(RUR'U)(RUR'U")(RUR'U).

Déle si pomtuzeme tahem D2 a opét provedeme sexy move: (RUR'U’).

Pak jen oto¢ime spodni vrstvu tahem D’

Reseni zbytku hran je v tomto pifpadé velice jednoduché, pouzijeme tahy
RU'R'F'U2FU2.

Nyni vyfesme zbylé rohy. Za tim tcelem si oto¢ime kostku opét bilou sténou
nahoru a cervenou sténou dopredu.
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Poté budeme stiidave otacet spodni vrstvou a provadét sexy move v nasledujici
posloupnosti tahii:

D/

(RUR'U")

D

(RUR'U")

D2

(RUR'U")(RUR'U")(RUR'U’)

D2

(RUR'U)

D

(RUR'U)(RUR'U")(RUR'U")(RUR'U")

D/

(RUR'U")(RUR'U’)

Bohuzel jsme neméli stésti, takze musime doresit problém sSpatné orientace
dvou rohti. Otoc¢ime si proto kostku zelenou sténou nahoru a cervenou sténou
dopredu a provedeme nasledujici tahy:

(RUR'U)(RUR'U")

D

(RUR'U")(RUR'U"RUR'U")(RUR'U")

D/

Nyni je kostka uz slozena.
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