UNIVERZITA KARLOVA V PRAZE
MATEMATICKO-FYZIKALNI FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Pavel Podbrdsky

Jemné vlastnosti sobolevovskych funkeci

Katedra: Katedra matematické analyzy
Vedouci diplomové prace: Prof. RNDr. Jan Maly, DrSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematicka analyza



Dékugi Prof. Janu Malému za trpélivé vedeni prace a za mnoho cennych
rad a pripominek, bez kterych by tato prace nemohla vzniknout.

Dékuji také Mgr. Robertu Sdmalovi za poskytnuti maker, kterd mi po-
mohla s elektronickou sazbou prace.

Prohlasuji, ze jsem svoji diplomovou praci napsal samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych pramenu. Souhlasim se zapijcovanim prace.

V Praze dne 16.4.2004
Pavel Podbrdsky

//'

&//ch //V c C(/M {/ / g



Obsah

. Uvod

. Definice a znacdeni

2.1 Zéakladni definice a tvrzeni .
2.2 Lorentzovy prostory

. Newtonovské prostory

3.1 Horni gradient .

3.2 Newtonovské prostory .

3.3 Poincarého nerovnost . oo
3.4 Hustota lipschitzovskych funkei

. Coarea vlastnost

4.1 Poincarého nerovnost a Riesziiv potencial
4.2 Lebesgueovské body
4.3 Coarea vlastnost .

. Literatura

12
16

16
21
29
31

38

38
41
49

93



Nazev prace: Jemné vlastnosti sobolevovskych funkci
Autor: Pavel Podbrdsky

Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové préace: Prof. RNDr. Jan Maly, DrSc.
E-mailova adresa vedouciho: maly@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: V praci se zabyvame bodovymi vlastnostmi sobolevovskych funkci mezi met-
rickymi prostory. Definujeme newtonovské prostory N7« (X B) funkci definovanych na
metrickém prostoru X s hodnotami v redlném Banachové prostoru B a s hornim gradien-
tem v Lorentzové prostoru L, ,(X) a zkoumame jejich vlastnosti. Pfedpokladame, Ze na
metrickém prostoru X je dana doubling mira m. Ukazujeme, Ze prostor N't»e(X B) je
Banachtiv a ze za jistych dodate¢nych predpokladi je pro p > ¢ mnozina lipschitzovskych
funkei z X do B hustou podmnozinou N%I»¢(X B). V tomto piipadé dokazujeme odhad
pro kapacitu mnoZziny nelebesgueovskych bodt funkci z NVt»e(X | B). Ukazujeme pak, Ze
funkce z prostoru NV Em1( X B) maji precizni reprezentanty a Ze tyto reprezentanty maji
lebesgueovské body /ﬁ,n-skoro vSude v X. Z platnosti (1, p)-Poincarého nerovnosti na pro-
storu X pro néjaké p < m (resp. pro p = m za dodatecnych predpokladi na prostor X)
odvozujeme m-coarea vlastnost pro precizné reprezentovana zobrazeni u : 2 C X — Y,
kterd maji horni gradient v prostoru L,,(£2). To zlepSuje vysledky z ¢lanku [M1]. Navic
jako disledek dostavame, Ze lezi-li funkce u v prostoru NVEm1 pak existuje jeji precizni
reprezentant a ten pak spliuje m-coarea vlastnost.
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Abstract: In this thesis, we investigate pointwise properties of Sobolev functions between
metric spaces. We define the Newtonian spaces N 74 (X B) of functions defined on the
metric space X with values in some real Banach space B and with upper gradient in the
Lorentz space L, ,(X), and study their properties. We assume that the metric space X is
equipped with a doubling measure m. We show that the space NbIve(X B) is a Banach
space and, under some additional assumptions, that the set of Lipschitz functions is dense
in Nbva (X B) for p > ¢. In this case we prove an estimate for the capacity of the set
of non-Lebesgue points of functions from N »¢(X B). Further, we show that functions
from the space N1 (X B) have precise representatives and that these representatives
have Lebesgue points ﬁm-almost everywhere in X. Assuming that the (1,p)-Poincaré
inequality on the space X holds for some p < m (or for p = m under some additional
hypotheses on the space X) we show that the m-coarea property is satisfied for precise
represented mappings u : @ € X — Y with upper gradient in the space L,, (). This
improves results from the article [M1]. In addition we show as a consequence that any
function u from the space N'Fm! has a precise representative and this representative
satisfies the m-coarea property.
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1. Uvod

Véta o zaméné proménnych v Lebesgueové integralu je jednim ze zakladnich néstroji
matematické analyzy. Pfipomeiime jednu z nejjednodussich verzi. Necht 2 C R" je ote-
viend mnozina a nechf u : Q — R™ je prosté regularni zobrazeni (tj. zobrazeni, které je
spojité diferencovatelné a jehoZ Jacobiho matice Ju je v kazdém bodé = € § regulérni).
Pak u je C'-difeomorfismus a u(2) je oteviend podmnozina R". Je-li g : u(£2) — R neza-
porné lebesgueovsky méfitelna funkce, pak funkce g o f je lebesgueovsky méfitelna na €2
a plati

[geu@u@lde= [ () dy 1)

za predpokladu, ze alespon jeden z integrald ma smysl (|Ju(x)| zde znaci absolutni hod-
notu determinantu Jacobiho matice funkce u v bodé x). Ozna¢ime-li f = g o u, miZeme
vztah (1) prepsat na

[ f@lu@lde = [ fouy)dy )

Tato verze formule o zdméné proménnych nadm umozhuje zavést na otevienych pod-
mnozinach Q ¢ R* kiivé“ soutadnice a integrovat podle nich. Vztah (2) lze zobecnit
v nékolika smérech. Cilem je zmirnit pfedpoklad prostoty a regularity zobrazeni u a do-
volit zdménu proménnych mezi prostory riznych dimenzi.

Jednim ze zobecnéni vztahu (2) je nasledujici véta, kterou zde formulujeme pro
lipschitzovskou zaménu proménnych a jejiz dikaz lze v této obecnosti najit v knize F,
3.2.3].

Véta 1.1. (Area formule)  Necht Q C R" je oteviend mnoZina, E' C §) lebesgueovsky
méFitelnd mnozina a u : Q — R (d > n) lipschitzovské zobrazeni. Necht f : Q — R je
lebesgueovsky meéritelna funkce. Pak

/Rd En;( f(x) d?—ln(y):/Ef(x) Jou(z)|de, (3)

Y)

ma-li integral na pravé strané smysl.

Zde H, je Hausdorffova mira (jejiz definici uvadime ve 2. kapitole) a J,u zde znaci
multivektor determinanti véech n x n minorit Jacobiho matice vSech parcialnich derivaci
zobrazeni u. Piipomenme, Ze zobrazeni u je lipschitzovské a je tedy skoro vsude diferen-
covatelné. Vyraz |J,u(z)| zde znaci eukleidovskou normu multivektoru J,u v bodé x.

Vztah (3) ndm umozije integrovat pfes n-rozmérné ,kiivé“ podmnoziny d-rozmér-
ného prostoru (d > n), tedy napt. pocitat jejich n-rozmérnou miru (v ptipadé f=1).

Druhé viznamné zobecnéni vztahu (2) je véta, kterou také formulujeme v obecnosti
lipschitzovské zamény proménnych a jejiz ditkaz v této obecnosti lze najit v knize [F,
3.2.12] (pficemz piipad d = n je zahrnut ve vete 1.1).




Véta 1.2. (Coarea formule)  Necht Q2 C R je oteviena mnozina, E C ) lebesgueovsky
méfitelnd mnozina a u : Q — R (d < n) lipschitzovské zobrazeni. Necht f : Q — R je
lebesgueovsky meéritelna funkce. Pak

/Rd (/Enu_l(y) f(z) dHn—d@)) dy = /Ef(x)|Jdu($)|dx, (4)

ma-li integral na pravé strané smysl.

Vztah (4) nam umoziuje rozdélit n-rozmérnou integraci na mnoziné E. Nejdrive
integrujeme funkci f pies troviiové mnoziny zobrazeni u podle (n — d)-rozmérné miry
a vysledek pak integrujeme podle d-rozmérné miry na oboru hodnot zobrazeni u. Pozna-
menejme, Ze Fubiniova véta pro Lebesgueovu (n-rozmérnou) miru je specidlnim pripadem
vztahu (4), stadi volit zobrazeni u jako kanonickou projekci R" — R%.

Dalsi souvisejici tvrzeni je nerovnost Eilenbergova typu, viz [E]. V naSem obecném
ptipadé m nemusi byt pfirozené ¢islo. Diikaz nasledujici véty plyne z [F, 2.10.25, 2.10.26]

Véta 1.3. (Eilenbergova nerovnost) Necht Q@ C R" je oteviend mnozina, E C (2
lebesgueovsky métitelnd mnozina a u : Q@ — R? lipschitzovské zobrazeni. Necht f : Q@ — R
je nezdporna lebesgueovsky méritelnd funkce. Necht m € [1,n] je redlné cislo. Pak

a(n —m)

(] @) dH @) ) < A f@)va@m s, )
R Enu=1(y) a(n) E

kde

7rs/2

)= Fi v s/

Pfirozenou otazkou je, pro jakou t¥idu zobrazeni w vztahy (3), (4) a (5) zustavaji
v platnosti. Zajimame se o sobolevovské funkce, tj. funkce, které maji vSechny slabé
parcialni derivace (tj. parcidlni derivace ve smyslu distribuci) reprezentovatelné lokalné
integrovatelnymi funkcemi (a pro které tedy lze definovat Jacobiho matici a gradient
pomoci téchto slabych derivaci). Je dobfe znamo, ze ovéfeni platnosti vztahi (3), (4)
a (5) lze redukovat na mnoziny E nulové miry. Pro m = n < d dostavdme tzv. Luzinovu
N-vlastnost: je-li £,(E) = 0, pak H,(u(E)) = 0. (Zde L, (F) znaci n-rozmérnou Lebes-
gueovu miru mnoziny E.) V obecném piipadé dostavame tzv. m-coarea vlastnost. Necht
1 < m < n je realné ¢islo. Rekneme, Ze sobolevovskd funkce u : @ C R" — R?¢ spliuje
m-coarea vlastnost v €, pokud pro kazdou mnozinu £ C €2 nulové Lebesgueovy miry
a pro H,,-skoro viechna y € R? plati H,,_,(ENu~"(y)) = 0. Nasledujici véta je dokdzand
v [M1, 2. kapitola], je zaloZena na vysledcich dokdzanych v knize [F].

Véta 1.4. Necht ) C R" je oteviend mnozina, E C Q lebesgueovsky méritelna mnozina
au: Q) — R sobolevovska funkce spliiujici m-coarea vlastnost. Necht f : 2 — R je
nezaporna lebesgueovsky meéritelna funkce. Pak

(a) je-lim =n < d, plati vztah (3).
(b) je-lim = d < n, plati vztah (4).
(¢) je-lim € [1,n] redlné cislo, plati vztah (5).



Danou problematikou v R" se kromé knihy [F] zabyvaji napf. ¢lanky [Hal], [KKM],
[M2], [MM], [MSZ] a [VP]. V obecnosti lipschitzovskych zobrazeni mezi metrickymi pro-
story studuje danou problematiku ¢lanek [AK]. Roli mér na defini¢nim oboru i oboru
hodnot zobrazeni u hraji Hausdorffovy miry danych dimenzi.

Jednim z cili této prace je studovat danou problematiku v metrickych prostorech
pro sobolevovské funkce. N&§ kontext je odlisny od élanku [AK]. Divodem je, ze pro
teorii Sobolevovych prostori je Gi¢elné studovat metrické prostory, na nichz je pevné dana
referenéni mira m (vétSinou s doubling vlastnosti) jako dodatecna struktura. To umoznuje
aplikace pro védhové prostory, variety, Carnotovy-Carathéodoryovy prostory atd. (vice
o aplikacich v téchto prostorech viz [HaK]). Pro coarea vlastnost je pak prirozené uvazovat
Hausdorffovy miry skdlované kodimenzi. Jak je ukdzano v [M1, kapitola 13], vztahu (5)
lze dat rozumny smysl (je potfeba najit interpretaci pro vyraz |V f|) a ukazuje se, zZe
i v této obecnosti dostavame zajimavé disledky m-coarea vlastnosti.

Nastinénou problematikou se zabyvéa c¢lanek [M1], kde jsou vysledky odvozeny za
predpokladu platnosti (1,1)-Poincarého nerovnosti na defini¢cnim oboru funkce u a za
predpokladu, Ze funkce u je precizné reprezentovana (pro definice lze nahlédnout do
2. kapitoly). V této préaci vysledky z ¢lanku [M1] odvozujeme za slabsiho predpokladu
platnosti (1, p)-Poincarého nerovnosti na defini¢nim oboru funkce u pro nékteré p < m
(resp. pro p = m za dodateénych pozadavki na kvalitu metrického prostoru X). Navic
za jistych predpokladi ukazujeme existenci precizniho reprezentantu funkce u, ktery pak
m-coarea vlastnost spliuje.

Dalsim z cilii této prace je zavést a zkoumat vlastnosti newtonovskych prostori funkei
definovanych na metrickém prostoru X, s hodnotami v obecném realném Banachové pro-
storu a s hornim gradientem lezicim v Lorentzové prostoru L, ,. Newtonovské prostory
tvori jeden z moznych pristupt k definici Sobolevovych prostorti v metrickych prosto-
rech. Tento piistup se objevuje v ¢lanku [S], kde je vSak dand problematika studovana
pouze pro pripad funkei s hodnotami v R a s hornim gradientem lezicim v Lebesgueové
prostoru L,. Newtonovskymi prostory s hodnotami v Banachovych prostorech a s hornim
gradientem lezicim v prostoru L, se zabyva napft. ¢lanek [HKST]. Vétsinu tvrzeni lze
pouzitim analogickych metod zobecnit i na nas pripad, zejména v piipadé p > ¢. Existuje
nékolik dalsich moznosti, jak definovat Sobolevovy prostory v metrickych prostorech, viz
napi. [C], [Ha2], [HeK2]. Tyto moznosti obecné vedou k riiznym prostoriim, nicméné za
uréityeh dodateénych podminek na metricky prostor X déavaji stejny vysledek, viz [S].

Ve 2. kapitole zavadime zékladni znaceni a uvadime zakladni véty, které budeme
pouzivat. V oddilu 2.2. definujeme Lorentzovy prostory (s hodnotami v Banachové pro-
storu) a uvadime zékladni tvrzeni potfebna pro praci s nimi. Ve 3. kapitole se zabyvame
newtonovskymi prostory. N&§ pristup zobechuje priistup k dané problematice zvoleny
v ¢lanku [S]. V oddilu 3.1 definujeme slaby horni gradient funkce u; tento pristup k
definici gradientu v metrickych prostorech méa pivod v ¢lanku [HeK2]. V oddilu 3.2.
zavadime newtonovské prostory funkei s hodnotami v redlném Banachové prostoru a s
hornim gradientem v Lorentzové prostoru L, , a vySetfujeme jejich zakladni vlastnosti.
Dokazujeme, Ze tyto newtonovské prostory jsou Banachovy prostory. V oddilu 3.3. definu-
jeme Poincarého nerovnosti pro zobrazeni v metrickych prostorech a diskutujeme néktera
tvrzeni o Poincaré¢ho nerovnostech dokdzand v ¢lancich [HeK1], [HKST] a [KZ]. V od-
dilu 3.4. dokazujeme hustotu lipschitzovskych funkei v jisté tridé newtonovskych prostort
a jako diisledek existenci borelovsky méfitelnych reprezentantii funkef z téchto prostori.
Ve 4. kapitole se jiz zabyvame coarea vlastnosti. Pristup k feseni je podobny pristupu
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v ¢lanku [M1], za naSich slabsich predpokladi je vSak potieba znéni a diikazy nékterych
tvrzeni zna¢né modifikovat. V oddilu 4.1. dokazujeme nerovnosti vychazejici z odhadu
pro Hausdorffovu miru troviiovych mnoZin Rieszova potencidlu (viz véta 4.1 dokdzana
v [M1]) a Poincarého nerovnosti. V oddilu 4.2. se zabyvame odhadem kapacity mnoziny
nelebesgueovskych bod funkei z newtonovych prostortt N ra p > ¢. Déle jako disledek
ukazujeme, ze funkce z prostoru NEm1 maji reprezentanty s lebesgueovymi body H,,-
skoro viude. V oddilu 4.3. pak sméfujeme k odvozeni finalniho vysledku prace — platnosti
m-coarea vlastnosti pro tyto ,dobré“ reprezentanty funkci z prostoru N LLm



2. Definice a znacdeni

2.1. Zakladni definice a tvrzeni

Mirou rozumime vnéjsi borelovsky reguldrni miru; pokud je navic lokdlné konecna,
nazveme ji borelovskou mirou. V celé praci predpokladame, ze X je metricky prostor
s doubling mirou m, tj. pfedpokladame, ze m je borelovskd mira a existuje konstanta
D takova, ze

m(B(z,2r)) < Dm(B(z,r)) (6)

pro kazdy bod z € X a pro kazdé r > 0. Konstantu D nazyvame doubling konstantou
miry m. Vztah (6) budeme ¢asto pouzivat bez zbytecného upozornovani. Déle predpo-
kladame, ze

C, = inf m(B(z,1)) > 0. (7)

zeX

Jelikoz na prostoru X existuje doubling mira m, je prostor X separabilni. Dale v celé
praci predpokladame, Ze B je redlny Banachtiv prostor. Nebude-li vyslovné feceno jinak,
budeme piedpokladat, Zze p € [1,00) a ¢ € [1,00], pficemz v piipadé, Ze p = 1, predpo-
kladame také ¢ = 1.

Je-li Y metricky prostor, pak danou metriku na ném znacime dy . Budeme-li mluvit
o oteviené kouli B v metrickém prostoru Y, budeme ji vzdy chépat jako otevienou kouli
danou spolu s pevnym stiedem a polomérem (i kdyz v obecném metrickém prostoru
Y nemusi koule jednoznaéné urcovat tyto své parametry). Je-li B = B(y,r) oteviend
koule v metrickém prostoru Y, pro kazdé K > 0 znatime KB = B(y, Kr).

Rieszovym potencidlem miry g fadu o rozumime

R o R u(B(z,1)) a
I () —/0 mdr :

Riesziiv potencial miry s hustotou g vzhledem k m (tj. du = gdm) znacime IRg
(zapis IFg ma tedy smysl pro kazdou nezapornou m-métitelnou funkei q9).
Zavadime také maximalni operator

ru(B(z,r))
MEu(z) = sup ————7—5.
M) = B (B lr)

Maximalni operator miry s hustotou g vzhledem k m (tj. di = gdm) znacime MEg
(zapis MF ma tedy smysl pro kazdou nezapornou m-mefitelnou funkei g).

Vynechame-li horni index u symbolu I nebo M, predpokliddme automaticky, ze je
nekonecny, tj. I, = I3°, M, = Mg°. U symbolu ME také ¢asto vynechavame dolni index,
je-li v = 0, tedy M = MF a M = M, = Mg®.

Je-1i Y metricky prostor, definujeme m-rozmérnou Hausdorffovu miru #H,, na Y pred-
pisem

H,(E) = Jim H,(E),
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HD(E) =2y, inf{ S diam™(E;) : diam(E;) < 6,E Cc |JE; ¢,
J J

Wm/?

I'(1+m/2)
Na metrickém prostoru X definujeme také sférickou Hausdorffovu miru kodimenze ¢
predpisem

oy, =

H,(E) = lim H)(E),

d—0+
ﬂZ(E) =inf¢ > r;"m(B(z;,r;)) :r; <6, E C U B(z,7;)
J J

Budeme vyuzivat nasledujici verzi Vitaliovy pokryvaci véty, jejiz diikaz lze najit napf.
v [He, 1.2] nebo [F, 2.8.4-6] (obecnéjsi verze).

Véta 2.1. (5r-pokryvaci véta)  Necht X je metricky prostor, E C X, R > 0 a B systém
otevienych kouli v X, ktery pokryvd mnozZinu E takovy, Ze kazda koule ze systému B ma
polomér mensi nez R. Pak existuje podsystém B' C B po dvou disjunktnich kouli takovy,
ze
Ec | 5B.
BeB!

Je-li prostor X separabilni, pak je podsystém B' nejvyse spocetny.

Poznamenejme, ze druhd ¢ast tvrzeni véty 2.1 je zfejma, protoze kazdy systém po
dvou disjunktnich otevienych kouli v separabilnim metrickém prostoru je nejvyse spo-
cetny. Jelikoz v celé nadf praci predpokladéame, Ze metricky prostor X je vybaven doubling
mirou m a tudiz separabilni, budeme vzdy vétu 2.1 bez dalsiho upozornéni pouzivat ve
verzi pro separabilni prostory.

Nyni pfipomeneme nékterd tvrzeni o bochnerovské integraci v Banachovych pro-
storech. Vice detailt 1ze najit napf. v knize [DU]. Necht u : X — B je funkce. Rek-
neme, ze u je jednoduché funkce, existuji-li po dvou disjunktni m-méfitelné mnoziny
E\,E,,...,E, C X a vektory vy, v,...,v, € B takové, Ze

n
u = Z 'UiXEi.
=1

Rekneme, Ze funkce u ma esencialné separabilni obraz, pokud existuje Z C X, m(Z) =0

a pokud u(.X'\ Z) je separabiln{ (vzhledem k topologii dané normou na prostoru B) pod-

mnozina B. Rekneme, ze funkce u je slabé m-méfitelnd, pokud pro kazdé A € B je funkce

Aowu: XN — R m-méfitelna (B* zde znaci prostor dualni k prostoru B). Rekneme, Ze

funkce u je (silné) m-méfitelnd, pokud existuji jednoduché funkce u, takové, ze u, — u

bodové m-skoro viude. Podle néasledujici véty lze m-méritelnost funkce u definovat né-

kolika dalsimi zpisoby:

Véta 2.2.  Necht u: X — B. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) Funkce u je m-méritelna.

(2) Funkce u md esencidlné separabilni obraz a u ' (U) je m-méritelnd podmnozina X
pro kazdou otevienou mnozinu U C X.

(3) Funkce u ma esencidlné separabilni obraz a je slabé m-méritelna.
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Tato véta je dobfe znama (ekvivalence (1) < (3) je tvrzenim Pettisovy véty, viz napf.
[DU, I1.§1.2], implikace (2) = (3) je trividlni, implikace (1) = (2) je snadné cviceni).

Rekneme, Ze funkce u : X — B je bochnerovsky integrovatelna, existuje-li posloupnost
jednoduchych funkef u, : X — B takovych, ze ||u,||p € L1(X), ||u — un||p € L1(X) a

A

Definujeme pak pro kazdou m-méfitelnou podmnozinu £ C X (Bochnertv) integral

u(z) — u,(z)||gpdz — 0 pro n — oo. (8)

/E u(z)dr = Jim - un(z) dz,
kde integral jednoduché funkce wu, je definovany pfirozenym zpusobem. Je jednoduché
ovefit, ze tato definice nezavisi na volbé posloupnosti u, spliujici (8) a tedy Ze definice
je korektni.

Plati nasledujici charakterizace bochnerovsky integrovatelnych funkei (viz napi. [DU,
11.§2.2]).

Véta 2.3. Necht funkce u : X — B je m-méritelna funkce. Pak u je bochnerovsky
integrovatelna pravé tehdy, kdyz ||ullg € Li(X).

Necht M C X je m-méfitelnd mnozina a u : M — R integrovatelnd funkce (vzhledem
k mife m). Definujeme

Upg :fm u(z)dr = m(lM) /M u(z) dz. 9)

Je-li u : M — B bochnerovsky integrovatelna funkce, definujeme uy, = f3, u(z) dz také
vztahem (9), pFicemz integral na pravé strané chapeme jako Bochneriv.

Necht Y je metricky prostor, 2 C X oteviena mnozina a u : 2 = Y m-méfitelné
zobrazeni. Bod y € Y nazveme lebesgueovskou limitou funkce u v bodé z € 2, pokud

lim ][ dy (u(z),y)dz = 0.
B(z,r)

r—0+

Tuto skutecnost zapisujeme
L-limu(z) = y.

Tr—z

Rekneme, 7e bod z €  je lebesgueovskym bodem zobrazeni u, pokud

L-limu(y) = u(2).

Y=z
Rekneme, 7e zobrazeni u je lebesgueovsky precizni, pokud

L-limu(z) = u(z
Aimu(z) = u(2)
pro kazdé z € Q, pro které lebesgueovska limita zobrazeni u v bodé z existuje.

V celé praci bude € znacit obecnou konstantu, pouzivanou ke zjednoduseni zapisu,
kterd se mize ménit vyraz od vyrazu, dokonce na témze fadku. Zavislost konstanty C' na
dalgich parametrech bude vzdy jasné specifikovana v jednotlivych tvrzenich.
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2.2. Lorentzovy prostory

Distribuéni funkci m-méfitelné funkce u : X — B rozumime funkci u, : (0,00) —
(0,00) definovanou predpisem

us(s) = m({[[ullp > s}), 5 > 0.

Nerostoucim prerovnanim funkce u rozumime funkei u* : (0,00) — (0,00) definovanou
predpisem
u*(t) = inf{s > 0:u,(s) <t}, t >0.

Zéakladni vlastnosti nerostouciho prerovnani m-meéfitelné funkce u je vztah
L'({u* > s}) =m(||ullg > s}), s>0,

kde £' zna&i Lebesgueovu miru na intervalu (0,00), viz napf. [BS, kapitola II., (1.22)].
Funkce u* je nerostouci a pro kazdé a > 0 plati (u®)* = (u*)®. Tyto a nékolik dalsich
zékladnich vlastnosti jsou dokazany v [BS, I1.1.7]. Déle definujeme funkci u**(¢) vztahem

™ (t) = -1-/; W (s) ds.

Poznamenejme, Ze funkce u** neni totéz, co (u*)* (je zfejmé (u*)* = u* pro kazdou funkci
u). Jelikoz funkce u* je nerostouci, plati pro kazdé ¢ > 0 nerovnost u**(t) > u”(t).
Pro p € [1,00) a q € [1,00] definujeme Lorentziv prostor
L,,(X,B) = {u:X — B:u je m-méfitelnd a |[ul|,, < oo},

kde

(10)

Jednoduchym vypoctem ovétime, Ze pro kazdou m-méfitelnou podmnozinu £ C X je

P,q — (m(E))l/p' (11)

HXE

Definujme déle

00 1/q
lull = ([~ 0 @ @) at) g < o0,

0

ul|pooy = sup 77 (u™ (1)),
0<t<oo

Podle [BS, 1V.4.5] pro p > 1 pro kazdou m-méritelnou funkei u plati nerovnosti

D
Ll

H“/Hp,q < H“H(p,q) < p

Oznacme
ullz,, =llullpg p=a21,

Lp,q :||U’H(Pa(1)’ 1< P <gq.

[|u
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Pak v pfipadé p > 1 nebo p = ¢ = 1 je podle [BS, IV.4.3 a IV.4.5] || - ||, norma na
Lorentzové prostoru Ly (X, B) piicemz L, ,(X,B) spolu s normou ||- ||, tvoii Banachiiv
prostor. Poznamenejme, ze pro p € [1,00) je

Lyp(X,B) = Ly(X,B) a |[ullL,, = [lull,-

Rekneme, Ze u € Li5(X,B), pokud pro kazdé = € X existuje oteviena koule B = B(z,r
takovd, ze uxp € L, ,(X,B). V pfipadé, ze B = R, zna¢ime Lorentzovy prostory zkracen
Lp,q(X., R) = Lp,q(X) a LY¢(X,R) = LYS(X).

Vsimnéme si, Ze Lorentzovy prostory jsou definovany pouze pomoci informace o
normé ||ul|g. Je tedy vidét, ze u € L, ,(X,B) pravé tehdy, kdyz ||u||z € L, ,(X) a

)

lulle,, = I,

pro kazdou funkci v € L, ,(X,B).
Plati nasledujici zobecnéni véty o lebesgueovskych bodech.

Véta 2.4.  Necht u € LY(X,B). Pak m-skoro kazdy bod x € X je lebesgueovsky bod
funkce u. Specidlné, pro kazdy lebesgueovsky bod z funkce u vektory up, ..\ konverguji
v normé prostoru B k vektoru u(zx) kdykoliv r, — 0.

Ditkaz. Pfipomenime, Ze kazda funkce u € L'°(X,B) m4 esencidlné separabilni obraz
a Ze mira m je doubling. Diikaz pak lze vést obdobné, jako v [F, 2.9.9]. O

Lemma 2.5. Necht' p,q € [1,00) au € L, ,(X,B). Pak

o0
g =p [ 5" ()7 ds.
0

Diikaz. Nahradime-li funkci u jeji normou v prostoru B v kazdém bodé z € X, leva
ani prava strana dokazované rovnosti se nezmeéni. Mizeme ziejmé bez 1jmy na obecnosti
predpokladat, ze B = R. V tomto pfipadé je tvrzeni dokdzdno napft. v [KKM, 2.1]. O

Lemma 2.6. Predpoklidejme, Ze p > q a Ze m-méritelné podmnoziny E; prostoru X
jsou po dvou disjunktni. Necht v € L, ,(X,B). Pak

Z HUXEj
j

p
Lpg-

P < ul

Lpq =

Diikaz. Znovu lze bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze B = R. V tomto pripadé
dokazované tvrzeni plyne z tvrzeni dokdzaném v [KK, 5.1.3] (volbou ¢ = 1; pozname-
nejme, ze v knize [KK] je norma |[|-[|, , definovina vztahem dokizanym v lemmatu 2.5).
Zminéné tvrzeni v knize [KK] je formulované pouze pro pfipad X' = R" a miry absolutné
spojité vzhledem k Lebesgueové mife, nicméné argumenty v ditkazu lze pouzit i v obec-
ném pifpadé - v ditkazu je podstatnd pouze informace o distribu¢nich funkeich funkei u
a 'll/,\/[.;} . D

Nasledujici lemma je standardni a dobfe znamé tvrzeni o nerovnostech mezi normami
v Lorentzovych prostorech.
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Lemma 2.7. Necht 1 <p< P<ooal<q<Q <oo. Pak existuje C' > 0 tak, Ze pro
kazdou m-méritelnou mnozinu M C X, m(M) < oo a pro kazdou funkci u € L, ,(X,B)
plati

HUHL,,Q = CHuHqu

sl ol < Oy los.

kde konstanta C nezavisi na funkci u.

Diikaz. Prvni nerovnost plyne z [BS, 1V.4.2], z nerovnosti (12) a definice (13) normy
|| ||z, Druhd nerovnost je v poznamce za [BS. IV.4.2] formulovéana bez explicitni zavis-
losti konstanty C' na m(M). Pro iplnost tedy nerovnost ovéfime jednoduchym vypoctem.
Oznacme v = ux,y. Ztejmé pro t > m(M) je v*(t) = 0. Podle (10), (12) a (13) dostavame

dt m(M) dt
e, <C [T = [T e i+
0

m(M) dt
<Clollupe || 1777

= =
o=
s =
~l=

= CllollLp o (M)

Nisledujici lemma je dobie znamy odhad, viz [BS, 111.3.8].

Lemma 2.8. Nechtu € L'°(X), u > 0. Potom existuje konstanta C > 0 zdvisla pouze
na doubling konstanté¢ D miry m takovd, ze pro vsechna t > 0 plati

(Mu)* (1) < Cu™(2).

Definice. Necht u: X — B je m-méfitelna funkce. Definujeme operator

Nyu(x) = (M(|lullg)(2))".

Lemma 2.9. Necht 1 < p < m. Pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze pro kazdou
funkci w € L, 1(X,B) je Nyu € L, 1(X) a

INyulle,,., < Cllulle, -

L m,l —

Diikaz. Myslenka ditkazu pochazi od L. Picka. Problém lze fesit podobné, jako v [CPSS,
4.1], kde je zkoumdna obecnéjsi nerovnost. V nasem konkrétnim pripadé vystac¢ime s jed-
nodudsim postupem. Podle lemmatu 2.8 je

(Nyu)* (8) =((M][[ul[3)7)* (2) = ((M][ull5)) 7 (2) < (C([ullf)™) "7 () <

¢ 1/p
<C (—/ ('u,*)”(s)ds> :
tJo

14
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S pomoci nerovnosti (14), vztahi (10), a (13), lemmatu 2.7 a Fubiniovy véty dostdvame

1 1 t 1/1”
Nyl = [ g @a < 0 e (3 [areras) - ar=
0
1 1.9, . 119, «
ZC/O tm Y |u ||L,,([o,t]) dtSC/ tm ||, o At =

®© 1 1 to1_
=C [ tm ! (/0 sP ()ds) dt=C / tmr sp “lut(s)dsdt =

{(s,t):0<s<t}
=C [T () ([T ) ds = ¢ [T (s) ds =
=C [ smu*(s)ds = Ollullp,,,-

Z lemmatu 2.9 dostavame jako dusledek nasledujici tvrzeni.

Dusledek 2.10. Necht' 1 < p < m, 1 < q < m. Pak existuje konstanta C' > 0 takova,
Ze pro kazdou funkci u € L, ,(X,B) je Nyu € Ly, ,(X) a

INpullz,, o < Cllulle,,,- (15)

Ditkaz. Nahradime-li funkci v : X — B jeji normou v prostoru B, zadna ze stran nerov-
nosti (15) se nezméni. MiZzeme tedy predpokladat, Ze B = R a Ze u > 0. Nejprve uvazume
piipad ¢ < m. Podle Holderovy nerovnosti a definice N, je ziejmé, ze Nyu(z) > Nyu(x)
pro kazdé = € X kdykoliv p’ > p. Odtud vidime, Ze nerovnost (15) staci dokdzat pro
q < p < m. Jelikoz ¢ < m, z definice (10) a (13) normy || - ||, je ziejmé, Ze pro kazdou
m-méritelnou realnou funkei g je

gl1Z,ny = N9 L0

S pomoci lemmatu 2.9 (jelikoz 1 < p/q < m/q) dostavame

Nl |4 = ([(Mu?) P, = (M @) D)5, =

m/q,1

= Cl[ull,,

=[|(Mu?)"|[]
"‘HVLllql

Imq

< Cllul];

m/q 1 — ‘m/q,1

Imq

¢imz je ovéfena nerovnost (15). Zbyva piipad 1 <p <m =g. Pak prop =1je Nyu = Mu
a nerovnost (15) plyne piimo z dobfe zndmé Hardyho-Littlewoodovy maximalni véty (viz
napi. [BS, 111.3.10] nebo [He, 2.2]). Pro 1 < p < m (s vyuzitim tvrzeni pro p = 1)
dostavame

= Cl[ullz,,

|| Npullf,, = H([\Iu”)‘/p||’,im = ||MuP||,,,, <Cllu"|[L

m/p

Tim jsme ovérili nerovnost (15) ve viech pifpadech. O
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3. Newtonovské prostory

3.1. Horni gradient

Krivkou 7 v X rozumime spojité zobrazeni v : I — X, kde I je kompaktni realny
interval. Obraz y(I) =: |y| € X nazyvame také kiivkou v X. Koncovymi body kiivky
v : I = [a,b] = X rozumime body 7(a) a v(b). Rikdme, Ze kiivka v je prostd, pokud
zobrazeni v : I — X je prosté. Délkou kiivky v : [a,b] = X rozumime ¢islo

—-qup{Zd)\ v(a;_,) (ai)):a:a0<a1<a2<---<an_1<an=b}.

Pokud [(7y) < oo, fikame, ze kiivka 7 je rektifikovatelna. Oznac¢me I'\o.; je mnozina vSech
nekonstantnich prostych rektifikovatelnych kfivek v X. Necht F C X. Symbolem I'g
budeme znacit mnozinu vSech kiivek v € I, takovych, Ze |y|N E je neprazdnd mnozina.
Symbolem I'}; budeme znacit mnozinu vSech kiivek v € I'o.; takovych, ze H,(|y|NE) > 0.
Necht v : I — X, I = [a,b], ¥ € [',e. Pak lze definovat rostouci funkei s, : I — [0,1(7)]
predpisem

sy(€) = 1(Vlja,q)s € € [a,0].

Rekneme, Ze kiivka v € I, je parametrizovana obloukem, pokud defini¢ni obor kfivky
v je interval [0,1()] a pokud zobrazeni s, je identita na intervalu [0,[(7)]. Je zfejmé, Ze
kazdou kiivku v € ', lze parametrizovat obloukem, presnéji zobrazeni

-1
YOSy
je parametrizace obloukem krivky +.

Definice. Necht v € ', a necht g : X — R je borelovsky méfitelna funkce. Ozna¢me
v parametrizaci obloukem kiivky 7. Definujeme kiivkovy integrél [, g vztahem

1) ,
/.(1=/ g oy (t)dt,
v 0

ma-li integral na pravé strané smysl (tj. je-li kladnd nebo zaporna ¢ast funkce g o v
integrovatelna na intervalu [0,1(v)]; vSimnéme si, Ze pro nezédpornou borelovsky méfitel-
nou funkci ¢ ma integral na pravé strané vzdy smysl). Je ziejmé, ze kiivkovy integral
je definovany nezavisle na parametrizaci kiivky v. Poznamenejme, Ze podle [F, 2.10.13]

plati
/(} -—/ ) dH (
71
/ 1=Hi(]7])-

Pro vice informaci o kiivkovém integralu v metrickych prostorech lze nahlédnout napr.
do knihy [F].
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Definice. Necht I' C I'\e; je mnozina kiivek v X. Definujeme L, ,-modul mnoziny I',
ktery znac¢ime Mod, ,I', jako ¢islo

Mody, T = inf |lolf;,

pricemz infimum je pocitano pres vSechny nezdporné borelovsky méfitelné funkce p ta-
kové, ze pro vSechny krivky v € I' plati

/7 0> 1. (16)

Nezaporné borelovsky méritelné funkce g, které nerovnost (16) spliuji pro kazdou krivku
v € I' se nazyvaji pripustné pro odhad L, ,-modulu mnoziny I'. Rekneme, Ze dana vlast-
nost je splnéna pro L, ,-skoro vSechny krivky v X, pokud mnozZina vSech kfivek v € I'o,
které danou vlastnost nespliuji ma nulovy L, ,-modul. Pfimo z definice modulu mnoziny
je ziejmé, ze kdykoliv je I'y C I'y, tak je Mod, ,I'y < Mod,, ,I's.

Lemma 3.1. NechtT, C Ty, n =1,2,... aT = |J T,. Pak
n=1

o0
(Mod, , T)/? < 3" (Mod,, ,T',)"/".

n=1

Ditkaz. Necht ¢ > 0. Pak pro kazdé n € N existuje nezaporna borelovsky méfitelna
funkce p,, pfipustna pro odhad modulu mnoziny I, takova, ze

9
0nll1,., < (Mody Ta)'” + o

o0 . . v .
Funkce o = 3 o, je zfejmé piipustnd pro odhad modulu mnoziny I'. Jelikoz || - ||, je
n=1
norma na prostoru Ly ,(X), je

o0
HQ'ILP‘Q S Z ”QnHLp,q'
n=1
Dostavame

£
oD Sl < 3 el < 3 (Mody T+ 57 =

n=1

Z Mod, , T, )P e

(Mod

Limitnim pfechodem ¢ — 0 dostavame vysledek. O

Necht 7 € Teeq je kiivka a x a y dva riizné body |v|. Pak existuji jednoznac¢né urcené

body t, a t, z defini¢niho oboru krivky 7 takové, ze y(t;) = = a y(t,) = y. Symbolem
Yoy bud(*m(‘ snacit restrikci k¥ivky v na podinterval s krajnimi body ¢, a t,. Kiivku 7,

budeme nazyvat podkiivkou kiivky v s krajnimi body z a y.
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Necht Y je metricky prostor a I C R uzavieny interval. Rekneme, Ze zobrazeni
v: I =Y je absolutné spojité, pokud existuje funkce g € L,(I) takova, Ze pro kazdy
podinterval [¢,d] C I plati

dyﬁdc%uﬁﬂ)ghldg@)dt<cm.

Zobrazeni u : X — Y nazveme absolutné spojitym na L, ,-skoro kazdé kiivce (znacime
u € ACC,,), zobrazeni pokud woy je absolutné spojité na [0,(7)] pro L, ,-skoro viechny
krivky v € I'tect v X, které jsou parametrizované obloukem.

Definice. Necht Y je metricky prostor a necht u : X — Y je zobrazeni. Nezdpornou bo-
relovsky méritelnou funkei p nazveme hornim gradientem zobrazeni u, pokud pro vsechny
krivky v € It plati nerovnost

dy (u(z),u(w)) < [ o (17)
kde z a y jsou koncové body kiivky . Rekneme, Ze o je L, ,-slabym hornim gradientem
(nebo jen slabym hornim gradientem, pokud nemize dojit k nedorozuméni) zobrazeni
u, pokud je nerovnost (17) splnéna pro L, ,-skoro vSechny kfivky v € I'ieey v X. Necht
(2 ¢ X je oteviend mnozina, u : 0 — Y zobrazeni a ¢g : 2 — R nezaporna borelovsky
méfitelna funkce. Rekneme, Ze g je horni (resp. L, ,~slaby horni) gradient zobrazeni u v €,
pokud je nerovnost (17) splnéna pro vsechny (resp. L, ,-skoro vSechny) kiivky 7 € T'jee
takové, ze |y| C Q.

Lemma 3.2. Necht' I' je mnozina krivek v X. Potom Mod, ,T" = 0 pravé tehdy, kdyz
existuje nezapornd borelovsky méritelnd funkce p € L, ,(X) takovd, Ze pro kazdé v € I’

plati
[o=c
v

Diikaz. Necht je Mod,, ,I" = 0. Potom pro kazdé n existuje nezaporna borelovsky méfi-
telna funkce p, takova, ze
llQnHLp,q S 2—n

/anl-
.,

o0
0= o,

n=1

a pro kazdé v € I' plati

Pak zfejmé funkce

je nezapornd, borelovsky métitelna a plati
o€ L,,(X)a / o = oo pro kazdou krivku y € I
Y
Necht naopak existuje neziporna borelovsky méfitelna funkce o € L, (X)) takovd, Ze

pro kazdou krivku v € ' plati
/g:m.
y
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Pak jsou ziejmé funkce g, = 1/n- g pfipustné pro odhad L, ,-modulu mnoZiny I' a jelikoz
llonllz,,, = 0 pro n — oo,

je zfejmé
Mod, ,I' = 0.
O

Poznamka. Jednoduchym disledkem lemmatu 3.2 je pozorovani, ma-li zobrazeni u
L, ¢-slaby horni gradient o € L,, a je-li ¢ > 0, pak md zobrazeni u také (silny) horni
gradient o' € L, , spliijici

HQ’HLp,q —<— HQHLp,q +€'

Lemma 3.3. Necht u, : X — R je posloupnost m-méritelnych funkci a necht g €
L, ((X) je jejich spolecny L, ,-slaby horni gradient. Oznac¢me

u(z) =sup u, (),
neN

E ={z € X : u(z) = oo}
a predpokladejme, ze m(E) = 0. Pak funkce g je také L, ,-slaby horni gradient funkce wu.

Diikaz. Necht I'), C I'\et je mnozina vSech krivek v € I',., pro které neplati nerovnost
[un(z) — un(y)| < [, g (kde z a y jsou koncové body kiivky 7) a necht I' = U I',.
N

ne
Pak Mod, ,I';, = 0 pro kazdé n a podle lemmatu 3.1 je také Mod, ,I' = 0. Necht T'; je
mnozina kiivek v € T' ., které maji podkrivku v I'. Pak kazda funkce p pripustna pro

odhad L, ,-modulu mnoziny I' je piipustna i pro odhad L, ,-modulu mnoziny I'; a

Mod, ,T'; < Mod, ,T" = 0.

Necht 'y je mnozina vSech kiivek v € [ takovych, Ze

o=
v

Jelikoz g € L, ,(X), podle lemmatu 3.2 je Mod, ,I'; = 0. Kazda kfivka v € [} protina
E v mnoziné kladné jednodimenzionalni Hausdorffovy miry a tedy funkce oo - xpg je
pripustna pro odhad L, ,-modulu mnoZziny ;. Jelikoz m(E) = 0, je [|oo - xg||z,, =0
a Mod, ,I'}; = 0. Ozna¢me I'y = I'; UT, UT'. Pak podle lemmatu 3.1 je Mod, , 'y = 0.
Necht 7 € Ty \ I'p @ necht z a y jsou koncové body kiivky 7. Poznamenejme nejdrive,
7e ziejmé také kazda podkiivka kiivky 7 lezi v mnoziné I'yee \ I'g. Uvazme prvné piipad
u(z) < oo. Pak pro kazdé n je

un(y) < uale) + [

gSU(x)+/g-
.

Y
Pfechodem k supremu pies viechna n € N na levé strané dostavame
u(y) < u(x) + / g < 0
Y
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a odtud navic

uly) (@) < [ g

v
Jelikoz jiz vime, Ze u(y) < oo, miZeme stejnou ivahu provést se zaménénymi rolemi bodi
z a y. Dostaneme u(z) — u(y) < [, g a dohromady

u(@) —u()| < [ g
v

Ukazeme, ze pripad u(z) = oo neni mozny. Jelikoz kiivka «y protind mnoZinu E v mnoZiné
nulové jednodimenzionalni Hausdorffovy miry, existuje bod z € |y|\ E. Je tedy u(z) < oc.
JelikoZ v,, € Tieet \ ['g @ u(z) < oo, miZeme predchozi tvahu pouZit na kiivku 7,,
a dostaneme u(z) < oco. Tim je ditkaz hotov. [
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3.2. Newtonovské prostory

Definice. Oznaéme N“‘»¢ (X B) mnozinu viech funkef u € L, ,(X,B), které maji L, -
slaby horni gradient ¢ € L, ,(X).

~_ Mnozina NbLva (X, B) je zfejmé vektorovy prostor, protoze jsou-li o, 3 € R a uy, us €
NVEra(X,B) po fadé s L, ,slabymi hornimi gradienty o; a oo, pakﬁlnkce laloy + |Blos je
L, ,~slabym hornim gradientem funkce au, + Bu,. Pro funkci u € N 74 (X,B) oznaéme

Hullﬁl‘Lqu = ||ul|Lp,q + irglfHQHLp,q’

kde infimum uvazujeme pres mnozinu vSech L, ,-slabych hornich gradienti p funkce u.
(Podle poznamky za lemmatem 3.2 infimum vyjde stejné, uvazujeme-li ho pfes mnozinu
viech (silnych) hornich gradientii o funkce u.) Neni tézké si uvédomit, ze || - ||z1.z,, Jje
seminorma na mnoziné NbEva (X B).

Jsou-li u,v € N"'»e(X,B), oznaéime u ~ v, pokud |[u — v||51.,, = 0. Je snadné
pozorovani, ze ~ je ekvivalence na mnozing N (X, B).

Definice. Newtonovskym prostorem odpovidajicim prostoru L, ,(X,B) rozumime nor-
movany linearni prostor N»¢(X B)/ ~ a zna¢ime ho N''»¢(X B). Tento prostor
NbIra(X | B) je vybaven normou

||UI|N1'LP‘Q = HUHNLLP,Q'
V piipadé, ze B = R, zapisujeme zkracené NVIrea(X R) = N'Eva(X). Jsou-li funkce
u a v ve stejné tiidé ekvivalence prostoru NbF»e (X B), fikame, Ze funkce v je reprezen-
tantem funkce u v prostoru N'rre(X B).

Tvrzeni 3.4. Je-li funkce u € N"'»4(X,B), potom u € ACC,,.

Diikaz. 7 definice prostoru NUEra( X B) vime, Ze funkce u ma L, ,~slaby horni gradient
o€ L,,(X). Necht T je mnozina vSech kiivek v € I'rect, Pro které neplati nerovnost (17).
Pak z definice L, ,-slabého horniho gradientu je zfejmé Mod, , I' = 0. Necht I'; je mnoZina
kiivek v € I, jejichZ nékterd podkiivka lezi v I'. Pak kazda funkce pripustnéa pro odhad
L, .-modulu I je pfipustna i pro odhad L, ,-modulu I'; a tedy

Mod, ,I'y < Mod, ,I" = 0.

P\q

Necht T', je mnozina kiivek v € 'y takovych, ze

[o=cc.
v

Jelikoz o € L, ,(X), je podle lemmatu 3.2 Mod, 4 ['; = 0. Celkem podle lemmatu 3.1
dostavame Mod,, ,(I'y UTy) = 0. Je-li ¥ € Tieer \ (I'1 UT), pak v neméa zadnou podkrivku
v I' a tedy pro kazdé z,y € |vy| plati
lu(x) — ulw)lls < [ o <o
Yzy

Funkce u je tedy absolutné spojitd na kazdé kiivee 7 € Irecy \ (I UTy). O
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Lemma 3.5.  Necht funkce u € N“tva(X,B) splituje ||ul|,,, = 0 (tj. u(z) = 0 pro
m-skoro vSechna x € X ). Potom mnozina kiivek

['={v € I'teer : u(x) # 0 pro nékteré z € ||}

ma nulovy L, ,-modul.

Diikaz. Mnozina F = {z € X : u(z) # 0} m4 nulovou miru. Je
I'=Tp=THU(le\TE).
Pro mnozinu '}, mame snadny odhad
Mod, T} < [loo - xgllf,, =0

Kiivky v € (I'g \ I'}) protinaji E v mnoziné, kterd je neprazdna, ale jejiz H, mira je
nulova. Funkce u zifejmé neni spojitd (a tim spiSe ani absolutné spojitd) na zadné takové
krivce v. Podle tvrzeni 3.4 je

Mod, ,(T's \T}) = 0.

Celkem tedy s vyuzitim lemmatu 3.1 dostavame

Mod, ,I' = 0.

Snadnym disledkem lemmatu 3.5 je nésledujici tvrzeni:

Dusledek 3.6.  Pokud u, a u, jsou funkce z N"*»¢(X,B) takové, Ze ||u; — usl|y, , =0
(tj. takové, Ze u, = u, m-skoro vSude), pak u; a us patri do stejné tridy ekvivalence
v NV (XUB) (6. |Jug = ual|ji,, = 0).

Diikaz. Podle lemmatu 3.5 je funkce g = 0 L, ,-slabym hornim gradientem funkce u; —u,.
Je tedy
l|u; — ug||N1.Lpe = 0.

O

Poznamka. 7 disledku 3.6 vidime, 7e shoduji-li se dvé funkce u,uy € NVE»e(X|B)
m-skoro viude v prostoru X, pak uz nutné lezi ve stejné tiidé ekvivalence prostoru
NUEva( X B). Dilezitym predpokladem vSak bylo, Ze ob€ funkce u; a us lezi v prostoru
NUlva (X B). Je-li uy € NV (X B) a uy = uy m-skoro vsude v X, pak nemdme za-
ruceno, ze u, € N'I»a(X,B). Funkce z prostoru NbEra (X B) nelze ménit na libovolné
mnoziné nulové miry. Jak uvidime nize, kazdé dvé funkce z dané tridy ekvivalence pro-
storu NbEra (X B) se shoduji na mnoziné nulové kapacity (viz nize definice kapacity,
disledek 3.10 a poznamka za nim). Tato vlastnost tvori dosti podstatny rozdil newtonov-
skych prostorti oproti klasicky definovanym Sobolevovym prostorim v pripadé¢ X = R"
a B = R. Definice newtonovskych prostori je v tomto smyslu restriktivnéjsi.

PSRNy - N LLpa( Y
Ve zbytku prace nebudeme explicitné rozlisovat mezi funkcemi z N7 (X | B) a jejich

v . . L -
tfidami ekvivalence v N ”'q(A\,B)-
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Lemma 3.7.  Necht {0;}}2, je posloupnost borelovsky méfitelnych funkei v L, ,(X),
ktera konverguje k 0 v Ly, ,-normé. Pak existuje jeji podposloupnost {0i, }?<, a mnozina
[' C Iveet 8 nulovym Ly, -modulem takovd, Ze pro kazdou krivku v € Ty \ T’ plati

I /-:.
kg{.loyg”“ 0

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze funkce o; jsou nezdporné. Z posloup-
nosti {g;} vybereme podposloupnost (kterou budeme znaéit stejné), pro kterou plati

loillL,, < 27",
Oznac¢me
Lonn = {7 € Treer : existuje i > m : / 0; > 1/n}.
v
Funkce

o0
Ommp = T (Z Qi)
i=m

je ziejmé pripustna pro odhad L, ,-modulu mnoziny I'y, ,,. Je tedy

00 P
1\'10(111,(] Fm,n < HQm,nHZI),p‘q < n” (Z HQ'L'HL,,,(,> < np2——p(m—1). (18)
Oznac¢me o e
I'= U ﬂ I‘m,n
n=1m=1

Z nerovnosti (18) a z lemmatu 3.1 je zifejmé, Ze
Mod, ,I' = 0.

Necht v € Ty \ I'. Pak ziejmé pro kazdé n > 1 existuje m > 1 takové, ze v ¢ I'y, . Pro
kazdé ¢ > m tedy plati

/gi < 1/n.
5

Dokazali jsme z definice limity, ze

lim / 0; = 0.
1—00 o

O

’ — ’ ’ M ’ ’. M o0 ’
Poznamka. Podle lemmatu 3.7 plati nasledujici tvrzeni: Je-li {0;}{2, cauchyovska po-
sloupnost nezapornych borelovsky méfitelnych funkei v L, ,(X) konvergujici k o v L, -
normé, pak existuje podposloupnost {o;, }iz; takova, ze pro Ly, ,-skoro vSechny kiivky

v € [eey plati
lim /Qik Z/Q< 0.
k—00 ¥ Y
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Definice. Nechtf F C X je mnoZina. Definujeme mnozinu funkei piipustnych pro tes-
tovani kapacity

Ppq(E) = {u € N""7¢(X), u(z) > 1 pro kazdé 2 € E}
a definujeme kapacitu mnoziny £ C X vzhledem k prostoru N'»e(X):

Cap, , E = ugi)nf(E) [l

pPq

(pricemz definujeme Cap, , E = o0, je-li P, ,(E) = 0).

Poznamka. Prtimo z definice kapacity je ziejmé, ze je-li E, C E,, pak Cap, , B <
Cap, , Ep. Dile je vidét, ze je-li Cap, ,E = 0, je i m(E) = 0. Pro kazdou funkci u €
P, q(E) je totiz (vyuzivame (11), (12) a (13))

lull§repe 2 llullz,, = lIxellL,, = Cm(E).

Lemma 3.8. NechtE,C X,n=1,2,...a E= | E,. Pak
n=1

(Capg B)'" < 3 (Capyg Eu)

Ditkaz. Miuzeme predpokladat, Ze Z (Cappq 2)Y/P < o0o. Necht ¢ > 0. Pak pro kazdé

n € N existuje funkce u, € N Ipq(X) takova 7oty € Py o(En), un > 0 a
€
Hun“N‘va,q < (Capp,q En)l/p + _2_7;
Necht déle g,, > 0 je L, ,-slaby horni gradient funkce u,, takovy, ze

£
H“nHLp,q + ||gnHLp,q < HunHvaLM + ‘2;

o0 n
Oznacme ¢ = Y g,. Pak g je spolecny L, ,-slaby horni gradient funkci v, = >~ u;. Je
n=1 1=1

ziejmé
o0 o0 o0 1
H(/ Lpg S Z H]n”l,, S Z ( lun“vaLPq ) Z ( Cappq n /p_|_22 > S
= n=1 n=1
nOO
<> (Cap,, E, )P 4+ 2¢ < 0.
n=1
Oznacme
o0
U = Ssup v, = Z Uy,
neN n=1
Jelikoz

g
il €3 Malliy, € 3 ltnllyrina < 3 ((Capy B2+ ) <

n=1 n=1 n=1

(Cap E,)V? + ¢ < oo,

Mg

n:l
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je ziejmé m({z € X : u(z) = co}) = 0 a podle lemmatu 3.3 je g také L, ,-slabym hornim
gradientem funkce u. Je zfejmé u > 1 na E. Dostdvame

o0
||u”N1,Lp,q SHuHLP‘q + HQHLM S Z(HUTLHLp,q + ||gnHprq) S
1
o0 "= 00 .
< lunllsma +57) < 32 ( Cap, , E, ””+22—n) <

Il
—

n

Mg

(Cap, , E E,)YP 4+ 2 < 00

3
Il

Je tedy u e P, ,(F) a
(Cap,, E)'"” < ||ul|y1toq < (Cap,, E,)'" + 2e.
n=1
Limitnim prechodem ¢ — 0 dostavame vysledek. 0

Lemma 3.9. Necht F' C X je mnoZina takovd, Ze Cap, ,F' = 0. Pak

Mod,, ,T'p = 0.

Diikaz. Jelikoz Cap, , F' = 0, existuje pro kazdé ¢ > 0 funkce v; € NVEva(X) takova, Ze
l[vil| it < 27" @ v; > 1 na F. Funkee v; ma zfejmé horni gradient g;, ktery spliiuje

loillL,, < 27",

Oznac¢me

n
= Z |v3].
1=1

Je zfejmé u, € NVEra(X) pro kazdé n, u,(zr) je rostouci pro kazdé pevné z € X a pro
m<nje

[ty = U jroime < D ||vil|y1tpe <27™ = 0 pro m — oo.
1=m+1

Posloupnost {u,}32, je tedy cauchyovskd v prostoru N Llva(X) a tedy i v prostoru
L, ,(X). Existuje tedy funkce @ € L, (X), ke které posloupnost u, konverguje v L,
normé a také bodové m-skoro vsude. Je ziejmé

|u; — |, <27

Oznac¢me _
1
=0
k=1

Pak zfejmé g; je horni gradient funkce u;. Pro m < n je

n

|lgn — gm“l,,,,q < Z HQiHLp,q <2™™ — 0 pro m — oo.
i=m+1
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Posloupnost {g,}n2; je tedy také cauchyovskd v prostoru L, ,(X) a konverguje v L, ,
normé i bodové m-skoro vSude k nezaporné borelovsky méfitelné funkci g. Definujme
funkci

(jelikoz posloupnost u;(x) je pro kazdé x € X rostouci, limita — kone¢né ¢i nekone¢na —
existuje pro kazdé r € X). JelikoZ u;(z) — u(z) m-skoro vSude, je u(z) = @(x) m-skoro
vSude a tedy u € L, ,(X). Oznac¢me

E={z€ X :u(z)=o0}.

Jelikoz u € L, ,(X), je zfejmé m(E) = 0. Pro kazdé z € F je

wn(#) = 3 lu(a)| > m,

takze je zfejmé F' C E. Ozna¢me I'; mnozinu vSech kiivek v € I'yec; takovych, ze [ g = 0o

nebo
lim / 9i # / g.
11— 00 ¥ ¥

Podle lemmatu 3.7 a pozndmky za nim (uvédomime-li si, Ze ||g — gm|[z,, < 27™) je
Mod, Ty = 0. Jelikoz m(E) = 0, je také Mod, ,I'}; = 0. Necht 7 € Treee \ ([1 UT) je
libovolna kiivka. Jelikoz v ¢ '}, existuje bod y € |y| takovy, Ze y ¢ E a tedy u(y) < oo.
Pro kazdy bod z € || pak dostavame

us@)] = [us(w)] < @) = )| < [ 0.
jelikoz g; je horni gradient funkce u;. Je tedy
@) < fusw)] + | o
UvéZenim limit na obou stranach a uZitim faktu, ze y ¢ E a v ¢ ['; dostavame
u(a)| < fu@)| + [ 9 < oo

Vidime tedy, 7e = ¢ E a tedy v ¢ I'p. Ukdzali jsme, ze I'p C Ty UT a je tedy
Mod, , T = 0.

Jelikoz FC Fal'p Clg, jei
Mod, ,I'r = 0.

Snadnym diisledkem lemmatu 3.9 je nésledujici tvrzeni:

Dusledek 3.10. Necht u € NV»e(X,B) a necht @ : X — B je funkce takovd, Ze
Cap, {z € X 1 u(z) —a(z) # 0} = 0.

Pak @ € NVt (X B) a @ je reprezentant funkce u v prostoru NbIra (X B).
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Dikaz. Oznatme F' = {z € X : u(x) — u(x) # 0}. Jelikoz Cap, , F = 0, je i m(F) = 0.
Funkce @ je tedy m-méfitelnd a [|u — ||, , = 0. Na kazdé kiivce v € ['yeey \ I'p je funkce
u — u identicky nulova. JelikoZ podle lemmatu 3.9 je Mod, ,I'r = 0, je ziejmé funkce
0 =0 je L, ,-slabym hornim gradientem funkce u — . Je tedy @ € N »¢(X,B) a

l|u — @|| y1,2p0 = 0.

O

Poznamka. Tvrzeni v diisledku 3.10 lze snadno obratit. Je-li u € NbIre(X | B) a je-li
@ reprezentant funkce u v prostoru NVtre(X, B) a

F={ze X :u(z)#u(zx)},
pak Cap, , F' = 0. MnoZinu F' lze napsat jako sjednoceni mnozin
Fo={z € X : |lu(z) - a@)lls > 1/n},

pricemz je ziejmé n||u(x) —a(z)||z € Ppq(Fy,) a tedy Cap, , F, = 0. Pouzitim lemmatu 3.8
dostavame Cap, , F' = 0.

Véta 3.11.  Prostor N"»¢(X,B) je Banachiiv.

Diikaz. Necht {u;}$2, je cauchyovskd posloupnost v prostoru N Llra(X,B). Abychom
ukézali, Ze tato posloupnost je konvergentni v prostoru N'I»e(X B), stadi ukézat, ze
nékterd jeji podposloupnost je konvergentni v prostoru N'»e(X B). MiZzeme tedy bez
ujmy na obecnosti predpokladat, ze

Huk - uk+1HN1’Lmq < 2_2k

llokllz,, < 27k,

kde o, je vhodny horni gradient funkce uy — uyy,. Oznacme
Ey = {z € X : [Jug(z) — upp1(2)|ls > 27"},
Je ziejmé 2F||uy — ugi1||p € Ppg(Ek). Je tedy

(Capp,q Ek)l/p < 2kHu’k - U’k+1”N1'LP.q < 2_k'

o0
Oznacime-li F; = U Ej, podle lemmatu 3.8 dostavame
k=3

(Cap,, F})'"" < 3 (Cap, 4 By)'" < 2777,
k=j

o0
Pro mnozinu F = () Fy tedy plati Cap, , F' = 0. Specialné je také m(F) = 0. Je-li
k=1
o0
€ X\ F, existuje j > 1 takové, ze x ¢ F; = U Ei, tedy pro k > j plati nerovnost
k=y

llug(z) = w1 (2)]|s < 27°
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Odtud vidime, ze pro kazdé pevné z € X \ F je posloupnost {u;(z)}$2; cauchyovska v B.
Pro kazdé x € X \ F proto mizeme definovat

u(x) = lim u;(x)

(pro ostatni x mizeme funkci u dodefinovat libovolné, napt. nulou). Poznamenejme, Ze
posloupnost {u;}$2, je cauchyovské (a tedy konvergentni) také v prostoru L, ,(X,B) a je-
likoz u;(z) — u(z ) pro m-skoro vSechna = € X, je také

lli)I& ||U - uk“Lp,q = 0.

Zvolme k € N. Pro kazdé r € X \ F zfejmé plati

ue) = o) + Y (2) = (), (19
Oznac¢me

o0
Ik = Z 0;-
i=k

Uvazujme libovolnou kiivku v € Tyt \ ['p. ZFejmé |y| ma s mnozinou F' prazdny priinik
a pro kazdé = € || plati rovnost (19). Oznacime-li z a y koncové body v, dostavame

(u(z) — w(x)) = (uly) —w(y)) = i(uiﬂ(x) = ui(@)) = (i1 (y) — uily))

1=k

a tedy

[I(u(z) = ug(x)) = (u(y) = ur(y))lle < Z (w1 (2) = us(@)) = (wiza (y) — wi(y))p <

<Z/Qz /gk

Jelikoz podle lemmatu 3.9 je Mod, ,['r = 0, vidime, Ze funkce g je L, ,-slabym
hornim gradientem funkce u — uy. Ukazali jsme, Ze u € Nblva( X B). Dale plati

= wg| | yrepa <||w—ukllr,, + okllL,, < [lu—ullz,, + > aille,, <
1=k

o0
<||u—ugllp,, + 227" = llu—wllp,, + 271 0.

k—o00

Posloupnost {u}se, tedy konverguje v normé prostoru N Llea (X, B) k funkci u. Tim je
ditkaz hotov. ]
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3.3. Poincarého nerovnost

Definice. Necht Y je metricky prostor a necht S je tfida zobrazeni u : Q ¢ X —» Y
definovanych na néjaké oteviené podmnoziné Q C X. Rekneme, 7e trojice (X, m,Y)
spliuje (1, L, ,)-Poincarého nerovnost pro tifidu S, pokud existuji konstanty P > 0a 1 > 1
takové, ze pro kazdé x € X, r > 0, pro kazdé zobrazeni u : B(xz,7r) —» Y, u € S a pro
kazdy jeho horni gradient ¢ : B(z,7r) — R v B(x,7r), je splnéna nerovnost

1
d dydz < P _
]g(x,r)]i(x’r) y (u(y), u(z)) dydz < rm(B(x,TT))l/pIIQIIL,,,Q(B(x,TT)) (20)

Rekneme, Ze trojice (X, m,Y’) spliwje (1, L,, ,)-Poincarého nerovnost (bez udani kon-
krétni tifdy funkci), pokud ji splituje pro t¥idu vech m-méfitelnych zobrazeni. Rekneme,
ze dvojice (X, m) spliuje (1, L, ,)-Poincarého nerovnost pro tfidu zobrazeni S, pokud
existuji konstanty P > 0 a 7 > 1 takové, ze pro kazdy metricky prostor Y trojice
(X,m,Y) spliuje (1, L, ,)-Poincarého nerovnost s konstantami P a 7 pro tfidu funkei
S. (Konstanty P a 7 nezaviseji na prostoru Y').

Poznamka. Z poznamky za lemmatem 3.2 je zfejmé, Ze je-li pro zobrazeni u nerov-
nost (20) splnéna pro vSechny horni gradienty p zobrazeni u v B(z,7r), je splnéna také pro
viechny L, ,-slabé horni gradienty o zobrazeni u v B(z,7r). Definice (1, L,, ,)-Poincarého
nerovnosti tedy zistane ekvivalentni, zaménime-li horni gradient L, ;,-slabym hornim gra-
dientem.

Poznamka. V pripadé p = ¢ zapis (1, L, ,)-Poincarého nerovnost zkracujeme na (1, p)-
Poincarého nerovnost. Nerovnost (20) pak lze zapsat ve tvaru

1/p
fo b dvtu)u) dyds < Pr (][B LeW dy) | (1)

Snadnym dtisledkem lemmatu 2.7 je nésledujici tvrzeni:

Dusledek 3.12. Necht 1 < p < P < o al < q < @ < oo. Spliuje-li trojice
(X,m,Y) (1, L, q)-Poincarého nerovnost pro tridu zobrazeni S, pak spliiuje i (1,L,,)-
Poincarého nerovnost pro tridu zobrazeni S. Spliuje-li (1, L, ;)-Poincarého nerovnost pro
tridu zobrazeni S, pak spliiuje i (1, Lp o )-Poincarého nerovnost pro tridu zobrazeni S.

Niasledujici véta snadno plyne z véty dokazané v [HKST, 4.3] a z lemmatu 3.19 for-
mulovaného nize v oddilu 3.4.
Véta 3.13. Necht 1 < p < oo a necht trojice (X, m,R) spliuje (1,p)-Poincarého
nerovnost s konstantami P a 7. Pak dvojice (X, m) spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost
s konstantami P’ a 7', které zavisi pouze na konsantach P, T, doubling konstanté D miry

m ap.
Je tedy vidét, ze pro ovéreni platnosti (1, p)-Poincarého nerovnosti pro dvojici (X, m)
sta¢i zkoumat pouze realné funkce na X.
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Definice. Rekneme, Ze metricky prostor Y je omezené kompaktni, pokud jeho uzaviené
omezené mnoziny jsou kompaktni. Je vidét, Ze kazdy omezené kompaktni metricky prostor
Y je uplny. Rekneme, Ze metricky prostor Y je kvazikonvexni, pokud existuje konstanta
b > 1 takovd, Ze pro kazdé dva body z,y € Y existuje rektifikovatelna kiivka v: I — Y
s koncovymi body = a y takova, ze I(y) < bdy (z,y).

Nasledujici véta je dokdzana v [HeK1, 1.1].

Véta 3.14. Necht X je omezené kompaktni kvazikonvexni metricky prostor. Pak trojice
(X, m,R) spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost pro tridu vsech lipschitzovskych zobrazeni
pravé tehdy, kdyz ji spliiuje pro tridu vSech méritelnych zobrazeni. Konstanty vystu-
pujici v jednotlivych (1, p)-Poincarého nerovnostech ziviseji pouze na ostatnich téchto
konstantach, na doubling konstanté D miry m a na konstanté p.

Poznamka. Podle véty 3.14 lze tedy v jisté tfidé metrickych prostort X testovat plat-
nost (1,p)-Poincarého nerovnosti pro trojici (X, m,R) pouze pomoci lipschitzovskych
zobrazeni. Pomoci véty 3.13 dostavame analogické tvrzeni pro platnost (1, p)-Poincarého
nerovnosti pro dvojici (X, m), tedy nezavisle na cilovém prostoru.

Nésledujici véta je dokdzana v [KZ, 1.0.1].

Véta 3.15.  Necht metricky prostor X je tplny, p > 1 a necht trojice (X, m,R) spliuje
(1, p)-Poincarého nerovnost pro tridu vSech lipschitzovskych zobrazeni s konstantami P
a 7. Potom existuji konstanty P' > 0, 7/ > 1 a € > 0 zavislé pouze na konstantich P,
7, p a na doubling konstanté D miry m takové, Ze trojice (X, m,R) spliuje (1,p — €)-
Poincarého nerovnost pro tridu vSech lipschitzovskych zobrazeni s konstantami P' a 7'.

Poznamka. V [KZ] uzivaji odlisnou definici (1,p)-Poincarého nerovnosti, nez v této
praci (roli horniho gradientu hraje lokalni lipschitzovska konstanta zobrazeni u). Nicméné
ukazuji, ze jejich definice se shoduje s nasi v pripadé, ze metricky prostor X je uplny,
viz [KZ, 1.2]. Pii definici z [KZ] zistane véta 3.15 v platnosti i bez predpokladu tplnosti
metrického prostoru X. V nasem pripadé je vSak tento predpoklad nezbytny.

Je-1i metricky prostor X omezené kompaktni a kvazikonvexni, kombinovanim tvrzeni
vet 3.13, 3.14 a 3.15 dostavame nasledujici vétu.

Véta 3.16. Necht X je omezené kompaktni kvazikonvexni metricky prostor a necht
p > 1. Necht dvojice (X, m) spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost s konstantami P a 7. Pak
existuji konstanty ¢ > 0, P a 7' zavislé pouze na konstantach P, T, doubling konstanté D
miry m a na konstanté p takové, Ze dvojice (X, m) spliiuje (1, p—¢)-Poincarého nerovnost
s konstantami P' a 7',
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3.4. Hustota lipschitzovskych funkci

Definice. Necht u: X — B je m-méfitelnd funkce. Definujeme centrovany a necentro-
vany maximalni operéator funkce v piislusny prostoru L, , jako

M(u, L = AL 21
(u, Ly 4, ) S B(ar)

~ luxallL
M(u,L,,, x) = sup —————2%
( P ) B:z'GpB m(B)

Poznamka. Tato definice neni ve sporu s definici uvedenou ve 2. kapitole, pouze ji
rozsiruje.

Lemma 3.17. Necht v € L, ,(X,B). Pak
M(u, L, g4, ) < M(u, Lyg2) <CM(u,L,, )
aprop > qje

lim sm({z : M(u, L, 4 x) > s}) =0.

§—00

Diikaz. Nerovnost M(u,L,,,x) < M(U,Lp’q,a:) je ziejma z definice. Pro dikaz druhé
nerovnosti si uvédomme, ze kazda koule B = B(z,r) : * € B je obsazena v kouli B’ =
B(z,2r). Jelikoz mira m je doubling a B' C 3B, dostavame nerovnost

luxsllt,,  m(B) lluxell,, _ lluxell,,
m(B) ~— m(B) m(B') ~ m(B’)

Prechodem k supremu pres vSechny koule B, z € B na levé strané nerovnosti dostavame

< CM(u, L, 4, ).

M (u, Ly g, x) < CM(u, Ly, 4, ).

Tim je dokdzano prvni tvrzeni. Pro diikaz druhého tvrzeni zvolme pevné R > 0 a ozna¢me

M*%u, L,, x) = sup e
ma r€(0,R) m(B(.’E,T‘))

G ={x: M™(u,L,q, ) > s},
Gy ={x:M(u,L,, x) > s}
Pro kazdy bod z € G najdeme kouli B, = B(z,7,), r; € (0, R) takovou, Ze

I, > smi(B,).

Podle véty 2.1 vybereme ze systému kouli {B, : z € G} nejvyse spocetny podsystém
po dvou disjunktnich kouli {B; = B(z;,r;) : i € I} takovy, Ze systém kouli {B(x;,57;) :
i € I} pokryva GF. Ozna¢me jesté

HF =] B,.
i€l
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Dostavame (v posledni nerovnosti vyuzivime lemma 2.6)

sm(G{) <sY m(B(z;,5r,)) < CsY m(B;) < CY ||uxs,
il iel icl
<Clluxnurlli,,-

IN

p
Lp,q

Z nerovnosti (22) navic mame

sm(H') =53 m(B;) < |luxuallf,, <Ilullf,,.
i€l

Definujme funkei v, : (0,00) — (0, 00) predpisem
P
vs(t) = min {u*(t), %} .

Pak z nerovnosti (23) vyplyva
(’U'XH;?)* < v

a podle lemmatu 2.5 je
luxngll,, :P/O £ ((ux ) (1) "7 dt < p/o 171 (v (1)) 7 dt.

Z nerovnosti (22) a (24) dostavame

sm(Gh) < C ( / 4 (1)1 dt)p/q

(23)

(24)

(25)

Jelikoz m(G,) = supm(GE) a jelikoz prava strana nerovnosti (25) nezavisi na R, dosta-

R>0
vame

sm(G,) < C (/0°° 1971 (0, (1)) dt)p/q.

(26)

Funkce v, z definice bodové konverguji k nulové funkci pro s — oo. Jelikoz v,(t) < u,(?)

pro kazdé s a t a jelikoz podle lemmatu 2.5 je

< -1 / q
[ e @) de = [fullf,, < oo

je funkce 97 (u,(t))%/? spolecnou integrovatelnou majorantou funkei 971 (v,(¢))?/? na in-

tervalu (0,00) a podle Lebesgueovy véty je

lim " 97 vy (1)) Y7 dt = 0,

§—00 /(0
coz spolu s nerovnosti (26) dava

lim sm(Gy) = 0.

§—00
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Lemma 3.18.  Predpoklddejme, Zze v : X — B je ACC, , funkce, pro kterou existuje
otevrend mnoZina O C X takovd, Ze u = 0 m-skoro vSude v mnoZiné X \ O. Pak je-li
g horni gradient funkce u, je i gxo L, ,~slaby horni gradient funkce u.

Diikaz. Oznacme

E={ze€O:u(x)#0}.
Pak m(E) = 0. Je tedy Mod, ,(T'};) = 0 (funkce oo - xg je piipustnd pro odhad L, ,
modulu této mnoziny). Ozna¢me I’y mnoZinu vSech kfivek v € I, na kterych neni u
absolutné spojita. Je také Mod, ,T'y = 0 a podle lemmatu 3.1 je Mod, ,(I'; UTy) = 0.
Necht kfivka 7 € Tpe \ (I'f U Tp) spojuje dva body z,y € X. Pokud cela k¥ivka ~y lezi
v mnoziné O U E, pak zfejmé

[u(z) = u(y)|ls < /79:/79"0

(posledni rovnost plyne z toho, Ze v protind mnoZinu E pouze v H;-nulové mnoziné).
Pokud body z ani y nelezi v mnoziné O U E, pak jednoduse u(z) = u(y) =0 a

llu(z) — u(y)|ls = 0 < / 9Xo0-

Zbyva piipad, kdy x € O U E a kiivka v neleZi celd v O U E. MnoZina (uov)~(0) je
kompaktni podmnozinou defini¢niho oboru [a, b] kiivky v a mé tedy dolni mez ay a horni
mez by pricemz u o y(ay) = u o y(by) = 0. Je tedy

lu(@) = u()lls < lJu@) = Olls + 10 -w@)lis < [, o+ [ 9= [ox
"’l[a.aol 7|[bo»b] 7
jelikoz kiivky 7|{a,a0] a 7|y, Protinaji £'U (X \ O) jen v H;-nulové mnoziné. Ve vSech
trech pripadech jsme dokazali pozadovanou nerovnost. O

Definice. Necht Y je metricky prostor. Symbolem B(Y) budeme znacit Banachiv pro-
stor vSech omezenych funkci ¢ : Y — R vybaveny supremovou normou

[leellzy) = sup |@(y)]
yeyY
Jako dobfe znamy fakt uvadime platnost nasledujiciho lemmatu.

Lemma 3.19. Kazdy metricky prostor Y lze isometricky vnorit do Banachova prostoru

B(Y').

Poznamka. Necht y, € Y. Jako vhodné isometrické zobrazeni v lemmatu 3.19 mize
poslouzit napi zobrazeni @, : Y — B(Y) které prvku y € Y piiradi funkci ¢, : ¥ = R
definovanou predpisem

991/(3) =dy(y,2) — dy (Yo, 2), 2 €Y.

Zobrazeni @, budeme dale nazyvat kanonickym vnorenim metrického prostoru Y do Ba-
nachova prostoru B(Y) (piislusnym bodu yp). Je-li metricky prostor Y separabilni, pak lze
Y obdobnym zptisobem isometricky vnofit do separabilniho Banachova prostoru B(H),
kde H je husté spocetna podmnozina Y. Prostor B(H) je zfejmé isomorfni separabilnimu

prostoru /..
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Lemma 3.20. Necht'Y je metricky prostor, M C X a L > 0. Necht u: M — B(Y') je
L-lipschitzovské zobrazeni. Pak existuje L-lipschitzovské zobrazeni i : X — B(Y'), které
rozsiruje u, tj. u = al,,.

Diikaz. Mutzeme predpokladat, Ze mnoZina M je neprazdné. Pro piipad L-lipschitzov-
skych funkci w : M — R je existence L-lipschitzovského rozsifeni v na cely prostor X
dobre znama (viz [MS]). V naSem ptipadé nejdiive zvolme pevné y € Y. Pak funkce
u, : M — R, kterd je definovana predpisem
uy () = u(z)(y)
je zfejmé L-lipschitzovskd a tedy existuje jeji L-lipchitzovské rozsiteni @, : X — R.
Definujeme-li zobrazeni @, které prvku z € X pfifadi funkci ¢, : Y — R zadané predpisem
sz(y) - '&y(x)’

1ze velmi jednoduse ptimo z definic ovéfit, ze @ zobrazuje X do B(Y) a je hledanym
L-lipschitzovskym rozsirenim funkce w. U]

Lemma 3.21. Necht Y je metricky prostor, L, T > 0 a necht u : X — B(Y) je
L-lipschitzovské zobrazeni. Pak zobrazeni u definované predpisem

u(x)(y) = max{=T, min{T, u(z)(y)}}
je také L-lipschitzovskym zobrazenim z X do B(Y").
Diitkaz. Jsou-li z,z' € X a y € Y, pak nerovnosti
a(z)(y)] <lu(@)(y)l,
a(z)(y) — a(z")(y)| <u(@)(y) — u(@’)(y)].

jsou ziejmé z definice zobrazeni u. Odtud snadno plyne vysledek. ]

Véta 3.22.  Necht Y je metricky prostor a necht p > q. Necht (X, m,B(Y")) spliuje
(1, L, ,)-Poincarého nerovnost. Pak mnoZina lipschitzovskych funkei X — B(Y') je hustd
v prostoru NVE»a (X B(Y)).

Diikaz. Necht u je funkce z NV (X B(Y)) a necht g € L, ,(X) je jeji horni gradient.

Oznacme N
Ey={zxeX:M(g,L,,z) >N}

(E, je ziejmé oteviend mnozina). Podle lemmatu 3.17 je

lim \?-m(E)) = 0.

A— 00

Necht z € X'\ E,. Jelikoz (X, m,B(Y")) spliuje (1, L, ,)-Poincarého nerovnost, pro kazdé
r>0je

L — Uy Sy = u(z) —u(y)d dz <
fwuu uptenllaon) = 1, . ;]gw) () = uly) dy |,

< u(z) —u dydz <
<o Fo () = u@)llsry dy dz <

HgXB(:r TT)HL T 1
< ’ pa < Or(M(g, L P < COr\.
_Crm(B(.T,TT))l/P — T( (g7 p,q’x) —_ r
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Pro s € [r/2,r] dostdvame

HUB(x,s) - uB(m,r)HB(Y) < ]é( |lu — UB(w,r)HIB(Y) <
z,s)

STM][ lu = up(nllsy) < CAr. 7
m(B(z,s)) /B or
Pro obecné s € (0,7) najdeme k > 1 takové, ze 27Fr < 25 < 27%*+1r. Dostavame
|uB(z,s) — uBemlEy) <IUBs) — Up@a-+nllBy)+
k—1
+ Z% B (@,2-i-17) — Up(z2-ir)|[By) < CA zk% 27'r < CAr.
Pro libovolnou posloupnost r; N\, 0, i = 0,1,2,..., vidime, Ze posloupnost up,,) je

cauchyovska v B(Y') a tedy ma limitu. Pro kazdé z € X \ E, miZeme definovat

UA($) - TILI& UB(z,r)-
Poznamenejme, ze pro kazdy lebesgueovsky bod x € X \ E) funkce u je uy(z) = u(x).
Podle véty 2.4 tedy rovnost uy(z) = u(z) plati m-skoro vSude v mnoziné X \ E). Pro
body z,y € X \ F\ uvazujme nasledujici posloupnost kouli {B;}2__:

Bi = B(.’E,21+id/\'(.’1?,y)), i S Oa Bz = B(ya21_idX(x7y))a i > 0.

Pro kazdé i € Z plati

dx(z,y)
olif 2

pricemz konstanta C' nezavisi na i. Pro i # 0 plyne (28) pfimo ze vztahu (27). Proi =0

lze (28) dokézat stejné jako vztah (27), jen si je potfeba uvédomit, ze B(z,2dx(x,y)) C

B(Us 3d/\'(1‘7 7])) a

||uB,~ - uBi+1|| CA\—7— (28)

< D%

m(B(z,?d}\(x,y))) < m(B(ya?’dX(x?y))
m(B(!Ld/\(CL’y)) B m(B(y,dX(m’ )))

Z definice funkce uy a vztahu (28) dostavame
o0
lur(@) = ua(W)laory < D2 Nus, — usy, sy < CAdx(z,y).
1=—00

Ukézali jsme, ze funkce u, je C'A-lipschitzovska na uzaviené mnoziné X \ E,. Ukdzeme, ze
pro dostatecné velka A je funkce ||uy(z)||py) na mnoziné X\ E\ shora omezend konstantou
2C \. Predpokladejme pro spor, ze tomu tak neni. Pfipomenme, ze podle vztahu (7) je

C, = inf m(B(z,1)) > 0.

zeX

Zvolme )\ dostatecné velké tak, aby m(E)) < C,/2 a aby navic platila nerovnost A >
(2/C, )1/,;@[_1_@_1 Existuje tedy néjaké z € X \ E) takové, ze uy(z) > 2C\. Jelikoz funkce
uy je CM\-lipschitzovskd na mnoziné X \ Ey, plati pro kazdé z € B(z,1) \ E) nerovnost

[lur(@)lsy) > CA.
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Jelikoz m(B(z,1)) > Cy, m(Ey) < C;/2 a uy = u m-skoro véude v mnoziné X \ E,,
dostavame s pomoci (11)

ullL,, > HUXB(Z,I)\E)\HLP‘Q = |luxxBe e, > CA- (Ci/2)M7 > ullL,,-

Tim jsme dostali kyZzeny spor.
Funkei uy tedy mizeme podle lemmatu 3.20 a lemmatu 3.21 rozsifit na funkci @, :
X — B(Y') tak, aby @, ztstala C'A-lipschitzovska a aby ||ay(2)|[z < 2C\ na celém X.
Nyni dostavame

HU - az\HL,,,q :||(U - ﬂ/\)XE,\HLp_q < HUXEAHL,J,(, + ”a/\XE,\HL,,,q <

<||uxg,llz,, + 2CAm(E,)"? = 0 pro A = .

Vidime, ze u, Lray, pro A — oo. Podle tvrzeni 3.4 je u € ACC,,. Je také uy € ACC,,,
jelikoz funkce u, je lipschitzovska. Navic funkce u — @, nabyva nenulovych hodnot pouze
v mnoziné Ey U L, kde L je mnozina nelebesgueovskych bodi funkce u, m(L) = 0.
Pripomenme, Ze mnozina E\ je oteviena. Odtud s pomoci lemmatu 3.18 vidime, Ze funkce
(CA+9)xEg, je L, ,-slaby horni gradient funkce u —@,. Funkce u — @, a také @, jsou tedy
v NbEva(X). Dostavame

|CAxE L, = CMm(E\))"? = 0 pro A = oc.
llgxe,llL,, = 0 pro A — oc.

Dokazali jsme, ze lipschitzovské funkce @, konverguji v normé N'Ive(X) k funkei
U pPro A — oo. 0

Véta 3.23.  Necht' Y je metricky prostor, p > ¢, u € N"»¢(X B(Y')) a necht trojice
(X,m,B(Y")) spliuje (1, L, ,)-Poincarého nerovnost. Pak existuje borelovsky méritelna
funkce @ kterd je reprezentantem funkce u v prostoru N' (X B(Y)).

Diikaz. Podle véty 3.22 existuje posloupnost u; € N'Ire(X B(Y')) lipschitzovskych
funkei, které konverguji k w v normé prostoru N »¢(X,B(Y)). Navic miizeme piedpo-

kladat o
Ju = gl yrep, <277,

H'U:k - uk+1||N‘~LP~q <2—2k.

Oznacme »
Ep ={z € X : ||lu(z) — uk(z)||py) > 27"},
Gy ={z € X ¢ ||ug(x) — ups1(2)||5ry > 27}
Jelikoz funkee uy — ugyq, k= 1,2,..., jsou spojité, jsou mnoziny Gy oteviené. Je zrejmé
QkH‘lt - ukH]B(Y) QKPP,q(Ek),
2 ||ug — g |lBv) €Ppg(Gi)-
Je tedy

(Cap,,, Ek)l/p <2Mu = ug|[yr2p0 < 27k

(Cap,, Gk)]/p SQk”Uk — Ugp|[p1tpa < 27k,
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o0 o0 o0 o0
Oznatme F; = kU'Ek’ F=NF,H = UGy H= () H;. Mnoziny H;, j = 1,2,...

Jsou zfejmé oteviené. S vyuzitim lemmatu 3.8 dostavame

(Cap,, F)YP <ot Cap, , F' =0,
(Cap,, Hj)'P <o=itl Cap,,H = 0.

Necht j > 1. Pro kazdé z € X \ Fj a k > j plati

lu(z) — w(e)|lpy) < 27°.

Posloupnost funkei uy tedy bodové konverguje k funkci v na mnoziné X \ F. Pro kazdé
re X\ Hjak> jplati

|k () = upgr () meyy < 27" (29)
Pro j > 1 definujme funkci

~ ) E JY H‘,
uj(z) = {uj(()x) v e Hj.\ ’

Jelikoz mnoziny H; jsou oteviené a funkce u;(z) je na mnoziné X \ H; spojitd, je funkce
tj borelovsky méritelna. Pro kazdé z € X miiZeme definovat

a(z) = jhl?o ().
Tato limita existuje pro x € X \ H vzhledem ke vztahu (29) a je nulova pro z € H.
Funkce @ je borelovsky méfitelna. Ziejmé pro z € X \ (F U H) je u(x) = u(z). Podle
lemmatu 3.8 je Cap, ,(FFUH) = 0 a tedy podle lemmatu 3.10 je @ reprezentantem funkce
u v prostoru NVEra (X B(Y)).

[

Poznamka. Véty 3.22 a 3.23 lze pouZit i na p¥ipad prostoru N're(X) = NbEva (X R)
(p > q), jelikoz prostor R chapan jako Banachiiv je isomorfni prostoru B(Y') pro kazdy
jednobodovy metricky prostor Y.
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4. Coarea vlastnost

4.1. Poincarého nerovnost a Rieszuv potencidl

V ¢lanku [M1] je dokdzéna nasledujici véta [M1, 7.1] a lemma [M1, 8.2] (analogické
lemmatu 3.18 pro piipad silnych hornich gradienti).

Véta 4.1. Necht m > 1, « >0, E C X a necht g > 0 je m-méritelnd funkce na X.
Predpokliadejme, 7e I®g > b na E. Pak

V" Hon' (E) < CllglIE,, ..

Lemma 4.2. Predpokliadejme, ze Y je metricky prostor, v : Y — R je m-méritelna
funkce a g je jeji horni gradient. Necht G C Y je oteviend mnozina a necht {u # 0} C G.
Pak funkce gxq je také horni gradient funkce u.

V celém zbytku kapitoly budeme predpokladat, ze €2 je oteviend podmnozina X a ze
dvojice (X, m) spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost (podle véty 3.13 staci predpokladat,
ze trojice (X, m, R) spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost) s konstantami P a 7.

Lemma 4.3. Necht k > 0. Predpokladejme, ze u : £ — R je m-méritelna funkce
a necht g je jeji horni gradient v ). Necht B(z,7r) C €. Predpokladejme, ze a < b a

m(B(z,r) N{u>b}) > km(B(z,1)),
m(B(z,r) N{u <a}) > rkm(B(z,1)).
Pak
(b—a)’m(B(z,771)) < Cr”/ g7 (z)dz.

B(z,rr)N{a<u<b}

Diikaz. Definujeme funkci
a na mnoziné {v < af,
w=1< b namnoziné {v > b},
v jinde.

Pak ¢ je ziejmé horni gradient funkce w. Necht G, a G, jsou po fadé oteviené mnoziny
obsahujici mnoziny {v > a} a {v < b}. Podle lemmatu 4.2 je funkce gx¢, hornim gradien-
tem funkce w — a a tedy i funkce w — b. Pouzijeme-li lemma 4.2 jeSté jednou, dostaneme,
ze funkce gxa,ng, je hornim gradientem funkce w — b a tedy i funkce w. Ze vztahu (21)

dostavame

(b—a)’m(B(z,7)) <Cm(B(z,7)) <]€9(z,r)][3(z,r) lw(z) — w(z')dx da:’[)

_<_C'r”/ g'(x) dz.
B(z,7m)NGa NGy

Uvézenim infima pies vSechny mnoziny G, O {v > a} a G, D {v > b} dostdvame
dokazovany vysledek. n
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Lemma 4.4. Necht g je nezdpornd m-méritelna funkce na X, z € X a & > 0. Potom

1/p
P(r)dz| < c][ N.g(y) dy.
(]é (Z,E)g( ) ) <Ctine »9(y) dy

Diikaz. Vyuzijeme doubling vlastnosti miry m.

1/p 1/p
P(z)dx :][ ][ P(z)d ) dy =
<][B(z,£)g (%) ) B(2,€) < B(z,g)g (z) do J

- ][B(Lﬁ)(m(B(Z’ 5)))_1/1) </B(z,€) gp(x) dx) ’ =

<f_ (m(BE) " ( [ 8 da:) "<

m(B(y,2¢))\ " , Vp
51§<z,5><m<3<z,5>>> (Ji(y,z@g(z)d””) dy <
<C ]g o Npg(y) dy.

O

Lemma 4.5. Necht'Y je metricky prostor, u : 2 — Y m-meéritelnd funkce a g horni
gradient u v §, pricemz g(x) = 0 pro kazdé x € X \ Q. Necht B(z,27r) C €. Necht
0<s<t<rae>0.Pak

][ ][ dy (u(z), u(z')) dz dz’ < CIZ(N,g)(2).
B(z,s)J B(z,t)

Diikaz. Nechf € > 0. Najdeme k takové, ze 2751t < s < 27%¢. Pomoci (21) a s vyuzitim
lemmatu 4.4 dostavame

][ ][ dy (u(x), u(z")) dzdz’ <
B(z,s)/ B(z,t)

5][ ][ dy (u(x),u(z")) dz dz'+

B(z,s)J B(z,27kt)
k-1

+ Z][ ][ dy (u(x),u(z")) dedz’ <
B2 B2

k
SCz][y( 2-'t)][B( 2-7t) dy (u(z), u(z")) dvdz’ <
=0 2,277 2,277

k 1/p 27t 1/p
< 277t ][ Pdx < C'/ <][ Pz d:z:) d¢ <
“ngo < B(z,:z—m)g > 0 B(z,ﬁ)g ( ) :

27t
<C / ][ Ng(y) dy d€ = CIFH(N,g)(2).
0 B(z,£)
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Lemma 4.6. Necht'Y je metricky prostor, u : Q — Y m-méritelnd funkce a g : - R
jeji horni gradient v €. Pfedpoklédejme ze z € ) a

Pak existuje {y, : 7 > 0} C Y tak, Ze

LS AL ALCR L

Diikaz. Zvolme posloupnost 7, N\, 0 takovou, ze B(z,7r;) C  a
prr? ][( )g”(x) <27 g < <y
B(z,rr

Jelikoz dvojice (X, m) spliuje (1,p)-Poincarého nerovnost, podle (21) pro 0 < r < 7y

dostavame
d u(z))dzds’ < 27+,
]é(z,r)][za(z,r) y(u(z),u(z’)) dz dx
Odtud dostavame

m{a' € B(z,1) : ][B(“dy( u(z),ulz')) de > 2%} <

<2k/ - ][B(” su(z')) dzda’ <
<27 'm(B(z,1)).

Ziejmé tedy musi existovat =’ = z. € B(z,r) takové, ze

£, dvluta) uta))ar < 27

7

Miizeme tedy volit y, = u(z)) pro rep1 <7 < 71y O

Véta 4.7. Necht m > 1. Necht a < b, R > 0. Necht v : 2 — R je m-méritelna funkce
s hornim gradientem g : 2 — R v Q. Necht E C ) a predpoklddejme, Ze pro kazdé z € E
existuji r,, R, tak, 7e 0 <r, < R, < R, B(2,2T7R,) C {,

m (B(z,R,) N {v >a}) < —;m(B(z,Rz)),

m (B(z,r,) N {v > b}) > %m(B(z,rz)).

Pak S
(b—a)"Hpu ™ (E) < CligllT.. .

Diikaz. Funkci g dodefinujeme nulou mimo §2. Podle lemmatu 4.5 pro kazdé z € E plati
([)—(I,)SC][( )][B . IU( ( )|d27d:13 <C]27Rz( pg)( )<CI2TR( pg)( )
B(z,r z,H;

Pouzitim véty 4.1 (pro @ = 1) a lemmatu 2.9 dostaneme

(b—a)"Hu " (E) < CINglIE,, ., < CllgllT,,.. = ClgIIE,, .-
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4.2. Lebesgueovské body

Lemma 4.8. Necht'Y je metricky prostor, u € N"'»¢(X B(Y)) a necht ¢ : X — R
je L-lipschitzovskd funkce, |¢(x)| < K pro kazdé z € X. Necht g € L, ,(X) je L, ,-slaby
horni gradient funkce u. Pak

du e N Fva (X B(Y))
a h(z) = L||u(z)||py) + Kg(z) je jeji L, ,-slaby horni gradient, kde @ je borelovsky méri-
telny reprezentant funkce u v prostoru N»'»e(X B(Y)) (ktery existuje podle véty 3.23).

Diikaz. Ziejmé je ¢u € L, ,(X,B(Y)). Ozna¢me F' C X mnozinu vSech bodi x € X pro
které je u(zx) # a(z). JelikoZ @ je reprezentant u v prostoru N' ¢ (X B(Y)), je podle
poznamky za diisledkem 3.5 Cap,, , F' = 0 a podle lemmatu 3.9 také Mod, ,I'r = 0. Podle
tvrzeni 3.4 existuje mnozina I'y C I'yey, Mod, ,I'y = 0 takovd, Ze pro kazdou obloukové
parametrizovanou kiivku v € T',e; \ I} je funkce u absolutné spojitd na v a navic

u(z) —u(y)|lzyy < [ g < oo pro kazdé z,y € |y]. (30)

Tzy

Celkem je podle lemmatu 3.1 Mod, ,(I'y UT'p) = 0. Ozna¢me

h(z) = Ll|u(z)[sy) + Kg().
Pak h je borelovsky méFitelna nezaporna funkce, h € L, ,(X). Necht v € ooy \ (I UTR)
je parametrizovand obloukem. Funkce ¢ o v je zfejmé také L-lipschitzovska. Pro kazdé
z,y € [0,1(7)], < y plati (vyuzivame trojihelnikovou nerovnost, vztah (30) a definici
kfivkového integralu)
[[(pu) o y(2) = (¢u) o v(Y)llsy) <[P ov(x) = do (Y- [luoy(@)|lsr)+
Hoorw)l- llor(@ —uorwlan < ()

y
<L(y = )lluoy(@)lla) + K [ gon(t)a
Nyni necht n € N. Zvolme z; = % ,=0,1,2,...,n. S pomoci vztahu (31) dostavame
[[(¢u) o y(U(7)) = (¢u) 0 ¥(0)|[py) < Z (@) 0 y(z:) — (Pu) 0 Y(zi-1)||py) <
<ZL — T H’U,O"y(.'L'z I)HIB(Y + (32)

+K/ goy(t)dt.
0

Jelikoz funkce u o 7 je na intervalu [0,1(7)] spojitd, plati

()
ZL = i) ||uo y(zioa)|ley) = L/ ||u o y()[py)dt pro n — oo.
1=1

Celkem dohromady s nerovnosti (32) dostavame

() i
[|(ug) o y(U(7)) — (udp) 0 ¥(0) [y < /O (L[ullgory + Kg) 0v(t) dt.
Vzhledem k definici kfivkového integralu a vzhledem k tomu, Ze u = u na kazdé krivce vy €
[rec \ (I UL ) jsme dokazali, ze borelovsky méfitelna funkce h(z) = Li|u(z)||gy)+Kg()
je L, ~slaby horni gradient funkce ¢u. Jelikoz h € L, ,(X), je ¢u € NVEra(X ]B(Y)). O

P.q
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Definice. Necht 7 > 0. Pak existuje konstanta ¢ > 1 zavisld pouze na doubling kon-
stanté D miry m a nejvySe spocetnd posloupnost {z;} (v zavislosti na r) takova, ze
B; = B(x;,r) pokryvaji X a pro kazdé z € X plati

3 Xpteon (@) < c. (33)

Dale existuji c¢/r-lipschitzovské funkce ¢; : X — [0,1] (v zavislosti na r) takové, ze
¢i(xz) = 0 pro z # B(x;,6r) a ¢;(x) > 1/c pro x € B(xz;,3r) a pro kazdé z € X plati

Z ¢i(z) =1

(pficemz podle vztahu (33) soucet obsahuje nejvySe ¢ nenulovych ¢lenti pro kazdé = €
X). Existence posloupnost z; a funkci ¢; je dokdzana v ¢lanku [KL, 3. kapitola]. Necht
u € LP(X). Definujeme funkei u, : X — R vztahem

U,.(iE) = Z ¢i($)u3(zi,31‘)-

(bodova konvergence souctu plyne z faktu, ze pro kazdé x € X obsahuje soucet nejvyse
¢ nenulovych ¢lentt). Pro funkci u € L°(X,B) definujeme funkci M*u : X — R vztahem

M u(z) = f(}llé@(HUIIB)r(x)-

Diikaz nésledujiciho lemmatu lze nalézt v [KL, 3.1]:

Lemma 4.9. Existuje konstanta C zavisla pouze na doubling konstanté D miry m
takovd, Ze pro kazdou nezapornou funkci v € L'**(X) a pro kazdé x € X plati

C '"Mu(z) < M*u(z) < CMu(z).

Nyni dokazeme dalsi lemma:

Lemma 4.10. Necht 1 <p<m,1<q¢<m,u € N"ma(X) anecht g € L .(X) je
L, ,~slaby horni gradient u. Pak existuje mnoZina £ C X, m(E) = 0, C > 0 nezdvisld
na funkcich u a g a funkce h € L,, ,(X) tak, Ze pro kazdé r > 0 je u, € NbEma (X)), h je
L., ,-slaby horni gradient u,

h(z) < C(g(z) + Nyg(z)), € X\ E

[lurl[yrema < Cllullyrzma-
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Diikaz. Jelikoz definice funkce u, nezavisi na zméné funkce u na mnoziné nulové miry,
a tedy nezdvisi na vybéru reprezentantu funkce u v prostoru N Em« (X), mizeme podle
véty 3.23 bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze funkce u je borelovsky méritelna. Mno-
zinu E zvolime jako mnozinu vSech bodi z € X, které nejsou lebesgueovskymi body
funkce u. Podle véty 2.4 je m(FE) = 0. Podle definice funkce u, je

Z ¢z UB (zi,3r1) — U(IE + Z ¢z uB (zi,3r) — ’U,(.'L’))

Jelikoz funkce ¢; <1 jsou c¢/r-lipschitzovské a nulové na mnoziné X \ B(z;,6r), je podle
lemmatu 4.8 a 3.18 funkce

+ g) X B(x;,6r)
T

C
- ‘U - UB(wi,Br)

L g-slabym hornim gradientem funkce ¢;(up (g, 3y — u). Odtud dostavame, ze funkce

g+z< lu_uBacz&r)

je L, ,~slabym hornim gradientem funkce w,(z). Pro kazdé = € B(x;,6r) je B(x;,3r) C
B(z,9r) a

+ 9) X B(z; 6r) (34)

(35)

'U(z) = UB(z,3r)| < 'u(m) — UB(z,9r)| T ‘UB(:E,QT) — UB(z;,3r)] -

Dvojice (X, m) splhuje (1, p)-Poincarého nerovnost, druhy ¢len na pravé strané nerov-
nosti (35) tedy mizeme odhadnout:

<f

— JB(z;,3r)

<c{
B(z,97)

<CrN,g(z).

dm <
. 1/p

<Cr (][ g’ dm) < (36)
B(z,977r)

Pro z € X \ E je x lebesgueovsky bod funkce u a plati

U — UB(z,9r)

’UB(I,QT) - U’B(zi,Sr)

u — uB(z,QT)

<

l“(l‘) — UB(z,9r) Z lUB(z 32-ir) — UB(z,31-ir)
J=0

U — Up(g,32-ip)| dm <

(37)

dm <

|4 — UB(z,32-ir)
=B sr-in)

<C J; 32y (f

B(z,32-J77)

1/p
g’ dm) < CrN,g(z).

Dosazenim nerovnosti (36) a (37) do (35) dostavame pro kazdé z € X \ E.

lu( ) = UB(g 3| < CrNpg(@ x).

Odtud a ze vztahu (33) a (34) dostavame, Ze funkce

pia) = {CUt) + Nogle)), € X\ (38)

43



je L, ,~slabym hornim gradientem funkce u,(z) a nezavisi na r. Jelikoz m(E) = 0 a
g € Ly 4(X) ap < m, je podle disledku 2.10 i N,g € Ly, ,(X) a tedy i h € Ly, ,(X),
navic ||A]|z,,, < CllgllL,,,- Podle lemmatu 4.9 a disledku 2.10 je také

lurl[Ly < M ullg,,, < CliIMully,, , < CllNwll,,, < Cllulls,, (39)

Je tedy u, € NHma(X) a

[ur|| przme < Cllul|y1Lma,

pri¢emz konstanta C' nezavisi na r. 0

Véta 4.11. Necht 1 < p < m, 1 < q < m. Pak existuje C > 0 tak, Ze pro kazdou
funkci u € NVtma(X B) je M*u € N"Pme(X) a

1M ul|j1.2ma < Cllul|yrema

Ditkaz. Ozna¢me @ = ||ullg, pak @ > 0, @ € NYFmo(X), ||@]|yrime = [Jullytzm
a M*(@) = M*u. Miizeme tedy bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze B = R a u > 0.
Podle vztahu (39) dokdzaného v lemmatu 4.10 je M*u € L, ,(X) a plati

M ully,,, < Cllull,, , < oo (40)

Podle lemmatu 4.10 jsou pro kazdé r > 0 funkce u, € N me(X) a maji spolecny L, ,-
slaby horni gradient h € L,, ,(X) definovany vztahem (38). Plati navic

I]hHLm,q S CHuHNl‘Lm'q’
kde konstanta C nezavisi na r. Jelikoz je h € L,, ,(X) je spolecny gradient funkei w,
a podle (40) snadno odvodime m({z € X : M*u(x) = oo}) = 0, ma funkce M*u =

sup u, podle lemmatu 3.3 také L, ,-slaby horni gradient h. Celkem tedy dostavame
r>0,reQ

M*u € NVEma(X) a
M ul| y1img < Clluf|yrzma-

O

Definice. Necht Y je metricky prostor a y € Y. Rekneme, Ze zobrazeni u : X — Y je
prvkem prostoru N'Ere (XY, y), pokud funkce ®, ou : X — B(Y) je prvkem prostoru
NVEva (X B(Y)), kde @, je kanonické vnofeni metrického prostoru ¥ do Banachova pro-
storu B(Y") pfislusné bodu y.

Véta 4.12.  Necht Y je metricky prostor, y € Y, 1 < p < m, 1 < q < m a necht
uw € NVEma(XY,y). Pak existuje mnozina F' C X, Cap,, ,F' = 0 takovd, Ze kazdy bod
x € X\ F je lebesgueovsky bod zobrazeni u.
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Diikaz. Necht v = ®, o u, kde ®, je kanonické vnofeni prostoru Y do prostoru B(Y").
Pak v € NVEma( X, ]B(Y)) a x je lebesgueovsky bod zobrazeni u pravé tehdy, kdyz z je
lebesgueovsky bod funkce v. Necht ¢ > 0 a § > 0. Oznaéme

N, ={z € X : limsup llv(z) —v(y)||ey)dy > €}
r—0+ JB(z,r)
Jelikoz dvojice ( m) splije (1,p)-Poincarého nerovnost a m > p, splituje podle dii-
sledku 3.121i (1, L,, ,)-Poincarého nerovnost. Podle véty 3.22 existuje lipschitzovské funkce

vs € N L"“'(X IB( )) takova, ze pro funkci ws = v — v; plati
[lwsllwrema < 6.
Oznac¢me
Nes={r € X : M||ws|lg(z) > e} U{z € X : ||ws(x)||nry) > €}

Pro kazdé z € X \ N, ; mizeme najit diky spojitosti funkce vs takové o > 0, Ze plati
|lvs(z) = vs(y)||ey) < € pro kazdé y € B(z, 0). Pro r € (0, 0) pak dostavdme

]LB(z,r) [lv(z) = v(y)lay) dy < ]{?(x,r) |vs(2) — vs(y)||my) dy+
i ]g(:r,r) [lws(2) = ws(y)llser) dy <

<e+ ws(x d +][ w dy <
< B(W)H 5(7)||Byy dy B(m’r)ll s(Y)|lBoy dy <

<e + |Jws(2)||ny) + M||ws[s(z) < 3e.
Vidime, ze N3. C N, s pro kazdé § > 0. Podle véty 4.11 je

||]\/[*w(5|‘N1,an'q S CHU}&HNI.LTH'Q S C(S.

Jelikoz podle lemmatu 4.9 je CM*ws > Mws, je
1 ;
E(CM ws + ||wslBy)) € Prmg(Nes)-

Dostavame

m

1 -
N3E < Capm,q N€,6 < HE(CM ws + ||w(5||B(Y))'

< .
leLm,q - Em

Cap

m,q

Limitnim prechodem § — 0 dostavame

Capm,q N3€ = 0.
Zvolme -
F —_ U Nl/k'
k=1

Pak podle lemmatu 3.8 je Cap,, , ' = 0 a kazdy bod = € X\ F je lebesgueovskym bodem
funkce v a tedy i zobrazeni u. ]
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Lemma 4.13. Predpokladejme, Ze Y je tiplny metricky prostor, u : @ — Y m-méritelné
zobrazeni a g jeho horni gradient v Q, pficemZ g(x) = 0 pro x € X \ Q. Necht je z € Q)
a R > 0 takové, ze B(z,27R) C Q a

ITTEN,g(2) < oo. (41)
Pak u ma v bodé z lebesgueovskou limitu y a plati
L., dr(ula) ) dz < CI7N,g(2). (42)
Diikaz. Podle (41) je
Tl_1>r51+ I'N,g(z) = 0. (43)

Dostavame podle lemmatu 4.4

P
Mf/g”(z) = sup r”][( )gp(x) dz < C sup r? (f( )Npg(y) dy) =
B(z,r B(z,r

0<r<R 0<r<R

P
=C ( sup 7"][ N,9(y) dy) .
0<r<R JB(zr)
Pro kazdé r € (0, R) je
2r
o Ny <O [T Nogly)dyde < CINg(z) < O Ny (),
2, T B(z,
Celkem tedy vidime, ze
p
: 2r _
i M5g7(e) < € (Jig 1Moo () <o
Podle lemmatu 4.6 a (43) existuje posloupnost r, \, 0, rp, <1 a y, €Y tak, Ze

£ dy(u@), ) de <27,
B(z,rk)

(44)
I7EN,g(z) < 27",
Pro k < j dostaneme
d)"(ykv y]) S dY(yka U,(JI)) + dy(U(.’E), u(zl)) + d)/(U($I), y])a
x € B(z,1y), ' € B(z,1;).
Integraci podle z a z' s pouzitim (44) a lemmatu 4.5 dostaneme
dy (Yk, Y;) S][ dy (yi, u(z)) dz +][ ][ dy (u(z), u(z")) dz’ dz+
B(z,rx) B(z,ry) Y B(z,rj) (45)
+ dy (u(z'),y;) da’ <27+ CI7™* N,g(2) < C27".
B(z,ry)

Posloupnost {y;} je tedy cauchyovskd v Y a jelikoz Y je uplny metricky prostor, existuje
y €Y tak, ze
y = lim y.
k—o00

Pro 0 < r, < r < R nyni s pomoci lemmatu 4.5, (44) a (45) dostaneme

][ dy (u(z),y)dz <][ ][ dy (u(x),u(x")) dz’ dz+
B(z,r) B(z,r)J B(z,ry)
][( v (u(a), ue) dz’ + dy (g, y) < CUIF™N,g(2) +27%).
B(z Tk
Limitnim pfechodem k — oo dostaneme (42). 0
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Véta 4.14. Necht m > 1. Necht'Y je tiplny metricky prostor, u : @ — Y m-méritelné
zobrazeni a g € L, ;(S2) je horni gradient u v §). Pak pro H,,-skoro vSechna x € Q) existuje
lebesguovska limita zobrazeni u v bodé z.

Diikaz. Funkci g dodefinujeme nulou mimo Q. Zvolme R > 0 pevné. Oznacme Qp =
{x € Q: B(z,R) C Q}. Nyni pro 0 < r < R oznaéme

Ei,={z€Qr: {7 Nyg(z) > k}.

Ozna¢me L mnozinu lebesgueovskych bodt zobrazeni u v Q a Lr = L N Qp. Podle
lemmatu 4.13 je ziejmé

QR\LR C n ﬂ Ek,r'

r€(0,R) k=1

Podle véty 4.5 (pro a = 1) a lemmatu 2.9 je vSak pro kazdé r € (0, R)

= NyllT. lgllZ,
207r < H p m,1 < m,l .
Ha" (Bgy) < O——Limt < 0=

Odtud dostavame

HE™ () Exr) = 0.

k=1
a tedy 1

Ha" (e \ L) = 0.

Limitnim prechodem r — 0 dostavame
Hm(Qr \ Lr) = 0.

Nyni, jelikoz je

0\ L= U@\ L,

jiz snadno odhadneme

o0

7-Zm(Q \ L) S Z /ﬁm(Ql/n \ Ll/n) — 0

n=1

O

Véta 4.15. Necht Y je uplny metricky prostor, y € Y, m > p > 1 a necht u €
NULLmi(X,Y,y). Pak existuje lebesgueovsky precizni reprezentant a € Nb'1(X,Y,y)
zobrazeni u. Navic H,,-skoro kazdy bod z € X je lebesgueovskym bodem kazdé takového

zobrazeni u.
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Diikaz. Oznafme v = &, ou a Z = ®,(Y), kde ®, je kanonické vnoreni prostoru Y
do prostoru B(Y"). Podle véty 4.12 (pro ¢ = 1) existuje mnozina F C X, Cap,,, F = 0
(a tedy i m(F') = 0) takova, Ze kazdy bod z € X \ F je lebesgueovskym bodem funkce
v. Podle véty 4.14 existuje mnozina H C F, /ﬁm(H) = 0 takova, ze pro kazdé z € X \ H
existuje lebesgueovska limita funkce v v bodé z. Definujme tedy

. L-limv(y), =z€ X\H,

(o) = {

Yy—rx

0, r € H.

Pak zfejmé 0(z) = v(x) pro kazdé x € X \ F. Funkce © a v se li§i nejvySe na mnoziné
F, m(F) = 0, takZe maji stejné lebesgueovské limity v kazdém bodé. Specidlné kazdy
bod z € X \ H je lebesgueovskym bodem funkce o a funkce o je lebesgueovsky precizni.
Jelikoz je Cap,,,; F' = 0, tak podle disledku 3.10 je ¥ reprezentant funkce v v prostoru
NBEm (X B(Y)). UkdZeme, Ze pro kazdé z € X je 9(x) € Z. Prox € X\ Faproz € H
je to zfejmé z definice funkce o (je 0 = ®,(y) € Z). Méjme tedy z € F'\ H. Bod z je
lebesgueovskym bodem funkce v a tedy pro kazdé € > 0 existuje r > 0 tak, ze

v(z) — v ndy <e.
foro, 1962 = 00l agr dy < <

Je tedy

m({y € Bla,r) : [[o(z) ~ 5(0)llsor) < 26)) > 3 m(B(z,7)) > 0.

Jelikoz m(F') = 0, existuje y € B(z,r) \ F takové, ze

15(2) - 50)llsgy) < 22

piicemz pro y ¢ F je 0(y) = v(y) € Z. Ukazali jsme, ze pro kazdé z € F \ H je
o(x) € Z. Jelikoz Z je isometrickym obrazem uplného metrického prostoru Y, je Z
uzaviena podmnozina B(Y"). Ukazali jsme tedy, ze pro kazdé z € X je 0(x) € Z. MiiZeme
definovat

~ x-1 o~
u—fby ov

. ’ v ’o~ ’ ’ lL >
a vidime, 7e zobrazeni @ je hledany reprezentant zobrazeni u v prostoru NV (X,Y,y).

O
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4.3. Coarea vlastnost

Definice. Rekneme, 7e zobrazeni u :  — Y spliiuje m-coarea vlastnost v €, pokud
pro kazdou m-nulovou mnozinu E C € a pro H,,-skoro viechna y € Y plati

Ho(ENnu(y)) = 0.

Necht u : Q@ C X — Y je m-méFitelné zobrazeni. MnoZinu vSech lebesgueovskych
bodl zobrazeni v budeme oznacovat £,. Pro z € X a r > 0 budeme znaéit

Gu(z,7) = B(z,r) Nu ' (B(u(z),7)).
Lemma 4.16. Necht m > 1. Necht u : 0 — Y je m-méritelné zobrazeni s hornim
gradientem g v Q. Necht je z € Q a R > 0 takové, Ze B(z,37R) C ). Pak
Rm,H?r?TR(Gu(Z, R) N Eu) S C"(l + gXGu(Z,BTR)>|ITm,1 :

Diitkaz. Oznac¢me
v(z) = (2R — dy (u(z),u(2)))", 2 €Q
a uvazme otevienou mnozinu G O {v > 0}. Pak ¢ je horni gradient funkce v v
a podle lemmatu 4.2 je funkce gy také hornim gradientem funkce v v €2. Predpokladejme
nejdrive, ze pro kazdé x € B(z, R) plati
1
m(B(z, R) NG,(2,2R)) < 3 m(B(z,7)).
Pro kazdy lebesgueovsky bod zobrazeni u (a tedy i funkce v) z € G, (z, R) zfejmé existuje
r. € (0, R) tak, ze
1
m(B(:I"a T:E) n {IM - U(CE)| < R}) > 5 m(B(:L7 Tx))

Tedy pro kazdé z € G,(z,7) N L, dostavame

m(B(z, R) N {v > 0}) S% m(B(z, R)

1
m(B(z,7,) N {v > R})) >3 m(B(z,7,))
Pomoci véty 4.7 a uvdZenim infima pres vSechny mnoziny G O {v > 0} dostavame
Rmﬂfr?TR(Gu(Zv R) N Eu) < CHQXGU(Z,BTR)HTm,l-

Nyni predpokladejme, Ze existuje € B(z, R) tak, ze
1
m(B(z, R) N G,(z,2R)) > 3 m(B(x,r)).
V tomto piipadé odhadneme Hausdorffovu miru mnoziny G, (z, R) N £, pomoci pokryti
kouli B(z, R). Dostavame
R™HE(G,(2,R) N L,) <m(B(z,R)) < Dm(B(z, R)) < 2Dm(G,(2,2R)) <
<2D||XGu(z2R) | T s
V obou piipadech plati dokazovany vysledek. 0
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Definice. Necht Y je metricky prostor. Pro m > 0 a § > 0 definujeme funkciondly
A f s inf{zfyjdiammAj : ;> 0, diamA; <6, f < Z'YjXAj}’
J J
definované na nezapornych funkcich f:Y — R. Podle [F, 2.10.24] plati
[ dHn = lim AL (1) (46)

pro kazdou takovou funkci f, je-li prostor Y omezené kompaktni.

Véta 4.17.  Predpokliadejme, Ze X je metricky prostor s doubling mirou m, (X, m)
spliuje (1, p)-Poincarého nerovnost, 1 < p < m a necht'Y je omezené kompaktni metricky
prostor. Necht u : Q@ C X — Y lebesgueovsky precizni m-méritelné zobrazeni s hornim
gradientem g € L,,,(2) v Q. Pak u ma m-coarea vlastnost v 2.

Diikaz. Poté, co jsme dokazali lemma 4.16 jiz diikaz primo sleduje diikaz analogické véty
z [M1, 12.3]. Pro tplnost ho zde také uvadime.

Necht E € Q je m-nulovd mnozina. Prostor Y je omezené kompaktni a tedy tplny.
Podle véty 4.14 muzeme predpokldadat, ze E obsahuje pouze lebesgueovské body zobrazeni
u. V kartézském soucinu X x Y budeme uzivat ,koule“ B([z,y],r) := B(z,7) x B(y,).
Poznamenejme, Ze pro tento typ ,kouli“ také plati véta vitaliovského typu (analogicka
vété 2.1). Necht je dané € > 0. Najdeme otevienou mnozinu G C €2 tak, zZe

EcGalll+g)xdllf,, <c.

Necht 6 > 0. Uvazime rozklad
E=FUE",

kde
E" = E! ={z € E : existuje t, ; — 0 tak, Ze

e, (ENu~'(u(z)) N B(x,5t,,)) < m(B(z,t,,))},
E' =E.=E\E!

Necht y € Y. Pomoci véty vitaliovského typu najdeme nejvyse spocetny systém po dvou
disjunktnich kouli B(x},t:) vybranych ze systému {B(z,1t,;)} tak, ze 5t; < e, B(z,t;) C
G a U B(z!,5t) pokryva E” Nu~'(y). Dostavame

Ho(B" N () <3 Ho(B" N (y) 0 B, 5t;)) <

Pro € — 0 dostaneme N
Hon(E" 0™ () = 0. (47)

Nyni uvazujme z € E'. Zvolme r, o > 0 tak, ze
157’7'%0 < 6/27 B(ZL‘, 37’7‘1;’0) - G,
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a oznafme r,; = (157)7'r, . VSimnéme si, ze pro kazdou posloupnost {a;} kladnych
realnych ¢isel, ktera nekonverguje do nekonec¢na, existuje index ¢ takovy, Ze a;.; < 2a;.
PouZijeme toto pozorovani na posloupnost

a: = m(B(xaTa:,i))
" HL(ENGy(z,ryy))

a uzitim doubling vlastnosti miry m najdeme polomér r, mezi poloméry 37r,; takovy,
ze
He (BN Gy(x,575)) < CHo(E N Gy, 72/ (37))). (48)

Systém {B([z,u(z),7,])} tvofi vitaliovské pokryti grafu v na mnoziné E’. Pomoci véty
vitaliovského typu z tohoto systému vybereme nejvyse spocetny podsystém {B;} po dvou
disjunktnich ,kouli“ B; = B([z;, u(x;)],r;) tak, ze z; € E', r; = 1,, a

{lz,u(z)] :z € E'} C UB([xj,u(xj),Brj]). (49)

Oznacme

Pak pro kazdé y € Y s pomoci (49) dostavame

He (B nu(y)) < > H;, (E 0 B(a,57;) N w™'(y)) xa, () =

= Z ’YjXA,»(y)

Oznacime-li -
fely) = Mo (BLnu™ (y)),

dostavame

A (fe) €37y diam(4;)™ <
J

_ (50)
<C Z H:, (E NGy(zj, 5rj)) diam(A;)™.
J

Podle lemmatu 4.16 a (48) dostavame
He, (B0 Gylaj, 5r5)) diam(A;)™ <
< CrH, (E N Gulay,m;/(37))) < (51)
< Cll(1 + 9)XGu ;i) [T

Jelikoz mnoziny G, (z;,7;) jsou po dvou disjunktni a vSechny obsazené v G, dostavame
podle lemmatu 2.6, (51) a (50)

AL(f) < ClI(L+ 9)xellE,, < Ce.
Limitnim pfechodem pro § — 0 podle (46) dostaneme

/ CHE (B Nu (y) dHo(y) < Ce.
:
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Pro € — 0 tedy dostaneme

[ (B0 ) dn () = 0.

Spolu s (47) pro H,,-skoro viechna y € Y dostavame

o~ o~

Hon (' () = Hu(E" N u™ (1) + Ho(E' 0™ (y)) = 0.
Tim je diikaz hotov. O]

Jako disledek véty 4.17 a 4.15 dostavame nésledujici vétu:

Véta 4.18. Predpokliadejme, Ze X je metricky prostor s doubling mirou m, (X, m)
spliiuje (1, p)-Poincarého nerovnost, 1 < p < m, Y je omezené kompaktni metricky prostor
ay €Y. Necht u € NV'm1 (XY, gQ Pak existuje precizni repezentant u zobrazeni u
v prostoru N"m1(X Y, y). Navic H,,-skoro kazdy bod z € X je lebesgueovsky bod
zobrazeni u a u spliiuje m-coarea vlastnost.

Ditkaz. Reprezentant i zobrazeni u v prostoru NYEm1 (XY, y) s pozadovanymi vlast-
nostmi existuje podle véty 4.15. Navic tento reprezentant @ spliuje predpoklady véty 4.17.

O

Poznamka. Je-li metricky prostor X navic omezené kompaktni a kvazikonvexni, pak
podle véty 3.16 zustava zavér véty 4.17 a 4.18 v platnosti i v pripadé p = m.
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