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dolni iroviiové mnoziny a jsou-li diferencovatelné, pak maji globalni minimum ve
stacionarnim bodé. Pro hledani minima diferencovatelné konvexni funkce na kon-
vexni mnoziné muzeme proto efektivné vyuzit napriklad Karush-Kuhn-Tuckerovy
podminky nebo gradientni metody. Predpoklad konvexity funkce je ale docela re-
striktivni a k fadé nami vyuzivanych vlastnosti konvexnich funkci ani neni nutny.
Tématem této bakalarské prace jsou konvexni funkce a jejich zobecnéni, konkrétné
kvazikonvexni a K-konvexni funkce, okrajové se zminime i o invexnich funkcich.
Prace shromazduje poznatky o konvexnich, kvazikonvexnich a K-konvexnich funk-
cich, které mohou byt vyuzity v matematické optimalizaci a ilustruje je na pri-
kladech.
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Abstract: Convex functions have range of useful properties that can be well utili-
zed in mathematical optimization. For instance, their local minima is also global
minima, they have convex lower level sets and if differentiable, their stationary
point is also the point of global minima. For differentiable convex functions gradi-
ent methods and Karush-Kuhn-Tucker conditions can be effectively applied. On
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for some of their desired properties. Theme of this thesis are convex functions and
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Uvod

Zamér této prace je, shromazdit teorii o konvexnich funkcich a nékterych ty-
pech zobecnénych konvexnich funkci, které maji vyuziti v teorii optimalizace. De-
finice a véty jsou ilustrovany na prikladech, ale zaroven jsou nékteré véty a obcas
i definice primarné minény jako ilustrativni ptiklad, pro lepsi pochopeni danych
objekti. Konkrétné se v této praci zabyvam kvazikonvexnimi a K-konvexnimi
funkcemi.

Prvni kapitola je vénovana konvexnim mnozinam a funkcim. Pfevazné se zde
opakuji definice a tvrzeni, které lze znat z predmétu Matematickd analyza a
Uvod do optimalizace, ale jsou zde uvedena i rozsifujici tvrzeni. Definice kon-
vexni funkce je oproti témto kurziim uvedena pro funkci, kterd miize nabyvat i
nekonecnych hodnot, nebot je vyhodné v matematické optimalizaci a zvlasté pak
v konvexni optimalizaci pripoustét funkce s nekonecnymi hodnotami. V posledni
sekci této kapitoly jsou formulovany tlohy nelinearniho a konvexniho progra-
movania uvedeny Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky. Hlavnimi zdroji pro tuto
kapitolu byly uc¢ebnice Rockafellar| (1997)), [Lachout| (2011)) a Dupacova a Lachout
(2011]).

Druhé kapitola se vénuje kvazikonvexnim funkcim, které jsou motivovany za-
chovanim pouze nékterych vlastnosti konvexnich funkci, jako jsou napriklad kon-
vexni dolni iroviiové mnoziny, unimodalita nebo globalni extrém ve stacionarnim
bodeé. Sekce az obsahuji teorii o téchto funkcich a je v nich ¢erpano hlavné
z ucebnic [Bazaraa| (2006) a Boyd| (2004])), sekce [2.5[ je zaméFena na vyznam kon-
vexnich a kvazikonvexnich funkei v problému maximalizace uzitku. Sekce [2.6] se
vénuje [nested convex families], jejich souvislosti s kvazikonvexnimi funkcemi a
vyuziti pri feseni kvazikonvexnich problémi.

V kapitole |3] se kratce budeme vénovat invexnim funkcim, které zobecnuji
konvexni a kvazikonvexni funkce. Pomoci obrazku 3.1/ z uéebnice Bazaraa; (2006])
je zde ukazano, v jakém jsou dosud uvedend zobecnéni vztahu. Tyto vztahy az na
vyjimku, ze kazda striktné kvazikonvexni funkce je kvazikonvexni, plynou primo
z definice a nejsou v této praci dokazany. Déle je v kapitole uvedena tiida tzv.
funkci, pro které jsou Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky nutné i postacujici k
optimalité Teseni.

Posledni kapitola je o K-konvexnich funkcich, jejichz zavedeni je motivované
problémem minimalizace nakladii na provoz skladu. Sekce [4.1]a[4.2] jsou vénovany
K-konvexité v jedné dimenzi a teorii Cerpaji z ¢lanku Scarf (2005). Sekce
rozsituje teorii z predchozich sekei na vyssi dimenze a ¢erpa ze ¢lanku (Gallego a
Sethi| (2005)).



1. Klasicka konvexita

1.1 Konvexni mnoziny

Definice 1 (Konvexni mnozina, [Rockafellar (1997), str. 10). Rekneme, e mno-
Zina M C R¥ je konvexnd, jestliZe

Ve,y e M YA€ (0,1): Az + (1 — Ny € M. (1.1)

Souctu Y1 4 Nz, kde x; € R¥, X\, >0a YA =1, se tikd konverni kombi-
nace prvki xq,xa, ..., T,.
Priklad: Konvexni n—ihelnik se svym vnititkem, tedy mnozina

=1 =1

kden € Naay,...,a, € R? jsou (konvexné nezavislé) vrcholy, je konvexni: Volme
z,y € N a\e(0,1). ProtoZe x, y € N, existuji koeficienty AT, ... A2 AY ...\
takové, ze

A4+ (1T=Ny =D Na;+ (1= X)> Na; =D (AT + (1= )N )a,.
i=1 i=1 i=1
Dale plati

SON+HA=NN)=A+1-N)=1&Vie{l,....n}: AN+ (1—=N)\) >0,
=1
tedy Az + (1 — M)y ndlezi do N.

Definice 2 (Afinni mnozina, [Rockafellar| (1997), str. 3). Necht M je neprdzdnd
podmnozina R¥. Rekneme, Ze mnozina M je afinni, jestlize

Ve,ye MVYAeR: Az + (1 — Ny € M.

Souctu Y0, Ny, 7 € REC N € R, Y, N\ = 1 se ikd afinnd kombinace
prvki xq, xg, . . ., T,. Afinni mnoZiny jsou konvexni, nebot spliuji podminku ([1.1))
pro libovolné A € R.

Lemma 1 (Rockafellar (1997), Theorem 1.4). Necht b € R™ a A je matice typu
m x k. Mnozina M C RF je afinni prdave tehdy, kdyZ ji lze zapsat ve tvaru

M = {z € RF|Ax = b}.

Definice 3 (Rockafellar| (1997), str. 10). Necht b € R*, b # 0 a 8 € R. Pak

definujeme ndsledujici mnoziny:
e {x € RF|zTb = B} a nazgvdme ji nadrovinou.
o {z € R*2Tb < B} a nazjvdme ji uzaviengm poloprostorem.

o {x € RF|2Tb < B} a nazgvdme ji otevienym poloprostorem.
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Nadrovina s 3 = 0 je linearni podprostor R¥ dimenze k — 1, jehoz béze je
tvorena vektory kolmymi na vektor b. Nadroviny s 5 # 0 jsou afinni podprostory
R¥ dimenze k — 1.

Definice 4 (Lachout| (2011), Definice 1.1). Pro neprdzdnou mnoZinu S C R*
definujeme:

Afinni obal
={XAs)s [ Ms) eRVs € I, Y- A(s) =1, I C S konecnd}.
sel sel
Nezdporny obal
pos(S {Z/\ (s)s | A(s) >0Vs€],]CSk0neénd}.
sel

Konvezni obal

conv(S {Z)\ )s | A(s) >0Vsel, D As)=1, ICSkoneéna”}.

sel sel

Pro prdzdnou mnoZinu definici rozsirujeme ndsledovné
pos(®) = {0} , AFE(D) = conv(0) =

Mnozina N z (1.2 je konvexni obal mnoziny bodu {ay,...,a,}. Conv(S) je
nejmensi konvexni mnozina, kterd obsahuje S. Aff(S) je nejmensi linedl (afinni
podprostor) obsahujici S.

Lemma 2 (Rockafellar| (1997), Theorem 2.1). Priunik konvexnich mnozin je kon-
verni mnozina.

Definice 5 (Konvexni polyedrickd mnozina, |Lachout|(2011)), Definice 1.18). Mno-
Zina A C R* se nazjvd konvexni polyedrickd mnoZina, jestlize je prinikem ko-
necné mnoha uzavienych poloprostori v RF.

Definice 6 (Konvexni polyedr, Lachout| (2011)), Definice 1.18). Mnozina A C R*
se nazyvd konvexni polyedr, existuje-li konecnd mnoZina S C R tak, 7e A =

conv(S).

Konvexni polyedry jsou omezené a uzaviené, tedy kompaktni v R*. Konvexni
polyedrické mnoziny jsou vzdy tvaru {z € R¥[2Tbh; < B;,i=1,....n} = {r €
R¥|Az < B}, kde b; € R¥| A je matice typu n x k, jejiz i-ty fadek je tvoien
vektorem b7 a 8 = (B,...,0,)T. Jedna se o mnozinu bodt, které fesi soustavu
prislusnych linearnich nerovnic.

Definice 7 (Smér mnoziny, Lachout| (2011, Definice 1.26). Kdyz A je neprdzdnd
podmnozina R*, pak tekneme, Ze s € R* je smérem mnoZiny A, jestlize existuje
takovy bod a € A, Ze pro kazZdé o > 0 je a + as € A. MnozZinu vsech smeriu A
budeme oznacovat direct(A). Pro prazdnou mnoZinu klademe direct(()) = {0}

Definice 8 (Krajni bod mnoZiny, [Lachout| (2011), Definice 1.33). Necht A C RF
je neprdzdnd konvexni mnoZina. Rekneme, Ze bod a € A je krajnim bodem mno-
ziny A, jestlize neezistuji body x, y € A, * # y a 0 < XA < 1 takové, aby
a = Mx + (1 = N)y. Mnozinu vsech krajnich bodi mnoZiny A budeme oznacovat

ext(A).



Lemma 3 (Lachout| (2011), Véta 1.35). Konvexni polyedr md konecnyj pocet kraj-
nich bodu a je jejich konvexnim obalem.

Véta 4 (Rockafellar| (1997), Section 3). Necht C; C R™, Cy C R™ jsou konvexni
mnoziny, potom jsou i nasledujici mnoziny konverni:

4 )\Cl = {)\l”.f S Cl}, A€ R,
o je-lz’mzn, Cl—i‘CQ:{l’l—i—ﬂﬁg‘.’Bl 601,1'2 ECQ},
o je-li A:R™ — R* linedrni zobrazeni, AC, = {Az|z € C,},

o 01 D Cg = {(:L‘,y) c Rn+m|l‘ - 01, y € Cg}

1.2 Konvexni funkce

Definice 9 (Konvexni funkce, Rockafellar (1997), str. 23). Necht f : R¥ — R* je
zobecnénd redlnd funkce. MnoZina

epi(f) = {(z,y) e R*: f(2) <y}

se nazyvd epigraf funkce f. Funkce f je konvexn, je-li mnoZina epi(f) konvexni v
REFL. Funkce f je konkduvni, je-li funkce —f konvexnd.
Doménou funkce f nazgvdme mnoZinu

Dom(f) = {x € R*|f(x) < co}.

Priklad: Funkce |z|, 22, €%, jsou konvexni. Funkce —|z|,log(z), z3I,<o jsou
konkavni. Déle napriklad

o) = {0, x € 5—1,13j (1.3)

je konvexni.

Definice 10 (Rockafellar (1997), str. 24). Rekneme, Ze funkce f : R¥ — R* je
vlastni, jestlize

Ve € R*: f(x) > —c0 a Jz € R": f(z) < o0,
tj. epi(f) je mneprdzdnd mnoZina, kterd neobsahuje svislé primky.

Je-li funkce f : S — R* definovdna pouze na néjaké S C RF, miizeme ji
dodefinovat na celé R¥ nasledovné

= o ) flx), z€8,
f(fc)—{oo’ i (1.9

a jeji konvexita zustane zachovana. Z toho napiiklad plyne, ze neni-li Dom(f)
konvexni mnozina, pak ani f neni konvexni funkce. Nadale se proto miizeme
zabyvat pouze funkcemi, které jsou (do)definovany na celém R* a nebude-li feceno
jinak, budeme vzdy uvazovat funkce z R*¥ do R*.

Obdoba veskerych zde uvedenych tvrzeni o konvexnich funkcich plati i pro
konkavni funkce.



Véta 5 (Lachout| (2011), Véta 2.7). Funkce f je konvexni prave tehdy, kdyz
Dom(f) je konvexni mnozina a pro kazdé x, y € Dom(f) a 0 < A < 1 plati

fOz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
Definice 11 (Striktné konvexni funkce, Lachout| (2011), Definice 2.14). Necht
Dom(f) je neprdzdnd konvexni mnozina. Funkce f je striktné konvexnt, jestlize
Va,y € Dom(f),z #y, VA € (0,1) : f(Az+ (1= A)y) <Af(x) + (1= A)f(y).

Na rozdil od konvexnich funkci, striktné konvexni funkce maji nejvyse jeden
bod minima.

Definice 12 (Uroviiové mnoziny, Bazaraal (2006)), str. 99). Pro funkci f definu-
jeme:
e tzv. droviiovou mnozinu L, (f) = {z|f(x) = a},

o tzv. horni droviiovou mnoZinu LL(f) = {z|f(x) > a},

e tzv. dolni troviiovou mnozinu L (f) = {z|f(x) < a}.
Priklad: Rizné trovitové mnoziny funkef sin(z) a — (22 + y?).

L, (sin) = (J[(2k — 1)w,2kn], Ly (sin) = | J[2k7,(2k + 1)7r] = cl(R \ Lg (sin)).

keZ keZ

(A2 2 _ {(l’,y) € RQ’:LQ + y2 = —Oé}, «@ S 07
La(—(z +y>>—{@7 e

Ly (—(2* + %)) = conv(La(=(2* + ).
Kde cl(M) zna¢i uzavér mnoziny M.
Definice 13 (Boyd (2004), sekce A.3.3). Konvexni funkce f se nazyvd uzavrend,
jestlize jsou vsechny jeji dolni uroviové mnoZiny uzavrené.
Priklad: Spojité konvexni funkce jsou uzaviené, funkce g z prikladu je

konvexni, ale neni uzavrena.

Lemma 6 (Rockafellar| (1997)), Theorem 4.6.). Je-li funkce f konvexni, pak je i
L_ (f) konvexni pro libovolné o € R.

«

Disledek: Uroviové mnoziny afinnich funkci jsou konvexni.
Opacnéd implikace ve vété neplati, brzy ale zavedeme tridu funkci, ktera bude
timto vztahem definovana ve formé ekvivalence.

Véta 7 (Jensenova nerovnost, [Lachout| (2011), Véta 2.20). Necht D C R* je
konvexni mnoZina a f : D — R je konvexni funkce. Pak pro redlny ndhodny
vektor X = (X1, Xo, ..., Xp)T s konecnou stredni hodnotou a P(X € D) =1 plati
E[X]e D a f(E[X]) < E[f(X)].

Lemma 8 (Disledek Jennsenovy nerovnosti). Funkce f : R¥ — (—o0,00] je
konvexni pravé tehdy, kdyZ pron € N a x4, ...z, € R* plati

i=1 i=1 i=1
Pro f konvexni je lemma [8| specialnim pripadem Jensenovy nerovnosti pro

diskrétni ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim P(X = z;) = \;.
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1.2.1 Operace zachovavajici konvexitu funkci

Lemma 9 (Boyd (2004), Sekce 3.2.1). Bud f : R x A — R konvexni funkce v
promeénné x pro vSechna y € A a w(y) nezdpornd funkce na A. Potom je

9(x) = [ wy)f(ey)dy (15)
konvexni funkce.

Lemma 10 (Dtusledek lemmatu @ Necht k € N, fi, fo, ..., fr jsou konverni
funkce a a1, ay, ..., a; > 0. Potom je ¢ | a;f; konvexni funkce.

Lemma 11 (Rockafellar (1997), Theorem 5.1.). Necht f : R* — (—o0, 0] je
konvexni funkce a ¢ : R — (—o00,00] je neklesajici konvexni funkce. Potom je
h(z) = ¢(f(x)) konvexni funkce na R* (klademe ¢(o0) = 00).

Lemma 12 (Rockafellar| (1997), Theorem 5.5.). Bud I indexovd mnoZina a f;, i €

I konvexni funkce. Potom je f = sup f; konvexni funkce.
iel

Lemma 13 (Rockafellar| (1997), Theorem 5.4). Necht fi, ..., fm jsou vlastni kon-
vexni funkce. Potom je

flx) =inf{fi(z1) + fo(z2) + - + fo(zm)|zi € R* 21y + 20+ -+ - + 2y = 2}
konvexni.

Lemma 14 (Rockafellar (1997), Theorem 5.7.). Necht A : R"™ — R™ je linedrni
zobrazeni a g konvexni funkce na R™. Pak je funkce

(9A)(z) = g(Axz)

konvexni na R™. Je-li h konvexni funkce na R", pak je

(Ah)(y) = inf{h(z)|Azx = y}
konverni na R™.

Lemma 15 (Gallego a Sethi| (2005)), Property 2.3). Necht g : R¥ — R je konvexni
funkce a & = (&1,....,&) je ndhodny vektor. Necht pro vsechna x € R* plati
Elg(xz —&)| < o0, potom je g(x — &) konvexnd.

1.2.2 Extrémy konvexnich funkci

Véta 16 (Lachout| (2011), Véta 2.15). Necht f : RF — R* je vlastni konverni
funkce. Pak kaZdé jeji lokdlni minimum na Dom(f) je také jejim globdlnim mini-
mem na Dom(f) a mnoZina vsech globdlnich minim je konvexnd.

Véta 17 (Lachout| (2011)), Véta 2.16). Necht f : R¥ — R* je vlastni ryze konvexni
funkce, kterd md na Dom(f) néjaké lokdlni minimum. Pak md tato funkce globalni
minimum na Dom(f), které je jednoznacné urceno a je jejim jedingm lokdlnim
minimenm.



1.2.3 Spojitost konvexnich funkci

Definice 14 (Relativn{ vnitiek, Lachout (2011)), definice 1.9). Bud S C R¥, pak
definujeme relativni vnitrek mnoZiny S jako

rint(S) = {x € S|3e > 0,B(x,e) Naff(S) C S}.
Kde B(z,e) = {y € R¥|d(z,y) < €} ad(-,) je euklidovskd metrika.

Piiklad: Pro mnozinu N z (1.2)) plati v R”, n > 3, int(N) = 0, rint(N) = N.
Kde int(N) zna¢i vnitrek mnoziny N.

Véta 18 (Lachout (2011), Véta 2.9). Viastni konvexni funkce f je spojitd na
rint(Dom(f)).

1.2.4 Diferencovatelné konvexni funkce

Lemma 19 (Ekvivalentni definice konvexity, Gallego a Sethi (2005), Theorem
2.2). Funkce f: R* — R je konverni prdave tehdy, kdyz

f(x) = [z — hy)

Ve eR"Vy eR} VheR, h>0: f(z)+ 7

< flz+y),
kde RE znaci [0,00)F.

Véta 20 (Lachout| (2011), Véta 2.29). Necht D je konvexni otevrend podmnozZina
R¥ a f : D — R je funkce. Md-li f spojité parcidlni derivace na D, pak je f
konvexni prdavé tehdy, kdyz

Va,y € D: f(y) = f(a) + Vf(2) (y — ). (1.6)

Funkce f je za predpokladu véty [20] striktné konvexni pravé tehdy, kdyz vztah
(1.6) plati s ostrou nerovnosti pro vsechna =,y € D, = # y.

Lemma 21 (Dusledek véty . Necht D je konvexni oteviend podmnoZina R* a
f D — R je konvexni funkce. Pak je x € D bodem globalniho minima funkce f
prave tehdy, kdyz je x staciondrnim bodem f, tedy prdvé tehdy, kdyZ V f(x) = 0.

Véta 22 (Lachout (2011)), Véta 2.24). Bud f funkce. Necht Dom(f) je otevrend
konvexni mnozZina, na které md f spojité druhé parcidlni derivace. Pak f je kon-
vexni pravé tehdy, kdyz je matice

HU ) - (0 0)

i=1,j=1
pozitivne semidefinitni pro vsechna x € Dom(f).

Lemma 23 (Barto a Tuma (2019), Tvrzeni 10.19). Symetrickd matice A je po-
zitivné definitni (resp. semidefinitni) prave tehdy, kdyz jsou vsechna jeji vlastni
c¢isla kladnd (resp. nezdapornd).



Piiklad: Ovéifme konvexitu funkce f(x,y,2) = —2x% — 3y* — 222 + Szy +
3rz + 4yz,

4 8 3
H(f(z))=| 8 -6 4
3 4 —4

Ozna¢me A = H(f(z)). Charakteristicky polynom
pa(N) = =A% — 14?4+ 25\ 4 470
ma kofeny
A1 = —13.195, Ay = —6.384 a A3 = 5.578.

Dle vét 22] a 23] funkce f neni konvexni, ani konkdvni.

1.3 Motivace pro zobecnéni konvexity

Uloha nelinearniho programovani (NLP) je tloha minimalizovat (resp. maxi-
malizovat) funkci f na mnoziné feseni soustavy rovnic a nerovnosti

gi(r) <0, i=1,...n,
hj(x)=0, j=1,....m

Funkei f budeme fikat icelovd funkce. Funkce g; a h; budeme nazyvat omezend.
Mnoziné

(Vo) <010 (Ve lhy(e) = 0}

se Tika mnoZzina pripustnych reseni. Bod x* se nazyva optimdini reseni ilohy NLP,
jestlize nalezi do pripustné mnoziny a tucelova funkce v ném nabyva svého minima
(resp. maxima). Bod ™ se nazyva lokdlni optimdlni reseni tlohy NLP, jestlize
nalezi do pripustné mnoziny a ucelova funkce v ném nabyva svého lokalniho
minima (resp. lokdlnfho maxima). Ulohy NLP se nejcastéji zapisuji ve tvaru

min f(z),
za podminek g;(z) <
hj(z) =

Mezi fesenim minimaliza¢ni a maximalizac¢ni tlohy plati vzdjemné jednoznacny
vztah

1=1,...,n,

0,
0, 7=1,...m

r* = argmin f(r) & 2* =argmax — f(z),
€S z€eS
kde S C R¥ zna¢i mnozinu ptipustnych feseni. Nadale se proto miizeme a budeme
zabyvat pouze minimaliza¢nimi problémy.

Jsou-li v dloze NLP funkce f, g1, ..., g, konvexni a funkce hq, ..., h,, afinni,
pak mluvime o tloze konvexniho programovan{ (CP). Z lemmatu [6] vime, Ze mno-
zina pripustnych teseni CP je konvexni, nebot se jednd o priinik dolnich trov-
novych mnozin konvexnich funkei a droviiovych mnozin afinnich funkci. Protoze
body mimo mnozinu pripustnych feseni S pro néas nejsou piipustné, mizeme
funkci f predefinovat stejné jako v a Tegit tlohu min{f(z) |z € R¥}.



7 véty 16| vime, Ze k nalezeni optimalniho feSeni staci nalézt lokalni optiméalni
reseni, CP proto muzeme efektivné resit napriklad pomoci gradientnich metod.

Jednou z motivaci k zobecnéni konvexnich funkei je otazka, zda-li je konvexita
ucelové funkce nutna k vlastnosti "lokalni minimum na konvexni mnoziné impli-
kuje globalni minimum na konvexni mnoziné". V nésledujici kapitole uvidime, ze
existuje sirsi tf¥ida funkci majicich tuto dobrou vlastnost. Zaroven s tim i rozsi-
fime mnozinu, z které mizeme brat omezeni tak, aby mnozina ptipustnych reseni
zustala konvexni.

1.3.1 Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky optimality

Pro tilohu NLP definujeme Lagrangeovu funkci £(z,A,u) : R¥ x R* x R™ — R
predpisem L(z, A, 1) = f(x) + X0, Nigi() + X7 pihy(z). Rekneme, Ze v bodé
(x*,A*,11*) jsou splnény Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky optimality (pro tlohu
minimalizace), jestlize

L 0= V(") + S0, N Vai(*) + Sy 1V hy(a”),
2. gi(z*)<0,Vi=1,...,nah;(z*)=0,Vj=1,....m,
3. Nigi(x*)=0,i=1,...n,
4. X >0,Vi=1,...n.
V pripadé maximalizac¢ni tlohy je prvni podminka tvaru
0 =V f(r*) =X \iVgi(x*) — T:1 U;th(x*)-

Véta 24. Méjme dlohu NLP. Necht f, gi, a hj, i € {1,...,n}, j € {1,...,m},
jsou spojite diferencovatelné v bodée x*. Je-li x* lokdlnim optimdlnim resenim,
pak za jistych podminek reqularity existuji Karush-Kuhn-Tuckerovy multiplikdtory
A= (A, ) apt = (pg, ...k, takové, Ze (¥ N, u*) spliiuje Karush-Kuhn-
Tuckerovy podminky.

Pro dlohu CP, kde jsou navic g; spojité diferencovatelné, je splneni Karush-
Kuhn-Tuckerovijch podminek v bodé (x* \*,u*) postacujici pro optimalitu x*.

Podminky regularity jsou naptiklad:

o Podminka linedarni nezavislosti gradienti (LICQ) - Aktivni omezeni v z*
maji linedrné nezavislé gradienty:.

« Slaterova podminka (SC) - Jedna se o tilohu CP a mnozina ptipustnych re-
seni ma neprazdny relativni vnittek. Tedy existuje z*, které splnuje g;(z*) <
0,Vie{l,...;n}ah;(z*)=0Vje{l,....m}.

Aktivnimi omezenimi v bodé z* rozumime omezeni hq, ... ,h,, a takova g;, pro

ktera g;(z*) = 0.

Priklad: Pomoci Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek dokazeme AG nerov-

nost pro xy,...,r, > 0, tedy

n =

Uvazujme nasledujici ulohu
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: n
min > i=1 T,
za podminek  [[7_;x; —1 =0,
—T1,...,—x, < 0.

Bude-li hodnota tucelové funkce v optimalnim feSeni vétsi rovna n, tak nerov-
nost (1.7) bude platit pro xy,. .. ,z,, kterd spliuji [Tj_, z; = 1.
Lagrangeova funkce je tvaru

LlzAp)=> x;—> Nxj+p (H T — 1) :
j=1 j=1

Jj=1

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pro tuto tlohu jsou

1 n
‘v’ie{l,...,n}:0:1—/\,-—|—ux—ij, (1.8)
i j=1
[[zj=1&Vjie{l,....n}:2; >0, (1.9)
j=1
Vje {1,...,n}:)\jx]~:()& )\j ZO (110)

Z podminek (1.10) a (L.9) plyne, Ze pro j € {1,...,n} je A\; = 0. Potom
vyuzitim ((1.8) a musi platit

Vie{l,...n}:—zi=p]]z;=pn
j=1

tedy —u = x; = --- = x,, = 1. Posledni rovnost plyne z . Jediné aktivni ome-
zeni je [T5_, x; = 1 (je-li x; = 0 pronéjaké i € {1,... n}, pak ziejmé [T}_, z; # 1),
je proto splnéna podminka (LICQ) a protoze jiného kandiddta na minimum ne-
mame, FeSenim ulohy je vektor (1,1,...,1). V nerovnosti mame proto, za
predpokladu I]}_; z; = 1,

n n n %
oi=1=]]z= 1l -
: e
Necht nynf [T}_, z; = ¢, pro néjaké ¢ € R. Pro ¢ = 0 nerovnost (1.7 plyne z
nezapornosti ;, ¢ = 1,...,n. Pro ¢ # 0 pouzijeme substituci y; = z,//c. Protoze
[T7-1 y; = 1, vyuzitim pfedchozich vysledki dostdvame

| =

n

1 n 1 n n
=D =) Yz o= (H%’)
j=1 =1 j=1

n .
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2. Kvazikonvexni funkce

2.1 Zakladni pojmy

Definice 15 (Bazaraa) (2006), Definition 3.5.1, 3.5.5, 3.5.8). Necht f je funkce
a Dom(f) je neprdzdnd konverni mnoZina. Rekneme, Ze funkce f kvazikonvernt,
jestlize

Va,y € Dom(f) VA € (0,1): f(Ax + (1 — N)y) < max{f(z),f(v)}.

Rekneme, Ze funkce f je striktné kvazikonverni, jestliZe

Vr,y € Dom(f), f(z)# f(y) YA€ (0,1) : f(Az + (1 = A)y) < max{f(z),f(y)}.

Rekneme, Ze funkce f je silné kvazikonverni, jestliZe

Va,y € Dom(f), w4y YA€ (01): Fha+ (1 — A)y) < max{f(2),f(y)}.

Funkce f je kvazikonkdvni (resp. striktné kvazikonkdvni, resp. silné kvazikon-
kdvni) je-li — f kvazikonvexni (resp. striktné kvazikonvexni, resp. silné kvazikon-
vexni). Funkce, kterd je kvazikonvexni i kvazikonkdvni, se nazyva kvazilinedrni.
Ztejmé kazda konvexni funkce je i kvazikonvexni, opacna implikace neplati. Ves-
kera tvrzeni zde budou uvedena pouze pro kvazikonvexni funkce, ale analogie
plati i pro kvazikonkavni a kvazilinearni funkce.

Véta 25 (Bazaraa (2006)), Theorem 3.5.2). Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. Funkce f :R¥ — R je kvazikonvexnd.

2. Ya € R:L_(f) je konvexni mnozina.

Disledek: Je-li funkce f kvazilinedrni, pak je jeji iroviiovd mnozina L, (f) =
L (f)NL_(f) konvexni pro viechna o € R. Opacnou implikaci skoro jisté nespl-
nuje napriklad funkce

> Xl ity
i=1
kde X1, X5, ... je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou hustotou.

Piiklad: Funkce log(z), [z], 3 jsou monoténni a proto kvazilinedrni.

Priklad (Boyd (2004), Example 3.31): Funkce f(z1,22) = x129 neni pro
Dom(f) = R? konvexni ani konkdvni, plyne to z véty , nebot matice druhych
derivaci

HO) =] g

mé charakteristicky polynom p(\) = A? — 1. Jeji vlastni ¢isla jsou -1 a 1 a je
tedy indefinitni. Funkce f je ale kvazikonkévn{ na R%, protoze mnozina L} (f) =
{(z1,22) € R |2122 > o} je konvexni pro libovolné a € R, f neni kvazikonkévni
na R2.

Priklad: Funkce I,y je striktné kvazikonvexni, ale neni kvazikonvexni.

Definice 16. Rekneme, Ze funkce f je zdola polospojitd v bodé x € R* jestliZe

Ve > 030 > 0Vy € B(z,0) : f(y) > f(x) —e.

12



Priklad: Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny je (za predpokladu,
ze v definici distribu¢ni funkce pozadujeme spojitost zleva) zdola polospojitd.

Lemma 26 (Bazaraal (2006), Lemma 3.5.7). Necht S je neprdzdnd konvexni
podmnozina R™ a f : S — R je strikiné kvazikonvezni a zdola polospojita. Potom
je [ kvazikonvexni.

2.2 Extrémy kvazikonvexnich funkci

Lemma 27 (Boyd| (2004), str. 99). Funkce f s Dom(f) C R je kvazikonvexzni
prave tehdy, kdyzZ splnuje jedno z ndsledujicich:

e [ je neklesajici
e f je nerostouct

e cristuje ¢ € Dom(f) takové, Ze f je merostouci na (—oo,c) N Dom(f) a f
je neklesajici na (c,00) N Dom(f). Je-li f spojitd, pak je bod ¢ je bodem
globdlniho minima f.

Kvazikonvexnim funkcim na R se proto ¢asto riké unimodalni.

Véta 28 (Bazaraal (2006), Theorem 3.5.3). Bud S neprdzdny kompaktni konvexni
polyedr v RF a f : R¥ — R spojitd kvazikonvezni funkce na S. Potom md tloha
magcf(x) optimdlni reseni x*, kde x* € ext(S).

TE

Priklad: Méjme nasledujici tilohu kvazikonvexniho programovani

max f($17$2) = T122
za podminek T+ a9 <4
T < 1
xy, w0 >0

Utelové funkce je kvazikonvexni a mnozina p¥ipustnych Feseni je kompaktni kon-
vexni polyedr. Dle predchozi véty bude proto optimalni feseni v nékterém z bodi
(0,0), (1,0), (1,3), (4,0). Dosazenim zjistime, ze f nabyva svého maxima na mno-
ziné pripustnych reseni v bodé (1,3).

Jak jsme mohli vidét na prikladu s horni celou casti, lokalni optimalni reSeni
kvazikonvexnich funkei nemusi byt globdlnim optimalnim fesenim. Nasledujici
véta 1ika, ze striktné kvazikonvexni funkce tuto vlastnost jiz maji, nebof jejich
definice vylucuje existenci konstantnich segmentti mimo extrém.

Véta 29 (Bazaraal (2006), Theorem 3.5.6). Bud f striktné kvazikonvexni funkce
a S neprazdnd konverni podmnozina R¥. Je-li x* bodem lokdlniho minima funkce
f na S, pak f nabyvad i svého globdlniho minima v bodé * na S.

Nalezené globélni optimalni feseni ale nemusi byt jednoznac¢né. Jednoznacnost
zarucuje az predpoklad silné kvazikonvexity.

Véta 30 (Bazaraa (2006), Theorem 3.5.9). Bud f silné kvazikonvexni funkce a S
neprdzdnd podmnozina R*. Je-li o* lokdlnim optimdinim rTesenim ilohy IIlelgl f(x),

pak je x* i jednoznacnym globdlnim optimdlnim resenim.

13



2.3 Diferencovatelné kvazikonvexni funkce

Véta 31 (Bazaraal (2006), Theorem 3.5.4). Bud S neprdzdnd oteviend konvexni
podmnozina R* a f : S — R diferencovatelnd na S. Pak f je kvazikonvezni pravé
tehdy, kdyz plati libovolny z lasledujicich ekvivaletnich vyroki

Va,,xe €S0 f(x1) < f(xg) = Vf(x) (21 — 22) <0,

Vi, € S Vf(za) (21 — 22) > 0= f(21) > f(x2).

Priklad: VyuZitim véty [31| ovéifme, Ze funkce f(z) = 23 je kvazilinedrni:
f(21) < f(22) & 21 <29 = f(22)(21 — 32) <0,
f(x1) > f(x2) & 21 > 22 = f'(22)(21 — 72) > 0.

Zéaroven jsme zjistili, ze na rozdil od konvexnich funkci, pro kvazikonvexni funkce
neplati, ze by jejich stacionarni bod, byl bodem globalniho minima.

Véta 32 (Boyd| (2004), str. 101). Je-li f kvazikonvezni a dvakrdt diferencovatelnd,
pak

(2.1)

Vz € Dom(f) Vy € R : y' Vf(2) =0 = y"H(f(x))y > 0. (2.2)

2.3.1 Pseudokonvexni funkce

Definice 17 (Bazaraa (2006), Definition 3.5.10). Bud S neprdzdnd konvezni pod-
mnoZina RF a f : S — R diferencovatelnd funkce na S. Rekneme, Ze funkce f je
pseudokonvexnt, jestlize

Vo, 20 €S, Vi(z) (2 —21) > 0= f(x2) > f(1), (2.3)
nebo ekvivalentné
Vay,z9 €S, f(z2) < flo1) = Vf(z) (20 — 1) < 0.
Rekneme, Ze funkce f je strikiné pseudokonvezni, jestlize
YV, 20 €S, 11 # X9 Vf(xl)T(m2 —x1) > 0= f(x2) > f(z1).

Rekneme, Ze funkce f je pseudokonkduni (vesp. striktné pseudokonkduni), je-li
— f pseudokonvexni, (resp. striktné pseudokonvexni).

Bezprosttedné z definice pseudokonvexity plyne, ze je-li Vf(xz) = 0, pak
f(y) > f(z) Yy € S. Dale ze vztahu mezi vétou [31] a definici [17] plyne, ze kazda
pseudokonvexni funkce je i kvazikonvexni.

Piiklad: Hustota ndhodné veli¢iny X s rozdélenim N (u,02) je pseudokon-
kavni. Derivace hustoty podle z je

PR (z — p)?
Ixlz) = 02\ 2102 P <_ 202 ) ’

Protoze f%(xz) > 0 < z < p, mame

fx@)(y—2) <0 y<z<p nebopu<z<y

y<z<p= fx(y) < fx(@),
p<z<y= fx(y) < fx(z)
Plati tedy obdoba vztahu (2.3]) pro pseudokonkani funkce.
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2.4 Operace zachovavajici kvazikonvexitu

Lemma 33 (Boyd (2004)), str. 102). Bud I indezovd mnoZina a f;, i € I kvazi-
konvexni funkce. Pak je i g(x) = sup{ fi(x)|i € I} kvazikonvezni funkce.
iel

Na rozdil od konvexnich funkci, kvazikonvexni funkce nejsou uzaviené na
kladné soucty.
Priklad: Uvazujme funkci f(x,y) = 23 + y3, mdme

Ve = (50) B = )

Polozme zy = (2, —1)T a 2y = (3,—12). Pak 2{ Vf(z) = 0, ale 2T H(f(20))z1 =
—756, je tedy porusena podminka (2.2]) a funkce f proto neni kvazikonvexni.

Véta 34 (Agrawal a Boyd (2020), Theorem 1). Necht C je podmnoZina R,
f:C — (—o00,00] je kvazikonvexni zobrazeni a I = {1y, Is, I3} rozdéleni mnoziny
{1,...,k} takové, Ze f je neklesajici v argumentech indexovanymi I, a nerostouci
v argumentech indexovanymi I. Necht M je podmnoZina R™ a g : M — R* je
zobrazeni takové, Ze g; jsou konvexni pro v € Iy, konkdvni pro v € I a afinni pro
1 € I3. Potom je sloZené zobrazeni

h=fog

kvazikonvezni. Je-li navic f konvexni, pak je i h konvexni.

2.5 Souvislost kvazikonvexity s ilohou maxima-
lizace uzitku

Uvazujme zakaznika, ktery méa na vybér z mnoziny zbozi, kterou oznac¢ime
indexy 1,2, ..., L. Ozna¢me z vektor kvantit zboz{ a X C RY mnozinu moznych
nékupu, nejbéznéji je X = {x; > 0| ¢ = 1,...,L}. Na této mnoziné zavedeme
relaci preferenci 7. Jednd se o binarni relaci na X, pomoci které porovnavame
mozné alternativy z, y € X, x 77 y ¢teme jako "x je alespon stejné tak preferované
jako y". Relace 7~ indukuje dalsi dvé relace na X.

Relaci striktni preference >, ktera je dana vztahem

r=yerzy&-(yzg o),

x >y Cteme jako "z je preferovanéjsi nez y".
A relaci indiference ~, ktera je dana vztahem

r~ysrZyky s,
x ~ y Cteme jako "z je stejné preferované jako y".

Definice 18 (Colell (1995)), Definice 3.B.1 - 3.B.4, 3.B.6). Rekneme, Ze relace
je:

e Racionalni, je-li uplnd a tranzitivni.
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e Monotonni, jestlize
reXy>r=yz .

o Lokdlné nenasycend, jestlize

Vee X Ve>0TyeX, |ly—z||<e:y> . (2.4)

o Konvexni, jestlize

Vo € X je mnozina {y € X|y = x} konvezni.

Spojitd, jestlize pro kaZdou dvojici posloupnosti {x,}°,, {yn}22, C X,
které splruji im,, oo T, =, liMy, oo Yp =Y @ Tp 2 Yn, VN €N jex 7= y.

Priklad: Necht v, k,z € Ry, v, k, z > 0. Ozna¢me

v 0 0
V=I|0|, K=1|k|, Z=|0],
0 0 z

X = conv(V,K,Z). Volme z* = (v*,k*,2*)T € X. Relaci - zavedeme na X vztahy

Vee X, z#a2": 2" = x, (2.5)
Ve,ye X txmy < dag) <dyz").
Potom je 7~ na M
1. Uplna a tranzitivni,
2. monoténni, protoze pro xz € X je {y € Xy >z} =0,

3. neni lokdlné nenasycena, protoze x* nespliuje podminku ([2.4)),

4. je konvexni, protoze {y € Xy = z} = B(2* d(z,2*)) N X je konvexni
mnozina,

5. je spojita.
Definice 19 (Colell| (1995), Definition 1.B.2). Funkci u : X — R nazveme uZit-
kovou funkci reprezentujici relaci preferenci 7, jestlize plati

u(@) = uly) = Zy.

Piiklad: Uzitkova funkce urcend relaci 77 z (2.5) muze byt tvaru u(z) =
—d(x,z*).

Pozadavky na relaci 7~ se jistym zpusobem prenaseji na uzitkovou funkci u.
Je-li 7Z monoténni, pak je u rostouci. Je-li 7~ konvexni, pak je u kvazikonkavni,
tuto vlastnost 1ze snadno nahlédnout pomoci troviiovych mnozin funkce u: Necht
a€Rad € X splivje u(e) = inf{x € X|u(x) > a}. Potom

LY (u) = {z € X|u(z) > a} = {r € X|z =},

pricemz {x € X|z 27 o} je z konvexity 77 konvexni.
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Lemma 35 (Colell| (1995)), Proposition 3.C.1). Je-li relace preferenci i, racio-
ndlni a spojitd na X, pak k ni existuje spojitd uZitkovd funkce u.

Vratme se nyni k zakaznikovi. Oznac¢me p = (py, . ..,pr)T > 0 vektor cen zbo#i
a w zakaznikiv disponibilni penézni obnos. Necht X = ]RJLF. Za predpokladu
linedrnich cen je mnoZina cenové dostupnych ndkupt déna vztahem B(w,p) =
{z € X|pTz < w}. Chceme najit mnozinu x(p,w), pro kterou plati x* € z(p,w) =

r* = argmax u(x). Je-li u spojitd, pak Teseni existuje.
z€B(w,p)
Necht je u spojité diferencovatelna a - ma vlastnosti z definice pak mi-

Zzeme problém maximalizace uzitku formulovat jako tlohu kvazikonvexniho pro-
gramovani a vyteSit ji pomoci Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek. Z monotonie
>~ mus{ optiméln{ TeSeni splitovat p’z = w.

max u(z),
za podminek ple —w =0,

—IZSO, Z:].,,L

Lagrangeova funkce je tvaru
L
Lz p) =u(z)+> Na; —plp'z —w).
j=1

Oznacme

Ou(x)
() =
(@) = T

Optimélni feseni musi spliovat
Vie {1,...,L}: 0 =ui(z) + X\ — upi, (2.6)
pPloa—w=0&VYje{l,....L}: \jg; =0, x; >0, \; >0. (2.7)
Za predpokladu, ze optimdalni TeSeni z* spliuje x7 > 0 pro vsechna ¢ €
{1,...,n}jez (2.7) \y = --- = A = 0 (tento predpoklad zavisi na tvaru funkce
u a je splnén naptiklad v pripadé, kdy jsou Xi, X, ..., X vzadjemnymi komple-

menty). Potom z ([2.6) musi optimalni feseni z* spliiovat

/ * / * / *
M:ul(m)ZUQ(x)::M&pTx*:w
D1 D2 Pr

Jiz vime, Ze za nasich predpokladl feseni existuje a Ze mnozina vsech Teseni je
konvexni. Reseni bude jednoznacné za predpokladu, ze je 7 striktné konvexnd,
tedy

Ve,ye Xyy~x,y#aVAe (0,): dy+ (1 =Nz =z & y+ (1 — Nz = y.

Za predpokladu striktni konvexity 77 je u silné kvazikonkavni a z véty [30] je feseni
jednoznacné.
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2.6 Nested convex families

Definice 20 (Eppstein| (2004), Nested convex families). Necht Y je tiplné uspord-
dand mnozina a K(R¥) znaci mnoZinu vsech kompaktnich konvexnich podmnozin
R*. Pak definujeme [nested convex family] jako zobrazeni ® Y — K(RF), které
splnuge

1. V/\l,)\g c Y; )\1 < )\2 : @()\1) - @()\2),

Ma-li kazda podmnozina Y infimum, tak pro libovolnou [nested convex family]
® : Y — K(RF) mizeme definovat funkci go : R¥ — Y predpisem

go(x) = inf{\: x € ®(\)}.

Nadale budeme brat Y = R*
Priklad: Pro ®(a) = {(z,y) : 2* + y* < a} mdme go(z,y) = inf{a]z? + y* <
a} = 22 +y2. Vidime, Ze ®(a) = L, (¢s). Nésledujici véta k4, Ze to neni ndhoda.
Lemma 36 (Eppstein (2004), Lemma 1.1). Pro kaZdou [nested convez family] ®
a pro kazdé o € R* je L (¢s) = @(a).

Necht ¢ : R¥ — R je kvazikonvexni funkce, jejiz dolni troviiové mnoziny jsou
omezené. Pak miizeme definovat zobrazeni ®,(a) piedpisem

O4(e) = [ La(a).
a’'>a

Nejsou-li dolni droviiové mnoziny ¢ omezené, mizeme volit konvexni mnozinu
K C R* a definovat

Oy x(a) = () (Ly(a) N K).

o' >a
Lemma 37 (Eppstein| (2004), Theorem 1.2). Pro libovolnou ® je ®,, = ®.

Lemma 38 (Eppstein| (2004)), Theorem 1.3). Je-li q spojitd kvazikonvexni funkce,
s omezenymi dolnimi drovriovymi mnozinami, pak q = (s,

2.6.1 Reseni kvazikonvexnich problémi metodou bisekce

Meéjme tlohu nalezeni minima kvazikonvexni funkce ¢q. Necht vime, ze se op-
timalni{ feseni p* nachézi v intervalu [«,(] a necht ¢,(z) je konvexni funkce, kterd
spliuje ¢(z) <0 < z € ®,(¢). Funkei ¢; 1ze volit napiiklad jako

o) — 0, x€ ),
(@) {oo, z ¢ O (t).

Polozme t = 212 a uvazujme nésledujici problém

najdi x,
za podminek ¢ (z) < 0.
Existuje-li pripustné feSeni, pak se p* nachézi v intervalu [«, ¢(x)], v opacném
ptipadé se p* nachdzi v intervalu [¢,5]. V obou pripadech jsme puvodni inter-
val zkratili o polovinu. Ulohu kvazikonexniho programovani lze tedy fesit jako
posloupnost tloh konvexniho programovani.
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3. Invexni funkce

Definice 21 (Hanson (1981), Invexni funkce). Rekneme, Ze funkce f : R¥ — R
je invexnd, jestlize existuje funkce n: R*¥ x R¥ — R, n #£ 0, kterd sphiuje

Vo € RY: f(x) — fly) = n(zy)" Vf(y). (3.1)

Lemma 39 (Ben-Israel a Mond| (1986)), Theorem 1). Funkce f je invexni prave
tehdy, kdyz je kazZdy jeji staciondarni bod bodem globdlniho minima.

Definice 22 (Hanson| (1981), Kvazi-invexni funkce). Rekneme, Ze funkce f :
R¥ — R je kvazi-invexnd, jestlize existuje funkce n: R¥ x R¥ — R* n #£ 0, kterd
splnuje

fla) = fly) <0=nlzy)" fly) <0. (3:2)

Definice 23 (Hanson (1981), Pseudoinvexni funkce). Rekneme, Ze funkce f
RF — R je pseudoinvexnd, jestlize existuje funkce n: RF x R¥ — R* n £ 0, kterd
splnuge

n(@xy)'Vi(y) > 0= f(z)— fly) > 0. (3.3)

Podobné jako u kvazikonvexnich funkei, plati pro invexni funkce
Invexni = Pseudoinvexni = Kvazi-invexni.

Invexni funkce jsou rozsitenim diferencovatelnych konvexnich funkci, nebof

volbou 7n(z,y) = (z — y) dostaneme v (3.1]) (resp. v (3.2)), resp. v (3.3))) diferen-

covatelné konvexni (resp. diferencovatelné kvazikonvexni, resp. pseudokonvexni)
funkce. Déle plati nasledujici vztahy

Strictly
convex

Under differentiability

——4 Conwex

Strictly Under| | differentiability

pseudoconvex

l Pseudoconvex
" >

# Strongly

gquasiconvex
Strictly

] :‘; quasiconvex ;

Il
Under lower

semi\clintinuity

Quasiconvex @

e

Obrazek 3.1: Bazaraa, (2006), Figure 3.13, vztahy mezi riznymi druhy konvexity
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Piiklad: Funkce f(xy,20) = 23 + 23 je kvazi-invexni. Podminku
i+ a5 —yi — s < 0= 3m(y)yi + 3ne(zy)ys <0

splnuje napriklad ,

3 .3 3
Ty — Y1 T — Yo
nr,y) = ) .
) = (P )

Zobecnénim invexnich funkei jsou tzv. inverni funkce proniho druhu [type 1
invex functions].

Definice 24 (Hanson| (1999), type I invex function). UvaZujme ilohu

min f(z),
za podminek g¢(z) < 0. (34)
Oznacme F = {x : g(x) < 0}. O funkei f : R¥ — R rekneme, Ze je ticelovou funkci
pruniho druhu [type I objective function] v bodé u € F a o funkci g : R¥ — R™
rekneme, Ze je omezenim prvniho druhu [type I constraint function] v bodé wu,
jestlize existuje funkce n: F — RF, kterd spliuje

n(2)"V f(u),
n(x)" Vg(u).
Invexni funkce prvniho druhu jsou pro nés zajimavé, protoze se jedna o nejsirsi

tridu funkei, pro které jsou Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky nutné i postacujici
k optimalité Teseni.

(3.5)

Véta 40 (Hanson (1999)), Theorem 2.1). Necht w € S. Jsou-li f a aktivni slozky
g invezni proniho druhu vzhledem ke spolecnému n(x,u) v bodé u a Karush-Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou splnény v bode u pro néjaké N*, pak je u optimdlnim
resenim problému .

Véta 41 (Hanson (1999), Theorem 2.2). Necht u € S a pocet aktivnich omezeni
v bodé u je mensi nezZ k (dimenze x). Je-li u optimdlni resend tlohy , pak
jsou funkce f a g invexni proniho druhu vzhledem ke spolecnému n(x,u) #Z 0 v
bodé u pro kaZdé x € S.

Predpoklad o poc¢tu aktivnich omezeni v bodé u neni omezujici, protoze mi-
zeme do (3.4) zavést proménné iy, ... ,Tk+p, kde p je vhodné velké a funkei f
predefinovat na

f(xlw"akarp) :f(xla"wmk)_"xi_H+"'+xi+p-
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4. K-Konvexita

4.1 Motivace

Zavedeni K-konvexity je motivované nasledujicim problémem: Méjme obchod,
ktery prodavéa zbozi X. Ozna¢me c(x) cenu, za kterou obchod koupi x jednotek
X. Funkce ¢ : Ry — (0,00) byva nejcastéji tvaru c(x) = kx + Ko, kde k > 0
je cena za jednotku X a Ky > 0 je cena dovozu. Naklady na skladovani zbozi
ozna¢ime jako h(-) a funkei penézni ztraty pii nedostatku zbozi k prodeji jako
p(+). Predpokladejme, Ze se poptavka po X za jedno prodejni obdobi Tidi nezé-
pornou nahodnou veli¢cinou D s hustotou ¢. Dale predpokladejme, ze zbozi lze
zakoupit pouze na pocatku prodejnitho obdobi a mame jej k dispozici okamzité
po zakoupeni a ze néklady jsou vyhodnoceny na konci prodejniho obdobi.

Mame-li na pocatku obdobi naskladnéno y jednotek X, pak jsou ocekavané
naklady za toto obdobi, dany vztahem

L) = [ hly — 0(€)de + [ plé — y)o(e)de. (4.1)

Ozna¢me « € [0,1] diskontni faktor, bude-li nds obchod prodévat zbozi po dobu
n obdobi, ocekavané naklady za jedno obdobi pti optimalnim fizeni a pocatecéni
kvantité zbozi x jsou dany vztahem

Calw) = minfely =) + L) +a [ Coaly—o©)deh, (42

kde Cy = 0. Jestlize y,(z) je takové y, které minimalizuje (4.2)), pak je optimalni
pocatecni koupé y,(x) — x.

Priklad: Méjme kamelota, ktery se musi rano rozhodnout, kolik novin méa od
svého dodavatele nakoupit, aby maximalizoval své zisky. Oznacme h potizovaci
cenu za jedny noviny a p vydélek za jejich prodej. Funkce ztrat pii nedostatku
novin k prodeji je tvaru p(z) = pz. Neprodané noviny kamelot na konci dne
vénuje svému mladsimu bratrovi, ktery chodi na zakladni skolu, kde maji celoroc¢ni
soutéz ve sbéru papiru. Funkce ndkladu za skladovani je proto tvaru h(z) = hz
a pocet prodejnich obdobi je jedna. Budeme predpokladat, ze D je spojita a ze
mé kladnou hustotu.

Kamelot koupi néjaky pocet novin a ihned po jejich zakoupeni potka svého
kamarada z MFF UK a vyli¢i mu svou situaci. Kamardd z MFF UK problém
formuluje jako ilohu matematického programovani (pro nazornost minimaliza¢ni)

min L(y),

y>0

jejiz feSeni je v dané situaci i feSenim ulohy maximalizace zisku

max /Oy(p + h)x¢(z)dx — hy.

y=0

Lagrangeova funkce pro minimalizacni problém je tvaru L(y,\) = L(y) — Ay,
pro TeSeni dostavame, vyuzitim derivace integralu podle meze, Karush-Kuhn-
Tuckerovy podminky

0=nhFp(y) —p(l—Fp(y)) —A, A>0, y >0, \y=0.
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Jediné netrivialni Teseni je

- b

Oznacme S takové y, které splituje ({.3). Protoze L je lemmat [J] a [15] konvexni
a mnozina pripustnych feseni ma neprazdny vnitfek, je splnéna podminka (SC)
a L nabyva na [0,00) svého minima v S;. Dostavame se k zavéru

o L(Sl), T < Sl,
Cil@) = {L(:c), x> 5.

Kamarad z MFF UK proto poradi kamelotovi, aby v pripadé, ze mad méné nez
S1 novin doplnil své zésoby na S; (v praxi [Si| nebo [S1]), protoZe pii tomto
poctu novin bude mit v nasem modelu maximalni o¢ekavany vydélek. V opa¢ném
pripadé mu fekne, aby dalsi noviny nekupoval a popreje mu hodné stésti.

Necht 5,5 € R, s < S. Rizeni skladu, kdy zbozi doplnime na hladinu S pouze
v pripadé, kdy je x < s, a v opa¢ném pripadé nic nedélame, se v teorii skladu
riké (s,.S) Izeni.

Ptedchozi priklad byl na maximalizaci zisku za jedno obdobi pti nulové cené
dovozu. D& se dokazat, ze pro Ko = 0 a ¢(x), h(+), p(:) linedrni, existuje posloup-
nost ¢isel S, S, ... takova, ze je Fizeni (S,,,S,) pti horizontu n obdobi optimalni.

Matematici padesatych let se zabyvali otazkou, jak se situace zméni, kdyz
bude Ky > 0. Odpovéd publikoval na konci padesatych let matematik Herbert
Scarf ve svém c¢lanku [Scart (2005)), ve kterém zavedl tiidu K-konvexnich funkei.

4.2 K-konvexita v jedné dimenzi

Definice 25 (Scarf (2005), definice K-konvexni funkce). Necht K > 0. Eekneme,
ze funkce f: R — R je K-konvexni, jestliZe

VmGR‘v’a,b>0:K—I—f(a—l—m)—f(a:)—a(f(x)_g(m_b)> > 0.

Lemma 42 (Gallego a Sethi| (2005), Theorem 2.2). Funkce f je K-konvexni prave
tehdy, kdyz

Vey e R,y >aVA[01]: f(Ar+ (1= A)y) < Af(x) + (1= MK+ f(y)].
Lemma 43 (Scarf (2005)). Konvexni funkce jsou 0-konvexni.

Priklad: Funkce

1, x <0,
—Sgﬂ(l’) - 07 T = Oa
-1, z>0.

je 2-konvexni, funkci sgn(z) lze povazovat za 2-konkavni.
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Priklad: Funkce log(x) je na intervalu (m,M), M > m > 0, (W)—konvexni.

Z konkavity a monotonie logaritmu a véty [20| plyne, ze pro vSechna z,y € (m,M),
y > x plati

log(Az + (1 — N)y) <log'(x)(Az + (1 — Ny — z) + log(z) =

1— Ny — 1— Ny —
:)\x—l—( Ny —x T log(x) < Ax+ (1 =Ny
T T

=Mlog(z) + (1 — ) |log(y) + ? < Aog(z) + (1 — A) {log(y) +

T4 Mog(z) + (1 — A)log(y) =
M —m

Lemma 44 (Scarf (2005)). Je-li f K-konvexni, pak je i g(x) = f(x + h) K-
konvexni pro vsechna h € R.

Lemma 45 (Scarf (2005))). Necht f je K-konvexni a g je M-konvexni. Potom
af 4+ Bg je aK + BM konvexni. Tuto vlastnost lze zobecnit na nespocetné sumy a
integraly.

Polozme
Guly) = ky+ L) +a [ Comay = Oo()de. (44)

Potom je

Co=0, Cy(z) = m>in{Gn(y) — kx}
y-2x

a Ko-konvexita funkce C,, zavisi pouze na Ky-konvexité funkce G,,. Z lemmat [44]
a [45| Ko-konvexita funkce (G,, zavisi pouze na Ky-konvexité funkce C,_1. V [Scarf
(2005) je pak matematickou indukei a diskuzi o poloze = dokazano, ze

O (1) = Ko — kx 4+ G,(Sn), x < sp,
) Gola) — ka, T > Sp.

Kde S,, = argmin G, () a s, spliuje G, (s,) = G,(S,)+ Ky (1ze pouze pro D spo-
jitou, pro D diskrétni je tfeba volit nejvétsi s, které splnuje s, < S, & G, (s,) >
Gn(Sn) + Ky).

Jinymi slovy, nenastane situace na obrazku (tedy s, a S, jsou jednoznacné
urceny) a zbozi X je vyhodné koupit az v dobé, kdy oc¢ekavané naklady presahuji
minimalni ocekavané néklady plus cenu za dovoz.

Priklad: h(t) = 50t, p(t) = 250t, Ko = 400, k = 75, D = Bi(100,0.3), n =5
a a = 0.75. Potom proy € N

100

L(y) =é50(y—j)<120> (0.3)7(0.7)"° 7+ 3~ 250(j —y) (13()) (0.3)7(0.7)100

J=y+1
Déle, pouzitim programu R, dostavame vysledky

25 | 31 | 2784.475 | 3214.834
20 | 25 | 3587.848 | 4043.533
19 | 24 | 3684.983 | 4208.604
19 | 24 | 3693.257 | 4204.251
19 | 24 | 3693.962 | 4204.306

Y | W N | =
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L(z) + aXj_Cu(r — j)P(D = j), x> ss.

V sekei obrézky jsou grafy funkei L (obr. [4.2)), G5 (obr. a Cy (obr. [4.4)).
V dalsim budeme psat pouze G misto G,,, S misto S, atd.

4093.962 — 75z, T < Ss,
Cs(z) = { ’

4.3 K-konvexita ve vyssich dimenzich

K-konvexita ve vyssich dimenzich je motivovana obdobnym problémem jako v
predchozi sekci. Ve skladu nyni méame n rtiznych druhi zbozi Xy, ..., X, pricemz
cena za dovoz je dana funkei K : R} — R, kterd je definovand pfedpisem

i=1
kdee=(1,1,....)T e R"ad: R = R, §(z) = L1z}
Tedy musime zaplatit K; kdykoli objednavame X; a K, kdykoli objednavame.

Lemma 46 (Gallego a Sethi (2005), Lemma 2.1). Funkce K : R} — Ry spliiuje
trojuhelnikovou nerovnost.

Lemma 47 (Gallego a Sethi| (2005), Lemma 2.2). Funkce K : R} — R, je
homogenni stupné 0.

Definice 26 (Gallego a Sethi| (2005)), Definice 2.1). Necht g : R¥ — R je funkce
a K = (KoKi,...,K,)T € Ry, Rekneme, Ze g je (Ko,Ky, ..., K,)-konvexnt,
nebo prosté K-konvexni, jestlize pro kazdé A € [0,1] plati

Vo,y € Ry >z gz + (1—Ny) < Ag(x) + (1 — N)(g(y) + Ky — ).

K-konvexita tzce souvisi s pojmem viditelnosti. Necht a > 0, o bodu (z,f(z))
fekneme, Ze je viditelny z bodu (y,f(y)+a), jestlize kiivka {(Ax+ (1—N)y, f(Az+
(1 = MN)y)|A € [0,1]} lezi pod useckou spojujici body (z,f(z)) a (y,f(y) + a).

Priklad:Necht f(z1,79) = (2z1,423), pak je (5,10,100) viditelny z (1,2,4),
protoZe epi(f) je konvexni.
Priklad: Pro g(z) = —x? + 100, bod (10,0) neni viditelny z bodu (—10,0).

Véta 48 (Gallego a Sethi| (2005), Theorem 2.1). Funkce g je K-konvexni prave
tehdy, kdyz (z,g(x)) je viditelng z (y, g(y) + K(y — x)) pro vsechna y > x.

Lemma 49 (Gallego a Sethi| (2005)), Property 2.1). Necht g : R" — R je K-
konvezxni. Potom je g i L-konvexni pro libovolné L > K.

Lemma 50 (Gallego a Sethi| (2005)), Property 2.2). Necht ¢; : R" — R je K-
konvexni a go : R™ — R je L-konvexni. Necht o, > 0. Potom ag, + Bgs je
(alC + BL)-konvexnd.

Lemma 51 (Gallego a Sethi (2005)), Property 2.3). Necht g : R" — R je K-
konvexni a § = (&1, ...,&,) je ndhodny vektor, ktery pro kaZdé x € R™ splruje
Elg(x — &)| < 00. Potom je Eg(x — &) K-konvexnd.
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Lemma 52 (Gallego a Sethi| (2005)), Property 2.4). Necht g : R™ — R je funkce.
Volme x,y € R, y > x a definujme

fQ) =gz + (1= Ny).
Funkce f:R — R je K(y — x)-konvexni prave tehdy, kdyz je g K-konvexnd.

Lemma 53 (Gallego a Sethi (2005)), Theorem 2.3). Necht g : R" — R je K-
konvexni a S € R™ je bodem globdlniho minima funkce g. Necht x < S a definujme
fA) =g(AS + (1 = N)x). Necht Ay < 1 spliuje f(N) = f(1) + K(S — x). Potom
je f(N\) neklesajici na A < Ay a f(X) > f(1) + K(S — z) pro vSechna X\ < Ay.

Véta 54 (Gallego a Sethi (2005)), Theorem 3.1). Necht g; : R — R je K;-
konvexni, i = 1,...,n. Potom je funkce g(xy,...,x,) = X0 gi(z;) : R" — R,
(0,K4,...,K,)-konvexnt.

Priklad: Ozna¢me X = (X1,X5), c(z) = c1(x1) + c2(x2), a D = (Dy,D5)
poptavku po X. Budeme predpokladat, ze D ma nezavislé slozky a ze G = G1 +
Gy : R? - R je (0,K,,K5)-konvexni. Pro i € {1,2} definujme S; = argmin G;(z)
a s; vztahem G,(s;) = K; + G;(S;), S = (51,52), s = (81,82). Potom lze z nasich
znalosti o K-konvexité v jedné dimenzi odvodit

Ky + Ky — kyzy — kaxo + G(S), x <s,
Ky — kyxy — koxe + G(21,S2), T1 > 81, Ty < So,
Ky — koxg — kyxy + G(S1,x2), 1 < 81, Ty > So,
G(z) — kixy — koo, T > S.

4.3.1 Vice druhu zbozi, jeden dodavatel

Necht Ko = (Ky,0,...,0) € R""! a funkce g : R” — R je Ky-konvexni, spojitd
a koercivni (tj. limjg—o0 g(2) = 00). Bud S bod globédlniho minima funkce g a
do = {z < Slg(x) = g(S) + Ko}. Mnozina do je diky koercivité a spojitosti g
neprazdnd a omezend. Definujme

Y={r<S|3s€ oo INe€[0,1] :x=As+ (1 = \)S},
o={x < S|z ¢ X}

Lemma 55 (Gallego a Sethi| (2005), Lemma 5.1). Je-li funkce g : R* — R
KCo-konvexni, spojitd a koercivni, pak

1.z € X = g(x) < g(S) + Ko,
2. xe€o0=g(x)>g(S)+ Ko.

Lemma 56 (Gallego a Sethi (2005), Lemma 5.2). Necht g : R" — R je spojitd,
koercivni a Ko-konvexni a S je bod globdlniho minima funkce g. Potom

Ko+g(S), reo,

C(z) = ;Izlg{g(y) + Kod(e' (y —x))} = {g(%) T EX

a funkce C' je spojitd a Ko-konvexni na {x € R"|x < S}.
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4.4 Obrazky

Obrazek 4.1: (Zdroj: Scart (2005))) K-konvexita funkce G, zarucuje, Ze nenastane
situace, kde by jsme méli dva ruzné body S, S’ a dva ruzné body s, s, které
spliuji Gy, (s) = Gn(S)+ K a G,(s') = G,(S") + K. Jinymi slovy funkce G,, muze
oscilovat, ale oscilace nikdy nebude tak velkd, aby zptsobila vychyleni od (s,S)
rizeni.
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Z.aver

U konvexnich funkei jsme uvedli jejich dilezité vlastnosti pro teorii optima-
lizace. Tvrzeni ze sekci a maji v soucasné dobé uplatnéni pii FeSeni
(kvazi)konvexnich problémi za pomoci softwaru CVXPY, ktery umi od letosniho
roku fesit i kvazikonvexni problémy (Agrawal a Boyd| (2020)).

U kvazikonvexnich funkei jsme ukézali, Ze musi byt "monoténni'v tom smyslu,
ze jejich dolni droviiové mnoziny tvoii [nested convex family]. Zavedli jsme pseu-
dokonvexni funkce, jejichz stacionarni bod je i bodem globdlniho minima. Dale
jsme ukézali, ze uzitkova funkce je pri konvexnich preferencich kvazikonkavni
a nasledné jsme za jistych predpokladi ukazali feseni problému maximalizace
uzitku.

U K-konvexity v jedné dimenzi bylo predvedeno feseni minimalizace nakladi
na provoz skladu a ukazano, ze i pro (0,K7, ... ,K,)-konvenxi funkce plati témér
stejny vysledek za predpokladu, zZe jednotlivé naklady jsou na sobé nezavislé.
U (Ky,0, ...,0)-konvexity jsem ukazali, ze za pfedpokladu spojitosti a koercivity
ucelové funkce je feseni problému minimalizace naklad na provoz skladu analo-
gické TeSeni téze ulohy v jedné dimenzi, rozdilem je nahrazeni podminky x < s
podminkou x € o. Zajimavéjsi problém, tedy pro K = (Ko, K1,...,K,) je v
Gallego a Sethi (2005) uveden jako otevieny.

K-konvexita méa podobnou definici jako konvexni funkce a zachovavaji ji stejné
operace, které zachovavaji i konvexitu, ale nema zadnou z péknych vlastnosti
konvexnich funkci, které jsou zminény v abstraktu.

Jednou z otazek, které se mohou nabizet, je, zda-li je potfeba zabyvat se kva-
zikonvexnimi funkcemi, kdyz byly objeveny funkce kvazi-invexni. Stejné jako je
tomu mezi konvexnimi a kvazikonvexnimi funkcemi, kvazikonvexni funkce maji
radu vlastnosti, napriklad konvexni iroviiové mnoziny, které kvazi-invexni funkce
nemaji. Na druhou stranu invexni funkce nabizeji moznost pro zkoumani zobec-
nénych konvexnich funkei skrze funkci 7.
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