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testy, pomocou ktorych rozhodujeme o tom ¢i experimentalne ziskané data z roz-
nych populécif spliiaji vopred zadany predpoklad. Vhodnost ich pouZitia moZeme
urc¢it napriklad pomocou sily testu, vyjadrujicej pravdepodobnost zamietnutia
neplatného tvrdenia. V tuvode sa citatel oboznami s pojmami testovania hypo-
téz, ktoré su potrebné pre zavedenie jednotlivych testov. Testom, ktoré mozeme
pouzit v pripade, ze su analyzované data kompletné sa venuje druha kapitola.
V pripade, zZe niektoré pozorovania v ¢ase analyzy dat nepoznadme presne, ide o
cenzorované pozorovania a je vhodnejsie pouzit prislusné testy uvedené v tretej
kapitole. Pomocou simulécii odhadneme empiricku silu testov a pozorujeme jej
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Two-sample tests are one of commonly used statistical tools with which we make
decisions if experimentally obtained data from different populations satisfy pre-
specified statement. Suitability of using them could be dedicated by the power of
test, which states for probability of rejection of invalid statement. The reader gets
to know with terms of hypothesis testing which are necessary for introduction of
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Uvod

Dvojvyberové testy su dolezitym statistickym néstrojom na rozhodovanie o za-
mietnuti alebo nezamietnuti vopred zadaného tvrdenia o charakteristikach dvoch
populacii. Jednou z vlastnosti testov, ktora nas zaujima je sila testu vyjadrujica
pravdepodobnost, Ze test zamietne nepravdivé tvrdenie. Cielom préce je porovnat
zvolené testy na zéklade ich sily.

V prvej kapitole uvedieme zakladne pojmy testovania hypotéz. Pomocou tes-
tovania hypotéz posudzujeme ¢i experimentélne ziskané data odpovedaju vopred
zadanému tvrdeniu. V druhej kapitole uvedieme niektoré zakladné dvojvyberové
testy a odvodime ich skuto¢nu silu.

V praxi sa Casto stava, ze hodnota niektorych pozorovani je znama iba cias-
tocne, napriklad z dovodu obmedzeného ¢asového horizontu zberu dat. V takom
pripade ide o cenzorované pozorovania, ktoré mézeme vynechaf, no vhodnejsie
je zvolif testy, ktoré ich vyuziju. Testy pre cenzorované data uvedieme v tretej
kapitole.

Na zaver, v simulacnej studii, odhadneme empirickt silu uvedenych testov.
Budeme uvazovat, ze analyzované data si kompletné alebo obsahuji aj cenzoro-
vané pozorovania a na zaklade empirickej sily porovname testy za roznych pred-
pokladov.



1. Zakladné pojmy a definicie

Testovanie hypotéz sluzi k zisteniu, ¢i experimentalne ziskané data spiﬁajfl
vopred zadany predpoklad, formulovany ako hypotéza. O pravdivosti hypotézy
rozhodujeme pomocou statistického testu. V tejto kapitole budi uvedené za-
kladné pojmy z testovania hypotéz pre pripad dvojvyberového problému. Ten sa
zaobera porovnavanim urcitych charakteristik dvoch rozdeleni na zaklade dvoch
nezdvislych ndhodnych vyberov X = (X1,...,X,)T a Y = (V1,....Y,,)T.

1.1 Testovanie hypotéz

Pri testovani hypotéz testujeme tvrdenie, ktoré nazyvame nulova hypotéza.
Budeme ju znacit Hy. Tvrdenie, ktoré je v rozpore s nulovou hypotézou nazyvame
alternativna hypotéza, znacime H,. Zaverom testu je zamietnutie alebo nezamiet-
nutie nulovej hypotézy. Postavenie medzi nulovou a alternativnou hypotézou nie
je symetrické. Ak zamietame H,, potvdrzujeme platnost H;. Nezamietnutim nu-
lovej hypotézy nemozeme usudit, ze Hy plati a H; neplati.

K zisteniu zaveru pouzivame statisticky test zalozeny na vhodne zostavenej
meratelnej funkcii z dat X a Y, ktorej hovorime testovd statistika a rozhodovacom
pravidle. Ak S(X,Y) € W zamietame nulovi hypotézu v prospech alternativy, ak
S(X,Y) ¢ W, nulovi hypotézu nezamietame. Mnozinu W € R nazyvame kriticky
obor.

Nech Py (S(X,Y) € W) predstavuje podmienenti pravdepodobnost, ze za-
mietneme nulovi hypotézu za jej platnosti a P;(S(X,Y) € W) znac¢i podmienent
pravdepodobnost, ze zamietnieme nulovii hypotézu za platnosti alternativnej hy-
potézy.

V pripade, zZe zamietneme nulovi hypotézu napriek tomu, ze je platné, hovo-
rime o chybe prvého druhu. Ak naopak neplatni hypotézu nezamietneme, jedna sa
o chybu druhého druhu. V zvysnych dvoch pripadoch test rozhodol spravne. Kedze
test je konstruovany tak, ze chyba prvého druhu je zavaznejsia ako chyba druhého
druhu, chceme kontrolovat pravdepodobnost chyby prvého druhu. K tomu sluzi
hladina testu, ktora je definovand nasledovne:

Definicia 1. Nech o € (0,1) je vopred zadané cislo. Ak plati

o = sup Py(S(X.Y) € W),

Hop

hovorime, Ze hladina testu je presne a. Ak plati

a=sup lim Py (S(X,Y)e W)
H, ™Moo

pre = — X € (0,00), hovorime, Ze test md hladinu o asymptoticky.



Hladina testu je teda najvécsia mozna pravdepodobnost chyby prvého druhu
a volime ju na zaciatku testovania, zvycajne sa voli a = 0.05.
Pri dodrzani predpisanej hladiny testu sa snazime minimalizovat pravdepodob-
nost chyby druhého druhu. Doplnok pravdepodobnosti chyby druhého druhu sa
nazyva sila testu a je definovana nasledovne:

Definicia 2. Cislo 3 = P,(S(X,Y) € W) sa nazjva sila testu.

Sila testu vyjadruje pravdepodobnost, ze zamietneme neplatnii nulovi hypo-
tézu. Test sa nazyva konzistentny, ak jeho sila konverguje k 1 pre rastice rozsahy
nahodnych vyberov, pricom oba rasti podobne rychlo. Dalou vlastnostou je ne-
strannost, ktora pozaduje, aby sila testu proti kazdej alternative bola vacsia alebo
rovna ako a.

rozdelenie za H, rozdelenie za H,
\Ar"“‘ /
[
. P
hladina Y
I A
testu )

f(x)

Obr. 1.1: Grafické znazornenie sily a hladiny testu.

Na silu testu maju vplyv styri faktory.
o Hladina testu posobi priamo timerne, teda pre vicsiu hladinu testu je

vacsia aj sila testu. V tomto pripade vSak musime najst rozumny kompromis
medzi silou a hladinou testu.

o Alternativna hypotéza, respektive vzdialenost skuto¢nej hodnoty para-
metru od nulovej hypotézy. Cim vacsi je tento rozdiel, tym vacsia je aj sila.

e Variabilita dat, ktora je popisana rozptylom alebo smerodatnou odchyl-
kou, ma nepriamo timerny vplyv. Ak maju data vacsi rozptyl, sila testu je
mensia a potrebujeme viac pozorovani na presnejsie rozhodnutie o hypotéze.

e Rozsah dat, u ktorého plati, ¢im viac pozorovani mame k dispozicii, tym
vacsia je sila testu. Pri rozsahu dat sa zvycajne kladie otazka, aké mnozstvo
pozorovani potrebujeme na to, aby test dosiahol vopred zadanu silu.

O zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy rozhodujeme najcastejsie
pomocou p-hodnoty, ktord tiez byva prezentovana ako dosiahnuta hladina testu.
T4 vyjadruje maximalnu moznu pravdepodobnost, Ze za platnosti nulovej hypo-
tézy napozorujeme data, ktoré si s nulovou hypotézou vo viac¢som alebo rovnakom
rozpore ako aktualne analyzované data. Nulovi hypotézu budeme zamietaf pre
p-hodnotu mensiu alebo rovnu ako a.

Testovanie hypotéz mdzeme vyuzif napriklad na porovnavanie distribu¢nych
funkcii dvoch rozdeleni, ich strednych hodnét alebo medianov. Moznymi testami
sa budeme zaoberaf v dalsich kapitolach.
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2. Dvojvyberové testy pre uplné
data

Majme nezavisly ndhodny vyber X = (X, ...,X,)? z rozdelenia s distribuc-
nou funkciou Fx a na tlom nezavisly ndhodny vyber Y = (Y1,....Y;,)T z rozde-
lenia s distribu¢nou funkciou Fy. Tieto rozdelenia patria do rovnakej rodiny roz-
deleni F. Uvazujme dalej funkciondl 7 : F — R. Dvojvyberové testy porovnavaju
T(Fx) a 7(Fy). Testovana hypotéza potom méoze mat tvar Hy : 7(Fx) = 7(Fy)
proti alternative Hy : 7(Fx) # 7(Fy).

2.1 Presny t-test

Castymi pripadmi testovanych parametrov st stredné hodnoty px a jy roz-
deleni Fx a Fy, teda 7(Fx) = px a 7(Fy) = py. Jednym z najpouzivanejsich
dvojvyberovych testov na porovnanie strednych hodnét je presny t-test. Ide o
parametricky test, ktory predpokladd, ze X; ~ N (ux,0?) a ¥; ~ N(puy,0?), kde
px.py € Roo? >0ai€ {1,....,n}, 5 € {1,...,m}. Testujeme ¢i sa stredné
hodnoty lisia o vopred zadanu realnu konstantu §. Zvolend nulova a alternativna
hypotéza maja tvar

Hy:pux = py + 96, Hiy :px # py + 0. (2.1)
Testova statistika ma tvar
D o

S(X,Y) n
S T )

Y

kde X, = 370, X;, Y,y = =57, Y; a 52, je nestranny odhad spoloéného
rozptylu o2, pre ktory plati

s  n—1 9 m—1

n,m_n+m_2X n+m—2 Y
kde S% = L300 (X, — X)? a 5§ = L 37 (V; — Vin)?. O rozdeleni testovej
statistiky hovori nasledujtca veta.
Veta 1. Nech X4,..., X, a Yy,...,Y,, st nezdavislé ndhodné vybery z normdlnych

rozdelent so strednymi hodnotami px a py a rovnakym rozptylom o*. Potom
Xn = Y — (px — py)
Sam(a+ )

m

~ tpym—2-

Dékaz. Vid Omelka, M.| (2019, Veta 6.2)
O]

Za platnosti nulovej hypotézy v (2.1) ma S(X,Y) rozdelenie t,,,, 2 a teda
nulovi hypotézu zamietneme prave vtedy, ked

(07

|S(X7Y)‘ Z tn+m72 (1 - 2) )

kde t,1m_2 (1 — %) je (1 — %) kvantil t-rozdelenia s n+m — 2 stupnami volnosti.
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Ukazeme, zZe za platnosti nulovej hypotézy je hladina testu presne «. Pre jed-

noduchost zapisu vyuzijeme oznacenie t = t,, 1o (1 — %) a distribu¢na funkciu

t-rozdelenia s n + m — 2 stupnami volnosti oznac¢ime T. Z definicie [1| potom
PSXY)|>t)=1-F(-t<SX)Y)<t)=
:1—Tﬁ)+TG¢%:ﬂ1—T@»:2<1—<1—§)>:
= a,
kde sme v tretej rovnosti vyuzili symetriu t-rozdelenia.

Presni silu testu spocitame z definicie 2] Uvazujme teda platnost alternativy
wx —py = 01 # 0. Rovnako ako pri vypocte hladiny testu vyuzijeme znacenie
t=1tnim_o (1 — 5 ) a T" oznacujuce distribucni funkciu t - rozdelenia s n+m — 2
stupnami volnosti. Potom plati

B=P(SXY)|>t)=1-P (—t < SXY) <t

:bP-%g&_m_&gt
VSt + 1)
R B O e N VBt <
V2 +8) 82 G o
o p s 6 —6 - X, —Y,—¢ <it 01—0
Ve aE+d) T /2t + L) Sz + 1)
PR PO Sk AN G ) :
82+ ) Sz + 50

(2.2)

Pre jednostranny test, ktory ma nulova hypotézu napriklad Hy : px < py +06
proti alternative Hy : ux > py +0, by sme nulovi hypotézu zamietali prave vtedy,
ked S(X,Y) > tpim—2 (1 — ), kde prava strana predstavuje (1 — «) kvantil t-
rozdelenia s n + m — 2 stupnami volnosti, ktory oznacime t;. Vyuzijeme dalej
rovnaké znacenie pre T ako vyssie a uvazujme uy — puy = 61 > 6. Potom pre
silu jednostranného testu plati podobnymi tpravami ako v

G—1_p Xn—Ym—(S_ 0 — 9 <t
V2 + 5 /241

—1-T |t + -9 .
82,4+ 2)

Na obrazku vidime, Ze pre jednostranni alternativnu hypotézu je presny
t-test silnejsi ako v pripade obojstrannej alternativy.




S
-
«© _|
o
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© ©
= -
o | __ obojstranna
alternativa
g — __ Jjednostranna
alternativa
O S hladina testy .
o
I | I I |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obr. 2.1: Porovnanie silofunkcii presného t-testu pre obojstranni a jednostrannu
alternativu. Nahodné vybery s rozsahmi n = 60, m = 40 pochédzaji z normal-
nych rozdeleni s rovnakym rozptylom o2 = 1.

2.2 Asymptoticky z-test

V pripade, ze nahodné vybery nepochadzaji z normalnych rozdeleni s rovna-
kym rozptylom mdzeme na testovanie strednych hodndét modifikaciu t-testu. Ten
predpoklada, ze nezavislé ndhodné vybery pochadzaju z rozdeleni, ktoré majua
konecné a kladné rozptyly. Nulova a alternativna hypotéza si zvolené rovnako
ako v . Testova statistika ma tvar

X, -V, -0
VS%/n+ 83 /m

Mozeme si vsSimnuf, ze testové statistiky v t-teste a z-teste pracuji s inymi od-
hadmi rozptylov. Ak st rozsahy oboch ndhodnych vyberov rovnaké, su testové
statistiky t-testu a z-testu rovnaké.

S(X,)Y) =

Veta 2. Nech X1,...,X,, aY1,...,Y,, st nezdvislé ndhodné vybery so strednymi
hodnotami ux a py a konecnymi, kladnymi rozptylmi o3 ,0%. Potom

VS%/n+ S3/m o

pre n,m — 00, = — X € (0,00).

Dékaz. Vid |Omelka, M. (2019, Veta 6.3)
O
Z vety [2| vieme, Ze testova Statistiky ma za Hy asymptoticky normované normaélne

rozdelenie a z toho vyplyva, Zze nulovii hypotézu budeme zamietat prave vtedy,
ked
S(X,Y)| > up_s,

kde u;_a je (1 — §) kvantil rozdelenia N'(0,1).
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Hladinu testu spocitame z definicie (1] a vyuZijeme znacenia v = uj_g. Dis-
tribucéni funkciu A (0,1) ozna¢ime ® a vyuzijeme vlastnost symetrie, teda Ze
O(—u) =1— O(u).

Po(IS(X,Y)| > u) = 1 — Py (—u < S(X,Y) < u)
]~ D(u) + B(—u) = 2(1 — B(u)) :2(1— (1—2‘))

= (.

(2.3)

Pre vypocet sily testu uvazujme, ze plati alternativa 6, = px —puy # 0. Potom,
ked px a py su skutoéné parametre, tak rozdelenie testovej statistiky S(X,Y) je
asymptoticky N(v,1), kde v = ——2=%___ Teda S(X,Y) — v mé asymptoticky

/5% n+S% m

normované norméalne rozdelenie a analogicky ako v (2.2) dostaneme

BE1-O(u—v)+d(—u—v).

e
-
«© _|
o
© |
o
@© z-test s t-test s
) rozsahmi n.v. \\ rozsahmi n.v.
<
o ] — n=60 -- n=60
m=40 m=40
N — n=30 -- n=30
o | m=20 m=20
hladina testu
© L T T RO
o I I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obr. 2.2: Porovnanie silofunkcii asymptotického z-testu a presného t-testu pre
dva pripady réznych rozsahov nahodnych vyberov. Nahodné vybery pochadzaja
z normalnych rozdeleni s rovnakym rozptylom o2 = 1.

Ako vidime na obrézku [2.2] pre ndhodné vybery pochddzajice z normélnych
rozdeleni s rovnakym rozptylom je presny t-test silnejsi ako asymptoticky z-test.
V pripade, Ze su rozsahy rovnaké, testové Statistiky t-testu a z-testu sa zhoduju.



2.3 Wilcoxonov test

Na testovanie posunutia dvoch rozdeleni sa vyuziva Wilcoxonov test, ktory
predpokladd, ze Fx a Fy st spojité a 30 € R : Fx(z) = Fy(z — §)Vx € R.
Nulova a alternativna hypotéza potom maju tvar

Hy:6=0, H :6#0. (2.4)

V pripade existencie strednych hodnot plati za nulovej hypotézy ich rovnost. Dalej
si mozeme vSimnit, Ze nulovd hypotéza v (2.4) sa da ekvivalentne formulovat ako
Hy: Fx(x) = Fy(x)Vx € R (2.5)

Testova statistika je zalozend na poradi nahodnych velicin X; v spojenom
vybere Xi,...,X,, Y1,...,Y,,. Poradim rozumieme éislo R; € {1,...,n+m}, pre
ktoré plati X; = X(g,), kde X(g,) je R;-ta najmensia hodnota medzi pozorovaniami
Xq, ..., X, Y1, ... )Y, Testova statistiky je tvaru

=1

kde R;,i € {1,...,n} si poradia ndhodnych velicin X; v zdruzenom vybere
Xy, X0 Ye, Yo,

Veta 3. Ak su distribucné funkcie oboch ndhodnijch vijberov spojité a plati nulovd
hypotéza, tak

1.

n(n+m+1)
2 Y

mn(n+m+1)
12 ’

ES(X)Y) = var (S(X,Y)) =

S(XY) — pis Y>2_ 1S 4o Ar(0,1) (2.6)
O3

pre nm — oo, kde us = E S(X,Y) a 0% = var (S(X,Y)).

Dékaz. |Omelka, M.| (2019, str. 104)
[

Vo vete [3| predpokladame spojitost distribuénych funkcii, aby sa v zdruzenom
vybere skoro isto nevyskytovali zhody. V pripade, ze by ndhodné vybery pocha-
dzali z diskrétnych rozdeleni, mohli by sa v nich vyskytovat zhody, preto by bolo
nutné pracovat s korektirou testovej statistiky, ktord mozno najst v Omelka, M.
(2019). Z vety [3| pozname asymptotické rozdelenie testovej statistiky za nulovej
hypotézy a teda

[S(X,Y) — ps]

7%

Hy zamietneme <— > up—

=3
3

kde u;_a je (1 — §) kvantil rozdelenia N'(0,1).
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Rovnako ako v pripade predchadzajucich testov sa da ukézat, Ze za platnosti
modelu a nulovej hypotézy test dodrzuje hladinu « asymptoticky. Pri vypocte
sily vyuzijeme, Ze testova statistika sa da prepisat ako

SXY)=> Ri=>>1X;>2X;]+> > 1[X;>Y]
=1 i=1j=1 i=1j=1
=Y 31X = X + X3 1[X > Y]
i=1j=1 i=1j=1

Vo vSeobecnosti potom pre rozptyl var (S(X,Y)) plati

=nmvar (1[X; > Yj]) +nm(m —1) cov (L [X; > Y,,];1[X; >Y,,])
+nm(n—1) cov(1[X;, >Y;]:1[X;, >Yj])
=nmpy(1 — p1) +nm(m — 1)(ps — p3) +nm(n — 1)(p3 — p3),

azzvar(( +§:Z]1X>Y)

kde vyuzivame znacenia
p=P(X; >Y)),
p2=P(Xi2Y; ANX; 2Y},),
ps =P (X, 2V, N Xy, 2Y)).

Nech x=(x1,...,2,)7 a y=(y1,...,ym)? st pozorované realizacie ndhodnych vy-
berov X a Y. Potom py, ps a p3 moézeme odhadntf pomocou

1 n m
7ZZP Ti > Y;)
1= ].j 1
@_ _1 ZZP >yj1/\xi2yj2)7
%Uﬁsz
1
Py= ——— Pz, > y; Ay, >
D3 nm(n—l ]21“;2 I1 Y Ty, y])

Pre strednt hodnotu S(X,Y) vo vseobecnosti plati

nn+1)

5 + nmp;.

M =
Ako uvadza Chow a kol.| (2008)), za platnosti alternativnej hypotézy plati, Ze
p1 # % a testova Statistika S(X,Y) moze byt aproximovand ndhodnou veli¢inou

n(n+1)
2

s normalnym rozdelenim so strednou hodnotou 7 = + nmp; a rozptylom
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o~

o} = nmpi(1 —p1) +nm(m —1)(pz — pi°) +nm(n — 1)(p3 — pi°). Potom teda pre

silu Wilcoxonovho testu plati
S(X,Y) — fii \ o? —
5:1—P1(—u§ ( l fn ot  ps “1gu)
\o? Vo3 \od
B ps — i\ Voi _ S(X)Y) - ps — i\ /o8
= ].-Pl —Uu + 5 — S — S U+ 5
\/O-S \/O'% O'% \/ OS
_ =\ /o2 _ =\ /o2

—

of

vl

2 2
Og O'% Og O-%

kde ©v = Up—g.

Na obrazku nizsie porovname silofunkcie t-testu a Wilcoxonovho testu pre
pripad, Zze nahodné vybery pochadzaji z normalnych rozdeleni s rovnakym rozp-
tylom a lisia sa strednymi hodnotami. Distribu¢né funkcie st posunuté o § € R.

© =
-
«© _|
o
© |
o
o
= <
o | — presny t-test
N Wilcoxonov test
o

Obr. 2.3: Porovnanie silofunkecii presného t-testu a Wilcoxonvho testu na vyberoch
z norméalnych rozdeleni s rovnakym rozptylom. Pre rozsahy X a Y plati n = 60,
m = 40.

Obrazok ukazuje, ze ak ndhodné vybery pochadzaju z normalnych rozdeleni
s rovnakym rozptylom, presny t-test dosahuje vacsiu silu ako Wilcoxonov test. Je
to z toho dovodu, ze predpoklady Wilcoxonovho testu nie st az tak obmedzujice
ako je to v pripade t-testu.
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3. Dvojvyberové testy pre
cenzorované data

Doteraz sme pracovali s testami, ktoré mézeme pouzit v pripade, ze su vsetky
hodnoty pozorovani skutoéne zndme. V niektorych pripadoch vsak moze z roznych
dévodov dojst ku strate informécie a skutoénii hodnotu nepozname. V takom
pripade hovorime o cenzorovanych datach, ktorych vyuzitie je pri spracovani dat
ziaduce. S cenzorovanymi datami sa mozeme stretnit napriklad v medicine, kde
mozeme sledovat ¢as, po ktorom sa rozvinie choroba. Ak k tejto udalosti nedojde,
pozname iba cas, za aky sa choroba nerozvinula a ide o cenzorované pozorovanie.

X - udalost
X ® - cenzorované
pozorovanie
X
I ® X
I @
I X

I T X

zadiatok koniec

stadie Studie

Obr. 3.1: Priklad sprava cenzorovanych dat.

Majme nezaporné nahodné veliciny T' a C, ktorym hovorime skutocnd hod-
nota a cenzorovand hodnota. Rozdelenie ndhodnej veli¢iny 1" moze byt popisané
funkciou S(t) = P(T > t), ktora sa oznacuje ako funkcia prezitia. Ak mame F,
distribuéni funkciu nadhodnej veli¢iny 7', tak plati, ze S(t) = 1 — F'(t). Uvazujme
dalej, ze X = ((TX1,0X1), . 7(TXn70Xn)) ayY = ((Ty1,Cy1), c. ,(Tym,Cym)) su
nezavislé nahodné vybery s rozsahmi n a m. Nech navyse plati, ze T'xq, ..., T'x, a
Ty1, ..., Ty, st rovnako rozdelené nezdporné nahodné velic¢iny s funkciami pre-
zitia Sy a Sy. Tieto funkcie chceme pomocou zvolenych dvojvyberovych testov
pre cenzorované data porovnat.

Pri analyze dat vSak nemame k dispozicii T' a C, ale iba X = min(T,C) a
indikdtor cenzorovania § = 1[T' < C|. Pozorované data potom maji tvar

X = (X1,0x1), - (Xns0xn) s Y =((Yi.0v1), .. .(YisOym)) . (3.1)
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3.1 Coxov-Mantelov test

Jednym z najpouzivanejsich dvojvyberovych testov pre cenzorované data je
Coxov-Mantelov test, Casto tiez nazyvany logrank test. Test porovnava funkcie
prezitia, nulova a alternativna hypotéza si v nasom pripade zvolené nasledovne:

HoS)(<t>:Sy(t) VtZO, H1 EltZOSXOf)%Sy(t) (32)

Kedze plati Sx = 1 — Fx a Sy = 1 — Fy, zvolené nulové hypotézy v a
st totozné. Majme spojeny vyber Z tvoreny vietkymi X; a Y;, pre ktoré
si dx; a dy; rovné 1. Ide teda o vsetky necenzorované pozorovania. Niektoré
hodnoty v Z sa mo6zu opakovat, preto oznacime vsetky rozne hodnoty tq, ... tx.
Ich usporiadanim od najmensiecho po najvacsi ziskame usporiadany vyber £y <
s < gy Dalej definujme d;, ako pocetnost t;. Plati teda, ze 3¢  d,, = r + s,
kde r je pocet necenzorovanych pozorovani v X, teda dy; = 1, prave r-krat a s
je pocet necenzorovanych pozorovani v Y. Dalej R(t) je definované ako mnozina
pozorovani z oboch nahodnych vyberov, ktoré maju ¢as prezitia alebo cenzorovany
¢as vacst alebo rovny ako t. R(t) obsahuje n; pozorovani z X a m; pozorovani z Y

M)

a pocet pozorovani v R (t(i) jeru = g, + my,. Dalej definujme A = T

a

Test je potom definovany testovou statistikou

U
S(X)YY) = —,
XY)=
ktora ma za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky normované normalne roz-
delenie, ako uviedli |Lee a Wang| (2003)). Na zaklade rozdelenia testovej statistiky
potom
Hy zamietneme <= [S(X,Y)| > u;_g,

kde u;_« je (1 — §)-ty kvantil rozdelenia N (0,1).

Test dosahuje hladinu o asymptoticky a jej vypocet je identicky ako v (2.3)).
Odvodenie presnej sily Coxovho-Mantelovho testu je prilis zlozité a preto budeme
v Stvrtej kapitole pracovat s empirickou silou odhadnutou pomocou simulacii.

3.2 Logrank test

Dalsim ¢asto pouzivanym testom na porovnanie funkcii prezitia je logrank
test, ktory porovnava pocty necenzorovanych pozorovani s ich o¢akavanym po-
¢tom. V literatira mozno tito verziu najst aj pod menom y? test. Nulova a
alternativna hypotéza st zvolené rovnako ako v (3.2). K definovaniu testovej Sta-
tistiky majme rovnako ako v pripade Coxovho-Mantelovho testu casy tq,... 1.
Dalej definujme ocakavané pocty udalosti v skupinach v ¢ase t ako

5 my

ext=———d; a ey;= 7dt,
ng + my ng + my
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kde n, =30 1[X; > t], my = X2, 1]Y; > t] a d; je pocetnost t. Potom
Ex = Z ext a Sy = Z €yt
tety,...,lr tety, ...tk

st ocakavané pocty udalosti v nahodnych vyberoch X a Y. Testova sStatistika ma

potom tvar
(r—&x)®  (s—¢&)

{x &

kde r,s st pocty necenzorovanych casov v X a Y. Podla Lee a Wang| (2003) ma
S(X,Y) asymptoticky x? rozdelenie s jednym stupfiom volnosti, z ¢oho potom
nulovi hypotézu zamietneme prave vtedy, ked

S(X.Y) > x3(1 - a),

S(X)Y) =

kde x3(1 — a) predstavuje (1 — a)-kvantil rozdelenia x?.

Ozna¢me dalej F distribu¢nti funkciu x? rozdelenia. Potom pre hladinu logrank
testu plati podla definicie

Py (S(X,Y) > x3(1 - a)) E1-F (X%(l - oz)) =a.

Vyjadrenie presnej sily testu je nad ramec bakalarskej prace, v dalsej casti
prace preto budeme vyuzivat silu odhadnuti pomocou simulécii.

3.3 Gehanov test

Pre pripad, kedy testované data obsahuju aj cenzorované sa pouziva viacero
roznych modifikacii dvojvyberového Wilcoxonovho testu. V praci sa budeme veno-
vat Gehanovej modifikacii, ktort uvedieme pre rovnako zvolent nulovi hypotézu

ako v (3.2).

Definujme si ndhodnt velicinu U, ktord porovnava pozorovania oboch na-
hodnych vyberov. V pripade, Ze Ziadne data nie si cenzorované, ma U;; tvar

+1 ak X; > Y]
Uij =<¢—1 ak X; < Y}
0 ak X; =Y
a test zalozeny na testovej statistike 327", 327" ) U;; je ekvivalentny s Wilcoxono-

vym testom, ¢o uvadza |Gehan (1965)). Zovseobecnenie ndhodnej veliciny U;; pre
cenzorované data ma tvar

+1 ak (X;,1) > (Y;,1) alebo (X;,0) > (¥;,1)

Uj =4 -1 ak (X;,1) < (Y;,1) alebo (X;,1) < (Y;,0)
0 inak.

Spojenim X a Y do jedného vyberu, znac¢eného ako ((v1,01), - - - ,(Vntm,0ntm)) s
mozeme funkciu prepisat ako

+1 ak (v;,1) > (v;,1) alebo (v;,0) > (v;,1)

Uj=14-1 ak (v;,1) < (v;,1) alebo (v;,1) < (v;,0)
0 inak

14



a oznac¢ime U; = Z;‘ilm Ui;. Potom za platnosti nulovej hypotézy plati podla |Lee

a Wang| (2003)), ze W = Y1, U; mé asymptoticky normalne rozdelenie s nulovou
strednou hodnotou a rozptylom

n+m yr2
nmy " U;

varW) = )+ m —1)°

Testova Statistika tvaru

w

S(X,Y) = Tomr

mé potom asymptoticky rozdelenie N'(0,1) a nulovii hypotézu budeme zamietat
prave vtedy, ked
SXY)| = ur s,

kde uy_a je (1 — §)-ty kvantil rozdelenia A/(0,1) a rovnako ako v (2.3) mozno
ukazat, ze hladina testu je asymptoticky «.

Kedze ide o neparametricky test, odvodenie presnej sily je nad ramec tejto
prace a vyuzijeme empiricku silu ziskand pomocou simulacii.
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4. Simulacie

Kedze pre testy s cenzorovanymi datami nevieme odvodit skutoc¢ni silu testu,
vyuzijeme na jej odhadnutie empiricku silu, ktori ziskame pomocou simulacne;j
studie v Statistickom softwari R. Pomocou simulécii tiez porovname silu testov
za rOznych podmienok.

4.1 Porovnanie skutocnych a empirickych silo-
funkcii

Skutocné silofunkcie presného t-testu, z-testu a Wilcoxonovho testu najskor
porovname s empirickymi silofunkciami pre rozne rozsahy ndhodnych vyberov. V
kazdom z tisic opakovani vygenerujeme data zo zadanych rozdeleni a prevedieme
na nich zvoleny test. Vybery najskor generujeme tak, aby platila nulova hypotéza.
Potom hladinu testu mézeme odhadnit ako pomer zamietnutych nulovych hypo-
téz a pocet opakovani. Vo zvysnych pripadoch generujeme data tak, aby platila
alternativna hypotéza. V takom pripade tento pomer vyjadruje silu testu.

Pre kazdé opakovanie boli vygenerované data z normalnych rozdeleni s rov-
nakym rozptylom a rozdielom strednych hodnot uvedenych na horizontalnej osi.
Rozsahy nahodnych vyberov X a Y boli zvolené n = m = 30, respektive n =
m = 70 v druhom pripade.

o

@«
=}

skutocna
silofunkcia

e empirickd sila

1.0

0.8

skutocna
silofunkcia

e empiricka sila

1.0

0.8

skuto¢nd

silofunkcia

e empiricka sila

0.6
|

0.2

0.0

00 01 02 03 04 05 06

00 01 02 03 04 05 06

00 01 02 03 04 05 06

rozdiel strednych hodnét rozdiel strednych hodnét rozdiel strednych hodnét

(a) Presny t-test. (b) Asymptoticky z-test. (c) Wilcoxonov test.

Obr. 4.1: Porovnanie skutoc¢nej a empirickej silofunkcie testov pre rozsahy ndhod-
nych vyberov n = m = 30.

Porovnanim obrizkov a vidime, Ze pre vacsie rozsahy ndhodnych vy-
berov je rozdiel medzi skuto¢nou a empirickou silofunkciou mensi. Zaroven sa
ukazuje, ze rozdiel medzi odhadnutou a skutoc¢nou silou je v pripade presného
t-testu o nie¢o mensi ako v pripade zvysnych dvoch testov.
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(a) Presny t-test. (b) Asymptoticky z-test. (¢) Wilcoxonov test.

Obr. 4.2: Porovnanie skutoc¢nej a empirickej silofunkcie testov pre rozsahy ndhod-
nych vyberov n = m = 70.

4.2 Porovnanie sily testov pre uplné data

V nasledujicej podkapitole porovname empirické silofunkcie pre tplné na-
hodné vybery. V kazdom z tisic opakovani vygenerujeme data predstavujice X a
Y s rozsahmi n,m a na tychto datach prevedieme testy uvedené v praci na hladine
a = 0.05. Testované hypotézy st rovnakého tvaru ako boli uvedené pre jednotlivé
testy. Najskor uvazujme X z Exp (1), a Y pochddzajici z Exp (Ay). V druhom
pripade budi ndhodné vybery pochddzat z lognormalych rozdeleni, X; ~ LN (0,1)
prei=1,....,naY; ~ LN(uy,1) pre j = 1,...,m. Plati, ze ak ma ndhodnd ve-
licina V' lognormélne rozdelenie s parametrami p a o2, tak log(V) méa normélne
rozdelenie so strednou hodnotou p a rozptylom o2. Po pouZiti tejto transformdcie
teda budu splnené predpoklady presného t-testu. Na zaver uvazujme Weibullovo
rozdelenie s hustotou

T k-1 z/\)F
f(x):{i(x) et a0,

0 x <0,

kde k£ > 0 je parameter tvaru a A > 0 je parameter skalovania. Najskor budeme
porovnavat X z Weibull(1.1,100) a Y pochadzajici z Weibull(ky ,\y). V druhom
pripade potom X; ~ Weibull(0.95,100) pre i = 1,... n.

Vysledky ziskané simuldciami najdeme v tabulkéch [4.1] a a na ob-
razkoch nizsie. Po transformécii dat z lognormélnych rozdeleni je pre akékolvek
rozsahy nahodnych vyberov najsilnejsi presny t-test, ktory tiez dodrzuje predpi-
sant hladinu, ako vidime v tabulke [£.2] V pripade exponencidlnych rozdeleni je
najsilnejsim Coxov-Mantelov test, ktory ale v niektorych pripadoch nedodrzuje
hladinu testu, ¢o vidime v tabulke 4.1} Velmi podobné vysledky ako v pripade
exponencialnych rozdeleni sme dostali aj v pripade, ze nahodné vybery pocha-
dzaju z Weibullovych rozdeleni s rovnakym parametrom tvaru. V praci si preto
uvedené vysledky iba pre rozne ky a kx. Na obrazku vidime, Ze ak je parame-
ter tvaru mensi v rozdeleni, kde sa tiez meni parameter skalovania, najsilnejSim
testom je Coxov-Mantelov. V opac¢nom pripade to je Gehanov test. Ziskané po-
znatky platia vo vseobecnosti pre akékolvek ky > kx, respektiveky < kx.
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hladina sila testu

Ax =1 Ay 1.000 1.222  1.555 2.000
test n m

Wilcoxonov 0.050 0.149 0.459 0.825
Coxov-Mantelov 0.051 0.214 0.599 0.919
logrank test 50 50 0.048  0.174 0.557 0.897
z-test 0.050 0.172 0.567 0.906
t-test 0.050 0.173 0.567 0.909
Wilcoxonov 0.055 0.217 0.683 0.963
Coxov-Mantelov 0.057 0.296 0.812 0.993
logrank test 70 100 0.050 0.250 0.784 0.991
z-test 0.053 0.236 0.775 0.987
t-test 0.054 0.273 0.802 0.99
Wilcoxonov 0.055 0.095 0.273 0.629
Coxov-Mantelov 0.050 0.149 0.422 0.788
logrank test 40 25 0.048 0.119 0.378 0.742
z-test 0.044 0.140 0.409 0.786
t-test 0.043 0.096 0.319 0.694

Tabulka 4.1: Porovnanie sily testov pre uplné data pochadzajice z exponencial-

nych rozdeleni.

hladina sila testu

pwx =0 Ly 0.000 0.222 0.555 1.000
test n m

Wilcoxonov 0.049 0.159 0.384 0.903
Coxov-Mantelov 0.051 0.128 0.303 0.827
logrank test 50 50 0.050 0.145 0.328 0.850
z-test 0.050 0.165 0.398 0.915
t-test 0.050 0.165 0.398 0.915
Wilcoxonov 0.045 0.283 0.532 0.983
Coxov-Mantelov 0.051 0.237 0.453 0.965
logrank test 70 100 0.042 0.260 0.487 0.973
z-test 0.047  0.297 0.550 0.984
t-test 0.050 0.301 0.552 0.985
Wilcoxonov 0.044 0.133 0.239 0.711
Coxov-Mantelov 0.055 0.102 0.197 0.609
logrank test 40 25 0.045 0.108 0.201 0.627
z-test 0.046 0.140 0.235 0.742
t-test 0.044 0.142 0.248 0.743

Tabulka 4.2: Porovnanie sily testov pre uplné data, kde X, ...
z LN(0,1) a Y7,...

Yo, z LN (uy,1).
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hladina sila testu

kx = 0.95 ky 0.950 0.800

Ax = 100 Ay 100.000 87.778 69.444 45.000
test n m

Wilcoxonov 0.047 0.114  0.329 0.904
Coxov-Mantelov 0.051 0.078 0.245 0.898
logrank test 50 50 0.049 0.059 0.218 0.871
z-test 0.048 0.057 0.201  0.864
t-test 0.048 0.058 0.202  0.865
Wilcoxonov 0.043 0.139 0.510 0.988
Coxov-Mantelov 0.050 0.059 0.386  0.992
logrank test 70 100 0.045 0.052 0.355  0.988
z-test 0.045 0.049 0.314  0.983
t-test 0.043 0.046  0.333  0.988
Wilcoxonov 0.048 0.090 0.233 0.712
Coxov-Mantelov 0.061 0.074  0.209 0.734
logrank test 40 25 0.048 0.061  0.180  0.680
z-test 0.050 0.058  0.181  0.694
t-test 0.047 0.055 0.139  0.600
kx =1.1 ky 1.100 1.250

Ax = 100 Ay 100.000 87.778 69.444 45.000
Wilcoxonov 0.045 0.085 0.371 0.96

Coxov-Mantelov 0.053 0.192 0.653 0.995
logrank test 50 50 0.051 0.152  0.596  0.992
z-test 0.050 0.157  0.590  0.994
t-test 0.050 0.158  0.596  0.994
Wilcoxonov 0.044 0.099 0.573 0.996
Coxov-Mantelov 0.055 0.283 0.867  1.000
logrank test 70 100  0.051 0.242 0.824  1.000
z-test 0.049 0.210 0.818  1.000
t-test 0.049 0.249  0.850  1.000
Wilcoxonov 0.052 0.055 0.225 0.841
Coxov-Mantelov 0.054 0.112 0.430 0.962
logrank test 40 25 0.051 0.091 0.371  0.945
z-test 0.050 0.108 0.414 0.961
t-test 0.049 0.063 0.316  0.932

Tabulka 4.3: Porovnanie sily testov pre tuplné data, kde X; ~ Weibull(kx,\x)
prei=1,...,naY; ~ Weibull(ky A\y), j=1,...,m.
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Obr. 4.3: Porovnanie sily testov pre uplné data z lognormélnych rozdeleni s roz-
sahmi n =m = 50. X je z LN (0,1), Y pochadza z LN (uy,1).
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Obr. 4.4: Porovnanie sily testov pre uplné déta z exponencidlnych Ezp(l) a
Exp(Ay) rozdeleni s rozsahmi rovnymi 50.

4.3 Porovnanie sily testov pre cenzorované data

V dalsej casti budeme uvazovat, ze nahodné vybery obsahuji aj cenzorované
data. Populéacie najskor postupne vygenerujeme z exponencialnych, lognormal-
nych a Weibullovych rozdeleni rovnako ako to bolo uvedené na zaciatku pred-
chadzajucej podkapitoli. Cenzorovanie budeme simulovat pomocou binomického
rozdelenia, kde vygenerujeme opéf vybery, vyjadrujice ¢i je pozorovanie cenzo-
rované alebo nie. Pravdepodobnost tispechu v binomickom rozdeleni predstavuje
podiel cenzorovanych dat.
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Obr. 4.5: Porovnanie sily testov pre uplné data z Weibullovho rozdelenia. Rozsahy
oboch ndhodnych vyberov st rovné 50.

Porovname Gehanov test s Wilcoxonovym na rovnako velkych vyberoch z
lognormalnych rozdeleni, pricom u Wilcoxonvho testu cenzorované data, ktoré
tvoria 40 %. vyberu, vynechame. Na obrazku potom vidime, 7Ze oba testy
dodrzuju predpisani hladinu, no Gehanov dosahuje vacsiu silu. Je to z toho do6-
vodu, ze vynechanim cenzorovanych dat sa znizia rozsahy vyberov a tiez stracame
dodatocné informacie, ktoré cenzorované data poskytuji. V zvysnej casti preto
budeme porovnavat iba testy uvedené pre cenzorované data.
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Obr. 4.6: Porovnanie sily Wilcoxonovho a Gehanovho testu pre data z lognormal-
nych rozdeleni LN(0,1) a LN (uy,1) s rovnakymi rozsahmi n = m = 50. Podiel
cenzorovanych dit v oboch ndhodnych vyberoch je 40 %.
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Na obrazku [£.7 a v tabulke [£.4] vidime, Ze podiel cenzorovanych dét nemé na
hladinu testu vplyv, no vyrazne ovplyviuje silu testu. Vysledky boli pre rézne
podiely cenzorovanych dat podobné. S narastajicim mnozstvom cenzorovanych
pozorovani klesala sila testu, ¢o potvrduje porovnanie obrézkov a[d.7b] Ob-
razok (4.8 a tabulka zase ukazuji, Ze ak ndhodné vybery pochiadzaji z log-
normalnych rozdeleni a liSia sa parametrami puy a py, si ich distribu¢né funkcie
posunuté a najsilnejsi je Gehanov test. Vysledky simulécii pre pripad Weibullovho
rozdelenia najdeme v tabulke [4.6] a na obrazku 1.9 Vidime, ze ak je ky < kx,
najsilnejs$im testom Gehanov, v opacnom pripade je najsilnejsi Coxov-Mantelov
test.
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Obr. 4.7: Porovnanie sily testov pre cenzorované data z exponencidlnych rozdeleni
Ezp(1) a Exp(Ay) s rozsahmi n = m = 50
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Obr. 4.8: Porovnanie sily testov pre cenzorované data z lognormalnych rozdeleni
s rovnakymi rozsahmi a 40 % podielom cenzorovanych dét.
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podiel hladina sila testu

cenzor. Ax =0 Ay 1.000 1.222 1.555 2.000
dat test n m
Gehanov 0.050 0.122 0.415 0.778
Coxov-Mantelov 50 50  0.056 0.169 0.520 0.883
logrank test 0.054 0.156 0.50  0.872
Gehanov 0.044 0.223 0.639 0.943
10% Coxov-Mantelov 70 100 0.047 0.237 0.758 0.981
logrank test 0.044 0.221 0.745 0.980
Gehanov 0.052 0.100 0.276 0.585
Coxov-Mantelov 40 25  0.053 0.097 0.340 0.694
logrank test 0.046 0.112 0.362 0.684
Gehanov 0.050 0.101 0.301 0.635
Coxov-Mantelov 50 50  0.051 0.121 0.394 0.752
logrank test 0.050 0.108 0.372 0.735
Gehanov 0.052 0.128 0.464 0.847
40 % Coxov-Mantelov 70 100 0.054 0.166 0.581 0.929
logrank test 0.052 0.154 0.563 0.920
Gehanov 0.047 0.066 0.196 0.428
Coxov-Mantelov 40 25  0.051 0.077 0.246 0.553
logrank test 0.045 0.071 0.230 0.520

Tabulka 4.4: Porovnanie sily testov pre data pochadzajice z exponencidlnych
rozdeleni pre rozny podiel cenzorovania.

hladina sila testu

px =0 Ly 0.000  0.222 0.555 1.000
test n m

Gehanov 0.050  0.107 0.522 0.953
Coxov-Mantelov 50 50 0.049  0.105 0.490 0.924
logrank test 0.046  0.098 0.474 0.917
Gehanov 0.0561  0.160 0.765 0.999
Coxov-Mantelov 70 100  0.049  0.153 0.735 0.995
logrank test 0.048  0.146 0.724 0.995
Gehanov 0.052  0.090 0.360 0.823
Coxov-Mantelov 40 25 0.057  0.077 0.305 0.761
logrank test 0.049  0.068 0.280 0.731

Tabulka 4.5: Porovnanie sily testov pre data so 40 % podielom cenzorovanych dat,
kde X s rozsahom n pochadza z LN (0,1) a Y rozsahu m z LN (y,1).
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hladina sila testu

kx = 0.95 ky 0.950 0.800

Ax =100 Ay 100.000 87.778 69.444 45.000
test n m

Gehanov 0.050 0.084 0.229 0.710
Coxov-Mantelov 50 50 0.052 0.058  0.175  0.707
logrank test 0.047 0.055  0.167  0.697
Gehanov 0.048 0.099 0.326 0.861
Coxov-Mantelov 70 100  0.048 0.059 0.223  0.853
logrank test 0.047 0.055 0.217  0.845
Gehanov 0.051 0.076  0.155  0.457
Coxov-Mantelov 40 25 0.053 0.062 0.139  0.486
logrank test 0.044 0.056  0.130  0.468
kx =1.1 ky 1.100 1.250

Ax =100 Ay 100.000 87.778 69.444 45.000
Gehanov 0.050 0.068  0.173  0.589
Coxov-Mantelov 50 50 0.054 0.092 0.266 0.762
logrank test 0.047 0.079  0.246  0.728
Gehanov 0.049 0.061  0.381  0.958
Coxov-Mantelov 70 100  0.057 0.140  0.624  0.992
logrank test 0.055 0.129  0.600  0.990
Gehanov 0.050 0.058  0.173  0.589
Coxov-Mantelov 40 25 0.054 0.092 0.266 0.762
logrank test 0.047 0.079  0.246  0.728

Tabulka 4.6: Porovnanie sily testov pre data pochadzajuce z Weibullovych roz-
deleni s parametrami tvaru kx, ky a parametrami skalovania Ax, Ay. Podiel cen-
zorovanych dat v oboch ndhodnych vyberoch je 40 %.
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Obr. 4.9: Porovnanie sily testov pre cenzorované data z Weibullovho rozdelenia
s rovnakymi rozsahmi oboch nahodnych vyberov. Podiel cenzorovanych dat v
oboch vyberoch je priblizine 40 %.
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Zaver

V préci sme predstavili niektoré zakladné dvojvyberové testy, odvodili ich sku-
toc¢nu silu a porovnali ju pre rozne rozsahy ndhodnych vyberov ¢i rézne zvolenti
nulovt a alternativnu hypotézu. Skutocént silu sme nasledne porovnali s empiric-
kou, ktort1 sme odhadli na zédklade simulacii.

Dalej sme uviedli niektoré testy, ktoré je vhodné pouzit ak analyzované data
nie st kompletné, ale obsahuju cenzorované pozorovania. Ukazali sme, ze ak vy-
nechdme cenzorované pozorovania a pouzijeme Wilcoxonov test, dosahuje mensiu
silu ako Gehanov test, ktory je modifikaciou Wilcoxonovho pre cenzorované data.
Dalej sme ukézali, Ze podiel cenzorovanych dat nema vplyv na hladinu testu, no
nepriamo tmerne ovplyviiuje silu testu. S rasticim mnozstvom cenzorovanych
pozorovani bola sila testu mensia.

Uvedené testy sme tiez porovnali pre pripad uplnych dat. Ak nahodné vy-
bery pochadzaji z exponencidlnych rozdeleni, najsilnejsim testom bol Coxov-
Mantelov. V pripade lognormalnych rozdeleni sme pouzili transforméciu logarit-
mom a najsilnejsim testom bol presny t-test. Ak data pochadzali z Weibullovho
rozdelenia s rovnakymi parametrami tvaru, ziskané vysledky boli velmi podobné
ako v pripade exponencialnych rozdeleni. Ak bol parameter tvaru vacsi v roz-
deleni, kde sa tiez menili parametre Skalovania, najsilnejsSim bol opat Coxov-
Mantelov test, v opac¢nom pripade to bol Wilcoxonov test, respektive Gehanov
test v pripade cenzorovanych dat.
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