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Uvod

Cilem prace je seznamit ctenatfe se Stein-Weissovou konstrukei rotaéné inva-
riantnich diferencidlnich operatort prvniho radu na Euklidovském prostoru R™.
Tuto konstrukei je mozno nalézt v textu Stein a Weiss [5], ze kterého préace velmi
vyznamné c¢erpa. V pribéhu prace také aplikujeme tento postup pro konstrukeci
nékolika dilezitych diferencialnich operatort. Uvedend Stein-Weissova konstrukece
je jednim ze zédkladnich kamenti studia harmonické analyzy funkci.

V prvni kapitole se zaméfime na zopakovani a zavedeni potfebnych pojmu
z teorie reprezentaci. Zvlasté si uvedeme reprezentace dvou Lieovych grup, a to
grupu rotaci SO(n) a jejitho dvojnasobného nakryti Spin(n). V préaci se budeme
omezovat vyhradné na konecné dimenzionalni realné nebo komplexni reprezentace
téchto grup. Tato teorie slouzi k nasledné definici ,rotacné invariantniho opera-
toru®. V zavéru kapitoly si uvedeme postup, jak rozlozit tenzorovy soucin dvou
jednoduchych reprezentaci na konecny direktni soucin irreducibilnich podrepre-
zentaci. Tento rozklad budeme v dalsim pottebovat pro definici Stein-Weissovy
kontrukce. Postupt, jak najit ireducibilni rozklad tenzorového soucinu, je vice
(viz napriklad Fulton a Harris [2]). My pouzijeme tzv. Klimykiv algoritmus.
Poté tento postup pouzijeme na rozklad souc¢inu fundamentalnich reprezentaci
a definujici reprezentace.

V druhé kapitole popiseme Stein-Weissovu konstrukei, jak je uvedena v textu
Stein a Weiss [5, str. 168-171]. Cilem konstrukce je sestrojit invariantni dife-
rencialni operator pro hladké funkce, které jsou definované na R™ a které maji
hodnoty v dané ireducibilni reprezentaci V' grupy Spin(n). Zékladni myslenka to-
hoto postupu je slozeni operatoru gradientu V s néjakou projekei na ¢ast cilového
prostoru V' ® C”, ktera odpovida néjaké ireducibilni podreprezentaci. Dokazeme,
ze samotny operator gradientu je Spin(n)-invariantni. Poté tvrzeni, Ze touto kon-
strukei dostaneme skuteéné invariantni operator, uz snadno plyne (uvedeme for-
malni dikaz). V zdvéru kapitoly zminime tzv. zobecnéné Cauchy-Riemannovy
podminky, které primo navazuji na predchozi vysledky a sestrojené operatory
pouzivaji. Tyto podminky lze vyuzit pti zjistovani harmonicity funkei nebo sub-
harmonicity mocnin funkci v zavislosti na dimenzi podkladového prostoru R™.
Harmonicka studie je uvedena v textech Gilbert a Murray [3] nebo Stein a Weiss
[5].

V posledni treti kapitole uvedeme priklady konstrukce zndmych operdtort.
Uvedeme napriiklad konstrukci Diracova operatoru a také Hodge-de Rhamova
systému. Nakonec ukazeme, Ze Stein-Weissova konstrukce pro dimenzi 2 dava
klasické Cauchy-Riemannovy podminky v komplexni roviné.



1. Reprezentacni teorie

K definici rotac¢né invariantniho operatoru budeme pouzivat teorii reprezen-
taci. Specidlné se budeme zabyvat pouze komplexnimi koneéné dimenzionalnimi
reprezentacemi Lieovych grup SO(n) a Spin(n), protoze jejich teorie je zndma
a pomeérné snadna.

Je znamy fakt, ze grupa SO(n) je kompaktni Lieova grupa, ale neni souvisla,
zatimco grupa Spin(n), kterd ji dvakrat nakryva, jiz souvisla je (dokonce je i jed-
noduse souvisld). Proto se hodi studovat reprezentacni teorii grupy Spin(n), ktera
je v tomto smyslu zobecnénim a rozsifenim reprezentacni teorie grupy SO(n),
jak ukazeme pozdéji.

Pro modelovani spin grupy Spin(n) se pouziva Cliffordova algebra, jejiz kon-
strukei je mozno najit ve tfech provedenich v knize Gilbert a Murray [3]. My zde
uvedeme jeden z moznych postupt.

Poté uvedeme postup rozkladu tenzorového soucinu dvou ireducibilnich repre-
zentaci na ireducibilni podreprezentace. Tento postup se opird o znalosti z knihy
Fulton a Harris [2].

Pro plné pochopeni kapitoly budeme predpokladat, Ze ¢tenar zna zakladni
pojmy spojené s teorii Lieovych grup, tenzorového soucinu a vnéjsi algebry.

Pripomenme, Ze reprezentace 7 Lieovy grupy G na vektorovém prostoru
V je hladky homomorfismus grup 7 : G — GL(V). (Casto se znadi také (,V)
nebo pouze V.) Cili pro kazdé g € G je 7(g) invertibilni linedrni zobrazeni z V/
do V. Pro Lieovu grupu GL(V) uvazujme klasickou grupovou strukturu danou
sladanim zobrazeni a inverznim zobrazenim.

Definice 1. At (1,V) je reprezentace Lieovy grupy G, pak o podprostoru W <V
rekneme, Ze je tnvariantni podprostor reprezentace T, pokud pro kazdé g € G
plati T(g)(W) C W.

Rekneme, Ze (1,V) je ireducibilni reprezentace grupy G, pokud jediné in-
variantni podprostory jsou V a {0}.

Definice 2. Je-li (1, V) reprezentace grupy G a W < 'V je invariantni podprostor,
pak (T|lw, W), kde T|w znaci reprezentaci danou restrikcemi zobrazeni (7(g))|w
pro vsechny g € G, nazveme podreprezentact reprezentace (1,V).

Definice 3. Mdme-li (11,V}), (12, Va) reprezentace Lieovy grupy G, pak na ten-
zorovém soucinu Vi ®@ Vs zavedeme reprezentaci |1y ® 13| tak, Ze pro kazdé
vy € Vi, vg € Vo a kazZdé g € G plati:

[1 @ ] (9) (01 @ v2) = 71(g)(v1) @ Ta(g) (v2)-

Zékladnim kamenem teorie operatorii na reprezentacnich prostorech je tzv.
Schurovo lemma, které specifikuje vlastnosti invariantnich homomorfismi mezi
dvéma reprezenta¢nimi prostory.

Definice 4. Jsou-li (7y,U) a (1v, V) reprezentace Lieovy grupy G a p : U — V,
pak ¢ je tnvariantni operdtor, pokud pro kazZdé g € G plati:

Tv(g)op=woty(g).
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Poznamka. Je-li ¢ homomorfismus, pak mluvime o invariantnim homomor-
fismu. Je-li ¢ navic isomorfismus, pak mluvime o invariantnim isomorfismu.

Existuje-li mezi (7y,U) a (7v,V) néjaky invariantni isomorfismus, pak fek-
neme, ze tyto reprezentace jsou isomorfni.

Poznamka. Casto se invariantni operator také nazyva jako ,ekvivariantni opera-
tor“ nebo ,splétajici zobrazeni®.

Véta 1 (Schurovo lemma). At Vi,V, jsou reprezentace Lieovy grupy G.
At ¢ - Vi — V4 je invariantni homomorfismus. Pak plati:

o Je-li Vi ireducibilni reprezentace, pak o je bud trivialni, nebo prosté zobra-
zend.

o Je-li Vs ireducibilni reprezentace, pak ¢ je bud trividlni, nebo je na.

Diikaz. Ztejmé plati, ze Ker(p) C Vi a Im(p) C Vs jsou invariantni podprostory.
V prvnim ptipadé je Ker(p) budto celé Vi, nebo {0}, tyto piipady implikuji, ze
@ je trividlni, nebo prosté. V druhém pripadé je I'm(y) budto celé V;, nebo {0},
tyto pripady implikuji, Ze ¢ je na, nebo trivialni.

]

Disledek 1. Je-li ¢ : Vi — V5 invariantni homomorfismus mezi dvéma ire-
ducibilnimi reprezentacemi Lieovy grupy G, pak ¢ je bud trividlni, nebo je to
isomorfismus.

Diikaz. Plyne primo ze Schurova lemmatu uvazenim obou moznosti.

]

Disledek 2. Necht' V' je komplexni ireducibilni reprezentace Lieovy grupy G. At
vV =V je invariantni homomorfismus. Pak existuje A € C tak, Ze ¢ = \Id.

Diikaz. 'V je komplexni, tedy existuje alespon jedno vlastni ¢islo A € C a jeden
vlastni vektor v € V operdtoru ¢ (tedy p(v) = Av).
Potom {0} # Ker(¢—AId) je invariantni podprostor. Z ireducibility V' to musi
uz byt ale cely prostor V.
[

Disledek 3. Necht Vi, V5 jsou ireducibilni reprezentace Lieovy grupy G.
At @, ¥ jsou invariantni homomorfismy z Vi do Vs tak, Ze ¢ neni identicky
nulovy. Pak existuje A € C tak, Ze b = Ap.

Diikaz. Homomorfismus ¢ neni identicky nulovy, tedy ze disledku (1] je to invari-
antni isomorfismus, specialné existuje dobfe definovany inverz ¢=1.
Pak ¢ := ¢ oot : Vo — V, je invariantni homomorfismus. Z diisledku
existuje A € C tak, ze ¢ = A\ d, neboli plati ¥ = Ap.
O



1.1 Grupa SO(n) a jeji reprezentace

V této sekci pripomeneme zékladni fakta o reprezentaci grupy SO(n). Tato
teorie se ¢asto pro pedagogické tucely zavadi ze sirsiho pohledu pro reprezentace
Lieovych algeber prislusné Lieovym grupam. My ji zde zavedeme pouze v Teci
reprezentace grup.

Pouzivejme kanonické znaceni pro bazi vektorového prostoru R™:

e; =(0,...,0,1,0,...,0), s jednickou na j-tém miste,

proj=1,...,n.
Stejnou bézi uvazujme i pro prostor C" (generujeme z baze pomoci linedrni
kombinace s komplexnimi koeficienty, misto redlnych).

Definice 5. Specidlni ortogondlni grupa je definovand jako maticovd grupa:
SO(n) ={AecR™™ | AT . A=1d & det(A) =1},

kde pouzivame klasické znaceni pro transponovanou a identickou matici a pro de-
terminant matice. Grupové operace jsou dany ndsobenim matic a inverzni matict,
neutralni prvek je identickd matice.

Pozndmka. Plati, ze SO(n) je kompaktni Lieova grupa a je komutativni prave,
kdyz n € {1, 2}.

At nyni n = 2k nebo n = 2k + 1. Pro 0 = (64, ...,60;) € RF definujme

cos 0 0 . 0 —sin 6,
0 cosbly ... —sinfy 0
R(0y,...,0k) = : : : : € SO(n). (1.1)
0 sinfly ... cosf, 0
sin 0 0 0 cos 0,

Je-li n = 2k + 1, pak matice R(fy,...,0;) ma v (k+ 1)-nim adku a sloupci
vSude nuly az na misto (k + 1,k + 1), kde m4 jednicku.

Definice 6. Zavedme n-torus jako T\ := {R(61,...,6;) | 0; € R,j =1,...,k}.

Potom T? je maximaln{ komutativni podgrupa SO(n), ziejmé T = (R /277 ).

Predpokladejme, ze (1,V') je ireducibilni reprezentace grupy SO(n). Potom
je dobfe zndmo, Ze restrikce 7 na T? je direktni soucet jednodimenziondlnich
reprezentaci, ¢ili

(Tlr0)(R(61, .. ., Bi)) = €' 2= ™%

pro néjaké m = (my,...,my) € Z*.

Definice 7. Pro m € Z*, poloZme

Vi = {0 € V | 7(R(01,...,00))(v) = & it ™5 ).

Je-li Vi # {0}, pak rekneme, Ze m je vdha reprezentace (1,V).



Pro vahu m se prislusny Vi nazyva vahovy prostor a jeho prvky jsou vahové
vektory.

Plati, ze V = @, Viz, kde scitdme ptes vSechny vahy reprezentace (7,V).

Nyni na mnoziné vah zavedeme lexikografické usporadani. Vime, ze lexiko-
grafické usporadani je linedrni usporadani, proto z konecné dimenze V' plati, ze
existuje néjaka lexikograficky-nejvétsi vaha m, kterou budeme nazyvat nejvyssi
a budeme ji znacit h (z anglického ,highest weight“).

Plati, ze kazda ireducibilni reprezentace ma jednoznac¢né pridélenou svoji nej-
vyssi vahu a navic kazdé dvé reprezentace majici stejnou nejvyssi vahu jsou iso-
morfni.

Nyni uvedeme ¢asto pouzivané reprezentace SO(n).

Definujici reprezentace

Méjme vektorovy prostor C". Definujici reprezentace (o.,C") maticové
Lieovy grupy SO(n) je dana:

0c(A)(v) = A-v, (1.2)

pro A € SO(n), v € C", kde v pfedpisu vpravo uvazujeme nasobeni ,matice krat
vektor“, proto se Casto definujici reprezentace znaci také jako o.(A)(v) = A(v).

Lemma 2. Vihy definujici reprezentace (0., C") Lieovy grupy SO(n) jsou
(£1,0,...,0),(0,£1,0,...,0),....(0,...,0,+£1),

je-li n liché, pak navic k-tice (0,...,0) je také viha.

Diikaz. Jelikoz (oc|ro)(R(61, ..., 0))) ptsobi na prostoru C" jako rotace na rovi-

nach danych bazovymi prvky e;, e,_;+1, o thly 6;, pak prislusné generujici vahové
vektory (prvky Vi) vypadaji nasledovné:

(1,0,...,0,Fi) €Viz10....0)
0,1,...,F1,0) €Vio,41,0,...,0)
0,...,1,...,0) eVo...0)

Napf. pro nejvyssi vahu (1,0, ...,0) a prislusny vektor nejvyssi vahy

v=(1,0,...,0,—i) skutecné dle (1.1 plati:

cos(6y) + 7 - sin(6y)
0
0c(R(01,...,0r))(v) = : =g —i-e e, =0,
0
sin(0y) — i - cos(6q)



Vneéjsi mocniny definujici reprezentace

Af n = 2k nebo n = 2k 4+ 1. Méjme pro vektorovy prostor C" jeho vnéjsi
algebru A*(C") = @, A'(C").

Pak plati, Ze kazda z vnéjsich mocnin A'(C") (budeme pouZivat zkrdcené
znaceni A) je vektorovy prostor s bazi {er}5—;, kde e; = e;, A ... A e, pro
I={iy,....,i4},1<iy<...<iy<n,aeyz=1¢€C.Na A prol > 1 zavedeme
reprezentaci R; maticové Lieovy grupy SO(n) tak, ze pro [-vektory plati

Ri(A)(vy A+~ ANup) = A(vg) A=+ N Awy), (1.3)

kde A € SO(n), v; € C*, j = 1,...,1 a kde A(v;) znadi akci pomoci definujic
reprezentace Q..

Navic plati, ze reprezentace Al a A"~ jsou jako reprezentace SO(n) isomorfni.
Mizeme se tedy omezit na pripady, kdy [ € {0, ..., k}.

Lemma 3. Af [l € {0,...,k}, pak nejuyssi viha reprezentace (R, A') je k-tice
(1,...,1,0,...,0) (s jednickami).

Diikaz. Snadno zjistime, ze k-tice (1,...,1,0...,0) je vdha, nebot ji piislusi
vahovy I-vektor mi A...Am;", kde mf jsou vahové vektory definujici reprezentace
C" odpovidajici vaham (0,...,0,£1,0,...,0), tj.

m; =(0,...,0,1,0,...,0,Fi,0,...,0)

s jednickou na j-tém misté a Fi na (n — j + 1)-tém misté.
Skutecné, nebot dle (1.1]) pak z linearity vnéjsiho soucinu plati:

Ri(R@O)(mf A ... Amf) = R(O)(m]) A... AR(O)(m]) =

. l
AL N e = = ¢ 2=t . mi AL AmS.

=e

Protoze Al je vnéjsi mocnina definujici reprezentace, miizeme pozorovat, ze
vdhové [-vektory v Al jsou pravé vnéjsi souciny vahovych vektorti z definujici
reprezentace.

Tedy plati, Ze kazdy vahovy vektor lze zapsat jako soucin A; m (pro j ruzna
kvuli antisymetrii vnéjsi algebry). Pro prislusné vahy plati, Ze jsou souc¢tem vah
odpovidajicim vektorim fnf.

Tedy viechny vahy reprezentace (R, A') maji pravé [ nenulovych ¢élent, které
jsou rovny +1. Tedy z lexikografického uspotradani vidime, ze nejvyssi vaha je
skute¢éné k-tice (1,...,1,0,...,0).

[

Plati, Ze A!, prol =1,...,k — 1, jsou ireducibilni reprezentace.

Pozndmka. Je-li n = 2k, nebo n = 2k + 1, pak A* neni ireducibilni a plati
rozklad A¥ = A% & A*, kde A% jsou ireducibilni reprezentace s nejvyssi vahou
(1,...,1,41).



1.2 Grupa Spin(n) a jeji reprezentace

Druhd Lieova grupa, kterou se budeme zabyvat, je tzv. spin grupa Spin(n),
kterd je v jistém smyslu obecnéjsi a abstraktnéjsi nez grupa rotaci SO(n), nebot ji
dvakrat nakryva. Této skutecnosti vyuzijeme k vybudovani novych reprezentaci,
které budeme v dalsim pouzivat.

Definice 8. At (V,Q) je redlny (respektive komplexni) vektorovy prostor s biline-
drni formou. Cliffordova algebra CUiff(V,Q) je asociativni algebra s jednotkou,
kterd je generovand prvky V a spliuje nasledujici vztah:

veowFw-v==-2Q(v,w) -1,

pro vsechny v,w € V, kde na pravé strané uvazujeme prvek 1 € Clf(V,Q).
Navic poZadujeme tzv. ,univerzdlni vlastnost“. Cili poZadujeme, aby pro kaz-
dou asociationi algebru A s jednotkou a linedrnim zobrazenim J :'V — A, pro
kterou plati
J(v) - J(w)+ J(w) - J(v) = =2Q(v,w) - 1,

pro vsechny v,w € V', kde 1 € A, také platilo, Ze existuje homomorfismus algeber

e CUff(V,Q) — A, ktery jednoznacné rozsiruje J na celou ClUff(V,Q).

Pozndmka. Cliffordova algebra se miize také zavadét pomoci tenzorové algebry.
Uvazujme tenzorovou algebru 7*(V') nad V:

T*(V)=ReVe(VeV)e(VeVelV)e...,

a oboustranny idedl I(V,Q) generovany prvky v @ w +w ® v 4+ 2Q(v,w) - 1.

Pak lze ukézat, ze algebra definovand jako T*(V)/I1(V,Q) spliuje vlastnosti
Cliffordovy algebry a jde s ni isomorfné ztotoznit diky univerzalni vlastnosti.
Podrobnosti k této konstrukci Cliffordovy algebry jsou uvedeny napf. v knize
Gilbert a Murray [3), str. 8-18].

A n n I n _ n
Pro vektorové prostory R™ a C" a vektory x = 37 zje;, y = X7, yj€;
uvazujme klasickou bilinearni formu

n
<zy >= Zl‘jyj.
=1

Zkracené oznacujme CUff(R") := CLff(R", < -,- >) a také oznacme Clff(C") =
= Clff(C", < -,- >).

Snadno lze ukazat, ze baze Cliffordovy algebry je mnozina

{6A|AC{1,...,n}},

kde efay,..a,} = €ay " -+ €a,, Prol <a; < ... <a, <naeg=1 Obecny prvek
Cliffordovy algebry g € CULiff(R") ma tedy tvar
g= Z ca-eyq, kde cy € R. (1.4)
AcC{1,..,n}



Pozndmka. Také pozorujme, ze Cliffordova algebra se prirozené rozpada na di-
rektn{ soucet CLR™) = CLf{R™)*“¥ @ ClifR™)“ ", kde CLiff *"* je podalgebra
generovand sou¢iny sudého pocétu vektorit a Cliff'*" je podprostor generovany
souciny lichého poctu vektort.

ClLiff " podalgebru ziejmé netvoil (nebot ClLiff" "™ . Cliff!h¢ < Cliff %
a také plati 1 ¢ ClLiff ).

Priklad. Pro nizké hodnoty dimenze n si 1ze snadno rozmyslet strukturu uvazo-
vanych Cliffordovych algeber. Napriklad plati:

. CUffR!) = C,
« Cliff(R?) jsou kvaterniony H,
. CliffC) = C & C.

Jsou zndmé i tvary pro jiné hodnoty dimenzi. Pak se musi Cliffordovy algebry
,modelovat“ jako algebry matic nebo souc¢tu matic. Rozsahlejsi teorie a tabulka
téchto modelt je uvedend napf. v textu Porteous [4], str. 247-251].

Pro vektory v; € R™ uvazujme prvek (v;-. . .-v,) v Cliffordove algebré CUff(R™).
Pak definujeme tzv. konjugaci * tohoto prvku néasledovné:

(vp-cccrv) = (=1)" 0. - 0y

Tuto konjugaci rozsitime jako linearni zobrazeni na celou algebru pomoci lineér-
niho vztahu (a + b)* = a* + b* pro vSechny a,b € CUff(R").

Analogicka pozorovani ohledné béaze, tvaru obecného prvku, rozkladu na sudou
podalgebru a lichy podprostor a definice konjugace plati také pro Cliff{C").

Definice 9. Spin grupa Spin(n) je podgrupa CUf(R™) (grupovou strukturu uva-
zZujeme Cliffordovské nasobent) definovand ndasledovné:

Spin(n) ={vy ... ve |v; € R", ||| =1,Vji=1,...,2r, r € No}.

Pozndmka. 7 definice pro prvky spin grupy s € Spin(n) plati, Ze s* = s71.

Je zndmo, ze Spin(n) ma strukturu kompaktni jednoduse souvislé Lieovy
grupy. Navic plati, ze Spin(n) dvojité nakryva grupu SO(n), a to pravé pomoci
zobrazeni o : Spin(n) — SO(n):

o(s)(x) =s-x-s7", (1.5)

pro s € Spin(n) a z € R". Akce o je linearni operator, ale ten miuzeme kanonicky
ztotoznit s jeho matici, nebof piisobi na vektorovych prostorech koneéné dimenze,
proto o(s) € SO(n). Plati, ze Ker(c) = {£1}, ¢ili o(s) = o(—s) Navic plati, Ze
o je zobazeni na, tedy o(Spin(n)) je dvojité nakryta grupa SO(n).

Zavedeme definujici reprezentaci spin grupy jako zobrazeni o. Opét bu-
deme pro jednodussi zapisy pouzivat zkracené znaceni o(s)(v) = s(v), pro
s € Spin(n), v € R™.



Definice 10. Pro n = 2k nebon = 2k + 1 a j € {0,...,n} uwvaZujme proky
Cliffordovy algebry X; = %ej “€n_jt1, pro kanonickou ortonormdini bizi {e;}%_,

prostoru R™. Pak zavedeme n-torus jako T, := {1_[9?:1 exp(0;X;) | 0, € R}.

Potom T, je maximalni komutativni podgrupa Spin(n).
Definujme nyni vnoreni do Ty,:

B: (R/ATZYE — T, - 0 ﬁ exp(6;X;),

i=1

kdeié = (01, ...,0k). Pak plati, Ze 3 je z definice na. Navic plati Ker(f3) =
={0 € {0,27}* | ©F_, 6; = 0 (mod 4m)}.

Lemma 4. Pro kazdé 0 € (R/4nZ)* plati o(3(0)) = R(0).

Pripomenme, ze R(#) je rota¢ni matice v rovindch danych bazovymi prvky
ej a e,_;j+1 0 uhly 6;, viz (L.1)).
Diikaz. Vime, ze z definice 3 (6) € T,, C Spin(n). Pfedpokladejme pro jednodu-
chost nejprve, ze s = 5(0) = exp(61X;). Pak
01

0
s = exp(#1X1) = cos 51 + sin 5 e en
0

0
st = exp(—0,X1) = cos 51 — sin 51 ceq - epn.

Vsimneme si, Ze plati e; - e; - e; = e; pro prvky kanonické baze a i # j.
Pak pokud aplikujeme o(s) na prvky béze, dostaneme

0 6 7
o(s)(e1) =(cos 51 + sin;1 ey ey) e (00851 - SiﬂE1 cep-ey) =
0 6
:C08251-€1—Sin2§1'61-6n-61'61'6n+
tsi 01 01 0 . 6
lni . —_ . n . —_ _— 1n7 . . . n =
SN - CO8 - rep e €1 —CoS s ey ter e
6 0 0 0
—(cos® = — sin? 51)%31 +2sin§1-cos§-en =

=cosf -e; +sinb - e, = R(01,0,...,0)(ey).
Stejnym vypoctem dostaneme, ze plati

o(s)(e,) =sin6y - e; — cosby - e, = R(61,0,...,0)(en),
a(s)(e;) = 0= R(6:,0,...,0)(e;),

proj€{2,...,n—1}.

Analogicky vypocet dostaneme, pokud uvazujeme s = 3(0) = exp(6,X;) pro
1<I<Ek.

Pro linearni operatory na vektorovém prostor rovnost na bazi implikuje rov-
nost na celém prostoru. Navic diky soucinu exponenciel H§:1 exp(0;X;) dosta-
vame pozadovany zaver.

]
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Pak necht (7,V) je ireducibilni reprezentace grupy Spin(n). Potom je opét
dobte znamo, ze restrikce 7 na T,, je direktni soucet reprezentaci

. k ]
(T|Tn)(/8(017 R ,Hk)) = elzjzl m]ﬂ],
pro néjaké m € (%Z)k

Definice 11. Pro m € (3Z)" polozme

. k
Vi = {v € V [ 7(B(0r, . .., 00))(v) = e 2= ™% .y},
Je-li Vi, # {0}, pak rekneme, Ze m je vdha reprezentace (1,V).

Pro vahu m se prislusny Vi nazyva vahovy prostor a jeho prvky jsou vahové
vektory.

Plati, ze V = @®,;, Vs, kde séitame pres vSechny vdahy reprezentace (1, V).

Na mnoziné vah zavedeme lexikografické uspotradani. I zde plati, ze pro ire-
ducibilni reprezentaci existuje pravé jedna nejvyssi vdha a ta prislusi (az na
isomorfismus) pravé jedné ireducibilni reprezentaci.

Snadno se da ukézat, Ze platf bud m € ZF (fekneme, Ze m je celoéiselna
vaha), nebo m € (3 + Z)* (fekneme, Ze m je polo€iselna vdha).

Véta 5 (Existence Cartanova soucinu). Necht (11, V1), (12, V2) jsou dvé ireduci-
bilni reprezentace spin grupy Spin(n). Necht hy, hy jsou nejuyssi vahy prislusnych
reprezentaci.

Pak v tenzorovém soucinu Vi ® Vy existuje jedind ireducibilni podreprezentace
(1,V) s nejoyssi vahou hy + hsy. Tento vektorovy prostor V-.C Vi ® Vo budeme
naddle oznacovat jako tzv. Cartantv soucin Vi a Vs, znacime ho Vi XV,

Diky vzadjemné jednoznacnému ztotoznéni nejvyssi vahy h s ptislusnou repre-
zentaci (1,V) (az na isomorfismus), miuzeme déle zapisovat reprezentaci zjedno-
dusené pomoci nejvyssi vahy:

h=(1,V).

Poznamka. Je-li nejvyssi vaha reprezentace celoc¢iselna, pak mluvime o celociselné
reprezentaci. Naopak, je-li jeji nejvyssi vaha polociselna, pak mluvime o poloci-
selné reprezentaci.

Pro budouci pouziti zavedeme nyni nésledujici pojmy, které upresnuji tvar
nejvyssich vah pro reprezentace grupy Spin(n).

Definice 12. Oznacme mnoZiny:

Pron=2k+1: C={m|my>->my >0},
C={m|mqg>-->my >0}
Pron =2k : C={m|my>->myu_1>|myl},

C':{Th|m1 > > M1 > |mk|},
kde m € (3Z)F.
Mnoziné C se Tikd komora dominantnich vah (téZ Weylova komora), C se
rikd komora striktne dominantnich vah.

11



Poznamka. Plati, Ze nejvyssi vahy ireducibilnich reprezentaci spin grupy lezi praveé
v komore dominantnich vah. Takové reprezentace, jejichz nejvyssi vaha lezi v
mnoziné C' \ C' (tj. na hranici Weylovy komory), se nazjvaji fundamentalni
reprezentace. Plati, ze libovolna ireducibilni reprezentace se d4 napsat jako
Cartantiv soucin fundamentélnich reprezentaci. (Toto lze snadno nahlédnout z
tvaru, ktery pro vahy reprezentace uvazujeme.)

Definice 13. At n = 2k + 1, pak Weylova grupa W, pro spin grupu Spin(n)
je definovand jako grupa zmén usporddané k-tice generovand transpozicemi ,,dvou
souradnic“ a zménami znaménka ,na jedné souradnici®.

Pro n = 2k je W, definovand stejné, ale povolujeme pouze sudy pocet zmén
znamének.

Kazdé generujici zméné priradime znaménko (—1), toto rozsirime na celé W,
pomoci ,znaménko sloZeni je soucin znamének®. (Tedy zavedeme sgn na W,
podobné jako v grupé permutaci Sy.)

Oznacime-li Z4, A C {1,...,k}, jako zménu znaménka na vsSech souradnicich
dané mnoziny A, (napf. Z;(my,ms,...,mg) = (—my, ma, ..., my)), pak napr.:

Wy ={(1,2), 1d, Z, »},

W5 ={(1,2),1d, 7y, Zs, Z1 2},

We = S3U{Z12, 223, Z1 3},

We = S3U{Z21,25,7Z3, 212, Za3, Z13, Z12,3},

kde pouzivame znaceni zdédéné z grupy symetrii Sy a piSeme Z; 5 misto formal-
niho Z{LQ}'

Pozndmka. Pojmy Weylovy grupy a komory lze zavést i obecné (pro koneéné di-
menzionalni komplexni reprezentaci obecné Lieovy grupy). Pak je napt. Weylova
grupa definovana jako maximalni grupa symetrii, ktera zobrazuje mnozinu vah
reprezentace do sebe.

Je snadné si rozmyslet, ze nase definice [13|je specidlni pripad obecné definice.
Tedy, ze W,, zobrazuje mnozinu vah reprezentace do sebe a ze je maximalni takova
mnozina symetrii.

Vztah SO(n) a Spin(n)
Plati:
1. Je-li (w, V) reprezentace grupy SO(n), pak (woa, V) je takova reprezentace

grupy Spin(n), ze woo(+1) = Idy. Tedy kazdou reprezentaci grupy SO(n)
lze specialné také vnimat jako reprezentaci grupy Spin(n).

2. Je-li (1, V) reprezentace grupy Spin(n) takova, ze 7(—1) = Idy, pak existuje
pravé jedna reprezentace (w, V') grupy SO(n) tak, ze T =w o 0.

Napiiklad plati, ze véechny A! pro ! = 1,...,k — 2 jsou ireducibilni celo¢i-
selné reprezenatce grupy Spin(n). (Definujici reprezentace grupy SO(n) je iso-
morfn{ A tedy je také ireducibilni reprezentaci Spin(n).)

AF=1 pro liché n je také ireducibilni reprezentace Spin(n).

12



Spinorové reprezentace

Plati, Ze existuji reprezentace grupy Spin(n), které ale nejsou reprezentace
grupy SO(n). Ukdzeme, ze tyto reprezentace jsou polociselné s nejvyssimi va-
hami h € (% + 7Z)k. Témto reprezentacim se také ¢asto ¥ika ,&isté spinorové
reprezentace ‘.

V nasledujici sekci si povime, jak je mozné tyto ,spinorové prostory mode-
lovat pomoci Cliffordovy algebry.

Méjme C" s kanonickou bazi {e;}¥_; a se skaldrnim soucinem < z;y >=
= Z?:l x;y;, kde x = 2?21 xjej, T = Z;‘:l yje;.

Oznaé¢ C,, := CUff(C"*, < -,- >), R, := CLUff(R", < -,- >), specialné tedy plati

ei-ej—kej-ei = —251],

Pozndamka. Plati, ze C,, je tzv. komplexifikace algebry R,,. Znaci se (R,,). =
=R, ® iR, = C, pro imaginarni jednotku i € C (tedy plati > = —1).

Pojem komplexifikace se zavadi obdobné také pro vektorové prostory, speci-
alné plati (R"). = C".

Pripady, kdy dimenze n je suda nebo licha se lisi. Konstrukce spinorovych
prostoru v lichém pripadé je povétsinou analogickda sudému pripadu, proto obé
uvedeme zaroven.

Jako novou bézi prostoru C** volme mnozinu {f;, f;}
C*+1 uvazujme bézi jako mnozinu { f;, f;7, u}s_,, kde

Jj=D
1 . N 1 . .
fj = 5(63‘ - Zen—j+1); fj = —5(63' + Zen—j+1)a U = 1€k41,

k

j—1, naopak pro prostor

proj=1,...,k.

Pak pro W =< f1,..., fir >, WT =< fi',.... fif >, U =< u >, (kde stan-
dardné naptiklad < fi,..., fx > oznacuje prostor generovany vektory fi,..., fx),
plati

CH*=WeaeWT, resp. CHF ' =WaWTaU.

Po zbytek sekce budeme prevazné pocitat v Cliffordoveé algebre, proto -
znaci Cliffordovské nédsobeni. Definujme néasledujici prvky Cliffordovy algebry:

«

I =f;- f,projzl,...,k:,

14 u),

1
Iy = ﬁ<

I =1 I, vesp. IV =1 - Iy Tnyq.

Lemma 6. Vyse definované prvky maji ndasledujici vlastnosti:
fi-fi=—h"I
fj+ ) fz+ = _fz+ ) fj+-
Specidlné proky f]“) jsou izotropni, ¢ili plati (f](+))2 =0.
fi- iF+ 1 fi =0,
fjm N =1 f}+)-
Vsechny I; spolu komutuji a jsou idenpotentnd, ¢ili plati (1;)* = I;.
Navic pro libovolné 0; € R a X; = %ej “€n—jt1 plati:
exp(0;X;) - I; = 2%,
exp(0;X;) - [+ [; = e [ ;.
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Diikaz. Ve vypoctech, které uvedeme pouze pro n = 2k, pouzijeme kompaktnéjsi
znaceni indexu jc:=n— 7+ 1.

Prvni tri tvrzeni skutecéné plati, nebot vypoctem v Cliffordové algebrie dosta-
vame:

fi-fitfi-fy= le((ej —ieje) - (e —de) + (e — iere) - (e —ieje)) =

1
- _;((ﬁ — 6k —idl, —i0) = _5(0 —i0 —140) = 0,
1 . . vl
R S N (A T
1 4 . . .
fi-fr+ = _Z((ej —ieje) - (e + i) + (e +ier) - (e —ieje)) =

2< J I j) A
Pak plati

P n=07f i ==f 55 = h 5T =1 £,
L-L=fi-ff - L=fi-L-ff=0L f-ff =11,
Li-Li=fifi-(O=f-f)=Ffi-ff = fi-f - f fi=1-0.

Tvrzeni o nasobcich exponencielou exp(#;X;) se v obou piipadech ukaze ru-
tinnim vypoctem. Zde uvedeme alespon vypocet prvniho tvrzeni. Oznacme pro
kompaktnost vypoctu E; := e;-€;.. Vyuzijeme tvaru I; = (1—e;-€;.) = 3(1—iE})
a vlastnosti (E;)* = ¢; - €j. - €; - €jo = —1, které snadno ziskdme z definice a pred-
chozich vztaht.

1 1 )
exp(0;X;) - I; = eXP(§9jEj) ' 5(1 —iEj) =

© 11 .
- 27(§9J‘Ej)l 2(1 iE;) =

=0
N g[ﬁ(iej)l(E])l Zﬁ(§9J)I(Ej)l+1] _
= S la(E) =i a(B)TY =3 dengy =

o
= Zélen(4l) + clenaq) + Clen(yyo) + Clenys) =

=Y (E)" - lag — i anE; + ay1 By — i - ager (E;)*+
+ agra(E))? — i aga(E))® + agys(E))® — i - agys(E;)'] =
= Z(Ej>4l Jag —i-ayEj 4+ ayn Ej+ 1 ags+

— Qaiyo + 0 Quyo B — anysEy — 1 aygs) =

14



(E)* - [an(l —iE;) +i - anpr (1 — iE))+

)

T
=

+(=1) - agy2(1 —iEj) + (=) - agys3(1 —iE;)] =

(i) - ay(1 —iE)) =

M

N
I
o

1

. ilg.
Il (1—ZE]) 2620][]'.

0;)’

M

(i

T
[en)
| =
DN | —

Pozndmka. Stejné rutinnim vypoctem lze dokazat
A b 1 =0,
(u)? = 0.

Potom vlastnosti z Lemmatu [6] plati i pro Iy, pfi¢emz tvrzeni s ndsobkem
exponencielou exp(6,;X;) pro j = k + 1 neuvazujeme.
Dusledek 4. Prvek I" je idenpotentnd, ¢ili plati (I")* = I"™.

Diikaz. Tvrzeni snadno plyne z komutativity a idenpotence prvki I;.
O

Definice 14. Prostor spinoru S, nad C" se definuje jako levy idedl Cliffordovy
algebry pomoci prvku I™:

S, =C, -I".
Lemma 7. Pro vsechny prvky v € C", z € S, plati v -z € S,, ¢ili zjednodusené

receno ,vektor krdt spinor je spinor“.

Diikaz. Toto trividlné plati diky faktu, ze S,, je idedl. Tento fakt se da nahléd-
nout diky vlastnostem algebry C,, specidlné plati uzavienost algebry vzhledem
k nasobeni, ¢ili C, - C,, C C,,.
Prostor C" vniméame jako podprostor algebry C,,, tedy lemma snadno plati.
O
Diky skutecnosti, ze f; - I"™ = 0 pro libovolné j, plati:
S, =A(W*). 1" (1.6)
Na spinorovém prostoru S,, zavedeme tzv. spinorovou reprezentaci S grupy
Spin(n) nasledujicim zptsobem pro s € Spin(n), z € Sy:
S(s)(z) =s- 2. (1.7)
Lemma 8. Pron = 2k nebo n = 2k + 1 jsou vihy spinorové reprezentace (S,S,)

Lieovy grupy Spin(n) ve tvaru k-tic:

(500 k5). (1.8)



Diikaz. Pro ovéreni, jestlim € (%Z)k je vaha, chceme z definice ovérit, ze existuje
néjaky 0 # a € S tak, ze S(IT\_; exp(0;X;))(a) = EONRLILOM pro vsechny
feRFa X, = 36 Cnji1.

Diky vlastnostem prvki, uvedenym v Lemmatu [6] snadno pak pro libovolné
I €{1,...,k} plati nésledujici vypocty pro n sudé (pro n liché se vypocet zméni
pouze uvazenim prvku I**1 coZ je uvedeno jako alternativa v zdvorce):

k
[T] exp(6,X;)] - I" = exp(6:1.X1) - ... - exp(0pXy) - Iy - ... - L (-IFF) =

j=1
-1
= exp(Gle) : : exp(&k,le,l) . €z§0kfk : Ik,1 L Il('[kJrl) =
=e€ 29k exp(@le) : exp(Gk_le_l) : [k:—l et Il . Ik([k—l) =
S NN LS AU A0 (oo SOV L) )
k
[T] exp(0;X;)] - fit - 1" = H exp(0;X;) ) I L (15 =
Jj=1 Jj=1 J'#
1 1-1
= e 2= 25 [T exp(0 Xyr) - (exp(0,.X0) - fi7 - 1) - T] Lin (L) =
j'=1 g1l
i 305 = —ilg, ot
=c j=l+1277 H exp(ej/Xj/) . (e 2 lfl . [l) . H Ij”('[k+1> =
= Iz
= 025 3073300 p+ . .
Cili, k-tice (3,...,3)a (3,...,—=1,.... 1) (s ,—3* na [-tém mist&) jsou véhy.
Podobnymi vypocty diky antikomutativité ff zjistime, Ze libovolnad k-tice
(i%,...,i%) S ,,—%“ na mistech 1 < [ < ... < I, < k je vdha s vahovym
vektorem f;{ e ff: - I™. Méme tedy 2* vah.

Pak diky faktu, ze dim(S,) = dim(A*(W*)) = 2% a ze S, = By 5.} Voo
pak vidime, Ze vice vah této reprezentace neexistuje.
O

Pro n sudé ozna¢me S, := Sy, N C54% S_ := Sy, N CYMe. Snadno tedy plati
Sor =S4 & S_. Pro n liché oznaéme S = So. .

Pozndmka. Specialné pro sudé n plati:
VoeC"\VzeSy vz €Sq. (1.9)

Vahy S, jsou tvaru ([1.8)), kde se vyskytuje sudy pocet znamének ,7—“
Véhy S_ jsou tvaru (1.8)), kde se vyskutuje lichy pocet znamének ,—

Tedy nejvyssi vdha reprezentaci S a S je k-tice (3,...,3). Nejvyssi véha
reprezentace S_ je (%, ey %, —%) Navic plati, ze S, S jsou ireducibilni reprezen-
tace.

7 poznamky za definici [12] vidime, ze fundamentalni reprezentace jsou ty, je-
jichZ nejvyssi vahy lezi na hranici Weylovy komory, ze kterych lze dostat libovolna
jina ireducibilni reprezentace pomoci Cartanova soucinu. Jsou to prave:

A prol=1,... k-2,

Pro n = 2k {
Si.
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A Il=1,....k—1
Pron=2k+1 { » PTO U ’

Diky platnosti vztaht

N+ (S, 0), éli A* =Sy ®Swy),  (1.10)
1 1 1 11

5,...,§)+(§,...,§,—§), Gili AM'~S_ XS, (L.11)

pak také plati, Ze A* (a v sudém pifpadé i A¥~!) neuvddime mezi fundamentélnimi
reprezentacemi.

Nadale se budeme zabyvat prevazné témito zminénymi ireducibilnimi funda-
mentalnimi spinorovymi reprezentacemi S a S...

1.3 Klimykuv algoritmus

Jsou-li (71, V1), (79, V3) ireducibilni kone¢né dimenzionalni reprezentace Lieovy
grupy Spin(n), pak obecné plati, ze jejich tenzorovy soucin neni ireducibilni a Ize
tedy rozdeélit na direktni soucin ireducibilnich reprezentaci.

V této sekci uvedeme tzv. Klimyktv algoritmus, ktery lze ¢asto pouzit k vy-
poctu ireducibilnich podreprezentaci prostoru V; @ V5.

Poznamka. Zpusob1, jak najit ireducibilni rozklad tenzorového soucinu V; ® V5 je
mnoho. Jeden z nich je uvedeny napt. v textu Fulton a Harris [2, §25.3, str. 424-
429].

Plati, ze postup, ktery uvadime zde, je analogicky vysSe zminovanému. O této
skutecnosti vypovidd napf. cviceni z textu [2, Exercise 25.41, str.428]

Nasledujici vétu uvedeme bez dikazu. Jeji diikaz, preformulovany v teéi Lie-

ovych algeber, je mozné najit naptiklad v Fulton a Harris [2 str. 128, Theorem
9.19].

Véta 9. Je-li (1,V) komplexni, konecné dimenziondlni reprezentace kompaktni
Lieovy grupy G, pak je direktnim souctem konecné mnoha ireducibilnich podre-
prezentact.

Protoze zde budeme uvazovat pouze tenzorovy soucin néjaké fundamentalni
reprezentace s definujici reprezentaci, je jejich tenzorovy soucin komplexni ko-
necné dimenziondlni reprezentace grupy Spin(n). Tedy, aplikujeme-li vétu @] na
tento soucin, dostaneme korektnost zdkladni myslenky Stein-Weissovy konstrukce
(tj., Ze tenzorovy soucin muzeme rozlozit na koneéné mnoho ireducibilnich pod-
reprezentaci).

V pribéhu algoritmu budeme pouzivat pojmy Weylovy grupy a Weylovy ko-
mory, zmifiované v minulé sekci (definice [13] a [12)).
Oznacme

:(k;—l —§...,%) pron =2k + 1,
:(l{:—l,k—?,...,O) pro n = 2k.



Predpoklddejme, Ze zname nejvyssi vahu hy reprezentace (11, V;) a vSechny
vahy mso reprezentace (73, V3). Z koneéné dimenze V5 plyne, ze uvazovanych vah
je kone¢né mnoho, oznac¢me je tedy {m4}7_;.

Plati, ze nasledujicim Klimykovym algoritmem, uvedenym napiiklad v ¢lanku
Bures a Soucek [1, str. 12-13], velmi snadno zjistime vsechny nejvyssi vahy ire-
ducibilnich podreprezentaci tenzorového soucinu V; ® V5.

Zde uvedeme aplikaci tohoto algoritmu na soucin néjaké fundamentalni a defi-
nujici reprezentace. Plati, ze tento algoritmus miize mit az exponencidlni ¢asovou
slozitost vzhledem k dimenzim uvazovanych reprezentaci (pokud prochazime al-
goritmicky celou Weylovu grupu W,,).

Algoritmus probiha nasledujicim zpiisobem ve tfech zakladnich krocich:
1. Pro kazdé i = 1,...,r polozme A; jako soucet hy + & 4 m.
2. Pozadujeme, aby A; lezel ve Weylové komore striktné dominantnich vah C.
o Je-li to pravda, odeCteme ¢ a vysledek je nejvyssi vaha néjaké ireduci-
bilni podreprezentace prostoru V; ® Vj.

« Neni-li to pravda a leZ{ na hranici Weylovy komory C \ C, pak tuto
k-tici neuvazujeme.

e Neni-li to pravda a lezi mimo C, tuto k-tici pfislusné ,,oto¢ime* prv-
kem z Weylovy grupy tak, aby vysledek lezel v C (z definice je tato
,otocend* vaha stale vaha reprezentace V7).

Lezi-li vysledna k-tice ve Weylové komore striktné dominantnich vah,
pak odec¢teme &, naopak, lezi-li na hranici C'\ C, pak ji neuvazujeme.

3. Opakujeme tento postup pro vsechny {mj}/_,, nakonec dostaneme vdhy
{Ai,};=1. Diky vzajemné jednoznacnosti nejvyssich vah a ireducibilnich re-
prezentaci mizeme tyto vahy ztotoznit s néjakymi reprezentacemi A; =
= (w;, W;). Pak plati rozklad

p
j=1
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Strom prubéhu algoritmu vypada nasledovné:

Opakuj pro vSechny ¢ = 1,...r

) Aplikuj néjaké

(Ai=A-0)| v€W,tak, [-------- |

aby 7(4;) € C

Zkombinuj vSechny A; =
VeV, = @4

Pozndmka. Vsimnéme si, ze Algoritmus vzdy vrati Cartantiv soucin V; X V5, jako
jeden ze scitancu. Navic plati, Ze existuje pravé jeden takovy s¢itanec (jednoznac-
nost plyne z jednoznacnosti nejvyssi vahy.)

Navic z teorie tenzorového soucinu vime, ze V; ® V5 je isomorfni Vo ® Vi, jako
reprezentace Spin(n).

Aplikace algoritmu na S ® C"

Vime, zZe je potieba rozlisit paritu dimenze n a tedy vysetrit pripady S a S..

Nejprve at n = 2k+1 pro néjaké & > 1. Pak vime, zZe fundamentalni spinorova
reprezentace je jen S s nejvyssi vahou h = (%, ey %) Také vime, ze definujici
reprezentace C" m4 seznam vah: (+1,0,...,0), (0,£1,...,0),...,(0,...,0,£1),
(0,...,0). Vahy definujici reprezentace ozna¢ime jako nésobky kanonické béze
prostoru R*: {£e;}5 | U {ey}, kde &y = (0,...,0).

Postupem podle algoritmu dostaneme:

19



htst+ea=  (k+lLk-1..1) €C — (3.4....8),

h+o+e= (kkk-2...,1) eC\C —x,
h+6+ey .<k,k—1,...,2,2) eC\C —x,
h46—¢ = (k—l,k—l,...,l) ceC\C —x,
h+6—é = (k,k:—Z,k;—Q...,l) ceC\C —x,
h+06—¢e = '<k,k—1,...,2,0) ceC\C —x,
h+6+¢ = (kz,k—l,...,l) eC —>(§%)

Celkem tedy v lichém pripadé plati
seC'=(34,....))e(}....5) 2 SRC oS (1.12)

Pro sudy pripad n = 2k je situace analogicka. Vime, ze zédkladni spinorové
reprezentace jsou Sy s nejvyssimi vahami hy = (%, o %,i%). Také vime, Ze
definujici reprezentace C* m4 seznam vah: {+e;} ;.

Rozepsanim algoritmu pro oba tenzorové souciny S; ® C", dostaneme, ze

jediné zajimavé kroky jsou:

hetdt+e = (k+3,k-3,... %) eC — (3.3 5%5),
hy+d—e= (k=3k-3..3-1) e —(....5-1).
hototen= (k—3k-3...333) €C —(3....5.+3)

Celkem v sudém ptipadé tedy plati

Sy ®C" = (%,%,...,%,i%)@(%,...,%,¢%) ~ S, XC" & Ss. (1.13)

Aplikace algoritmu na A’ @ C?

Atn=2knebon=2k+1al<|[<k.

Pfi uvazovani reprezentaci Al se rozdil v parité dimenze n se projevi pouze
uvazenim vahy (0,...,0) a tvarem ¢, jinak jsou oba postupy naprosto analogické.
Zde provedeme postup pro n liché a alespon odlisnosti postupu pro n sudé. Je
snadné si rozmyslet, jak by vypadal cely postup pro sudy pripad.

Opét vime, Ze definujici reprezentace C" m4 seznam vah {&;}¥_, U {ey}. Také
vime, Ze reprezentace A! ma nejvyssf vdhu by = (1,...,1,0,...,0) s [ jedni¢kami.
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Postup uvedeme soucasné pro vahy +e; = (0,...,0,£1,0,...,0). Pro tento
zapis postupu se vyplati zapsat 0 jako § = (k — 1+ %, k—2+ %, o k—k+ %)
Provedenim algoritmu dostavame:

hy+ 6+ +e, =
=(k+3£1k—4, k-l +i+LEk—(+1)+5,...,
—>(+)eC—>(2,1,...1,0,...,0),

— (—) e C\C — x,

N[
——

hy+6+ey =
=(k+3k—4+1, k-l +i+LEk—(+1)+5,...,
— (+) e C\ C — X,

— (—) e 0\ C — x,

N[
N——

hi+0+e =
:(k—%,k—%,...,k—l+%+1il,k—(l+1)+%,...,%)
— (+) e O\ C — x,

—(-)eC — (1,...,1,0,0,...,0) =&, AL

hi+6+e,q =
:(k—%,k—%,...,k—lJr%Jrl,k—(l+1)+%il,...,%)
— (+)eC— (1,...,1,1,0,....0) = &1y = AT

— (—) e\ C — x.

Projdeme-li vSechny kroky algoritmu az na véhy (0,...,0,a), kde a € {0,+1},
dostaneme, ze

Al®(cn ~ [Algcn] EBAI+1 @Alfl @F,

kde F' je s¢itanec tohoto rozkladu odpovidajici vahdam (0,...,0,a), ktery probe-
reme peclivéji nize.
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h+86+e, =
:(k—%,k—%,...,k—l+%,k3—(l+1)+%,...,%i1)
— (+) e 0\ C — X,

— (—) : viz nize,

hi+6+e =
_ (k;—%,k:—%,...,k—l+%,k—(l+1)+%,...,%)
—eC — (1,...,1,0,...,0) = = AL
V piipadé h;+ 6 —é;, dostaneme takovou k-tici, ktera nelezi v C. Musime proto
vyuzit posledni vétve algoritmu (,,0tocit* vahu pomoci prvku Weylovy grupy).
Aplikujme tedy néjaké v € W, tak, aby vy(h; + d — éx) € C. Takové « je pravé

jedno a je to v = Zj (zména znaménka na k-té souradnici).
Podle algoritmu tedy dostaneme

sgn(Ze)(Ze[(1,...,1,0,...,0) + 0+ (0,...,0, = 1)] = ) =

= sgn(Z)(1,...,1,0,...,0) = —AL.
Celkem dostévame F = Al & (—A') = 0.

Sudy pripad je naprosto analogicky, dokonce je o uvazeni ¢élenu F' kratsi,
nebof definujici reprezentace v pripadé sudé dimenze nema vahu eg a k-tice, které
dostaneme z algoritmu pro vahy =+ey, lezi pfimo uz na hranici Weylovy komory

c\C.

Jedina komplikace a odlisnost od tohoto tvrzeni nastava, uvazime-li [ = k — 1
(pro sudé n). Pak dostaneme

A teCr e A TRC e (1,...,)®(1,...,1,—1)® A2 (1.14)

kde vahu (1,...,1,—1) dostaneme z kroku algoritmu pro hy_; +0 — &, € C. Vime
ale, Ze platf (1,....1)® (1,...,1,—1) = A*

Celkem tedy v sudém i lichém pripadé n dostaneme rozklad

AMNeCr2[A'RC" e Ao AP (1.15)
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2. Stein- Weissova konstrukce

Cilem této kapitoly je osvétlit ¢tenati samotné ,gro* prace, konstrukei rotacné
invariantnich differencialnich operatort prvniho radu, jak je popsana v textu Stein
a Weiss [5l, str. 171].

Vychozi text nebudeme citovat v jeho ptvodnim znéni, ale pfepiSeme ho
do znaceni pouzivaného v praci a uvedeme pouze nutné ¢asti. Samotny text, jak
ho sepsali E. Stein a G. Weiss, se totiz zabyva napriklad subharmonicitou mocnin
reseni zobecnénych Cauchy-Riemannovych podminek, coz neni predmétem této
prace. Touto harmonickou analyzou se zabyva také kniha Gilbert a Murray [3].

Zakladnim kamenem konstrukce je dobre znamy operator gradientu pro hladké
funkce na konecné dimenzionalnim realném (nebo komplexnim) vektorovém pro-
storu. (Po zbytek kapitoly opét uvazujeme pouze takové prostory a funkce.)

Budeme predpokladat, ze ¢tenar zna pojmy diferencialni operator a gradient,
které se prednasi ve standardnim kurzu analyzy.

2.1 Gradient

Cilem této sekce je predevsim disledné dokézani Spin(n)-invariance operatoru
gradientu a ujasnéni znaceni spojené s timto operatorem, které budeme nadale
pouzivat.

AtV je konecné dimenzionalni komplexni vektorovy prostor. Uvazujme hladké
funkce f: R™ — V, ¢ili f € C*(R", V).

Pro definici gradientu budeme uvazovat komplexifikaci definujici reprezen-
tace (o,R™) grupy Spin(n). Tato komplexifikace (o.,C") je definovand nasle-

dovné:
oc(s)(z +iy) = o(s)(z) +io(s)(y), (2.1)
pro s € Spin(n), z,y € R™.
Definice 15. Definujeme gradient hladké funkce f : R™ — V ndsledovne:
0
= Z 7f ) ®ej,

7=1 'T]

kde x € R", {e;}"_, je kanonickd bdze prostoru C" a derivace -2~ je derivace
’ JJ5=1 O

ve smeéru souradnice x;, Cili ve sméru j-tého bdzového prvku e; prostoru R™.

(Opakujeme, Ze C* a R™ maji stejnou kanonickou bdzi).

Z definice je snadno vidét, ze operator gradientu pusobi mezi prostory hlad-
kych funkel V : C*°(R™, V) — C>*(R",V @ C").

Definice 16. Je-li (o,R") definujici reprezentace a (R,W) néjakd komplexni ko-
necné dimenziondlni reprezentace Lieovy grupy Spin(n), pak na prostoru ope-
rdatorid C°(R", W) zadefinujeme reprezentaci Ilg ndsledovne:

Pro s € Spin(n),p € C*(R", W) a x € R" poloz:

R (s)(9)](x) = R(s)[e(o(s)(x))].
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Invariance gradientu

Uvazujme (7, V') komplexni reprezentaci Spin(n), (o, R™) definujici reprezen-
taci Spin(n) a nakonec prislusnou komplexifikaci (o., C").

Opakujeme, ze pro {e;}7_; kanonickou bazi R" (tedy i C") je definujici re-
prezentace ¢ (resp. o.) urc¢end pomoci vztahu (1.2)), (1.5) a (2.1) nasledovné:

o(s)(ej) =s-e;-s ' = zn:o'ij(s>eia
=1 (2.2)

oe(s)(ej) = 5 ¢ 57 = io—@«(s)ei,

kde 0,;(g) jsou prvky matice, pokud na operator o(s), pohlizime jako na maticovy
operator, jehoz akce je dand nasobenim ,matice krat vektor®. Tento maticovy
pohled si muzeme dovolit, nebot predpokladdme, ze o(s) € SO(n). (V pripadé
komplexifikace o. je odivodnéni korektnosti maticového pohledu stejny, nebot
o(s) a o.(s) jsou pro vSechny s € Spin(n) definovany na bazovych prvcich stejné.)

Nejprve dokazeme pomocné lemma, které upresnuje tvar parcialnich derivaci
zobrazeni o(s).

Lemma 10. Pro kazZdé s € Spin(n) a kazdé x € R™ plati:

Ao(s)lj,
Txi(x) = 0i(s)-

Diikaz. Uvazujme maticovy pohled. Ozna¢ x = Y0 | x;e;. Pak z linearity o(s)
a ze vztahu ([2.2)) plati

Tedy plati

. . LI . 9
Lemma pak snadno plyne z linearity parcialni derivace s

Véta 11 (Invariance gradientu). Operdtor gradientu je Spin(n)-invariantni.
Cili, at (1,V) je komplexni vektorovd reprezentace konecné dimenze, pak pro
vsechny f € C*(R", V), s € Spin(n) plati, Ze ;40.(s)(V(f)) = V(IL(s)(f))-
Diikaz. At tedy f € C*(R",V),z € R", s € Spin(n). Ozna¢me

y=o(s1)(z) €R" (2.3)

a v diikazu uvazujme maticovy pohled na reprezentaci grupy.

24



Zobrazeni 7(s) je linedrni operace, proto ji lze vytknout pred derivaci. Na-
sledné dostaneme:

VL)) =3 D 4 g,
" oo o alfoo(s (2.4)
> g “Dyse =37 D@ e,
moci predchoziho lemmatu [10] vzorec:
Olo(s™H)); = Of

I(foo(sh)) =~ Of
a—mi(@ ]Zlay](w T(I) Z

> gy, W e 29)

Tedy s vyuzitim vtaht a ([2.5) mame sérii rovnosti:

Vo (M) () = S r LD ) 6 e =

=1
=> 7(
1=1 ]2:1 ay]
Naopak primo z definic reprezentaci a gradientu , 2.3)), a plati
nasledujici série rovnosti:
Mrgo.(s) 0 V() (@) = [T @ 0e(s)|(V(o(s7)(2))) =
=T ®@ac(s)[(Vf(y)) =

(2.6)
(y) - 0ji(s7")) @ e

~ro a3 3; Wee)= @7
SN
z:: 8yj ) @ oc(s)(ej).

Navic plati, ze matice rotace ptislusné prvku s € Spin(n) je ortogonalni, takze
plati o(s71) = o(s)™* = o(s)T, pak pomoci (2.2) tedy plati

aji(s71) = 04(s). (2.8)

Celkem diky vztahum (2.6)), (2.8]) a (2.7)), diky linearité zobrazeni 7(s), linea-

rité tenzorového soucinu v obou slozkach a diky prohozeni potradi konecnych sum
dostavame nakonec:

VL ()()) = 3 7). 5100 ouls) @i =
N A
=3y o™ 7o) g ) @
B Y A
= 37 ) © 3ol e = Yo ) © Y- o) =
= G 0) © 0)(er) = T (50 V()0
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2.2 Obecna konstrukce

Méjme (7,V') netrividlni ireducibilni komplexni reprezentaci grupy Spin(n)
a f : R" — V hladkou funkci. Z predchozi sekce zname operator gradientu V,
V:C®R" V) = C®°(R",V ®&C") a vime, ze je Spin(n)-invariantni.

Z reprezentacni teorie vime, ze (T,V ® C"), kde T' = [T ® o], je také re-
prezentace grupy Spin(n). Pomoci reprezentacéni teorie umime tento tenzorovy
soucin (jako reprezentaci) rozdélit na konecny direktni soucet ireducibilnich pod-
reprezentaci V ® C" = F} @ --- @ F,. Uvazujme pro tento rozklad projekce
7 V@C" — Fj, pak mizeme vyslovit nasledujici zakladni vétu Stein-Weissovy
konstrukce.

Véta 12 (Obecnd konstrukee). At operdtor D; je definovdn ndsledovne:
Dj:=mjoV:C®R", V) — C*[R", F})),
pak D; je Spin(n)-invariantni operdtor.

Driikaz. Pro invarianci chceme ukézat, ze plati D;joll (s) = Ily(s)o D;, pro kazdé
s € Spin(n).

At tedy f € C*([R", V), z € R*, s € Spin(n). Ztotoznime nyni znaceni
projekce m; na V ® C* a na C*°(R",V ® C") pomoci [7;(¢)](z) = 7;(¢)(z)) pro
P e C*R", V ®&C"), pak m;(yp) € C*(R", F}).

Navic F} je invariantni podprostor V @ C", tedy pro kazdy X € F; C V®C"
plati, ze T'(s)(X) € F; pro kazdé s € Spin(n). Z ¢ehoz plyne, ze projekce m; jsou
invariantni operatory. Tj VX € V ® C" plati

(mj 0 T())(X) = (T(s) o m;)(X).

Pak z invariance V (véta|11)) a opakovanou aplikaci definice reprezentace Il
(definice [16)) a definice operatoru D; dostavame sérii rovnosti

(D, o IL)($)(f) () = (x; 0 V o IL,(s)) (/) () =
= (m; o TIz(s) 0 V)(f)(2) = (m; 0 T(s) o V) (/)0 (s )(a)) =
— (T(s)om;0V)(f)(o(s™) (@) = (T(s)o D,)()(o(s™)(x)) = (Lr(s)oD;)(f)(x).

]

2.3 Zobecnéné Cauchy-Riemannovy podminky

Jak jsme predesilali, budeme pracovat s tzv. Cartanovym souc¢inem V X C".
O ném vime, zZe je to jednoznac¢né urcena ireducibilni podreprezentace tenzorového
souc¢inu V' @ C". Zobecnéné Cauchy-Riemannovy podminky jsou podminka, ze
hodnota V f lezi vzdy v Cartanové souc¢inu V X C".

Vime, Ze rozklad V @ C" = F} @ - - - @ F, je jednoznacny az na izomorfismus.

Y

Tedy existuje néjaky scitanec F; tak, ze F; = V X C". Bez jmy na obecnosti
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muzeme predpokladat, ze [ = 1. Stejné jako v minulé sekci uvazujme pro tento
rozklad projekce m; : V @ C" — F.

Uvazme nyni nasledujici rozklad s ptislusnymi projekcemi

VeCh e (VRCY e (VRCY,
E:ﬂ-la
Ec:7T2—|—"'+7Tp,

kde (VRIC")® = F, @ --- & F, je doplnek Cartanova soucinu a kde projekce
E¢:V®@C"— (VKC") je projekce pravé na tento podprostor.

Polozime-li 0 := F oV, 0° := E° o V, pak snadno vidime, ze pro hladkou
funkci f: R™ — V plati
Vf=0f+0Ff.

Definice 17. Rekneme, Ze hladkd funkce f : R* — V spliuje tzv. zobecnéné
Cauchy-Riemannovy podminky (ZCR), pokud pro kazdé v € R™ plati soustava
diferencialnich rovnic

0°f(z) = 0. (2.9)

Systém diferencidlnich rovnic (2.9) nazveme systémem prislusngm repre-
zentaci T = [T ® 0.

V predpisu uvazujeme na pravé strané prvek 0 € V @ C".

Snadno si uvédomime, ze jelikoz Cartaniiv soucin je ireducibilni vzhledem
k reprezentaci T, pak néasledné E,0 i C-R podminky zavisi na této reprezentaci.
Pokud bychom na V' nebo na C" uvazovali jinou reprezentaci, pak dostaneme jiny
(resp. ne nutné stejny) systém rovnic.

Pozndmka. Reseni zobecnénych Cauchy-Riemannovych podminek maji ,hezké
vlastnosti“, tj. jsou napt harmonicka, nebo jejich mocniny jsou subharmonickeé.
Podrobnosti k této studii je mozné najit napiiklad v textu Stein a Weiss [5]
Theorem 1, str. 171-172] nebo Gilbert a Murray [3, Section 4.5, str. 232-239].
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3. P¥iklady

V této kapitole sestrojime konkrétni priklady zndmych rota¢né invariantnich
diferencialnich operatori prvniho rddu pomoci Stein-Weissovy konstrukce a apli-
kace zobecnénych Cauchy-Riemannovych podminek.

Budeme uvazovat operatory pro funkce, které maji hodnoty ve fundamental-
nich reprezentacich grupy Spin(n). Timto zptusobem docilime konstrukce Dira-
cova operatoru a Hodge-deRhamova systému diferencialnich rovnic.

Nakonec ukazeme konstrukci dobte zndmych Cauchy-Riemannovych pod-
minek pro funkce na komplexni roviné C.

Vypocty v této kapitole se opiraji vyhradné o fakta, ktera jsme v této praci
jiz zminili a dokazali.

3.1 Diraciv operator

Obecny Diractiv operator je libovolny diferencialni operator prvniho radu
s konstantnimi koeficienty v Cliffordové algebte, jehoz druhd mocnina je rovna
Laplaceovu operatoru. Cili je to takovy operator 9, ze plati 9> = 9o 9 = A.

Vyuziti tohoto operatoru je napriklad ve studii harmonické analyzy funkeci,
nebot zrejmé pak plati, Ze libovolnd funkce, kterd lezi v Ker(0), je automaticky
harmonicka (¢ili A(f) = 0).

Sirsi studif Diracova operatoru a jeho uplatnéni se zabyva napt. kniha Gilbert
a Murray [3, Chapter 2].

Jak vime z minulé teorie, uvazujeme-li fundamentalni reprezentace grupy
Spin(n), které odpovidaji spinorovym (tedy polo¢iselnym) reprezentacim, je po-
treba rozlisit dva pripady parity dimenze n.

Sok+1
Necht n = 2k +1. Uvazujme (0., C") definujici a (S, S) jedinou fundamentalni

spinorovou reprezentaci grupy Spin(n).
Klimykuv algoritmus rozkladu tenzorového souc¢inu nam dé rozklad (1.12)):

31 1 1 1
Zatimco prvni ¢len rozkladu, ozna¢me ho F, je Cartantiv souc¢in SXC", druhy,
oznaceny G, je isomorfni prostoru S.

Lemma 13. Definujeme ® : SQ C" — S tak, Ze ®(z @v) =v- 2z, kde ,-“ je Cli-
ffordovské ndsobeni. Pak ® je Spin(n)-invariantni, ®|p =0 a ®|g je invariantni
isomorfismus vektorovijch prostori.

K dikazu tohoto lemmatu vzpomenme na Schurovo lemma (véta , které
rika, ze zobrazeni mezi dvéma ireducibilnimi reprezentacemi Lieovy grupy je bud
trivialni, nebo isomorfismus.

Navic diky vztahu z lemmatu [7] plati, Ze skutecné ®(z @ v) € S.
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Diikaz. Spin(n)-invariance se ukaze snadno:
O[S ® oc](s)(z @v)) = B(5(5)(2) @ 0c(8)(v)) = Te(s)(v) - S(5)(2) =
=sv-st-s-z2=5-v-2=9(s)(v-2) = 5(s)(P(z ®V)).

Pro restrikci ®|r plati Schurovo lemma, tedy ®|z je bud isomorfismus, nebo
nulovy operator. Protoze ale F' a S maji oba riznou nejvyssi vahu, nemohou byt
isomorfni. Proto plati ®|r = 0.

Nenulovost ® plyne piimo ze skutec¢nosti, ze napt. e; - ey € S, pak pro e, € C"
plati: ®([e; - es] ® e3) = e3-€1-e3 = —(e9)? - €1 = €1 # 0.

Tedy Schurovo lemma plati i pro restrikci ®|q, u kterého nulovost vylucujeme

diky nenulovosti operatoru .
O

Pozndmka. 7 disledku Schurova lemmatu (dusledek [3) plyne, ze ® je nenulovy
nasobek projekce 7 : S ® C" — G.

Pouzitim dokazaného lemmatu je zrejméa ekvivalence platnosti zobecnénych
Cauchy-Riemannovych podminek na S:

(ZCR) <= ngoV(f) =0<= do V(f) =0.
Oznaéme O(f) := ® o V(f), pro hladkou funkei f : R™ — S, pak plati, ze
"0 " 0
o)) =03 gL wee) =3 e 5L (3)

i=1 i

Cili 0 ma presné tvar dobre znamého Diracova operatoru v R”.

Sor

Necht n = 2k. Uvazujme (0., C") definujici reprezentaci Spin(n).

Spinorové reprezentace (S,S) se, jak vime, roklada na dvé ireducibilni repre-
zentace S, ,S_, které odpovidaji vaham (%, cee %), respektive (%, . —%)
Uvazujme tedy jednu z fundamentalnich spinorovych reprezentaci (S4,Sy).

Pripady odpovidajici ireducibilnim reprezentacim lze studovat oddélené a se-
psat kazdy zvlast, ale vzhledem k tomu, Ze jsou do jisté miry symetrické, uvedeme
zde zjednoduseny zapis obou pripadi pomoci symboliky ,,+*.

Klimykuv algoritmus rozkladu tenzorového soucinu nam dava rozklad (1.13])
S:@C"= (34,2 e (L. .. 1F1).

Coz presné odpovida, ze prvni ¢len souctu, oznaceny opét jako F', je Cartaniv
soucin S; X C" a druhy scitanec je isomorfni S;, ozna¢me ho G.

Muzeme tedy uvazovat stejné lemma jako v lichém ptipadé, dikaz probéhne
naprosto identicky. (Skutecné, nebot plati ,vektor krat spinory je spinory“ po-
moci vztahu [1.9])

Uvazme nasledujici operdtor: &4 : Sy ® C" — S, definovany stejné jako
v lichém pripadé. Stejné jako v lichém pripadé uvazujeme ztotoznéni Sy = G-x.
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Opét oznacme 04(f) := ®4 o V(f), pro hladkou funkei f : R” — S., a do-
staneme ekvivalentni podminku platnosti zoobecnénych Cauchy-Riemannovych
podminek:

(ZCR na Si) <~ 8i(f) =0.

Vysledkem je opét operator, ktery ma tvar (3.1)), coz je tvar Diracova opera-
toru (v obou pripadech ,+¢).

3.2 Hodge-de Rhamiiv systém

Uvazujeme-li funkce, které maji hodnoty ve fundamentalnich reprezentacich
odpovidajici vnéjsim mocnindm A! definujici reprezentace (takovym funkcim se
casto 1ika také ,l-formy*“), dostaneme zobecnénymi Cauchy-Riemannovymi pod-
minkami systém diferencidlnich rovnic (nedostaneme pouze jednu rovnici jako v
pripadé spinorovych reprezentaci).

Hodge-de Rhamtv systém diferencialnich rovnic predstavuje jeden ze zpt-
sobt, jak studovat harmonicitu [-forem (nebot Laplacetiv operdtor na [-forméch
je definovén jako A :=d* o d + d o d* pro diferenciél d a kodiferencial d*).

At n =2k + 1, nebo n = 2k.

Uvazujme fundamentalni celoéiselnou reprezentaci Al grupy Spin(n) pro né-
jaké 1 € {1,...,k — 1} (je-li n sudé, pak také [ # k — 1). Jelikoz se jednd o
celo¢iselnou reprezentaci spin grupy, muzeme ji ztotoznit s reprezentaci grupy
SO(n), coz ndm zjednodusi znaceni pi vypoétech.

Klimyktv algoritmus rozkladu tenzorového souc¢inu nam da rozklad :

NeC'=ANRCeG_ oG,

kde G+ = A*! (dale tyto prostory ztotoziiujeme).
Budeme tedy pro Stein-Weissovu konstrukci uvazovat projekce na prostory
A'=1a A1 Sestrojime dva invariantni operdtory: o4 : Al @ C* — AL

Definice ¢, se primo nabizi jako:
pi(a®@v)=vAa, (3.2)
kde a € AL, v € C* a ,A“ je vnéjsi nasobeni.

Lemma 14. ¢, je invariantni operdator.

Diikaz. Provedeme pouze na generujicich prvcich (tedy na [-vektorech).

At A e SO(n),vy,...,u, 2z € C". Pak
Riy(A)(os((u A Aup) ®2)) = Ripi(A) (A Ao Ay =
=A(2)NAw) AN NA(v) = A2) A(R(A)(vr A=+ Ay)) =

= @r(Ri(A) (1 A Aw) @ A(2)) = pr([Ri @ e (A) (v A+ Aw) © 2)).

Tedy plati Rj+1(A)) o pp = ¢y o ([R ® oc](A), coz ndam dava invarianci ¢
[
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Navic, ze Schurova lemmatu (véta [1)) opét plati, Ze (¢4 |jamcn)), (P+]a_) =0
(diky rozdilnosti nejvyssich vah, prostory Cartanova sou¢inu, G_ a A"*! nemohou
byt isomorfni) a naopak restrikce (¢ |, ) je isomorfismus.

Pro hladkou funkci f : R" — A' plati piedpis f(x) = 31 fr(x)er a jeji par-
cialni derivace jsou definovany jako g—i(x) = 21— g—fg(x)el, pro I = {iy,..., 04},
1<i <...<9y <n,er =e; A...Neg; ahladké fce f; : R* — C. Pro takovou
f oznacme d(f) := ¢, o V(f). Pak plati, ze

U1 = 010 V1) = (3 3 Gl wer 0 =
-3 Y egrmasn =S S anGlpn = @y
=33 G el
i=1 |1|=1 Y

tedy vidime, Ze d ma tvar zndmého vnéjsiho diferencidlu (nebo jinak také
de Rhamova operatoru) na vnéjsi algebre A*(C").

Poloz pro vy,...,v;, 2 € C" operdtor ¢_ jako tzv. kontrakci /-vektoru vek-
torem. Neboli polozme jeho hodnotu na [-vektorech nasledujicim zptisobem a li-
nearné ho rozsifme na cely prostor.

!
o (nN...ANy)®z) = Z:(—l)]”rl <zwp > [up ALy Ay, (3.4)

Jj=1

kde notace [v; A ...7;... A ] znamend, Ze je to vnéjsi soucin vsech v; bez j-
tého ¢lenu, (tj. [ty A ... 0;... Ay = v Ao Avjor Avjpr AL A ), a kde
< zy >= Y7 z;y; je klasickd bilinedrni forma pro vektory =z = >0, z;e;,
y = > yje5. V Teci matic plati < x,y >= 2T -y, coz uvazujeme jako nasobeni
matic a ztotoznime matice 1 x 1 s komplexnimi ¢isly.

Lemma 15. Pro A € SO(n),z,y € C" plati < 0.(A)(x),0.(A)(y) >=< z,y >.

Diikaz. Operator g.(A), je pomoci vztahu [1.2| ortogondlni (tj. AT - A = Id). Pak
plati:
< 0(A)(@), 0(A)(y) >=< A 2, A y>=(A-2)" - Ay =

=27 AT A y=a" Id-y=2" -y=<ay>.

Lemma 16. ¢_ je invariantni operdator.

Diikaz. At A € SO(n),v1,...,v,z € C", pak z definic (1.2)), (3), (3.4), z Lem-
matu (15 a z linearity zobrazeni R;_1(A) plati série rovnosti

O [R @ 0(A) (1 Ao Au) @ 2)] =@ [(A(n) A ... AN A(y)) @ A(2)] =
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(1) < A(2), A(vs) > - [A(v) AL (A()) ... A Aly)] =

I

s
I
—

= nl(—l)“'1 < z,v; > [Alw) AL (A)) . N Ao)] =

= Z(—l)H—l < zZ,0; > - Rl_l(A)(Ul VAP /7Y Ul) =
=1

n

=R4(A)O (-1 <zu > [ AL G AY)) =

i=1

=R 1(A)p_ (11 A...ANY) ® 2)].

[]

Navic, ze Schurova lemmatu (Véta plati, Ze (o_|men), (9-la,) = 0 (diky
rozdilnosti nejvyssich vah) a naopak restrikce (¢_|g_) je isomorfismus.

Oznacme d*(f) = ¢_ o V(f) jako vySe pro hladkou funkci f : R® — Al pak
plati vzorec

Operatoru d* se rika kodiferencial a plati, ze je dudlnim operdatorem k vnéj-
simu diferencialu d vyse.

Celkem dostaneme, ze ekvivalentni podminka platnosti zobecnénych Cauchy-
Riemannovych podminek je platnost Hodge-deRhamova systému differenci-

alnich rovnic.
(ZOR) <= ( jf(f;))—: %) |

3.3 Cauchy-Riemannovy rovnice v C

Ze standardniho kurzu komplexni analyzy zname klasické Cauchy-Riemannovy
podminky, které tvrdi, ze hladka funkce f : C — C je holomorfni, pravé tehdy,
kdyz plati soustava rovnic

of _ of
8:1:1 81’2’

3.6
on __op 0
al'g 8:701'
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Konstrukei téchto podminek uvadime nejen, protoze je specialnim pripadem
zobecnénych Cauchy-Riemannovych podminek, ale také protoze umoznuje zjisto-
vat holomorficitu komplexnich funkci. Motivaci studia holomorfnich komplexnich
funkci zname velmi dobfe z jiz zminéného kurzu komplexni analyzy.

Méjme hladkou funkci f : R? — C. Ztotoznénim R? = C miiZzeme také uva-
zovat, ze f je hladké zobrazeni z komplexnich ¢isel do sebe. Uvazme definujici
reprezentaci (o, R?) grupy SO(2) a jeji komplexifikaci (o, C?).

Grupa rotaci SO(2) je dobfe zndm4 grupa matic tvaru

cosf, —sinf
R(6) = ( sinf), cos#f ) ’
pro 0 € R.
Grupa SO(2) je ale na rozdil od obecného ptripadu SO(n) komutativni. Du-
sledkem toho dostavame, Ze komplexifikace definujici reprezentace C? neni iredu-
cibilni (viz nésledujici lemma).

Lemma 17. Je-li (1,V) ireducibilni komplexni reprezentace komutativni Lieovy
grupy G, pak V' je nejvyse jednodimenziondlni.

Diikaz. 7 komutativity grupy G plati, ze 7(g) : V — V jsou invariantni homo-
morfismusy pro kazdé g € G. Tedy z disledku Schurova lemmatu pro vsechny
g € G plati 7(g) = A\, Id pro néjaké A\, € C.

Zvolme libovolné 0 # v € V| pokud existuje, pak podprostor < v >C V je in-
variantni, nebot Av €< v > pro libovolné A € C, tedy 7(g)(v) € V pro libovolné
g € G. Z ireducibility V' a < v ># {0} musi platit, ze <v >=V.

]

Navic jednoduchym vypoctem plati

cosf, —sinf Y i1
( sinf, cosf ) (:i:z) ¢ (iz) ' (3.7)

Tedy jediné dvé podreprezentace jsou podprostory odpovidajici vlastnim pod-
prostorim vektoru (1, £i).

Z jednoduchého algebraického ovéfeni plati, Ze je-li (z,y) € C? linearni kom-
binaci vektoru (1,+i), pak nutné

T +y

W, )+ (L =),

2

(a:,y) =

Polozme tedy dva operdtory @, : C* — C - (1, +) nasledujicim zptisobem:

1 .
@ ((r)) = 5 % ). (39
; ; — 9of of
Gradient funkee f je V(f) = 5- ®@e1 + 5= @ ea.
Polozme 0+ = &4 o V, pak plati:

1,0f _ . of

O:(f) = Lo V(f) = 5(87% + 237:2)
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Polozime-li 0_ = 0, a rozepiseme-li % = % + i%, pak porovnanim realné
a komplexni slozky (diky ztotoznéni te¢ného prostoru Tp(C) a C = R?) dostaneme

soustavu rovnic

of _of
8331 8952 ’

3.9
oh |, 0f 39
(91‘2 8901 ’

ktera je presné ekvivalentni tvaru (3.6), coz je tvar dobfe znamych Cauchy-
Riemannovych podminek pro hladké komplexni funkce.
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Z.aver

Zavérem bychom chtéli fict, ze Stein-Weissova konstrukce rotacné invariant-
nich diferencialnich operatori je velmi Sikovny nastroj, jak pro konstrukei novych
operator, tak i pro zjistovani vlastnosti znamych operatori.

Teorie uvedend v této praci se da zobecnit mnoha zptisoby. Jedno z moznych
zobecnéni je uvazeni téchto postupti ne na Euklidovskych prostorech, ale obecné
na jistych varietdch (je zminéno v textu Bures a Soucek [1]). Také se daji zjistovat
vlastnosti feseni zobecnénych Cauchy-Riemannovych podminek. Podrobnosti lze
nalézt v textech Stein a Weiss [5, Theorem 1, str. 171-172] a Gilbert a Murray
[3, Section 4.5, str. 232-239].

Prace je predevsim kompilacni, a proto by méla slouzit jako shrnuti a uttidéni
poznatkl z nékolika klicovych zdroji. Piinos prace lezi zejména ve formulaci teo-
rie v Teci srozumitelné studenttim bakalarského studia na Matematicko-fyzikalni
fakulté v Praze. V praci také rozepisujeme netrivialni dikazy a vypocty, které
jsou casto v odbornych matematickych textech povazovany za snadné a byvaji
vynechdvany. Jedna se napiiklad o vypocéet vah reprezentaci (lemmata , a ,
podrobny vypocet rozkladu tenzorového soucinu pomoci Klimykova algoritmu
(sekce , dikaz invariance operatora V a D; (véty [L1]a a dikazy lemmat

v kapitole [3] (lemmata [L3] [14] a [L6]).
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