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Úvod
V této práci se budeme zabývat indexem disperze pro diskrétní náhodné veli-

činy. Index disperze udává poměr rozptylu vzhledem ke střední hodnotě náhodné
veličiny. V praktických úlohách rozptyl a střední hodnotu obvykle neznáme. Po-
užijeme výběrový rozptyl a výběrový průměr, abychom zavedli výběrový index
disperze. Podrobněji se budeme věnovat Poissonovu rozdělení.

Práce je členěna do tří kapitol. V první kapitole odvodíme momenty výbě-
rového indexu disperze pro Poissonovo a další diskrétní rozdělení. Budeme při
tom vycházet z Bartko a kol. (1968) a Kharshikar (1970), doplníme však ně-
která vlastní odvození. Stěžejní význam pro nás budou mít asymptotické vlast-
nosti výběrového indexu disperze. Předvedeme vlastní způsob odvození parame-
trů asymptotického normálního rozdělení výběrového indexu disperze pro Poisso-
novo, binomické a negativně binomické rozdělení. Ve druhé kapitole si ukážeme,
jak lze tyto teoretické výsledky využít k testování hypotézy, zda analyzovaná data
pochází z Poissonova rozdělení.

Třetí kapitola obsahuje simulační studii, ve které zkoumáme vlastnosti testů
odvozených ve druhé kapitole. Nasimulujeme si data z Poissonova rozdělení a me-
todou empirického odhadu ověříme, zda tyto testy dodržují předepsanou hladinu.
Poté budeme uvažovat binomické a negativně binomické rozdělení jako alterna-
tivy k Poissonovu rozdělení. Na základě simulací pak spočteme přibližnou sílu
testu pro dané alternativy.

Za vlastní přínos lze považovat odvození limitního chování indexu disperze pro
Poissonovo a další rozdělení ve Větách 7, 9 a 10. Dále pak doplnění chybějících
částí některých tvrzení. Obecný postup, jak odvodit střední hodnotu výběrového
indexu disperze pro libovolné rozdělení generované mocninnou řadou, převzatý z
Kharshikar (1970), doplníme o podrobný výpočet střední hodnoty výběrového in-
dexu disperze binomického a negativně binomického rozdělení. Ve druhé kapitole
odvodíme analytické vzorce pro sílu testu, kde jako alternativy uvažujeme bino-
mické a negativně binomické rozdělení. Vlastním přínosem je pak také zpracování
simulační studie ve třetí kapitole.
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1. Základní vlastnosti
V této kapitole si definujeme některá diskrétní rozdělení a shrneme jejich

základní vlastnosti. Dále si zadefinujeme výběrový index disperze. Popíšeme mo-
menty výběrového indexu disperze Poissonova rozdělení, kde budeme vycházet
z Bartko a kol. (1968). Ukážeme odlišný způsob odvození limitních výsledků pro
Poissonovo rozdělení než ten, který používají autoři ve svém článku. Budeme
se při tom opírat o Omelka (2020). V závěru této kapitoly uvedeme analogické
výsledky rovněž pro binomické a negativně binomické rozdělení.

1.1 Základní věty a definice
Definice 1 (Výběrový průměr a výběrový rozptyl). Nechť X = (X1, X2,...,Xn)
je náhodný výběr o rozsahu n. Potom

Xn = 1
n

n∑︂
i=1

Xi

nazýváme výběrovým průměrem a

S2
n = 1

n − 1

n∑︂
i=1

(Xi − Xn)2

výběrovým rozptylem náhodného výběru X.

Definice 2 (Index disperze). Nechť X je nezáporná náhodná veličina, µ její
střední hodnota a σ2 její rozptyl. Potom číslo

D = σ2

µ

nazýváme index disperze náhodné veličiny X. Pro µ = σ2 = 0 dodefinujeme D =
1. Je-li X1, X2,...,Xn náhodný výběr, pak výběrovým indexem disperze rozumíme

Dn =

⎧⎨⎩1 pro X1 = · · · = Xn = 0,
S2

n

X
jinak.

Díky předpokladu nezápornosti náhodné veličiny X nemůže nastat situace,
kdy µ = 0 a σ2 > 0. Pro nezápornou náhodnou veličinu nastává případ µ = 0
pouze tehdy, je-li X = 0 s pravděpodobností 1. Pak je i rozptyl nulový a tento
případ již máme dodefinovaný hodnotou 1. Předpoklad nezápornosti není nutný.
Mohli bychom Definici 2 zavést pro libovolnou situaci, kdy µ ̸= 0. V této práci
se však budeme zabývat pouze nezápornými diskrétními náhodnými veličinami.
V dalším budeme pod S2

n/X rozumět náhodnou veličinu Dn z Definice 2, která
je dodefinována hodnotou 1 v případě, kdy jsou všechna pozorování nulová.

Připomeňme definice několika základních diskrétních rozdělení, s kterými bu-
deme v tomto textu pracovat. Rovněž si zavedeme definici šikmosti a špičatosti
rozdělení.
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Definice 3 (Poissonovo rozdělení). Řekneme, že náhodná veličina X má Poisso-
novo rozdělení s parametrem λ > 0, jestliže

P [X = x] = λx

x! e−λ

pro všechna x = 0, 1, 2. . . Značíme Po(λ).

Definice 4 (Binomické rozdělení). Řekneme, že náhodná veličina X má bino-
mické rozdělení s parametry k ∈ N a p ∈ (0, 1), jestliže

P [X = x] =
(︄

k

x

)︄
px(1 − p)k−x, x = 0, 1, . . . , k.

Značíme Bi(k, p).

Definice 5 (Negativně binomické rozdělení). Řekneme, že náhodná veličina X
má negativně binomické rozdělení s parametry p ∈ (0, 1) a k ∈ N, jestliže

P [X = x] =
(︄

k + x − 1
x

)︄
pk(1 − p)x, x = 0,1,2 . . .

Značíme NBi(k, p).

Definice 6 (Šikmost a špičatost). Nechť X je náhodná veličina s konečným čtvr-
tým momentem. Potom pro dané rozdělení definujeme jeho šikmost

γ3 = E(Xi − µ)3

σ3

a špičatost
γ4 = E(Xi − µ)4

σ4 .

Vlastnosti výše uvedených rozdělení si shrneme do následujících tří vět. Tyto
vlastnosti později využijeme při odvozování asymptotického rozdělení výběrového
indexu disperze spočteného na základě výběrů z těchto rozdělení.

Věta 1 (Vlastnosti Poissonova rozdělení). Nechť Xi, i = 1,2,..., n, je náhodný
výběr z Poissonova rozdělení s parametrem λ > 0. Potom platí

i) EX1 = varX1 = λ,

ii) γ3 = 1√
λ
,

iii) γ4 = 3 + 1
λ
,

iv) ∑︁n
i=1 Xi ~ Po(nλ).

Důkaz. Střední hodnota a rozptyl Poissonova rozdělení jsou všeobecně známé. Od-
vození třetího a čtvrtého centrálního momentu lze nalézt v Johnson a kol. (2005),
kapitola 4.3. Vzorec pro šikmost a špičatost pak plyne z Definice 6. Vlastnost iv)
je standardní záležitostí.

k
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Věta 2 (Vlastnosti binomického rozdělení). Nechť náhodná veličina X má roz-
dělení Bi(k, p). Potom platí

i) EX = kp,

ii) varX = kp(1 − p),

iii) γ3 = 1−2p√
kp(1−p)

,

iv) γ4 = 3 + 1−6p(1−p)
kp(1−p) .

Důkaz. Střední hodnota a rozptyl jsou standardně známé. Zbytek tvrzení plyne
z Johnson a kol. (2005), kapitola 3.3, a z Definice 6.

k

Věta 3 (Vlastnosti negativně binomického rozdělení). Nechť náhodná veličina X
má rozdělení NBi(k, p) Potom platí

i) EX = k(1−p)
p

,

ii) varX = k(1−p)
p2 ,

iii) γ3 = 2−p√
k(1−p)

,

iv) γ4 = 3 + p2−6p+6
k(1−p) .

Důkaz. Střední hodnota a rozptyl se určí přímým výpočtem z Definice 5. Vzorec
pro šikmost a špičatost plyne z Johnson a kol. (2005), kapitola 5.4, a z Definice 6.

k
Z Věty 1 víme, že pro náhodnou veličinu s Poissonovým rozdělením platí

rovnost její střední hodnoty a rozptylu. Index disperze je tedy roven 1. Dále nás
bude zajímat, jestli z toho lze usuzovat platnost následujících vztahů:

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
?= 1

E
⎛⎝ Sn√︂

Xn

⎞⎠ ?−→
n→∞

1.

V části 1.2 ukážeme, že první vztah platí pro všechna λ > 0, n ∈ N. Druhá
vlastnost je speciálním případem obecnějšího vztahu, který odvodíme v části 1.3.
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1.2 Momenty výběrového indexu disperze pro
Poissonovo rozdělení

Důkazy Vět 4 a 5 jsou převzaty z původního zdroje. Důkaz Věty 4 doplníme o
řešení diferenciální rovnice (2) a podrobný výpočet dE

(︂
S2

n

Xn

)︂
/dλ. V tomto výpočtu

formálně ošetříme případ, kdy x1 = x2 = · · · = xn = 0. V důkazu Věty 5
detailně rozepíšeme použití matematické indukce. Důkazy dalších tvrzení, jež
budou následovat, jsou našim samostatným výpočtem a od původních zdrojů se
liší.

Věta 4 (O střední hodnotě výběrového indexu disperze). Nechť X1, X2,...,Xn je
náhodný výběr z Poissonova rozdělení s parametrem λ > 0. Potom pro střední
hodnotu výběrového indexu disperze platí

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
=1.

Důkaz. Využijeme toho, že náhodné veličiny X1, X2,...,Xn jsou nezávislé a stejně
rozdělené, neboť se jedná o náhodný výběr. Sdružené rozdělení X1, X2,...,Xn je
tedy součinem jednorozměrných rozdělení a platí

P [X1 = x1, X2 = x2,...,Xn = xn] = e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xi . (1)

Tedy E
(︄

S2
n

Xn

)︄
=

∞∑︂
x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

s2
n

xn

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xiI [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

+ 1 · P [xi = 0 ∀i ∈ {1,2,...,n}]

=
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

s2
n

xn

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xiI [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

+ e−nλ.

Derivováním posledního výrazu podle λ postupně dostaneme

dE
(︂

S2
n

Xn

)︂
dλ

=
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

s2
n

xn
∏︁n

i=1 xi!

· [−ne−nλλ(
∑︁n

i=1 xi) + e−nλ(
n∑︂

i=1
xi)λ(

∑︁n

i=1 xi)−1]

· I [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0] − ne−nλ

=
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

ns2
n

(∑︁n
i=1 xi)

∏︁n
i=1 xi!

e−nλ(∑︁n
i=1 xi)λ(

∑︁n

i=1 xi)

λ

· I [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

−
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

ns2
n

xn
∏︁n

i=1 xi!
e−nλλ(

∑︁n

i=1 xi)I [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

− ne−nλ
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= n

λ

∞∑︂
x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
s2

n

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xiI [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

− n
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

s2
n

xn

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xiI [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

− ne−nλ

= n

λ

∞∑︂
x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
s2

n

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xi

− n
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0

s2
n

xn

e−nλ∏︁n
i=1 xi!

λ
∑︁n

i=1 xiI [∃i ∈ {1,2,...,n} : xi ̸= 0]

− nP [xi = 0 ∀i ∈ {1,2,...,n}]

= n

λ
E(S2

n) − nE( S2
n

Xn

),

kde xn, resp. s2
n značíme realizaci náhodné veličiny Xn, resp. S2

n. Víme, že E(S2
n) =

λ, neboť výběrový rozptyl je nestranným odhadem skutečného roztpylu. Proto
můžeme rovnost výše přepsat jako diferenciální rovnici

dE
(︂

S2
n

Xn

)︂
dλ

= n − nE
(︄

S2
n

Xn

)︄
. (2)

Označme y = E( S2
n

Xn̄
) a vyřešme tuto diferenciální rovnici.

y′ = n − ny,

dy

dλ
= n(1 − y),∫︂ dy

1 − y
=
∫︂

ndλ,

− ln |y − 1| = nλ + C,

ln |y − 1| = −nλ − C,

|y − 1| = e−nλe−C ,

|y − 1| = C1e
−nλ,

kde C ∈ R, C1 > 0 jsou libovolné konstanty. Pro y ≥ 1, resp. y < 1, dostáváme
řešení

y = 1 + C1e
−nλ, resp. y = 1 − C1e

−nλ, C1 > 0.

Řešení diferenciální rovnice (2) tedy můžeme vyjádřit jako

y = 1 − Ke−nλ, K ∈ R.

Okrajovou podmínku dostaneme pro λ = 0. Za této podmínky platí xn = s2
n = 0

s pravděpodobností 1. Z Definice 2 je s2
n/xn = 1 pro xn = 0. Z toho plyne y(0) = 0

a K = 0. Tedy pro všechna λ ≥ 0 a n ∈ N platí E(S2
n/Xn) = 1.

k
Než přejdeme k limitním vlastnostem, dokážeme si ještě jeden přesný výsledek,

jehož speciálním případem je pak Věta 4.
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Věta 5. Nechť X1, X2,...,Xn je náhodný výběr z Poissonova rozdělení s parame-
trem λ > 0. Potom pro β ∈ Z, β ≥ −1 platí

E(S2
nXn

β) = E(Xn
β+1).

Důkaz. Nejprve spočteme E(Sα
n Xn

β) pro obecné α, β. Stejným způsobem jako
v důkazu Věty 4 odvodíme rovnost

dE(Sα
n Xn

β)
dλ

= n

λ
E(Sα

n Xn
β+1) − nE(Sα

n Xn
β). (3)

S využitím již dokázaného vztahu E(S2
nXn

−1) = 1 a z E(Xn
0) = 1 máme

E(S2
nXn

−1) = E(Xn
0).

K důkazu věty použijeme matematickou indukci podle β. Pro β = −1 tvrzení
platí dle Věty 4. Předpokládejme, že platí pro β, tedy

E(S2
nXn

β) = E(Xn
β+1). (4)

Ukážeme, že trvzení platí i pro β + 1. Rovnost (3) pro α = 2 dává

E(S2
nXn

β+1) = λ

n

⎡⎣dE(S2
nXn

β)
dλ

+ nE(S2
nXn

β)
⎤⎦

= λ

n

⎡⎣dE(Xn
β+1)

dλ
+ nE(Xn

β+1)
⎤⎦ . (5)

Ještě jednou použijeme vzorec (3), tentokrát pro β + 1 a α = 0. Dostaneme

dE(Xn
β+1)

dλ
= n

λ
E(Xn

β+2) − nE(Xn
β+1).

Tento výsledek dosadíme do (5) a získáme

E(S2
nXn

β+1) = E(Xn
β+2).

Tímto jsme provedli důkaz matematickou indukcí podle β. Platí tedy

E(S2
nXn

β) = E(Xn
β+1)

pro všechna β ∈ Z, β ≥ −1.
k

1.3 Limitní výsledky pro Poissonovo rozdělení
Nejprve si uvedeme tvrzení, které se nám bude hodit v dalších úvahách.

Střední hodnota a rozptyl uvažovaného rozdělení jsou zde značeny po řadě µ
a σ2.
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Věta 6. Nechť X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozdělení s konečným čtvrtým
momentem. Pak

√
n

[︄(︄
Xn

S2
n

)︄
−
(︄

µ
σ2

)︄]︄
d−→

n→∞
N2(0,Σ),

kde Σ =
(︄

σ2 σ3γ3
σ3γ3 σ4(γ4 − 1)

)︄
,

koeficienty γ3, resp. γ4 jsou šikmost, resp. špičatost rozdělení Xi.

Důkaz.Viz Omelka (2020), věta 2.6.
k

Na základě Věty 6 jsme nyní schopni určit asymptotické rozdělení výběrového
indexu disperze pro Poissonovo rozdělení s parametrem λ > 0.

Věta 7. Nechť X1, X2,...,Xn je náhodný výběr z Poissonova rozdělení s parame-
trem λ > 0. Potom pro α, β ∈ R platí

√
n
(︂
S2α

n Xn
β − λαλβ

)︂
d−→

n→∞
N(0,λ2α+2β−1(β2 + 2αβ + 2α2λ + α2)).

Důkaz. Varianční matice bude mít tvar

Σ =
⎛⎝ λ

√
λλ 1√

λ√
λλ 1√

λ
λ2(3 + 1

λ
− 1)

⎞⎠ =
(︄

λ λ
λ 2λ2 + λ

)︄
.

Při výpočtu varianční matice jsme použili šikmost a špičatost Poissonova rozdě-
lení z Věty 1. Stačí užít ∆ - větu (viz Omelka (2020), Tvrzení 1.7) pro funkci
g(x,y) = yαxβ. Tato funkce je spojitě diferencovatelná na okolí bodu (λ, λ)T

a platí

D(x,y) =
(︄

∂g(x,y)
∂x

,
∂g(x,y)

∂y

)︄
= (yαβxβ−1, αyα−1xβ),

D(µ,σ2) = D(λ,λ) = (βλα+β−1, αλα+β−1).

D(λ,λ)ΣD(λ,λ)T = (βλα+β−1, αλα+β−1)
(︄

λ λ
λ 2λ2 + λ

)︄(︄
βλα+β−1

αλα+β−1

)︄

= (βλα+β−1, αλα+β−1)
(︄

βλα+β + αλα+β

βλα+β + 2αλα+β+1 + αλα+β

)︄

= λ2α+2β−1(β, α)
(︄

β + α
β + 2αλ + α

)︄
= λ2α+2β−1(β2 + 2αβ + 2α2λ + α2).

Z ∆ - věty plyne, že
√

n
(︂
S2α

n Xn
β − λαλβ

)︂
d−→

n→∞
N(0,λ2α+2β−1(β2 + 2αβ + 2α2λ + α2)).

k
Tedy pro asymptotické rozdělení výběrového indexu disperze platí

√
n

(︄
S2

n

Xn

− 1
)︄

d−→
n→∞

N(0,2).
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Ve druhé kapitole této práce ukážeme, že rozdělení náhodné veličiny (n−1)S2
n/Xn

lze pro dostatečně velká n aproximovat χ2
n−1 rozdělením. Speciální volba α = 1/2

a β = −1/2 dává
√

n

⎛⎝ Sn√︂
Xn

− 1
⎞⎠ d−→

n→∞
N(0,

1
2).

Z posledního vztahu plyne, že

Sn√︂
Xn

P−→
n→∞

1.

Navíc náhodné veličiny Sn/
√︂

Xn, n ∈ N, jsou stejnoměrně integrovatelné, což
nám dohromady dává kovergenci v L1. A tedy i požadovaný vztah

E
⎛⎝ Sn√︂

Xn

⎞⎠ −→
n→∞

1.

Víme, že

sup
n∈N

E
⃓⃓⃓⃓
⃓ S2

n

Xn

⃓⃓⃓⃓
⃓ = 1 < ∞.

Náhodné veličiny S2
n/Xn jsou tedy stejně integrovatelné. Stejnoměrná integro-

vatelnost Sn

√︂
Xn pak plyne z lemmatu Dostál (2020)(4. Mean (expected) value

of real-valued random variable). Tím jsme vyřešili i druhou otázku, kterou jsme
si kladli v úvodu této kapitoly. Jedná se o zcela odlišný přístup než v Bartko
a kol. (1968), kde jsou veškeré úvahy založeny na předpokladu λ dostatečně vel-
kého. Asymptotické rozdělení, které jsme odvodili výše, platí pro libovolné λ > 0.
Výhoda tohoto postupu spočívá v tom, že ho lze aplikovat i pro jiná rozdělení. K
tomu stačí určit varianční matici Σ z věty 6.

1.4 Momenty výběrového indexu disperze pro
rozdělení generovaná mocninnou řadou

V této části si zavedeme rozdělení generované mocninnou řadou. Jedná se
o třídu rozdělení, která v sobě zahrnuje jako speciální případ Poissonovo, bino-
mické, negativně binomické a další rozdělení.

Definice 7 (Rozdělení generované mocninnou řadou). Nechť g(θ) je funkce, pro
niž existuje rozvoj do mocninné řady s koeficienty ax ≥ 0 ∀x = 0,1,2,... a r > 0
je poloměr konvergence řady, tj. pro |θ| < r, je

g(θ) =
∞∑︂

x=0
axθx.

Potom řekneme, že náhodná veličina X má rozdělení generované mocninnou řa-
dou, jestliže

P [X = x] = axθx

g(θ) , x = 0,1,2 . . . ,

kde θ ∈ (0,r) je parametr tohoto rozdělení.
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Příklad 1. Uvažujme Poissonovo rozdělení s parametrem λ > 0. Generující funkce
Poissonova rozdělení je g(θ) = eθ. Exponenciální funkci můžeme rozvinout do
mocninné řady

eθ =
∞∑︂

x=0

θx

x! .

Poloměr konvergence této řady je r = ∞ a 1/x! je ax z Definice 7. Potom prav-
děpodobnostní rozdělení z Definice 7 bude mít tvar

P [X = x] =
θx

x!∑︁∞
y=0

θy

y!
= θx

x! e
−θ, x = 0,1,2 . . . .

Porovnáme ho s vyjádřením z Definice 3, abychom zjistili v jakém vztahu jsou θ
a λ. Z rovnosti

θx

x! e
−θ = λx

x! e−λ

plyne, že θ = λ.

Příklad 2. Nechť je dáno rozdělení Bi(k,p). Generující funkci binomického rozdě-
lení (1 + θ)k vyjádříme jako

(1 + θ)k =
k∑︂

x=0

(︄
k

x

)︄
1k−xθx =

k∑︂
x=0

(︄
k

x

)︄
θx,

odkud je vidět, že
(︂

k
x

)︂
jsou koeficienty ax z Definice 7. Tato řada je konečná, její

poloměr konvergence je tedy r = ∞. Pavděpodobnostní rozdělení zapíšeme ve
tvaru

P [X = x] =

(︂
k
x

)︂
θx∑︁k

y=0

(︂
k
y

)︂
θy

=

(︂
k
x

)︂
θx

(1 + θ)k
, x = 0,1, . . . ,k

a porovnáme ho s binomickým rozdělením z Definice 4. Rovnost(︄
k

x

)︄
θx

(1 + θ)k
=
(︄

k

x

)︄
px(1 − p)k−x

upravíme do tvaru

θx
(︃ 1

1 + θ

)︃k

=
(︄

p

1 − p

)︄x

(1 − p)k,

odkud již snadno plyne, že je rovnost splněna pro θ = p/(1−p), kde p je libovolné
z intervalu (0,1), neboť θ ∈ (0,∞).

Příklad 3. Nechť je dáno rozdělení NBi(k,p). Pro θ ∈ (0,1) vyjádříme generující
funkci negativně binomického rozdělení (1 − θ)−k jako

(1 − θ)−k =
∞∑︂

x=0

(︄
−k

x

)︄
(−θ)x =

∞∑︂
x=0

−k(−k − 1) . . . (−k − x + 1)
x! (−θ)x

=
∞∑︂

x=0

k(k + 1) . . . (k + x − 1)
x! θx =

∞∑︂
x=0

(k + x − 1)!
(k − 1)!x! θx

=
∞∑︂

x=0

(︄
k + x − 1

x

)︄
θx.
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Pravděpodobnostní rozdělení z definice 7 bude mít tvar

P [X = x] =

(︂
k+x−1

x

)︂
θx∑︁∞

y=0

(︂
k+y−1

y

)︂
θy

=

(︂
k+x−1

x

)︂
θx

(1 − θ)−k
, x = 0,1,2 . . .

Porovnáním s Definicí 5 dostáváme(︄
k + x − 1

x

)︄
θx(1 − θ)k =

(︄
k + x − 1

x

)︄
pk(1 − p)x,

tedy θ = 1 − p, kde p je libovolné z intervalu (0,1), neboť θ ∈ (0,1).

Ukážeme zde odvození E(S2
n/Xn) pro náhodné veličiny generované mocninnou

řadou. Budeme vycházet z Kharshikar (1970) a doplníme vlastní odvozování.
V souladu s definicí 2 předpokládáme, že pro xn = 0 je s2

n/xn = 1.

Věta 8. Nechť g(θ) je funkce z Definice 7 a X je náhodná veličina s rozdělením,
které je generované funkcí g(θ). Pak pro střední hodnotu, rozptyl a index disperze
náhodné veličiny X platí

EX = θ
g′(θ)
g(θ) ,

varX = θ2 g′′(θ)
g(θ) + θ

g′(θ)
g(θ) − θ2

(︄
g′(θ)
g(θ)

)︄2

, (8)

D = g′(θ)
θg′′(θ) + g′(θ) − θ

g(θ) [g′(θ)]2
.

Důkaz. Vytvořující funkce náhodné veličiny X má tvar

Px(s) = EsX =
∞∑︂

x=0

axθx

g(θ) sx = 1
g(θ)

∞∑︂
x=0

ax(θs)x = g(sθ)
g(θ) .

Pro první a druhou derivaci vytvořující funkce platí

P ′
x(s) = θ

g′(sθ)
g(sθ) ,

P ′′
x (s) = θ2 g′′(sθ)

g(sθ) .

Odtud již spočteme střední hodnotu a rozptyl jako

EX = P ′
x(1−) = θ

g′(θ)
g(θ) ,

varX = P ′′
x (1−) + P ′

x(1−) − [P ′
x(1−)]2

= θ2 g′′(θ)
g(θ) + θ

g′(θ)
g(θ) − θ2

(︄
g′(θ)
g(θ)

)︄2

.

Index disperze získáme přímým výpočtem jako varX/EX.

k
Ve zbytku této části bude naším cílem odvodit obecný postup, jak najít E(S2

n/Xn)
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pro libovolné rozdělení generované mocninnou řadou. Nechť X1, X2,..., Xn jsou ne-
závislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozdělením, které je generované funkcí
g(θ). Nechť α, β ∈ R, α

2 + β ≥ 0. Pak platí

E(Sα
n Xn

β) =
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
sα

nxn
βθnx[g(θ)]−n

n∏︂
i=1

axi
. (9)

Je-li x1 = x2 = ... = xn = 0, pak výraz sα
nxn

β chápeme v souladu s Definicí 2 jako
1 pro α = −2β a 0 jinak. Formálně bychom mohli s tímto výrazem postupovat
jako v důkazu Věty 4, ale pro lepší přehlednost to zde provedeme pouze takto
zjednodušeně.

Označmě Yα, β(θ) = E(Sα
n Xn

β), Vα, β(θ) = θ−1Yα, β(θ) a M(θ) = g′(θ)
g(θ) . Potom

dYα, β(θ)
dθ

=

=
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
sα

nxn
β

n∏︂
i=1

axi
[nxnθnxn−1[g(θ)]−n + θnx(−n)[g(θ)]−n−1g′(θ)]

= n
∞∑︂

x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
θ−1sα

nxn
β+1θnx[g(θ)]−n

n∏︂
i=1

axi

− n
g′(θ)
g(θ)

∞∑︂
x1=0

∞∑︂
x2=0

...
∞∑︂

xn=0
sα

nxn
βθnx[g(θ)]−n

n∏︂
i=1

axi

= n[Vα, β+1(θ) − M(θ)Yα, β(θ)].

Metodou variace konstant vyřešíme diferenciální rovnici dYα, β(θ)
dθ

= n[Vα, β+1(θ)−
M(θ)Yα, β(θ)] za předpokladu, že Vα, β+1(θ) známe. Označíme y = Yα, β(θ) a me-
todou separace proměnných řešíme nejprve homogenní rovnici

y′ + nM(θ)y = 0,

dy

dθ
= −n

g′(θ)
g(θ) y,∫︂ dy

y
=
∫︂

−n
g′(θ)
g(θ) dθ,

ln |y| = −n[ln |g(θ)| + K1],
ln y = −n[ln g(θ) + ln K], (10)
ln y = ln[Kg(θ)]−n,

y = [Kg(θ)]−n.

V (10) využíváme toho, že y > 0, g(θ) > 0 a pro každé K1 ∈ R existuje K > 0
takové, že K1 = ln K. Předpokládejme, že K = K(θ). Potom y = [K(θ)g(θ)]−n

a y′ = −n[K(θ)g(θ)]−n−1[K ′(θ)g(θ) + K(θ)g′(θ)]. Dosazením do původní neho-
mogenní rovnice za y a y′ dostáváme

− n[K(θ)g(θ)]−n−1K ′(θ)g(θ) − n[K(θ)g(θ)]−n−1K(θ)g′(θ)

= nVα, β+1(θ) − n
g′(θ)
g(θ) [K(θ)]−n[g(θ)]−n.
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Druhé členy na obou stranách se odečtou a máme rovnici

−n[g(θ)]−n[K(θ)]−n−1K ′(θ) = nVα, β+1(θ)
−n[K(θ)]−n−1K ′(θ) = nVα, β+1(θ)[g(θ)]n

Zintegrujeme obě strany∫︂
−n[K(θ)]−n−1K ′(θ)dθ =

∫︂
nVα, β+1(θ)[g(θ)]ndθ

a obdržíme
[K(θ)]−n = n

∫︂
Vα, β+1(θ)[g(θ)]n + c.

Tento výsledek nyní dosadíme do vztahu y = [K(θ)g(θ)]−n a dostaneme hledané
řešení ve tvaru

y = Yα, β(θ) = [g(θ)]−n
{︃

n
∫︂

Vα, β+1(θ)[g(θ)]ndθ + c
}︃

, (11)

kde konstanta c se určí ze vztahu

Yα, β(0) = lim
θ→0

Yα, β(θ). (12)

Speciálně pro α = 2, β = −1 máme Vα, β+1(θ) = θ−1 var X, neboť S2
n je nestran-

ným odhadem rozptylu. S využitím (8) dostáváme

V2,0(θ) = θ
g′′(θ)
g(θ) + g′(θ)

g(θ) − θ

(︄
g′(θ)
g(θ)

)︄2

. (13)

Řešení Yα, β(θ) pro α = 2, β = −1 obdržíme tak, že (13) dosadíme do (11).

Ukážeme si, že postup uvedený v této kapitole dává pro E(S2
n/Xn) v případě

Poissonova rozdělení stejný výsledek jako postup v části 1.2.
Generující funkce Poissonova rozdělení je g(θ) = eθ, tudíž

V2,0(θ) = θ
(eθ)′′

eθ
+ (eθ)′

eθ
− θ

(︄
(eθ)′

eθ

)︄2

= 1.

Y2,−1(θ) = e−nθ(n
∫︂

enθdθ + c)

= e−nθ(nenθ

n
+ c)

= 1 + ce−nθ,

tedy Y2,−1(0) = 1 + c. Dále z (9) určímě limθ→0 Y2,−1(0). Zřejmě všechny sčítance
v sumě (9) jsou nulové pro θ = 0 až na případ x1 = x2 = ... = xn = 0, pro který
platí

1 · P [x1 = x2 = ... = xn = 0] = 1 · e−nθ −→
θ→0

1

Dosazení právě spočtených limθ→0 Y2,−1(0) a Y2,−1(0) do vztahu (12) nám dá c = 0
a tedy

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
= Y2,−1(θ) = 1 + 0 · e−nθ = 1.
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1.5 Index disperze binomického rozdělení
Předpokládejme, že máme náhodný výběr X1, X2,...,Xn z rozdělení Bi(k,p).

Teoretický index disperze pro binomické rozdělení je D = kp(1−p)/kp = 1−p < 1.
Pomocí postupu odvozeného v předchozí části spočteme E(S2

n/Xn). V Příkladu
2 jsme ukázali, že pro binomické rozdělení platí θ = p/(1 − p). Generující funkce
binomického rozdělení je g(θ) = (1 + θ)k. Spočteme g′(θ), g′′(θ) a V2,0(θ) podle
vzorce (13):

g′(θ) = k(1 + θ)k−1,

g′′(θ) = k(k − 1)(1 + θ)k−2,

V2,0(θ) = θ
k(k − 1)(1 + θ)k−2

(1 + θ)k
+ k(1 + θ)k−1

(1 + θ)k
− θ

[︄
k(1 + θ)k−1

(1 + θ)k

]︄2

= θk(k − 1)(1 + θ)−2 + k(1 + θ)−1 − θk2(1 + θ)−2

= θ(1 + θ)−2(k2 − k − k2) + k(1 + θ)−1

= −kθ(1 + θ)−2 + k(1 + θ)−1.

Nyní když známe V2,0(θ), můžeme spočíst integrál v (11).∫︂
V2,0(θ)[g(θ)]ndθ =

∫︂
[−kθ(1 + θ)−2 + k(1 + θ)−1](1 + θ)kndθ

=
∫︂

−kθ(1 + θ)kn−2 + k(1 + θ)kn−1dθ

= k
∫︂

−(1 + θ)kn−2[θ − (1 + θ)]dθ

= k
∫︂

(1 + θ)kn−2dθ

= k

kn − 1(1 + θ)kn−1.

Zbývá už pouze dopočítat konstantu c ve výrazu

Y2, −1(θ) = (1 + θ)−kn

[︄
kn

kn − 1(1 + θ)kn−1 + c

]︄
.

Dosazením za θ = 0 získáme

Y2, −1(0) =
(︄

kn

kn − 1 + c

)︄
.

Analogicky jako v předchozím případě u Poissonova rozdělení z (9) spočítáme

lim
θ→0

Y2,−1(0) = 1.

Tedy

E
(︄

Sn
2

Xn

)︄
= Y2, −1(0) = (1 + θ)−kn

[︄
kn

kn − 1(1 + θ)kn−1 +
(︄

1 − kn

kn − 1

)︄]︄

= kn

kn − 1
1

(1 + θ) +
(︄

1 − kn

kn − 1

)︄
1

(1 + θ)kn

= kn

kn − 1(1 − p) +
(︄

1 − kn

kn − 1

)︄
(1 − p)kn.
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Vidíme, že pokud rozsah výběru n jde do nekonečna, pak pro střední hodnotu
výběrového indexu disperze platí

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
−→
n→∞

1
1 + θ

= 1 − p < 1.

Určíme n ∈ N, pro která je splněno

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
< 1.

Hledáme tedy taková n , která splňují nerovnost

kn

kn − 1
1

(1 + θ) +
(︄

1 − kn

kn − 1

)︄
1

(1 + θ)kn
< 1,

kn

kn − 1
1

(1 + θ) +
(︃ −1

kn − 1

)︃ 1
(1 + θ)kn

< 1,

kn(1 + θ)kn−1 − 1 < (kn − 1)(1 + θ)kn,

kn(1 + θ)kn−1 − (kn − 1)(1 + θ)kn < 1,

(1 + θ)kn−1[kn − (kn − 1)(1 + θ)] < 1.

Pro jednoduchost budeme řešit nerovnost

(1 + θ)kn−1[kn − (kn − 1)(1 + θ)] < 0.

Řešení poslední nerovnosti pak bude zároveň vyhovovat i původní nerovnosti.
Zřejmě (1 + θ)kn−1 ≥ 0 ∀ θ > 0, k,n ∈ N. Hledáme n ∈ N takové, že

kn − (kn − 1)(1 + θ) < 0,

kn − kn(1 + θ) + (1 + θ) < 0,

kn[1 − (1 + θ)] + (1 + θ) < 0,

kn(−θ) < −(1 + θ),
knθ > (1 + θ),

n >
(1 + θ)

kθ
.

Pokud tedy při daných hodnotách parametrů k, θ volíme rozsah výběru n tak,
aby n > (1 + θ)/kθ = 1/kp, je E(Sn

2/Xn) < 1. Jinými slovy, pro dostatečně
velký rozsah výběru je střední hodnata výběrového indexu disperze, stejně jako
v případě teoretického indexu disperze, menší než 1.

Podobně jako jsme v části 1.3 odvodili asymptotické rozdělení výběrového
indexu disperze pro Poissonovo rozdělení, aplikujeme tento postup na binomické
rozdělení.

Věta 9. Nechť Xi, i = 1,2,..., n je náhodný výběr z binomického rozdělení Bi(k, p).
Potom platí

√
n

(︄
S2

n

Xn

− (1 − p)
)︄

d−→
n→∞

N
(︄

0,
(1 − p)

k
(−2 + 3p + 2k − 2kp)

)︄
.
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Důkaz. S využitím Věty 2 o vlastnostech binomického rozdělení umíme spočítat
matici Σ z Věty 6. Matice bude mít tvar

Σ =

⎛⎜⎝ kp(1 − p) kp(1 − p)
√︂

kp(1 − p) 1−2p√
kp(1−p)

kp(1 − p)
√︂

kp(1 − p) 1−2p√
kp(1−p)

k2p2(1 − p)2(3 + 1−6p(1−p)
kp(1−p) − 1)

⎞⎟⎠
=
(︄

kp(1 − p) kp(1 − p)(1 − 2p)
kp(1 − p)(1 − 2p) kp(1 − p)(1 − 6p + 6p2 + 2kp − 2kp2)

)︄

= kp(1 − p)
(︄

1 1 − 2p
1 − 2p 1 − 6p + 6p2 + 2kp − 2kp2

)︄
.

Zvolíme funkci g(x,y) = y/x.

D(x,y) =
(︄

∂g(x,y)
∂x

,
∂g(x,y)

∂y

)︄
=
(︃−y

x2 ,
1
x

)︃
,

D(µ,σ2) =
(︄

−σ2

µ2 ,
1
µ

)︄
=
(︄

−kp(1 − p)
k2p2 ,

1
kp

)︄
=
(︄

p − 1
kp

,
1
kp

)︄
,

D(µ,σ2)ΣD(µ,σ2)T =

= kp(1 − p)
k2p2 (p − 1, 1)

(︄
1 1 − 2p

1 − 2p 1 − 6p + 6p2 + 2kp − 2kp2

)︄(︄
p − 1

1

)︄

= (1 − p)
kp

(p − 1, 1)
(︄

p − 1 + 1 − 2p
(1 − 2p)(p − 1) + 1 − 6p + 6p2 + 2kp − 2kp2

)︄

= (1 − p

kp
(p − 1, 1)

(︄
−p

p − 1 − 2p2 + 2p + 1 − 6p + 6p2 + 2kp − 2kp2

)︄

= (1 − p)
kp

(p − 1, 1)
(︄

−p
−3p + 4p2 + 2kp − 2kp2

)︄

= (1 − p)
kp

(−p2 + p − 3p + 4p2 + 2kp − 2kp2)

= (1 − p)
kp

(−2p + 3p2 + 2kp − 2kp2)

= (1 − p)
k

(−2 + 3p + 2k − 2kp).

Použitím ∆ - věty dostáváme, že

√
n

(︄
S2

n

Xn

− (1 − p)
)︄

d−→
n→∞

N
(︄

0,
(1 − p)

k
(−2 + 3p + 2k − 2kp)

)︄
.

k

17



1.6 Index disperze negativně binomického roz-
dělení

Předpokládejme, že máme náhodný výběr X1, X2,...,Xn z rozdělení NBi(k,p).
Teoretický index disperze pro negativně binomické rozdělení je

D =
k(1−p)

p2

k(1−p)
p

= kp(1 − p)
kp2(1 − p) = 1

p
> 1.

Generující funkce negativně binomického rozdělení je g(θ) = (1 − θ)−k.
g′(θ) = k(1 − θ)−k

g′′(θ) = k(k + 1)(1 − θ)−k−2

V2,0(θ) = θ
k(k + 1)(1 − θ)−k−2

(1 − θ)−k
+ k(1 − θ)−k−1

(1 − θ)−k
− θ

[︄
k(1 − θ)−k−1

(1 − θ)−k

]︄2

= θk(k + 1)(1 − θ)−2 + k(1 − θ)−1 − θk2(1 − θ)−2

= θk(1 − θ)−2 + k(1 − θ)−1

= k(1 − θ)−2[θ + (1 − θ)]
= k(1 − θ)−2.

Jako v (11) počítáme

Y2, 0(θ) = [g(θ)]−n
{︃

n
∫︂

V2,0(θ)[g(θ)]n]dθ + c
}︃

= (1 − θ)kn
{︃

n
∫︂

k(1 − θ)−2(1 − θ)−kndθ + c
}︃

= (1 − θ)kn

{︄
kn

kn + 1(1 − θ)−kn−1 + c

}︄
.

Opět využijeme (12), abychom určili konstantu c. Dostáváme

c = 1 − kn

kn + 1 .

Pro střední hodnotu výběrového indexu disperze negativně binomického rozdělení
tedy platí

E
(︄

Sn
2

Xn

)︄
= Y2, 0(0) = kn

kn + 1
1

(1 − θ) +
(︄

1 − kn

kn + 1

)︄
1

(1 − θ)kn

=
(︄

kn

kn + 1

)︄
1
p

+
(︄

1 − kn

kn + 1

)︄
1

pkn
,

E
(︄

S2
n

Xn

)︄
−→
n→∞

1
1 − θ

= 1
p

> 1.

Aby byly splněny nerovnosti
kn

kn + 1
1

(1 − θ) +
(︄

1 − kn

kn + 1

)︄
1

(1 − θ)kn
> 1,

kn(1 − θ)kn−1 + 1 > (kn + 1)(1 − θ)kn,

(1 − θ)kn−1[kn − (kn + 1)(1 − θ)] > −1,
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stačí volit n ∈ N takové, že

kn − (kn + 1)(1 − θ) > 0,

knθ + θ − 1 > 0,

n >
1 − θ

kθ
= p

k(1 − p) .

Tedy pro dostatečně velký rozsah výběru n ∈ N je střední hodnota výběrového
indexu disperze větší než 1 stejně jako tomu je v případě teoretického indexu
disperze.

Věta 10. Nechť Xi, i = 1,2,..., n je náhodný výběr z negativně binomického roz-
dělení s parametry p ∈ (0, 1) a k ∈ N. Potom platí

√
n

(︄
S2

n

Xn

− 1
p

)︄
d−→

n→∞
N
(︄

0,
2k − p + 3

kp2

)︄
.

Důkaz. Matice Σ z Věty 6 bude mít za využití poznatků z Věty 3 tvar

Σ =

⎛⎜⎜⎝
k(1−p)

p2
k(1−p)

p2

√︃
k(1−p)

p2
2−p√
k(1−p)

k(1−p)
p2

√︃
k(1−p)

p2
2−p√
k(1−p)

k2(1−p)2

p4 [3 + p2−6p+6
k(1−p) − 1]

⎞⎟⎟⎠
=
⎛⎝ k(1−p)

p2
k(1−p)(2−p)

p3
k(1−p)(2−p)

p3
k(1−p)

p4 [2k(1 − p) + p2 − 6p + 6]

⎞⎠ .

Nechť g(x,y) = y/x jako v části 1.5. Potom

D(µ,σ2) =
(︄

−σ2

µ2 ,
1
µ

)︄
=
⎛⎝−k(1−p)

p2

k2(1−p)2

p2

,
1

k(1−p)
p

⎞⎠ =
(︄

− 1
k(1 − p) ,

p

k(1 − p)

)︄
.

D(µ,σ2)ΣD(µ,σ2)T =

= 1
k2p3(1 − p)2 (−1, p)

(︄
kp(1 − p) k(1 − p)(2 − p)

k(1 − p)(2 − p) k(1−p)
p

[2k(1 − p) + p2 − 6p + 6]

)︄(︄
−1
p

)︄

= 1
k2p3(1 − p)2 (−1, p)

(︄
−kp(1 − p) + kp(1 − p)(2 − p)

−k(1 − p)(2 − p) + k(1 − p)[2k(1 − p) + p2 − 6p + 6]

)︄

= 1
k2p3(1 − p)2

· {kp(1 − p) − 2kp(1 − p)(2 − p) + kp(1 − p)[2k(1 − p) + p2 − 6p + 6]}

= 1
kp2(1 − p) [1 − 2(2 − p) + 2k(1 − p) + p2 − 6p + 6]

= 1
kp2(1 − p) [2k(1 − p) + p2 − 4p + 3]

= 1
kp2(1 − p) [2k(1 − p) + (p − 1)(p − 3)]

= 1
kp2 (2k − p + 3).
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Použitím ∆ - věty dostáváme asymptotické rozdělení výběrového indexu disperze
pro negativně binomické rozdělení

√
n

(︄
S2

n

Xn

− 1
p

)︄
d−→

n→∞
N
(︄

0,
2k − p + 3

kp2

)︄
.

k
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2. Testy založené na indexu
disperze

V této kapitole se budeme věnovat testování hypotézy, zda náhodný výběr
pochází z Poissonova rozdělení. Pro určité alternativy pak jsme schopni vyjádřit
sílu testu pomocí rozdělení odvozených v předchozí kapitole. V úvodu této kapi-
toly si ukážeme dva způsoby, pomocí kterých lze rozhodnout, zda je vhodné volit
Poissonovo rozdělení jako model pro naše data. V dalších částech budeme uva-
žovat binomické a negativně binomické rozdělení jako alternativy k Poissonovu
rozdělení. Ze znalosti asymptotického rozdělení z první kapitoly budeme schopni
určit přibližnou sílu testu proti těmto alternativám.

2.1 Testování shody s Poissonovým rozdělením
Nechť X1, . . . , Xn je náhodný výběr z nějakého diskrétního rozdělení F . Bude

nás zajímat, zda můžeme předpokládat, že je Poissonovo rozdělení vhodný model
pro naše data. Využijeme při tom limitních výsledků pro Poissonovo rozdělení
z části 1.3, kde jsme odvodili asymptotické rozdělení výběrového indexu disperze
ve tvaru

√
n

(︄
S2

n

Xn

− 1
)︄

d−→
n→∞

N(0,2), (14)

což je ekvivalentní s √︃
n

2

(︄
S2

n

Xn

− 1
)︄

d−→
n→∞

N(0,1).

Budeme chtít otestovat hypotézu

H0 : Existuje λ > 0 tak, že F je Po(λ)

proti alternativě

H1 : Neexistuje λ > 0 tak, že F je Po(λ).

Nechť α ∈ (0,1) je hladina, na které budeme provádět statistický test. Pak za
nulové hypotézy platí

P

(︄
−u1−α/2 ≤

√︃
n

2

(︄
S2

n

Xn

− 1
)︄

≤ u1−α/2

)︄
−→
n→∞

1 − α.

Budeme proto H0 zamítat, pokud⃓⃓⃓⃓
⃓
√︃

n

2

(︄
S2

n

Xn

− 1
)︄⃓⃓⃓⃓
⃓ ≥ u1−α/2.

Tento test bude konzistentní pro všechny alternativy, kde skutečnému rozdělení
F odpovídá skutečný index diseprze D různý od 1. Ukážeme si ještě jeden způsob
posouzení vhodnosti Poissonova rozdělení jako modelu pro naše data. Tento test
využívá χ2 aproximace, viz Karlis a Xekalaki (2000). K odvození testové statistiky
se nám bude hodit následující trvzení.
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Věta 11. Nechť Yn ~ χ2
n (náhodné veličiny Yn mají χ2 rozdělení o n stupních

volnosti). Pak pro n → ∞ platí

Yn − n√
2n

d−→
n→∞

N(0,1).

Důkaz. Tvrzení plyne z reprezentace χ2 rozdělení jako součtu kvadrátů nezávis-
lých stejně rozdělených náhodných veličin s rozdělením N(0,1) a z centrální limitní
věty. Viz Anděl (2011), Věta B.15.

k
Ze vztahu (14) máme, že pro n dost velké je rozdělení D̂n = S2

n/Xn přibližně
N(1, 2

n
). Tudíž pro n dost velké má (n−1)D̂n přibližné rozdělení N(n − 1,2(n−1)2

n
).

Z věty 11 plyne, že pro dostatečně velká n lze rozdělení χ2
n−1 aproximovat rozděle-

ním N(n − 1,2(n − 1)) a naopak. Rozdělení N(n − 1,2(n−1)2

n
) a N(n − 1,2(n − 1))

mají stejnou střední hodnotu a jejich rozptyly se pro velká n liší jen o zanedba-
telně malou hodnotu. Je proto možné uvažovat, že náhodná veličina (n−1)D̂n má
pro velká n přibližné rozdělení χ2

n−1. Test H0 proto můžeme provést na základě
pravidla

H0 zamítáme ⇐⇒ (n − 1)D̂n ≥ χ2
n−1

(︃
1 − α

2

)︃
nebo (n − 1)D̂n ≤ χ2

n−1

(︃
α

2

)︃
,

kde χ2
n−1(1 − α/2) je (1 − α/2)-tý kvantil χ2 rozdělení s (n − 1) stupni volnosti

a χ2
n−1(α/2) je (α/2)-tý kvantil χ2 rozdělení s (n − 1) stupni volnosti.

Poznamenejme, že pro velká n budou oba postupy dávat téměř stejné výsledky,
ale pro nižší n se mohou lišit. To plyne z Věty 11 a výše uvedeného zdůvodnění.

2.2 Binomické rozdělení jako alternativa
Uvažujme nyní situaci, kdy skutečné F je binomické rozělení Bi(k, p). Odvo-

díme přibližnou sílu testu proti dané alternativě. Budeme se zde držet značení vý-
běrového indexu disperze zavedeného v Definici 2. Testová statistika

√︂
n
2

(︂
D̂n − 1

)︂
má za nulové hypotézy asymptotické rozdělení N(0,1). Z Věty 9 víme, že pro
Bi(k, p) platí

√
n
(︂
D̂n − (1 − p)

)︂
d−→

n→∞
N
(︄

0,
(1 − p)

k
(−2 + 3p + 2k − 2kp)

)︄
,

to jest
√

n

⎛⎝D̂n − (1 − p)√︂
V (k,p)

⎞⎠ d−→
n→∞

N (0, 1)) ,

kde pokládáme
V (k,p) = (1 − p)

k
(−2 + 3p + 2k − 2kp).

Přibližnou sílu testu spočteme jako
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PH1

(︂ √︂
n
2

⃓⃓⃓
D̂n − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

)︂

= PH1

(︃ √︃
n

2 (D̂n − 1) > u1−α/2

)︃
+ PH1

(︃ √︃
n

2 (D̂n − 1) < −u1−α/2

)︃

= PH1

⎛⎝ √︃
n

2

⎛⎝ D̂n − 1√︂
V (k,p)

⎞⎠ >
u1−α/2√︂
V (k,p)

⎞⎠+ PH1

⎛⎝ √︃
n

2

⎛⎝ D̂n − 1√︂
V (k,p)

⎞⎠ <
−u1−α/2√︂

V (k,p)

⎞⎠
= PH1

⎛⎝ √︃
n

2

⎛⎝ D̂n − 1√︂
V (k,p)

⎞⎠+
√︃

n

2
p√︂

V (k,p)
>

u1−α/2√︂
V (k,p)

+
√︃

n

2
p√︂

V (k,p)

⎞⎠
+ PH1

⎛⎝ √︃
n

2

⎛⎝ D̂n − 1√︂
V (k,p)

⎞⎠+
√︃

n

2
p√︂

V (k,p)
<

−u1−α/2√︂
V (k,p)

+
√︃

n

2
p√︂

V (k,p)

⎞⎠
= 1 − PH1

⎛⎝√
n

⎛⎝D̂n − (1 − p)√︂
V (k,p)

⎞⎠ <

√
2u1−α/2√︂
V (k,p)

+
√

np√︂
V (k,p)

⎞⎠
+ PH1

⎛⎝√
n

⎛⎝D̂n − (1 − p)√︂
V (k,p)

⎞⎠ <
−

√
2u1−α/2√︂
V (k,p)

+
√

np√︂
V (k,p)

⎞⎠
.= 1 − Φ

⎛⎝√
2u1−α/2 +

√
np√︂

V (k,p)

⎞⎠+ Φ
⎛⎝−

√
2u1−α/2 +

√
np√︂

V (k,p)

⎞⎠, (15)

kde PH1(A) značí pravděpodobnost jevu A za platnosti H1 a Φ je distribuční
funkce normovaného normálního rozdělení. H1 zde odpovídá Bi(k, p). Výraz

1 − Φ
⎛⎝√

2u1−α/2 +
√

np√︂
V (k,p)

⎞⎠
můžeme pro velká n zanedbat, čímž dostáváme aproximaci

PH1

(︃ √︃
n

2
⃓⃓⃓
D̂n − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

)︃
.= Φ

⎛⎝−
√

2u1−α/2 +
√

np√︂
V (k,p)

⎞⎠.

Povšimněme si, že tento test je proti dané alternativě konzistentní, neboť z před-
chozích výpočtů plyne

PH1

(︃ √︃
n

2
⃓⃓⃓
D̂n − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

)︃
−→
n→∞

1.

2.3 Negativně binomické rozdělení jako alterna-
tiva

Nechť skutečné F je negativně binomické rozdělení NBi(k, p), pro nějž dle
Věty 10 platí

√
n

(︄
D̂n − 1

p

)︄
d−→

n→∞
N
(︄

0,
2k − p + 3

kp2

)︄
.
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Odtud
√

n

⎛⎝ D̂n − 1
p√︂

V (k,p)

⎞⎠ d−→
n→∞

N (0, 1) ,

kde
V (k,p) = 2k − p + 3

kp2 .

Dále platí

PH1

(︂ √︂
n
2

⃓⃓⃓
D̂n − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

)︂

= PH1

(︄ √︃
n

2 (D̂n − 1) +
√︃

n

2 (1 − 1
p

) > u1−α/2 +
√︃

n

2 (1 − 1
p

)
)︄

+ PH1

(︄ √︃
n

2 (D̂n − 1) +
√︃

n

2 (1 − 1
p

) < −u1−α/2 +
√︃

n

2 (1 − 1
p

)
)︄

= PH1

(︄ √︃
n

2 (D̂n − 1
p

) > u1−α/2 +
√︃

n

2 (1 − 1
p

)
)︄

+ PH1

(︄ √︃
n

2 (D̂n − 1
p

) < −u1−α/2 +
√︃

n

2 (1 − 1
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⎞⎠, (16)

kde PH1(A) značí pravděpodobnost jevu A za platnosti H1, ale H1 v tomto případě
odpovídá NBi(k, p). Člen

Φ
⎛⎝−

√
2u1−α/2 +

√
n(1 − 1

p
)√︂

V (k,p)

⎞⎠
můžmeme pro velká n zanedbat, čímž dostáváme aproximaci

PH1

(︃ √︃
n

2
⃓⃓⃓
D̂n − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

)︃
.= 1 − Φ

⎛⎝√
2u1−α/2 +

√
n(1 − 1

p
)√︂

V (k,p)

⎞⎠.

Opět je vidět, že test je proti dané alternativě konzistentní, neboť pravděpodob-
nost zamítnutí neplatné hypotézy se pro rostoucí rozsah výběru n blíží 1.

Na závěr dodejme, že testy založené na indexu disperze nejsou jedinou mož-
ností, jak testovat shodu s Poissonovým rozdělením. Jako příklad uveďme χ2-test
dobré shody pro multinomické rozdělení s odhadnutými parametry (viz Anděl
(2011), 12.5 Testy Poissonova rozdělení). Tento test však vyžaduje apriorní volbu
neznámých parametrů a v tomto ohledu je námi popsaný postup výhodnější.
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3. Simulační studie
V této kapitole ilustrujeme na simulovaných datech závěry z předchozích dvou

kapitol. Budeme k tomu používat statistický software R Core Team (2019). Nej-
prve budeme zkoumat statistické vlastnosti testu založeného na kvantilech N(0,1)
rozdělení. Poté si některé z těchto vlastností ukážeme též pro případ testu zalo-
ženého na kvantilech χ2 rozdělení.

Nejdříve budeme generovat N náhodných výběrů z Poissonova rozdělení. Pro
tato data pak můžeme předpokládat platnost nulové hypotézy z kapitoly 2. Pro
různé rozsahy výběru n a hodnoty parametru λ spočteme empirickou hladinu
prvního testu jako

1
N

N∑︂
i=1

I
[︃ √︃

n

2
⃓⃓⃓
D̂n,i − 1

⃓⃓⃓
> u1−α/2

]︃
, (17)

kde α je předepsaná hladina testu a D̂n,i je výběrový index disperze spočtený
z i-tého výběru. V této práci budeme vždy volit N = 1000 a α = 0.05.

Tabulka 3.1: Empirický odhad hladiny testu pro různé hodnoty n a λ

Rozsah výběru λ = 5 λ = 20
n = 10 0.047 0.046
n = 30 0.044 0.058
n = 50 0.056 0.043
n = 100 0.055 0.054
n = 200 0.053 0.049
n = 500 0.052 0.041
n = 1000 0.040 0.062
n = 10000 0.046 0.060

Z Tabulky 3.1 je vidět, že test předepsanou hladinu dodržuje i pro velmi nízká n,
ačkoliv je test asymptotický.

Dále budeme zkoumat, jaká je přibližná síla testu vůči konkrétním alternati-
vám. Přibližnou sílu testu spočteme tak, že vzorec (17) aplikujeme na náhodné
výběry generované z rozdělení, které uvažujeme jako alternativu. Budeme sledo-
vat, jak se mění síla testu v závislosti na parametrech binomického a negativně
binomického rozdělení. V případě Bi(k,p) uvažujme k = 20, 100 a postupně volme
p = 0.5, 0.1 a 0.01. Připomeňme, že teoretický index disperze binomického rozdě-
lení odvozený v části 1.5 je roven 1 − p. Uvidíme, že síla testu klesá s tím, jak se
s parametrem p přibližujeme k nule a dostáváme se tím k hranici mezi nulovou hy-
potézou a alternativou. Podobnou situaci budeme pozorovat i v případě rozdělení
NBi(k,p), kde volíme k = 20, 100 a postupně p = 0.5, 0.9 a 0.99. Teoretický index
disperze negativně binomického rozdělení je 1/p. Ke ztrátě síly testu zde bude do-
cházet pro hodnoty p blízké 1, kdy jsme u hranice nulové hypotézy a alternativy.
Využijeme také výsledky z části 2.2 a 2.3, kde jsme odvodili analytické vzorce
(15) a (16) pro přibližnou sílu testu vůči dvěma výše diskutovaným alternativám
pomocí distribuční funkce normovaného normálního rozdělení, a srovnáme je s
odhady získanými pomocí simulací. Závěry těchto porovnání jsou zaznamenány
v Tabulkách 3.2-3.9.
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Tabulka 3.2: Empirický odhad síly testu pro Bi(100,p)
Rozsah p = 0.5 p = 0.1 p = 0.01
n = 10 0.011 0.029 0.047
n = 20 0.242 0.034 0.043
n = 30 0.520 0.027 0.040
n = 50 0.862 0.060 0.041
n = 100 0.999 0.085 0.041
n = 1000 1.000 0.607 0.055
n = 10000 1.000 1.000 0.095

Tabulka 3.3: Síla testu pro Bi(100,p) pomocí přibl. analyt. vzorců
Rozsah p = 0.5 p = 0.1 p = 0.01
n = 10 0.046 0.034 0.047
n = 20 0.224 0.039 0.047
n = 30 0.481 0.044 0.047
n = 50 0.861 0.055 0.047
n = 100 0.999 0.082 0.047
n = 1000 1.000 0.621 0.052
n = 10000 1.000 1.000 0.105

Tabulka 3.4: Empirický odhad síly testu pro NBi(100,p)
Rozsah p = 0.5 p = 0.9 p = 0.99
n = 10 0.493 0.080 0.056
n = 20 0.703 0.087 0.053
n = 30 0.819 0.107 0.044
n = 50 0.946 0.118 0.052
n = 100 0.999 0.131 0.060
n = 1000 1.000 0.677 0.053
n = 10000 1.000 1.000 0.109

Tabulka 3.5: Síla testu pro NBi(100,p) pomocí přibl. analyt. vzorců
Rozsah p = 0.5 p = 0.9 p = 0.99
n = 10 0.573 0.087 0.054
n = 20 0.730 0.094 0.054
n = 30 0.831 0.102 0.054
n = 50 0.935 0.117 0.054
n = 100 0.994 0.154 0.054
n = 1000 1.000 0.681 0.059
n = 10000 1.000 1.000 0.114
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Tabulka 3.6: Empirický odhad síly testu pro Bi(20,p)
Rozsah p = 0.5 p = 0.1 p = 0.01
n = 10 0.016 0.026 0.039
n = 20 0.241 0.025 0.029
n = 30 0.509 0.027 0.038
n = 50 0.856 0.040 0.034
n = 100 0.999 0.071 0.041
n = 1000 1.000 0.611 0.046
n = 10000 1.000 1.000 0.109

Tabulka 3.7: Síla testu pro Bi(20,p) pomocí přibl. analyt. vzorců
Rozsah p = 0.5 p = 0.1 p = 0.01
n = 10 0.044 0.031 0.042
n = 20 0.221 0.035 0.042
n = 30 0.481 0.040 0.042
n = 50 0.863 0.051 0.043
n = 100 0.999 0.078 0.043
n = 1000 1.000 0.623 0.048
n = 10000 1.000 1.000 0.100

Tabulka 3.8: Empirický odhad síly testu pro NBi(20,p)
Rozsah p = 0.5 p = 0.9 p = 0.99
n = 10 0.457 0.070 0.048
n = 20 0.679 0.091 0.041
n = 30 0.804 0.117 0.061
n = 50 0.925 0.129 0.056
n = 100 0.998 0.165 0.053
n = 1000 1.000 0.678 0.063
n = 10000 1.000 1.000 0.119

Tabulka 3.9: Síla testu pro NBi(20,p) pomocí přibl. analyt. vzorců
Rozsah p = 0.5 p = 0.9 p = 0.99
n = 10 0.574 0.093 0.058
n = 20 0.727 0.100 0.058
n = 30 0.826 0.108 0.058
n = 50 0.930 0.123 0.059
n = 100 0.993 0.159 0.059
n = 1000 1.000 0.677 0.064
n = 10000 1.000 1.000 0.114
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Obrázek 3.1: Empiriciký odhad síly testu proti alternativě Bi(100,p) pro různé
rozsahy výběru.

Obrázek 3.2: Empiriciký odhad síly testu proti alternativě NBi(100,p) pro
různé rozsahy výběru.

Z výše provedených výpočtů je zřejmé, že pro rostoucí n roste síla testu pro
všechny uvedené alternativy. Analytický vzorec a empirický odhad ve výše zkou-
maných případech dávají téměř stejné výsledky, a to pro binomické i negativně
binomické rozdělení. Výrazněji se liší pouze v případě, kdy p = 0.5 a n = 10 pro
Bi(20,p) a Bi(100,p). Pro všechny uvedené hodnoty parametru p a k je vidět, že
test je konzistentní.
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Nyní uvažujme testovou statistiku (n − 1)D̂n. Zopakujme, že dle výsledků
v části 2.1 lze test H0 provést na základě pravidla

H0 zamítáme ⇐⇒ (n − 1)D̂n ≥ χ2
n−1(1 − α

2 ) nebo (n − 1)D̂n ≤ χ2
n−1(

α

2 ),

kde χ2
n−1(1 − α/2) je (1 − α/2)-tý kvantil χ2 rozdělení s (n − 1) stupni volnosti

a χ2
n−1(α/2) je (α/2)-tý kvantil χ2 rozdělení s (n − 1) stupni volnosti.

Opět budeme generovat N náhodných výběrů z Poissonova rozdělení. Empi-
rickou hladinu testu v tomto případě spočítáme jako

1
N

N∑︂
i=1

{︂
I
[︂

(n − 1)D̂n,i > χ2
n−1(1 − α/2)

]︂
+ I

[︂
(n − 1)D̂n,i < χ2

n−1(α/2)
]︂}︂

,

kde α je předepsaná hladina testu a D̂n,i značí výběrový index disperze spoč-
tený z i-tého výběru. Z Tabulky 3.10 je vidět, že tento test dodržuje předepsa-
nou hladinu, ačkoliv i v tomto případě je test pouze asymptotický. Srovnáme-li
Tabulky 3.1 a 3.10, vidíme, že oba testy dosahují přibližně stejné hladiny.

Tabulka 3.10: Empir. odhad hladiny testu pro různé hodnoty n a λ

Rozsah výběru λ = 5 λ = 20
n = 10 0.049 0.047
n = 30 0.043 0.048
n = 50 0.053 0.046
n = 100 0.055 0.059
n = 200 0.035 0.053
n = 500 0.054 0.045
n = 1000 0.040 0.049
n = 10000 0.049 0.050

Obrázek 3.3: Porovnání síly testu založeného na kvantilech χ2 rozdělení s tes-
tem založeným na kvantilech normovaného normálního rozdělení proti alternativě
Bi(100,p) pro různé rozsahy výběru.
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Obrázek 3.4: Porovnání síly testu založeného na kvantilech χ2 rozdělení s tes-
tem založeným na kvantilech normovaného normálního rozdělení proti alternativě
NBi(100,p) pro různé rozsahy výběru.

Na Obrázku 3.3 a 3.4 vidíme porovnání síly obou testů. Proti alternativě
Bi(100,p) je výhodnější použít test založený na testové statistice (n − 1)D̂n a
kvantilech χ2 rozdělení. Zatímco proti alternativě NBi(100,p) má mírně větší sílu
test založený na testové statistice

√︂
n
2 (D̂n − 1) a kvantilech normovaného normál-

ního rozdělení. Nelze tedy obecně rozhodnout, který test je výhodnější použít,
neboť vždy záleží na konkrétní alternativě. Nicméně z obou obrázků je patrné,
že pro dostatečně velká n dávají oba testy stejné výsledky, což je v souladu s
teoretickými úvahami ve druhé kapitole.
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Závěr
Cílem této práce bylo popsat základní vlastnosti výběrového indexu disperze

pro náhodné veličiny s diskrétním rozdělením. Zvláštní pozornost jsme věnovali
Poissonovu rozdělení.

V první kapitole jsme zopakovali některé základní definice a věty. Dále jsme
zkoumali vlastnosti výběrového indexu disperze pro Poissonovo rozdělení. Pří-
slušná tvrzení z odborné literatury jsme doplnili o chybějící kroky důkazů. Limitní
chování výběrového indexu disperze pro Poissonovo rozdělení je v této literatuře
řešeno pomocí aproximačních úvah v závislosti na parametru λ. Tyto úvahy jsme
nahradili univerzálnějším postupem. Vycházeli jsme z trvzení o asymptotické nor-
malitě vektoru (S2

n, Xn)T . Užitím ∆ - věty jsme dostali asymptotické rozdělení
výběrového indexu disperze pro Poissonovo a další rozdělení. Ve druhé kapitole
jsme si uvedli dva testy dobré shody s Poissonovým rozdělením. Tyto testy jsou
založené na výběrovém indexu disperze a asymptotických vztazích odvozených
v první kapitole. Pro specifické alternativy jsme také pomocí distribuční funkce
rozdělení N(0,1) odvodili analytické vztahy pro přibližnou sílu testu. Třetí kapi-
tola je pak věnována praktické studii, kde na simulovaných datech ilustrujeme
závěry z předchozích dvou kapitol.

Naše simulační studie ukázala, že oba zkoumané testy dodržují předepsanou
hladinu dokonce i pro malé rozsahy výběru n, i když jsou tyto testy asympto-
tické. Síla těchto testů je rozumná jen pro některé hodnoty parametru p. Pokud
hodnota p odpovídá situaci, kdy skutečný index disperze je blízký 1, pak dochází
k významnému poklesu síly testů. Nejsme schopni jednoznačně doporučit, který
test použít, jelikož síla těchto testů se mění v závilosti na alternativě. Na závěr
jsme však ukázali, že výsledky obou testů se pro dostatečně velká n shodují.
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