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nim rozdélenim. V prvni kapitole zavedeme vybérovy index disperze a popiseme
jeho zékladni vlastnosti, zejména pro Poissonovo rozdéleni. Odvodime asympto-
tické rozdéleni vybérového indexu disperze pro Poissonovo a néktera dalsi roz-
déleni. Ve druhé kapitole odvodime test zalozeny na indexu disperze a urcime
pribliznou silu testu proti riznym alternativam. Tteti kapitola je vénovana si-
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat indexem disperze pro diskrétni nahodné veli-
¢iny. Index disperze udava pomér rozptylu vzhledem ke stfedni hodnoté nahodné
veli¢iny. V praktickych tlohach rozptyl a sttedni hodnotu obvykle nezname. Po-
uzijeme vybérovy rozptyl a vybérovy prameér, abychom zavedli vybérovy index
disperze. Podrobnéji se budeme vénovat Poissonovu rozdéleni.

Prace je ¢lenéna do tri kapitol. V prvni kapitole odvodime momenty vybeé-
rového indexu disperze pro Poissonovo a dalsi diskrétni rozdéleni. Budeme pri
tom vychdzet z Bartko a kol (1968) a Kharshikar| (1970)), doplnime vSak né-
ktera vlastni odvozeni. Stézejni vyznam pro nas budou mit asymptotické vlast-
nosti vybérového indexu disperze. Predvedeme vlastni zptisob odvozeni parame-
tri asymptotického norméalniho rozdéleni vybérového indexu disperze pro Poisso-
novo, binomické a negativné binomické rozdéleni. Ve druhé kapitole si ukazeme,
jak Ize tyto teoretické vysledky vyuzit k testovani hypotézy, zda analyzovana data
pochazi z Poissonova rozdéleni.

Treti kapitola obsahuje simula¢ni studii, ve které zkouméame vlastnosti testi
odvozenych ve druhé kapitole. Nasimulujeme si data z Poissonova rozdéleni a me-
todou empirického odhadu ovérime, zda tyto testy dodrzuji predepsanou hladinu.
Poté budeme uvazovat binomické a negativné binomické rozdéleni jako alterna-
tivy k Poissonovu rozdéleni. Na zakladé simulaci pak spoc¢teme ptibliznou silu
testu pro dané alternativy.

Za vlastni prinos 1ze povazovat odvozeni limitniho chovani indexu disperze pro
Poissonovo a dalsi rozdéleni ve Vétach 7, 9 a 10. Déle pak doplnéni chybéjicich
¢asti nékterych tvrzeni. Obecny postup, jak odvodit stiedni hodnotu vybérového
indexu disperze pro libovolné rozdéleni generované mocninnou radou, prevzaty z
Kharshikar| (1970), doplnime o podrobny vypocet stfedni hodnoty vybérového in-
dexu disperze binomického a negativné binomického rozdéleni. Ve druhé kapitole
odvodime analytické vzorce pro silu testu, kde jako alternativy uvazujeme bino-
mické a negativné binomické rozdéleni. Vlastnim prinosem je pak také zpracovani
simulac¢ni studie ve treti kapitole.



1. Zakladni vlastnosti

V této kapitole si definujeme néktera diskrétni rozdéleni a shrneme jejich
zakladni vlastnosti. Déale si zadefinujeme vybérovy index disperze. PopiSeme mo-
menty vybérového indexu disperze Poissonova rozdéleni, kde budeme vychazet
z Bartko a kol.| (1968). Ukazeme odlisny zptisob odvozeni limitnich vysledki pro
Poissonovo rozdéleni nez ten, ktery pouzivaji autori ve svém ¢lanku. Budeme
se pri tom opirat o Omelka| (2020). V zavéru této kapitoly uvedeme analogické
vysledky rovnéz pro binomické a negativné binomické rozdéleni.

1.1 Zakladni véty a definice

Definice 1 (Vybérovy prumér a vybérovy rozptyl). Necht X = (X1, Xs,...,X,,)
je nahodny vybér o rozsahu n. Potom
X, =

2 X
i=1

nazyvame vybérovym prumérem a

Si = (Xi — X,)?

1
n—l.l

n
1=

vybérovym rozptylem nahodného vybéru X.

Definice 2 (Index disperze). Necht X je nezdapornd ndhodnd velicina, p jeji
stredni hodnota a o jeji rozptyl. Potom cislo

D=2
i

nazijvdme index disperze ndhodné veliciny X. Pro j = 0® = 0 dodefinujeme D =
1. Je-li X1, X5,....X,, nahodny vybér, pak vybérovym indexem disperze rozumime

1 Xi=--=X,=0,
Dn:{32 pro %
+  Jinak.

Diky predpokladu nezapornosti ndahodné veliciny X nemitize nastat situace,
kdy = 0 a 0? > 0. Pro nezdpornou nadhodnou veli¢inu nastéva piipad p = 0
pouze tehdy, je-li X = 0 s pravdépodobnosti 1. Pak je i rozptyl nulovy a tento
pripad jiz mame dodefinovany hodnotou 1. Predpoklad nezapornosti neni nutny.
Mohli bychom Definici 2 zavést pro libovolnou situaci, kdy p # 0. V této praci
se vsak budeme zabyvat pouze nezapornymi diskrétnimi ndhodnymi veli¢inami.
V dalsim budeme pod S?/X rozumét ndhodnou veli¢inu D,, z Definice 2, kterd
je dodefinovana hodnotou 1 v pripadé, kdy jsou vSechna pozorovani nulova.

Pripomenme definice nékolika zakladnich diskrétnich rozdéleni, s kterymi bu-
deme v tomto textu pracovat. Rovnéz si zavedeme definici Sikmosti a Spicatosti
rozdéleni.



Definice 3 (Poissonovo rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md Poisso-
novo rozdéleni s parametrem A > 0, jestlize

PIX =z = )\—'e_A
x!

pro vdechna x = 0,1,2. .. Znacime Po()\).

Definice 4 (Binomické rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md bino-
mické rozdéleni s parametry k € N a p € (0, 1), jestlize

k
HX:ﬂ:<>ﬁﬂ—mhﬂx:QL“wh

Znacime Bi(k,p).

Definice 5 (Negativné binomické rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodnd velicina X
md negativné binomické rozdéleni s parametry p € (0,1) a k € N, jestlize

-1
P[X =z] = <k+i )pk(l—p)x,x:O,l,Z...

Znacime NBi(k,p).

Definice 6 (Sikmost a $picatost). Necht X je ndhodnd velicina s konecnym ctor-
tym momentem. Potom pro dané rozdeéleni definujeme jeho Sikmost

E(X; — p)°
o
a Spicatost
E(X; — p)*
Y4 = "
o

Vlastnosti vyse uvedenych rozdéleni si shrneme do nasledujicich tii vét. Tyto
vlastnosti pozdéji vyuzijeme pri odvozovani asymptotického rozdéleni vybérového
indexu disperze spoc¢teného na zakladé vybéri z téchto rozdéleni.

Véta 1 (Vlastnosti Poissonova rozdéleni). Necht X;,i = 1,2,...,n, je ndhodny
vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0. Potom plati

i) EXy =varX; = A,
i) 73 = 5

i) v =3+ %,

) Y X; ~Po(n).

Diikaz. Sttedni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni jsou vSeobecné znamé. Od-
vozeni trettho a ¢tvrtého centrdlniho momentu lze nalézt v|[Johnson a kol.| (2005),
kapitola 4.3. Vzorec pro Sikmost a Spic¢atost pak plyne z Definice 6. Vlastnost iv)
je standardni zalezitosti. 0



Véta 2 (Vlastnosti binomického rozdéleni). Necht ndhodnd velicina X md roz-
déleni Bi(k, p). Potom plati

i) EX = kp,

it) varX = kp(1 — p),

1-2p

i) 7 = Vkp(1-p)’

: _ 1-6p(1—p)
W) vy =3+ o)

Diikaz. Stredni hodnota a rozptyl jsou standardné znamé. Zbytek tvrzeni plyne
z Johnson a kol.| (2005)), kapitola 3.3, a z Definice 6.
d

Véta 3 (Vlastnosti negativné binomického rozdéleni). Necht ndhodnd velicina X
ma rozdéleni NBi(k, p) Potom plati

i) EX = Hlp)

p

i) varX = k(;;p),

2—p
k(1-p)’

ifi) 5 =

. _ 2—6p+6
M)) V4 = 3+ pk(lfp) .

Diikaz. Sttedni hodnota a rozptyl se uréi pfimym vypoctem z Definice 5. Vzorec

pro Sikmost a Spicatost plyne z|Johnson a kol.| (2005)), kapitola 5.4, a z Definice 6.

d

7 Véty 1 vime, ze pro nahodnou veli¢cinu s Poissonovym rozdélenim plati

rovnost jeji stfedni hodnoty a rozptylu. Index disperze je tedy roven 1. Dale nas
bude zajimat, jestli z toho lze usuzovat platnost nasledujicich vztahi:

2
E<S"> ‘9
X,

V ¢asti 1.2 ukdzeme, ze prvni vztah plati pro vsechna A > 0,n € N. Druha
vlastnost je specialnim pripadem obecnéjsiho vztahu, ktery odvodime v ¢asti 1.3.



1.2 Momenty vybérového indexu disperze pro
Poissonovo rozdéleni

Dikazy Vét 4 a 5 jsou prevzaty z ptivodniho zdroje. Dukaz Véty 4 doplnime o
reseni diferencialni rovnice (2) a podrobny Vypocet dE ( ) /dA. V tomto vypoctu
formalné osetitime pripad, kdy z; = 2o = -+ = 0. V dikazu Véty 5
detailné rozepiseme pouziti matematické indukce. Dukazy dalsich tvrzeni, jez
budou nasledovat, jsou nasim samostatnym vypoctem a od ptivodnich zdroju se
lisi.

Véta 4 (O stfedni hodnoté vybérového indexu disperze). Necht X, Xs,....X,, je
ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0. Potom pro stredni
hodnotu vyberového indexu disperze plati

2
E<S>_1
Xy

Diikaz. Vyuzijeme toho, ze nahodné veliciny X, Xs,...,X,, jsou nezavislé a stejné
rozdélené, nebot se jednd o nahodny vybér. Sdruzené rozdéleni X;, Xs,...,X,, je
tedy soucinem jednorozmeérnych rozdéleni a plati

P[Xl = xlaXQ = x?""7Xn = xn] = AZ (1)

1= lxl

2 00 —n)\
Tedy E <§"> > Z Z )\Zz 1P [F e {1,2,..,n} : z; # 0]

x1=029=0 a:nfo 1']:1
+1-Plx;=0 Vz € {1,2,...,n}]

D S I pi

1= 0:52 0 a:n*O i=1

+e™

AZ 5T [Fi e {1,2,..n}  ay # 0]

Derivovanim posledniho vyrazu podle A postupné dostaneme

TR s ¥
an"Ixz'

x1=0 x2=0 Zn=0
e AL 4 (S ) AT 1]
i=1

I3 e{1,2,..,n}:x; # O] —ne ™

S z( n

x1=022=0 xn=0

n

L ) A2 )
z:l xl) z—l ml' A

1=

o) 00 o) TL82 . .
_ Z Z Z #e‘" )\(Zpﬂ%)[[ﬂ@ (= {1,2,...,%} T X 7£ 0]
£1=022=0 z,=0 Tnlli=1 ;!
—ne ™



—nA
¢ )\Zizlxij [31 S {1,2,...,n} LI 7é 0]

n o0 o0 o0
=3 DD z_: s, o
wn} o ax; # 0

z1=022=0 zn=0

—n Z Z Z :n m ')\lelle[aZ c {1’27
x1=0 x2=0 Zn=0 Tp Hi:l ZT;:
— ne” ™
s el o —nA

= ﬁ Z Z Z S?L i ')\Zzzlmz

A r1=022=0  zn= i=1Li:
—n 3 Y e Y A M B € {12} i £ 0)

—nPlz; =0Vie {1,2,...,n}]
2

n
= —E(S?) — nE(=Z
E(52) - nE(S2),
kde T,,, resp. s2 znac¢ime realizaci ndhodné veli¢iny X,,, resp. S2. Vime, ze E(S?) =

A, nebof vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem skutecného roztpylu. Proto

muzeme rovnost vyse prepsat jako diferencidlni rovnici

Sa
B () @
Ozna¢me y = E(%’i) a vyresme tuto diferencialni rovnici.
Yy =n—ny,
ji—nﬂ—y%
J?y:/nﬁ,

—Inly — 1| =nA+C,

Injly — 1| =—nA—-C,
fn)\efC

Y

ly—1=e
ly =1 = Cre™™,

kde C € R, C; > 0 jsou libovolné konstanty. Pro y > 1, resp. y < 1, dostavame

reseni
y=1+Cie™ resp.y =1—Cre ™, C; > 0.

o

Reseni diferencidlni rovnice (2) tedy miizeme vyjadit jako

y=1—-Ke ™ K €R.
0

L

Okrajovou podminku dostaneme pro A = 0. Za této podminky plati 7,, = s
s pravdépodobnosti 1. Z Definice 2 je s2 /T, = 1 pro Z,, = 0. Z toho plyne y(0) =

a K = 0. Tedy pro vSechna A > 0 a n € N plati E(S2/X,,) = 1.

Nez prejdeme k limitnim vlastnostem, dokazeme si jesté jeden presny vysledek,

jehoz specialnim pripadem je pak Véta 4.
7



Véta 5. Necht X1, Xs,...,X,, je nahodny vyber z Poissonova rozdeéleni s parame-
trem A > 0. Potom pro € Z,5 > —1 plati

E($2X,") = E(X,).

Diikaz. Nejprve spocteme E(S;‘L‘Xinﬁ) pro obecné «, 3. Stejnym zpiisobem jako
v dikazu Véty 4 odvodime rovnost

~ B
dE(S° X, ) n —fB+1 —
——F = —E(S/'X —nE(S)X,.").
S vyuzitim jiz dokdzaného vztahu E(SﬁXinfl) =laz E(Xin()) = 1 mame

E(S2X, ) = E(X.").

K dikazu véty pouzijeme matematickou indukci podle 8. Pro § = —1 tvrzeni
plati dle Véty 4. Predpokladejme, Ze plati pro (3, tedy

E(S2X,") = E(X, ). (4)

Ukazeme, ze trvzeni plati i pro 8 + 1. Rovnost (3) pro a = 2 dava

- A [dE(S2X,7) s

E(S2X, T = 2 |52 ) E(S2X
[ g P!
)\ dE(Xn ) ——0+1
= |—"7 E(X )
Jesté jednou pouzijeme vzorec (3), tentokrat pro 5+ 1 a a = 0. Dostaneme
s

dE(Xn ) n_ <—B8+2 ~—06+1

—— = —E(X, —nE(X, )

m ) ( ) — nE( )

Tento vysledek dosadime do (5) a ziskdame
E(2X,") = E(X,).
Timto jsme provedli ditkaz matematickou indukci podle 5. Plati tedy
E(S;X.") = E(%.)
pro vsechna g € Z,5 > —1.
J
1.3 Limitni vysledky pro Poissonovo rozdéleni

Nejprve si uvedeme tvrzeni, které se nam bude hodit v dalsich tvahéach.

Stredni hodnota a rozptyl uvazovaného rozdéleni jsou zde znaceny po radé p

a 0'2.



Véta 6. Necht X1, Xs, ..., X, je nahodny vyber z rozdeleni s konecnym cturtym

momentem. Pak -
Xn
(5 (1)) e o

o’ o3
kd 2 - )
‘ (0373 o (v —1)

koeficienty 3, resp. 4 jsou sikmost, resp. Spicatost rozdéleni X;.

Diikaz. Viz Omelkal (2020), véta 2.6.
d

Na zakladé Véty 6 jsme nyni schopni urcit asymptotické rozdéleni vybérového
indexu disperze pro Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0.

Véta 7. Necht X1, Xs,...,X,, je ndhodny vyber z Poissonova rozdéleni s parame-
trem X\ > 0. Potom pro a, 8 € R plati

Vi (82,7 = XNT) Ly N(0 A5 4 208 + 20° + o)),

n—oo

Dukaz. Varian¢éni matice bude mit tvar

1
= ﬁi L2 ;)/hlﬁ 1))~ (i 2)\2)\+ )\>'
n ANB+x-1)
Pti vypoctu varianéni matice jsme pouzili Sikmost a Spicatost Poissonova rozdé-
leni z Véty 1. Staci uzit A - vétu (viz |(Omelkal (2020), Tvrzeni 1.7) pro funkci

g(z,y) = y*z®. Tato funkce je spojité diferencovatelnd na okoli bodu (\,\)T
a plati

D(z,y) = <8géxx,y)7 8géxy,y)> = (y*p2" 1, ay* 12,

D(,0%) = D(AN) = (BATL ax>771),

_ 1 (A A pAetA-L
T a+p—-1 a+p—1
D(/\7/\)ZD<)‘7)‘) - (B)‘ aOé/\ ) ()\ 2)2 + )\) <a)\a+ﬂ—1

6)\a+6 L a)\eth
BAFE - 2a\aHFHL L g th

_ \2a+28-1 B+ o
=A (ﬁ’a)<6+2a)\+oz>
:)\2a+2’8_1(ﬂ2+20é6+2042)\+0£2).

=t

Z A - véty plyne, ze

Vi (S2X,7 = A7) Ly N(0XHN(32 4+ 208 + 2020 + o).

Tedy pro asymptotické rozdéleni vybérového indexu disperze plati
2

S? J
(1) 4o

9



Ve druhé kapitole této prace ukazeme, Ze rozdéleni ndhodné veliciny (n—1)S2/X,,
Ize pro dostatecné velka n aproximovat x2_; rozdélenim. Specidln{ volba o = 1/2

a B =—1/2 déva
S, J 1
() ol

\/X:n n—o0

Sh,
£

\/7:n n—00

Navic ndhodné veli¢iny S,/\/X,, n € N, jsou stejnomérné integrovatelné, coz
nam dohromady dava kovergenci v L. A tedy i pozadovany vztah

E( S’"°>—>1.
X,n n—oo

2
_n

Z posledniho vztahu plyne, ze

Vime, ze

=1< 0.

sup E’

neN n

Nahodné veli¢iny S2 /X, jsou tedy stejné integrovatelné. Stejnomérnd integro-
vatelnost Sn\/i pak plyne z lemmatu Dostal (2020) (4. Mean (expected) value
of real-valued random variable). Tim jsme vyTesili i druhou otézku, kterou jsme
si kladli v avodu této kapitoly. Jedna se o zcela odlisny pristup nez v |[Bartko
a kol.| (1968)), kde jsou veskeré uvahy zalozeny na predpokladu A dostatecné vel-
kého. Asymptotické rozdéleni, které jsme odvodili vyse, plati pro libovolné A > 0.
Vyhoda tohoto postupu spoc¢iva v tom, ze ho 1ze aplikovat i pro jina rozdéleni. K
tomu staci ur¢it varianéni matici 3 z véty 6.

1.4 Momenty vybérového indexu disperze pro
rozdéleni generovana mocninnou radou

V této casti si zavedeme rozdéleni generované mocninnou radou. Jedna se
o tfidu rozdéleni, ktera v sobé zahrnuje jako specialni pripad Poissonovo, bino-
mické, negativné binomické a dalsi rozdéleni.

Definice 7 (Rozdéleni generované mocninnou fadou). Necht g(0) je funkce, pro
niZ existuje rozvoj do mocninné rady s koeficienty a, > 0 Vx = 0,1,2,... ar > 0
je polomer konvergence 1ady, tj. pro |0 <r, je

9(0) =" a0
=0

Potom rekneme, Ze nahodna velicina X md rozdéleni generované mocninnou fa-

dou, jestlize

a,0%
PX =z = ,x=012...,
| | 9(0)

kde 0 € (0,r) je parametr tohoto rozdélent.
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Priklad 1. Uvazujme Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0. Generujici funkce
Poissonova rozdéleni je g(f) = €. Exponencidlni funkci miiZeme rozvinout do
mocninné rady

Polomér konvergence této rady je r = oo a 1/z! je a, z Definice 7. Potom prav-

dépodobnostni rozdéleni z Definice 7 bude mit tvar

9(1‘)

o e

PIX =t = = =
2y=0 G

Porovname ho s vyjadrenim z Definice 3, abychom zjistili v jakém vztahu jsou 6

a A. Z rovnosti

e’ r=012....

ew x
x! x!
plyne, ze 6 = \.

Priklad 2. Necht je ddno rozdéleni Bi(k,p). Generujici funkei binomického rozdé-
lenf (1 + 0)* vyjadifme jako

weo= 3 (w5 (o

odkud je vidét, ze (];) jsou koeficienty a, z Definice 7. Tato fada je konecna, jeji
polomér konvergence je tedy r = oo. Pavdépodobnostni rozdéleni zapiseme ve
tvaru

k) gz k) g
PIX =zx] = k(:ﬁ)(k)gy = (1(“2 G)k’x =0,1,....k

y=0 \y

a porovname ho s binomickym rozdélenim z Definice 4. Rovnost

(D ine)’f - (i)px(l — )T

I P\ k
0\——) =(—| (1-
(1 + 0) (1 - p) (1=p)",
odkud jiz snadno plyne, Ze je rovnost splnéna pro § = p/(1—p), kde p je libovolné
z intervalu (0,1), nebot 6 € (0,00).

upravime do tvaru

Priklad 3. Necht je déano rozdéleni NBi(k,p). Pro 6 € (0,1) vyjadiime generujici
funkci negativné binomického rozdéleni (1 — )~ jako

(1_9)k_i(—k;)(_e)x_i—k(—k—l)...(—k—erl)(_e)w

=0 z =0 .CL"
 k(k+1)...(k+2z—-1) X (k+az—1)
— 9:1:: X
; x! ;) (k—1)lx!
> [k —1
:Z< +x >9x
=0 z

11



Pravdépodobnostni rozdéleni z definice 7 bude mit tvar

<k+z—1> e (k+§—1> 9z
PX =a]=— (Hz_l)@y = 1= ,x=0,12...

y=0

Porovndnim s Definici 5 dostavdme

<k+x—1>0x(1_0)k: <k+x_1>pk(1_p)x,

x x
tedy # =1 — p, kde p je libovolné z intervalu (0,1), nebot 6 € (0,1).

Ukdzeme zde odvozeni E(S?/X,,) pro ndhodné veli¢iny generované mocninnou
radou. Budeme vychdzet z [Kharshikar| (1970) a doplnime vlastni odvozovani.
V souladu s definici 2 piedpokladédme, Ze pro z,, = 0 je s2 /T, = 1.

Véta 8. Necht g(0) je funkce z Definice 7 a X je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim,
které je generované funkci g(0). Pak pro stredni hodnotu, rozptyl a index disperze
ndhodné veliciny X plati

., 9'(9)
EX_eg(G)’
C20"0) g0 (g0
varX =0 400) + 6 0 0 (g(8)> , (8)

Diikaz. Vytvorujici funkce ndhodné veliciny X ma tvar

2 a,0* 1 & g(sb)
P.(s) = Es* = st = az(0s)" = .
20" a0 = o(6)
Pro prvni a druhou derivaci vytvorujici funkce plati
/ 6)
Pl(s) = 67 (s ,
2 9(s0)
! 0)
P!(s) = 927 (s :
RATF)
Odtud jiz spocteme stiedni hodnotu a rozptyl jako
g')
EX=P(1.)=40 ,
(1-) 9(0)

varX = P/(1_)+ P,(1.) — [P.(1))?

Y LI OY VIO
=50 Vg0 <g<0>> |

Index disperze ziskdme pFimym vypoctem jako varX/EX.

J

Ve zbytku této ¢asti bude nasim cilem odvodit obecny postup, jak najit E(S?/X,,)
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pro libovolné rozdéleni generované mocninnou fadou. Necht X, X,..., X, jsou ne-

zavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny s rozdélenim, které je generované funkci
g(0). Necht o, 8 € R, § + 3 > 0. Pak plati

SO‘X Z Z Z s2T, 0" (g _"H Ay, 9)

r1=0 x2=0 =0

Je-lizy = 29 = ... = 1, = 0, pak vyraz s°7,,” chdpeme v souladu s Definici 2 jako
1 pro a = =23 a 0 jinak. Formalné bychom mohli s timto vyrazem postupovat
jako v dikazu Véty 4, ale pro lepsi prehlednost to zde provedeme pouze takto
zjednodusené.

Oznatmé Yy, 5(0) = E(SX,)"), Va, 5(6) = 07'Ya, 5(0) a M(0) = 28 Potom
Yy, 5(0)
@

= Z YIRS Sﬁl’nBH g, [T 0" g (0)] 7" + 0" (—n)[g(0)] 7" g (0)]

xr1= 0:132 0 zn—O

—n Z Z Z 0~ 1 g 5-{-1077,:6 —nl_laxZ

1= 0:1:2 0 $n—0

a—ﬁ gnx —n H .

x1=0 x2=0 xn=0

= n[Va, ,8+1(9) — M(0)Ya, 5(0)]-

Metodou variace konstant vyfesime diferencilni rovnici 2 - 9’*(9) =n[Va, p+1(0) —

M (0)Y,, s(0)] za pfedpokladu, ze V,, 34+1(0) zndme. Oznacime y =Y, 5(f) a me-
todou separace proménnych fesime nejprve homogenni rovnici

y' +nM@O)y =0,
dy (9

- "ge”
dy _ 1 90
/ y _/ g0) "

Infy| = —nlln|g(0)] + K],

Iny = —nlng(f) + In K], (10)
Iny = In[Kg(0)]™",
y = [Kg(@)] ™.

V (10) vyuzivame toho, ze y > 0, g(f) > 0 a pro kazdé K; € R existuje K > 0
takové, ze Ky = In K. Pfedpokladejme, ze K = K (). Potom y = [K(6)g(8)] ™™
ay = —n[K(0)g(0)] ' [K'(0)g(0) + K(8)g'(0)]. Dosazenim do ptivodni neho-
mogenni rovnice za y a 3y’ dostavame

—n[K(0)g(0)] " K'(0)9(6) — n[K(0)g(0)] " K (0)g'(6)

q'(0) n n
O [K(0)] " [g(0)] ™.

=nV,, s+1(0) —n

13



Druhé ¢leny na obou stranach se ode¢tou a mame rovnici

—n[g(O)] " [K(O)] "K' () = nVa, 511 (0)
—n[K(0)] "K' (0) = nVa, 541(0)[9(0)]"

Zintegrujeme obé strany
[ —nlK @) K (9)a0 = [0V, 5 (60)[g(6))"d0

a obdrzime

KO] " =n [ Vo, 512 (Olg(0)]" +c.

Tento vysledek nyni dosadime do vztahu y = [K(0)g(0)]™" a dostaneme hledané
feSeni ve tvaru

y=Yo a0 =lg@) " {n [ Ve sn @@ a0}, (1)

kde konstanta ¢ se ur¢i ze vztahu

Vi 4(0) = lim Vi 4(0) (12
Specialné pro a = 2, f = —1 mdme V,, 5.1(0) = 0~ var X, nebot S? je nestran-
nym odhadem rozptylu. S vyuzitim (8) dostavame
g'6) g0 <9/<9>>2
Voo(0) =0 + —0 . 13
2O =50 " q0) "\ g0) )

Reseni Y, 4(0) pro a = 2, 8 = —1 obdrzime tak, ze (13) dosadime do (11).

Ukdzeme si, Ze postup uvedeny v této kapitole dava pro E(S?/X,,) v piipadé
Poissonova rozdéleni stejny vysledek jako postup v c¢asti 1.2.
Generujici funkce Poissonova rozdéleni je g(6) = €?, tudiz

‘/270(0) _ 0(69)” N (60)/ Ly ((60)/>2 L

e e? e

Yo _1(6) = e_”e(n/enedﬁ +¢)

en@

_ ,—nl/, -
=e (nn +¢)

=1+ ce’”e,

tedy Y5 _1(0) = 1+ c¢. Dale z (9) uréimeé limg_,o Y2 —1(0). Zfejmé vSechny scitance
v sumé (9) jsou nulové pro § = 0 az na pripad x; = xo = ... = x, = 0, pro ktery
plati

_ _ _ _ _1.,—nb
1-Plzy=29=...=2,=0]=1"-¢ a})l

Dosazeni pravé spoctenych limy_,o Y2 —1(0) a Y5 _1(0) do vztahu (12) ndm dd ¢ = 0
a tedy
SZ 0
E(==]=Y,410)=14+0-e" =1.
(X ) 5.-1(0) +0-e

n

14



1.5 Index disperze binomického rozdéleni

Predpokladejme, ze mame ndhodny vybér Xi, Xs,...,X,, z rozdéleni Bi(k,p).
Teoreticky index disperze pro binomické rozdéleni je D = kp(1—p)/kp = 1—p < 1.
Pomoci postupu odvozeného v predchozi ¢dsti spocteme E(S?/X,,). V Piikladu
2 jsme ukdzali, Ze pro binomické rozdéleni plati 6 = p/(1 — p). Generujici funkce
binomického rozdéleni je g(f) = (1 + 0)*. Spocteme ¢'(6), g"(0) a Va(6) podle
vzorce (13):

g(0) = k(1+6)",

g9"(6) = k(k = 1)(1 + )2,

k(k—1(1+0)2  k1+0) " Tk(1+0) 1]
(14 0)k (1+0) (14 0)*

=0k(k—1D)(1+0)2+k(1+0)" —0k*(1+06)?

=01+ 2K —k—k)+ k(1 +0)"

=—kO(1+0)+k(1+0)"".

Vao(0) =0

Nyni kdyz zndme Vjo(6), miizeme spoéist integral v (11).
[ Vao@)lg(@))"d0 = [1-k6(1+0)72 + k(1 + 6))(1 + )" a6
— [ RO+ 0) 2 4 k(1 + 6 a0
— k:/ (14 0)F29 — (1 + 0)]d0
— k;/(l + g)kn=2dg
= lmk— ; (1+6)"1,

Zbyva uz pouze dopocitat konstantu ¢ ve vyrazu

kn
kn—1

Yy _1(60) = (14 6)7kn l (1+ )"t 4 c] :

Dosazenim za 0 = 0 ziskame

kn
)/27 _1<0): (kn—l +C>

Analogicky jako v predchozim pripadé u Poissonova rozdéleni z (9) spoc¢itame

lim Yo,-1(0) = 1.

Tedy




Vidime, ze pokud rozsah vybéru n jde do nekonecna, pak pro stfedni hodnotu
vybérového indexu disperze plati

52 1
El=&| — ——=1-p< 1.

Uréime n € N, pro kterd je splnéno

52
E 1.

Hledédme tedy takova n , ktera splnuji nerovnost

kn 1 . kn 1 <1
kn—1(1+6) kn—1) (14 6)k =7

kn 1 +< -1 ) 1 <1
kn—1(1+6) kn—1/) (14 0)k» ~ 7

En(1+60)" —1 < (kn—1)(1+6)
En(1+60)"1 — (kn — 1)(1 +60)" < 1,
(1+0)" kn — (kn — 1)(14+0)] < 1

Pro jednoduchost budeme fesit nerovnost
(14+0)" " [kn — (kn — 1)(1 4 6)] < 0.

Reseni posledni nerovnosti pak bude zéroven vyhovovat i piivodn{ nerovnosti.
Z¥ejmé (1 +0)*1 >0V 0 > 0, k,;n € N. Hleddme n € N takové, 7e

kn— (kn—1)(140) <
kn—kn(l+60)+(14+0) <
kn[l — (14 0)] + (1+9)
(=) < (148}

knf > (14 0),
(1+0)

n > 0

Pokud tedy pfi danych hodnotach parametru k, 6 volime rozsah vybéru n tak,
aby n > (1 +0)/kf = 1/kp, je E(S,?/X,) < 1. Jingmi slovy, pro dostatecnd
velky rozsah vybéru je stfedni hodnata vybérového indexu disperze, stejné jako
v pripadé teoretického indexu disperze, mensi nez 1.

Podobné jako jsme v ¢asti 1.3 odvodili asymptotické rozdéleni vybérového
indexu disperze pro Poissonovo rozdéleni, aplikujeme tento postup na binomické
rozdéleni.

Véta 9. Necht X;,i = 1,2,...,n je ndhodny vgbér z binomického rozdéleni Bi(k, p).
Potom plati

ﬁ(n_@—p)) o N(O, (1;p)(—2+3p+2k‘—2k‘p)>.
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Diikaz. S vyuzitim Véty 2 o vlastnostech binomického rozdéleni umime spocitat
matici 3 z Véty 6. Matice bude mit tvar

S kp(1 —p) kp(1 — P)\/m\/%
k(1= p)\hp(1 = p) A= 12 (1 = p)(3 + 1 — 1)

_ ( kp(1 — p) kp(1 —p)(1 — 2p) )
kp(1—p)(1 —=2p) kp(1 —p)(1 —6p + 6p® + 2kp — 2kp?)

B 1 1—2p
= kp(1—p) (1—2p 1—6p+6p2+2kp—2kp2>'

Zvolime funkci g(z,y) = y/z.

_k‘p(l—p)(_ll) 1 1—2p p—1
T P 1o 1—6prept2kp—2kp?) | 1

:(1—p)(p_11> p—1+1-2p
kp N1 =2p)(p— 1)+ 1 —6p + 6p* + 2kp — 2kp?
1—p —p

Tk (p=1.1) (p_1_2p2+2p+1—6p+6p2+2kp—2/€p2>

_(1-p —p
 kp (p—11) —3p + 4p? + 2kp — 2kp?

]_ _

= ( kpp) (—p2 +p—3p+4p* + 2kp — 2k;p2)
1 _

= ( kpp) (—2p + 3p* + 2kp — 2kp?)
(1-p)

=~ (=2 + 3p + 2k — 2kp).

Pouzitim A - véty dostavame, ze

\/ﬁ<55_(1—p)> 45 N (o, (1;p)(—2+3p—l—2k—2kp)>.

Xn n—00
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1.6 Index disperze negativné binomického roz-
déleni

Predpoklddejme, Ze mdme nahodny vybér X, Xs,...,X,, z rozdéleni NBi(k,p).
Teoreticky index disperze pro negativné binomické rozdéleni je

o S k(1—p) 1oy
S kp(l-p) p

Generujici funkce negativné binomického rozdéleni je g(0) = (1 — ).
g'(0) =k(1—0)"
g'(0) = k(k+1)(1—0)~"*
kD=0 k1-)* [k(l - 9)—k—1] ?
10 1—0)F 1—0)
=0k(k+1)(1—0)2+k(1—-0)"—0k*(1—-0)"
=0k(1—-0)2+k(1—-06)""
=k(1—0)%[0+ (1 —0)]
=k(1-6)"2
Jako v (11) poéitame

Vao(0) =0

. 0(6) = [9(6)) " {n [ Vaol®)lg(®)]"]d6 + c}
—(1— )" {n/k(l _9)2(1— )"md + c}

n kn —kn—1
= (1-06)* {kn+1(1—0) F +c}.

Opét vyuzijeme (12), abychom urcili konstantu c¢. Dostavame
kn
Ckn+1
Pro sttedni hodnotu vybérového indexu disperze negativné binomického rozdéleni
tedy plati

S,z kn 1 kn 1
(Xn> 2, 0(0) kn+1(1—9)+< k‘n+1> (1—0)kn
B kn }—i- 1 kn i
~\kn+1/)p kn+1) pkn’
52

E(=2 — = —>1.
(Xn>7";>01—9 p>

Aby byly splnény nerovnosti

c=1

kn 1 kn 1
ml(i—0) (1_ /m+1> i—gyn b
En(l— 0"t 41> (kn+1)(1 - 0),
(1—0)"kn — (kn+1)(1 — )] > —1,

18



staci volit n € N takové, ze

kn— (kn+1)(1—16) > 0,
knf +6 —1>0,
1—-06 P

"R T k1—p)

Tedy pro dostatecné velky rozsah vybéru n € N je stfedni hodnota vybérového
indexu disperze vétsi nez 1 stejné jako tomu je v pripadé teoretického indexu
disperze.

Véta 10. Necht X;,1 = 1,2,...,n je nahodny vybér z negativne binomického roz-
déleni s parametry p € (0,1) a k € N. Potom plati

2 _
\/ﬁ<5n_1> LN N(O,% p+3>.

Xn [ n—00 kp2

Diikaz. Matice 3 z Véty 6 bude mit za vyuziti poznatki z Véty 3 tvar

k(1—-p) k(1-p) [k(1—-p) 2—p
> _ P p? P\ /k(1-p)
| ka-p) [RG=p) 2-p  K2(-p)? p2—6p+6 _
P P \/k(1-p) p* [3 + k(1-p) 1]
k(ligp) WL);?_P)
— P D )
Hpn) B2 [2k(1 — p) + p* — 6p + 6]

Necht g(z,y) = y/z jako v ¢asti 1.5. Potom

Duo?) = (22, 1) = L (1 o
07 ) = 2 )T 1#(;7;1;)2’14(1—17) a k(1 —p) k(1—p))"

D(p,0?)ED(p,0)" =
B (~1.p) kp(1 —p) k(1 —p)(2—p) -1
TR —p2 Pk -p)2-p) HEEpREQ-p) +p?—6p+6]) \ p
_ 1 (=1, p) ( —kp(1 —p) + kp(1 —p)(2 — p) >
2p3(1—p)2° Y\ =k(1=p)(2—p) + k(1 —p)[2k(1 - p) + p* — 6p + €]
1
TR (1 - p)?
{kp(1 —p) — 2kp(1 — p)(2 — p) + kp(1 — p)[2k(1 — p) 4+ p* — 6p + 6]}
= ]M[l—z(z—p)Jr%(l—p)+p2—6p+6]
= kpz(ll_m[?k(l —p)+p* —4p+3
- = =) + = D= 3)
= L(2k: —p+3)
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Pouzitim A - véty dostavame asymptotické rozdéleni vybérového indexu disperze
pro negativné binomické rozdéleni

2 _
\/ﬁ<‘s7l_1> %N(O,W).

X, p ) n—oo k-p
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2. Testy zalozené na indexu
disperze

V této kapitole se budeme vénovat testovani hypotézy, zda nahodny vybér
pochéazi z Poissonova rozdéleni. Pro urcité alternativy pak jsme schopni vyjadrit
silu testu pomoci rozdéleni odvozenych v predchozi kapitole. V tivodu této kapi-
toly si ukazeme dva zplisoby, pomoci kterych lze rozhodnout, zda je vhodné volit
Poissonovo rozdéleni jako model pro nase data. V dalsich ¢astech budeme uva-
zovat binomické a negativné binomické rozdéleni jako alternativy k Poissonovu
rozdéleni. Ze znalosti asymptotického rozdéleni z prvni kapitoly budeme schopni
urc¢it pribliznou silu testu proti témto alternativam.

2.1 Testovani shody s Poissonovym rozdélenim

Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér z néjakého diskrétniho rozdéleni F'. Bude
nas zajimat, zda mizeme predpokladat, Ze je Poissonovo rozdéleni vhodny model
pro nase data. Vyuzijeme pii tom limitnich vysledki pro Poissonovo rozdéleni
z Casti 1.3, kde jsme odvodili asymptotické rozdéleni vybérového indexu disperze
ve tvaru

vn ()S;L — 1) %5 N(0,2), (14)

n—o0
n

coz je ekvivalentni s

n 8721 d
5 (Xn — 1) — N(0,1).

Budeme chtit otestovat hypotézu
Hy : Existuje A > 0 tak, ze F' je Po()\)
proti alternative
H, : Neexistuje A > 0 tak, ze F' je Po(\).

Necht a € (0,1) je hladina, na které budeme provadét statisticky test. Pak za
nulové hypotézy plati

n(S?
P ( —Ul_q2 < ) (X - 1> < ula/2> 7H—O>01 — .

n

Budeme proto H, zamitat, pokud

HESY

Tento test bude konzistentni pro vSechny alternativy, kde skute¢nému rozdéleni

.....

> Ul—a/2-

posouzeni vhodnosti Poissonova rozdéleni jako modelu pro nase data. Tento test
vyuziva x? aproximace, viz Karlis a Xekalaki (2000)). K odvozen{ testové statistiky
se nam bude hodit nasledujici trvzeni.
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Véta 11. Necht Y, ~ x2 (ndhodné veliciny Y, maji x* rozdéleni o n stupnich
volnosti). Pak pro n — oo plati

Y,—n
" L5 N(0,1).
’/277, n—oo
Diikaz. Tvrzeni plyne z reprezentace x? rozdéleni jako souc¢tu kvadriti nezavis-

Iych stejné rozdélenych ndhodnych velicin s rozdélenim N (0,1) a z centralni limitni
vety. Viz |/Andeél (2011)), Véta B.15.
d

Ze vztahu (14) mame, 7e pro n dost velké je rozdéleni D, = S2/X,, piiblizné
N(1,2). Tudiz pro n dost velké mé (n— 1)D,, pFiblizné rozdéleni N(n — 1,@).
Z véty 11 plyne, ze pro dostatecné velkd n lze rozdélen{ x? _, aproximovat rozdéle-
nim N(n — 1,2(n — 1)) a naopak. Rozdéleni N(n — 1,@) aN(mn-—12(n-1))
maji stejnou stfedni hodnotu a jejich rozptyly se pro velka n lisi jen o zanedba-
telné malou hodnotu. Je proto mozné uvazovat, ze nahodna veli¢ina (n—1)D,, m4
pro velkd n piiblizné rozdéleni x2_,. Test Hy proto mizeme provést na zdkladé
pravidla

Hy zamitame <= (n — 1)Dn > X2, (1 — Z) nebo (n — 1)Dn <Xa_y (Z) ;
kde x2_ (1 — a/2) je (1 — a/2)-ty kvantil x? rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti
ax2_,(a/2) je (a/2)-ty kvantil x? rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti.

Poznamenejme, ze pro velkd n budou oba postupy davat témér stejné vysledky,
ale pro nizsi n se mohou lisit. To plyne z Véty 11 a vyse uvedeného zdivodnéni.

2.2 Binomické rozdéleni jako alternativa

Uvazujme nyni situaci, kdy skutecné F' je binomické rozéleni Bi(k, p). Odvo-
dime pribliznou silu testu proti dané alternativé. Budeme se zde drzet znaceni vy-
bérového indexu disperze zavedeného v Definici 2. Testova statistika \/g (ﬁn — 1)
mé za nulové hypotézy asymptotické rozdéleni N(0,1). Z Véty 9 vime, Ze pro
Bi(k, p) plati

Vi (D, —(1-p) -5 N(O, <1_p)(—2+3p+2k—2kp)>>

n—00 k

to jest

o Dn—(l—p) d
W(V(k,p) )@ON(OJ)),

kde pokladame

Vikp) = & ;p) (=2 + 3p + 2k — 2kp).

Ptibliznou silu testu spocteme jako
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Py, ( \/g‘f)n — 1’ > ul_a/g)
_ Py ( \/Z(Dn 1) ula/2> + Py, ( \/Z(f)n _1) < —ula/2>
n Dn —1 Ul—q/2 n f)n —1 —Ul—q/2
~ ( ﬁ( vk p>) - wk/,p)) o ( \E( wk,p)) ) wk,z/a))
D -1 n Ul /2 n
- ( \/g( ) \/>\/V \/V /f/p \/;\/V}(?k,p))

b, —1 —U1— /2 n
o (1) Vi e

D—(1—p) V2u_ o2 | Np )
=1- PH1 n
(f( vV ) \/V D) \/V D)
D, — (1-p) \/_Ula/z VI
e
( k.p) k.p)
S (I>(\/§U1—a/2 + \/ﬁp) +¢)<_\/_u1—a/2 + \/ﬁp)’
V(k.p) V(k.p)

(15)

kde Py, (A) znaci pravdépodobnost jevu A za platnosti H; a ® je distribuéni
funkce normovaného norméalntho rozdéleni. H; zde odpovida Bi(k, p). Vyraz

- & (\/iula/2 + \/ﬁp)
V(k.p)

muzeme pro velka n zanedbat, ¢imz dostavame aproximaci

. —V2uy_,
PH1< n n—1\>u1a/z)i<b V2uiap + Vp |
2 V (k.p)

Povsimnéme si, Ze tento test je proti dané alternativé konzistentni, nebot z pred-
chozich vypoctua plyne

PH1 ( \/Z‘Dn — 1‘ > ula/2> n—>—o>o 1.

2.3 Negativné binomické rozdéleni jako alterna-
tiva

Necht skutecné F' je negativné binomické rozdéleni NBi(k,p), pro néjz dle

Veéty 10 plati
~ 1 d 2k — p+ 3
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Odtud

fde 2k +3
- P
V(k,p) = .
( 2 ) ka

Déle plati

PHI ( \/%‘Dn — 1‘ > ul,a/z)
= Py, < \/Z(f)n_l)jL\/Z(l_;) >u1a/2+\/2(1_;)>
+ Py, < g(f)n —1)+ \/Z(l — ;) < —Up—q/2 + \/Z(l - ;))
= Py, < \/Z(ZA)” — ]1?) > Uj—q/2 + \/Z(l - ;))
+ Py, < \/Z(Dn - ;) < —Ui—aj2 + \/Z<1 - ]19>>

i_p, (\/E<Dn—;)< \/§u1_a/2+\/ﬁ(1—},)>

V(k,p) V(k.p)
o (o[ Bk ) =)
V(k.p) V(k,p)
S - cp(ﬂul‘“” G 71’)) + @(_ﬂul_m Fvel s ’1’)>, (16)

kde Py, (A) znadi pravdépodobnost jevu A za platnosti Hy, ale H; v tomto pripadé
odpovida NBi(k,p). Clen

& (—\/§U1—a/2 +/n(l — ]1)))
V (k,p)

muzmeme pro velka n zanedbat, ¢imz dostavame aproximaci
n V2ui g + /(1 - )
Py, ( . .

V(k.p)
Opét je vidét, ze test je proti dané alternativé konzistentni, nebot pravdépodob-
nost zamitnuti neplatné hypotézy se pro rostouci rozsah vybéru n blizi 1.

-Dn_]-’ >U,1a/2> :1—®(

Na zavér dodejme, ze testy zalozené na indexu disperze nejsou jedinou moz-
nosti, jak testovat shodu s Poissonovym rozdélenim. Jako piiklad uvedme y>-test
dobré shody pro multinomické rozdéleni s odhadnutymi parametry (viz Andél
(2011)), 12.5 Testy Poissonova rozdéleni). Tento test vSak vyzaduje apriorni volbu
neznamych parametrii a v tomto ohledu je ndmi popsany postup vyhodné;jsi.
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3. Simulac¢ni studie

V této kapitole ilustrujeme na simulovanych datech zavéry z predchozich dvou
kapitol. Budeme k tomu pouzivat statisticky software |R, Core Team| (2019)). Nej-
prve budeme zkoumat statistické vlastnosti testu zalozeného na kvantilech N(0,1)
rozdéleni. Poté si nékteré z téchto vlastnosti ukazeme téz pro pripad testu zalo-
zeného na kvantilech x? rozdéleni.

Nejdrive budeme generovat N ndhodnych vybért z Poissonova rozdéleni. Pro
tato data pak mizeme predpokladat platnost nulové hypotézy z kapitoly 2. Pro
ruzné rozsahy vybéru n a hodnoty parametru A\ spocteme empirickou hladinu

prvniho testu jako
1 Y n
L5y \/>
w2V

kde a je predepsana hladina testu a bm- je vybérovy index disperze spocteny
z i-tého vybéru. V této praci budeme vzdy volit N = 1000 a a = 0.05.

bn,i - 1‘ > ula/2} 5 (17)

Tabulka 3.1: Empiricky odhad hladiny testu pro rtizné hodnoty n a A

Rozsah vybéru A=5 A=20
n =10 0.047 0.046
n =30 0.044 0.058
n = 50 0.056 0.043
n = 100 0.055 0.054
n = 200 0.053 0.049
n = 500 0.052 0.041
n = 1000 0.040 0.062
n = 10000 0.046 0.060

Z Tabulky 3.1 je vidét, ze test predepsanou hladinu dodrzuje i pro velmi nizka n,
ackoliv je test asymptoticky.

Déle budeme zkoumat, jaka je priblizna sila testu viuci konkrétnim alternati-
vam. Pribliznou silu testu spocteme tak, ze vzorec (17) aplikujeme na ndhodné
vybéry generované z rozdéleni, které uvazujeme jako alternativu. Budeme sledo-
vat, jak se méni sila testu v zavislosti na parametrech binomického a negativné
binomického rozdéleni. V pripadé Bi(k,p) uvazujme k = 20, 100 a postupné volme
p =0.5,0.1 a 0.01. Pfipomenme, ze teoreticky index disperze binomického rozdé-
leni odvozeny v c¢asti 1.5 je roven 1 — p. Uvidime, zZe sila testu klesa s tim, jak se
s parametrem p priblizujeme k nule a dostavame se tim k hranici mezi nulovou hy-
potézou a alternativou. Podobnou situaci budeme pozorovat i v pripadé rozdéleni
NBi(k,p), kde volime k = 20, 100 a postupné p = 0.5,0.9 a 0.99. Teoreticky index
disperze negativné binomického rozdéleni je 1/p. Ke ztrateé sily testu zde bude do-
chazet pro hodnoty p blizké 1, kdy jsme u hranice nulové hypotézy a alternativy.
Vyuzijeme také vysledky z casti 2.2 a 2.3, kde jsme odvodili analytické vzorce
(15) a (16) pro pribliznou silu testu viucéi dvéma vyse diskutovanym alternativam
pomoci distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni, a srovname je s
odhady ziskanymi pomoci simulaci. Zavéry téchto porovnani jsou zaznamenany
v Tabulkach 3.2-3.9.
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Tabulka 3.2: Empiricky odhad sily testu pro Bi(100,p)

Rozsah p=0.5 p=0.1 p=0.01
n = 10 0.011 0.029 0.047
n = 20 0.242 0.034 0.043
n = 30 0.520 0.027 0.040
n = 50 0.862 0.060 0.041
n = 100 0.999 0.085 0.041
n = 1000 1.000 0.607 0.055
n = 10000 1.000 1.000 0.095

Tabulka 3.3: Sila testu pro Bi(10

0,p) pomoci pribl. analyt. vzorci

Rozsah p=0.5 p=0.1 p=0.01

n = 10 0.046 0.034 0.047

n = 20 0.224 0.039 0.047

n = 30 0.481 0.044 0.047

n = 50 0.861 0.055 0.047

n = 100 0.999 0.082 0.047

n = 1000 1.000 0.621 0.052

n = 10000 1.000 1.000 0.105
Tabulka 3.4: Empiricky odhad sily testu pro NBi(100,p)

Rozsah p = 0.5 p=20.9 p = 0.99

n =10 0.493 0.080 0.056

n = 20 0.703 0.087 0.053

n = 30 0.819 0.107 0.044

n = 50 0.946 0.118 0.052

n = 100 0.999 0.131 0.060

n = 1000 1.000 0.677 0.053

n = 10000 1.000 1.000 0.109

Tabulka 3.5: Sila testu pro NBi(100,p) pomoci pribl.

analyt. vzorct

Rozsah p=0.5 p=20.9 p =0.99
n = 10 0.573 0.087 0.054
n = 20 0.730 0.094 0.054
n = 30 0.831 0.102 0.054
n = 50 0.935 0.117 0.054
n = 100 0.994 0.154 0.054
n = 1000 1.000 0.681 0.059
n = 10000 1.000 1.000 0.114
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Tabulka 3.6: Empiricky odhad sily testu pro Bi(20,p)

Rozsah p=0.5 p=0.1 p=0.01

n =10 0.016 0.026 0.039

n = 20 0.241 0.025 0.029

n = 30 0.509 0.027 0.038

n = 50 0.856 0.040 0.034

n = 100 0.999 0.071 0.041

n = 1000 1.000 0.611 0.046

n = 10000 1.000 1.000 0.109
Tabulka 3.7: Sila testu pro Bi(20,p) pomoci ptibl. analyt. vzorct

Rozsah p = 0.5 p=0.1 p = 0.01

n =10 0.044 0.031 0.042

n = 20 0.221 0.035 0.042

n = 30 0.481 0.040 0.042

n = 50 0.863 0.051 0.043

n = 100 0.999 0.078 0.043

n = 1000 1.000 0.623 0.048

n = 10000 1.000 1.000 0.100

Tabulka 3.8: Empiricky odhad sily testu pro NBi(20,p)

Rozsah p = 0.5 p=20.9 p = 0.99

n =10 0.457 0.070 0.048

n = 20 0.679 0.091 0.041

n = 30 0.804 0.117 0.061

n = 50 0.925 0.129 0.056

n = 100 0.998 0.165 0.053

n = 1000 1.000 0.678 0.063

n = 10000 1.000 1.000 0.119

Tabulka 3.9: Sila testu pro NBi(20,p) pomoci pribl. analyt. vzorcu

Rozsah p=0.5 p=20.9 p =0.99
n =10 0.574 0.093 0.058
n = 20 0.727 0.100 0.058
n = 30 0.826 0.108 0.058
n = 50 0.930 0.123 0.059
n = 100 0.993 0.159 0.059
n = 1000 1.000 0.677 0.064
n = 10000 1.000 1.000 0.114
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Obrazek 3.1: Empiriciky odhad sily testu proti alternativé Bi(100,p) pro ruzné
rozsahy vybéru.
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Obrazek 3.2: Empiriciky odhad sily testu proti alternativé NBi(100,p) pro
ruzné rozsahy vybéru.
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7 vyse provedenych vypoctu je zfejmé, ze pro rostouci n roste sila testu pro
vsechny uvedené alternativy. Analyticky vzorec a empiricky odhad ve vyse zkou-
manych pripadech davaji témér stejné vysledky, a to pro binomické i negativné
binomické rozdéleni. Vyraznéji se lisi pouze v pripadé, kdy p = 0.5 a n = 10 pro
Bi(20,p) a Bi(100,p). Pro vSechny uvedené hodnoty parametru p a k je vidét, ze
test je konzistentni.
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Nyni uvazujme testovou statistiku (n — 1)Dn Zopakujme, ze dle vysledki
v ¢asti 2.1 lze test Hy provést na zakladé pravidla

Hy zamitdme <= (n—1)D, > 2 (1 — %) nebo (n —1)D, < Xifl(%),
kde x2_,(1 — «/2) je (1 — a/2)-ty kvantil x? rozdélen{ s (n — 1) stupni volnosti
a x2_(a/2) je (a/2)-ty kvantil x? rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti.

Opét budeme generovat N nahodnych vybérta z Poissonova rozdéleni. Empi-
rickou hladinu testu v tomto pripadé spocitame jako

]17221 {I [ (n— 1>Dnz > xh(1— 04/2)} +1 { (n— 1)ﬁnz < Xif1(a/2)}}7

kde a je predepsand hladina testu a ﬁm znaci vybérovy index disperze spoc-
teny z i-tého vybéru. Z Tabulky 3.10 je vidét, Ze tento test dodrzuje predepsa-
nou hladinu, ackoliv i v tomto pripadé je test pouze asymptoticky. Srovname-li
Tabulky 3.1 a 3.10, vidime, Ze oba testy dosahuji priblizné stejné hladiny.

Tabulka 3.10: Empir. odhad hladiny testu pro rtzné hodnoty n a A

Rozsah vybéru A=5H A =20
n =10 0.049 0.047
n =30 0.043 0.048
n = 50 0.053 0.046
n = 100 0.055 0.059
n = 200 0.035 0.053
n = 500 0.054 0.045
n = 1000 0.040 0.049
n = 10000 0.049 0.050

Obréazek 3.3: Porovnani sily testu zaloZeného na kvantilech y? rozdéleni s tes-
tem zalozenym na kvantilech normovaného normalniho rozdéleni proti alternative
Bi(100,p) pro ruzné rozsahy vybéru.
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Obréazek 3.4: Porovnani sily testu zaloZeného na kvantilech y? rozdéleni s tes-
tem zalozenym na kvantilech normovaného normalniho rozdéleni proti alternativé
NBi(100,p) pro riuzné rozsahy vybéru.

= e & - .

- e Ty * n=10
\ * n=100

o | e, . Ay * n=200

o I '

0
1
&

o
o
a .
bl .
[ T |
= -
o W
= .
—— Chi kvadrat
o | 7 N
= T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10

hodnota parametm p

Na Obrazku 3.3 a 3.4 vidime porovnani sily obou testii. Proti alternativé
Bi(100,p) je vyhodn&jsi pouzit test zaloZeny na testové statistice (n — 1)D,, a
kvantilech x? rozdéleni. Zatimco proti alternativé NBi(100,p) ma mirné véts{ silu
test zaloZeny na testové statistice \/g (Dn — 1) a kvantilech normovaného normal-
niho rozdéleni. Nelze tedy obecné rozhodnout, ktery test je vyhodnéjsi pouzit,
nebotf vzdy zalezi na konkrétni alternativé. Nicméné z obou obrazki je patrné,
ze pro dostateéné velkd n davaji oba testy stejné vysledky, coz je v souladu s
teoretickymi ivahami ve druhé kapitole.
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Z.aver

Cilem této prace bylo popsat zakladni vlastnosti vybérového indexu disperze
pro nahodné veli¢iny s diskrétnim rozdélenim. Zvlastni pozornost jsme vénovali
Poissonovu rozdéleni.

V prvni kapitole jsme zopakovali nékteré zédkladni definice a véty. Dale jsme
zkoumali vlastnosti vybérového indexu disperze pro Poissonovo rozdéleni. Pri-
slusna tvrzeni z odborné literatury jsme doplnili o chybéjici kroky diikazi. Limitni
chovani vybérového indexu disperze pro Poissonovo rozdéleni je v této literatute
reseno pomoci aproximacnich tvah v zavislosti na parametru A. Tyto ivahy jsme
nahradili univerzalnéjsim postupem. Vychézeli jsme z trvzeni o asymptotické nor-
malité vektoru (5%, X,,)T. Uzitim A - véty jsme dostali asymptotické rozdélent
vybérového indexu disperze pro Poissonovo a dalsi rozdéleni. Ve druhé kapitole
jsme si uvedli dva testy dobré shody s Poissonovym rozdélenim. Tyto testy jsou
zalozené na vybérovém indexu disperze a asymptotickych vztazich odvozenych
v prvni kapitole. Pro specifické alternativy jsme také pomoci distribu¢ni funkce
rozdéleni N(0,1) odvodili analytické vztahy pro pfibliznou silu testu. Treti kapi-
tola je pak vénovana praktické studii, kde na simulovanych datech ilustrujeme
zaveéry z predchozich dvou kapitol.

Nase simulac¢ni studie ukazala, ze oba zkoumané testy dodrzuji predepsanou
hladinu dokonce i pro malé rozsahy vybéru n, i kdyz jsou tyto testy asympto-
tické. Sila téchto testu je rozumnd jen pro nékteré hodnoty parametru p. Pokud
hodnota p odpovidé situaci, kdy skute¢ny index disperze je blizky 1, pak dochézi
k vyznamnému poklesu sily testii. Nejsme schopni jednoznac¢né doporucit, ktery
test pouzit, jelikoz sila téchto testti se méni v zavilosti na alternativé. Na zavér
jsme vsak ukazali, ze vysledky obou testl se pro dostatecné velka n shoduji.
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