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se zamérujeme na dveé miry zavislosti, které se rovnaji nule pravé tehdy, kdyz jsou
veli¢iny nezavislé. Porovnavame je s Pearsonovym korela¢nim koeficientem. Jako
prvni zavadime maximalni korelaci, ktera jde vétSinou obtizné vypocitat, proto
definujeme maximalni polynomidlni korelaci, jejiz vypocet je snadnéjsi a je nekle-
sajici ve stupni polynomu. Druhd zavedena mira je vzdalenostni korelace, u niz
uvadime riizné zplisoby vyjadieni, které se hodi k vypoctu. U obou mér diskutu-
jeme, co se déje v pripadé sdruzeného normalniho rozdéleni a na zavér ukazujeme
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Uvod

Téma zavislosti se objevuje v bézném zivoté, at uz jsou to meteorologické
jevy, medicina, politika a samoziejmé také ekonomika. V minulosti bylo toto
téma opomijeno. Az v druhé poloviné dvacatého stoleti se mu védci zacali vice
vénovat. Do té doby jako jedind mira zavislosti slouzil korela¢ni koeficient, ktery
vsak mnohdy vedl k chybnym statistickym zavérim. Také proto se zacaly hledat
jiné zpusoby, jak mérit silu zavislosti, které nasly své uplatnéni i ve statistice.

Zékladni mirou zavislosti ziistava Pearsontuv korelacni koeficient. Jeho hlavni
nedostatek je, ze mize byt roven nule pro dvé zavislé ndhodné velic¢iny. Existuji
dalsi miry zavislosti, které se rovnaji nule prave tehdy, kdyz jsou veli¢iny nezavislé.
Na dvé takové miry se v praci zamérujeme a porovnavame je s Pearsonovym
korela¢nim koeficientem.

Prvni z nich se nazyva maximalni korelace. Na rozdil od Pearsonova korelac-
niho koeficientu je definovana pro libovolné dvé nedegenerované nahodné veliciny.
Existuje vSak jen malo pripadi, kdy ji lze pfimo spocitat. Zavedeme proto po-
jem maximalni polynomidalni korelace, kterd se spocita snadnéji, a pti zvysovani
stupné polynom se blizime maximalni korelaci. Déle se podivame na ptipad, kdy
nahodné veli¢iny maji sdruzené norméalni rozdéleni.

Druha mira zavislosti, kterou se v praci zabyvame, je vzdéalenostni korelace.
Jeji druhou mocninu definujeme pro dvé redlné nahodné veli¢iny s konecnym
prvnim momentem analogicky jako Pearsontiv korela¢ni koeficient. Dokazeme né-
které jeji vlastnosti véetné pripadu se sdruzenym normalnim rozdélenim a také
diskrétniho rozdéleni, kdy obé ndhodné veli¢iny nabyvaji pouze dvou hodnot.

V prvni kapitole uvedeme c¢tenare do problematiky métreni zavislosti a za-
definujeme Pearsontv korelacni koeficient. V druhé kapitole uz se zamétime na
pojem maximalni korelace, jeji vlastnosti a moznosti vypoctu. Treti kapitola nam
priblizi korelaci vzdalenostni, nejprve zavedeme pojmy jako norma ve vazeném
L, prostoru a charakteristicka funkce, které nas dovedou k definici dané miry
zavislosti. Budeme se zabyvat alternativnimi zptusoby vyjadreni, jenz se daji vy-
uzit k jejimu vypoctu. V zavérecné kapitole pak uvedeme nékolik prikladi, kde
ilustrujeme techniky pocitani zavedenych mér zavislosti.



1. Korelaéni koeficient

Na zacatek uvedeme definici nezavislosti, nebot s ni nadale budeme pracovat.

Definice 1. Necht X, Y jsou redlné ndhodné veliciny. Rekneme, Ze jsou nezdvislé,
jestlize pro vsechna A, B € B plati

P([X € AlNn[Y € B]) =P(X € AP(Y € B).

Vyslovime lemma, které dale vyuzijeme. Muzeme ho najit i s dikazem v An-
délové knize (Andel, 2005, Véta 2.4).

Lemma 1. Necht (X,Y)T je redlng ndhodny vektor. Ndhodné veliciny X, Y
jsou nezdvislé prave tehdy, kdyz Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) pro vsechna z,y € R,
kde Fxy je sdruiend distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y)T a Fx, Fy
margindlni distribucni funkce X a'Y.

Jako prvni miru zavislosti zminime tu nejcastéji pouzivanou, a to Pearsoniv
korelac¢ni koeficient.

Definice 2. Necht X a 'Y jsou redlné nahodné veliciny takové, Ze var X € (0, 00),
varY € (0,00). Pak definujeme Pearsoniv korelacni koeficient X a'Y jako

EXY - EXEY
vvar XvvarY '

Vlastnosti této miry zavislosti budeme dale také vyuzivat, zde jsou ty nej-

Vv

p(X,Y) =

nédhodné veli¢iny X a Y nezavislé, pak p(X,Y) = 0.

Priklad. Ukazeme, ze ze vztahu p(X,Y) = 0 neplyne nezavislost X a Y. Méjme
nédhodnou veli¢inu X, kterd ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,1), a po-
lozme Y = X2. Veli¢iny jsou ziejmé zavislé, ale

EX3-—EXEX2 0-—0-1%
p(X,Y) = 3

- Vvar X /var X2 B \/g\/% h

Poznamka. V pripadé, ze ndhodné veli¢ciny maji sdruzené norméalni rozdéleni,
plyne z nulovosti korelacniho koeficientu jejich nezavislost.

0.




2. Maximalni korelace

Druha mira zavislosti, kterou se budeme v praci zabyvat, se nazyva maximalni
korelace, poprvé ji ve svych ¢lancich zavadéji Hirschfeld (1935), |Gebelein| (1941)
aRényi| (1959). Jeji definice je prevzata z publikace autoru Papadatose a Xifarové
(Papadatos a Xifara) 2013).

Definice 3. Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny. Pak definujeme mazimalni ko-
relaci X a'Y jako

R(X,Y) = sup p(f(X),9(Y)),

kde supremum bereme pres vsechny borelovsky méritelné funkce f, g : R — R
takové, Ze 0 < var f(X) < oo, 0 < varg(Y) < oc.

2.1 Vlastnosti maximalni korelace

Nasledujici poznamky a lemma [2| byly sepsany na zakladé clanku Rényiho
(Rényi, [1959), dikaz lemmatu je v této publikaci pouze naznacen, zde je proveden
podrobné.

Poznamka. Maximélni korelace je definovana pro libovolné X, Y nedegenerované
a nabyva hodnot z intervalu [0, 1].

Poznamka. 7 definice (3| trividlné plyne, ze je-li f(X) = ¢g(Y) pro néjaké f, g
borelovsky méritelné funkce, pak R(X,Y) = 1.

V piikladu z kapitoly [l mame p(X,Y)=0a R(X,Y) = 1.

Pozndmka. Z definice maximalni korelace také dostavame, ze jsou-li f, g bijekce,
pak R(f(X),g(Y)) = R(X,Y).

Lemma 2. Necht X aY jsou ndhodné veliciny. Potom R(X,Y) = 0 pravé tehdy,
kdyz X a'Y jsou nezdvislé.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze plati implikace zprava doleva. Jsou-li X, Y nezavislé,
pak pro libovolné dvé borelovsky méfitelné funkce f, g jsou také f(X) a g(Y)
nezavislé, a tedy p(f(X), g(Y)) =0, pokud je vyraz definovén.

Nyni ovérime platnost druhé implikace. Zvolme pro libovolné a, b realné

1, z<a B 1, y<b
f@)_{o, r>a’ (y—{(], y>b

Pak dostavame
f(X) =1{X <a}, g(Y)=1{Y <b},

z ¢ehoz plyne
Ef(X)g(Y) — Ef(X)Eg(Y) = B(X < 0¥ <b) — P(X < a)P(Y < b) = 0.

Tedy P(X < a,Y <b) =P(X < a)P(Y <b) prolibovolné a,b € R, a zlemmatull]
plyne nezavislost X a Y. O]

Nésledujici v této sekci je vysledkem prace autorky.
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Lemma 3. Necht X, Y jsou nahodné veliciny, f, g borelovsky méritelné funkce
takové, Ze var f(X) € (0,00), varg(Y) € (0,00). Polozme

- f(X) —Ef(X)
X = -_— -
) var f(X) I var g(Y)

Pak p(f(X),9(Y)) = p(f(X),9(Y)).
Dikaz. Plati

o (F(),30)) = EF(X)5(v)

f(X)g(Y) = F(X)Eg(Y) — g(VES(X) + Ef (X)Eg(Y)
\/Var f(X)\/var g(Y)

_ Ef(X)g(Y) - Ef(X)Eg(Y)

= Joar J(X) varg (1) = p(f(X),9(Y))-

=E

[]

Pozndmka. Lemma [3 nam tika, ze v definici [3] se stac¢i omezit na funkce f, g, pro
néz f(X) a g(Y) maji stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1.

Lemma 4. Pro vsechny X, Y ndhodné veliciny s konecnymi a kladnymi rozptyly
plati R(X,Y) > |p(X,Y)].

Diikaz. Pokud f = g = id, pak ziejmé p(f(X),g(Y)) = p(X,Y). Nyni jestlize
p(X,Y) <0, polozme f(X)=—-X ag(Y) =Y, potom

p(f(X),9(Y)) = =p(X,Y) > 0.

Diky tomu, ze maximalni korelace je supremum pres vSechny méritelné funkce,
pro které vyraz existuje, nerovnost plati. O

Lemma 5. Necht X, Y jsou nahodné veliciny s konecnymi a kladnymi rozptyly,
f, g linearni funkce, pak plati

p(f(X),g(Y)) S {—p(X, Y)?ﬂ(X’ Y)}

Diikaz. Necht b,d € R, a,c #0, f(z) =ax +ba g(y) = cy + d. Pocitejme

p(f(X),9(Y))
ElacXY + adX + bcY + bd] — (acEXEY + adEX + bcEY + bd)

Va2 var XV c2varY
= sgn(ac)p(X,Y).

 ac(EXY — EXEY)
lac|v/'var X v/varY

]

Poznamka. Z lemmatu |5 plyne, Ze pro ndhodné veliciny X, Y s var X € (0, 00),
varY € (0,00) plati sup p(f(X),g(Y)) = |p(X,Y)|, pokud supremum bereme
pres vsSechny linearni funkce.



Lemma 6. Pokud ndhodné veliciny X a Y nabyvaji pouze dvou hodnot s.j., pak
R(X,Y) = |p(X,Y)].

Diikaz. Necht X nabyva hodnot xy, x5 s.j., 1 < x9 a Y nabyva hodnot y1, y2 s.j.,
y1 < yo. Necht f, g jsou libovolné borelovsky métitelné funkce. Nahodna veli¢ina
f(X) zdvisi s.j. jen na hodnotéach f(z1), f(x2). Polozme

fN(.I') _ (f(x2> - f(xl)) T+ f(ZL’l)Ig - f($2)1317 (21)

To — I

analogicky g(y). Pak f(x) a g(y) jsou linearni funkce, plati p(f(X),g(Y)) =
p(f(X),g(Y)), nebot vyrazy zavisi pouze na hodnotach funkei v bodech 1, x2
a Y1, Y2, ve kterych se rovnaji. Z lemmatu |5 plyne pozadovany vztah. n

Pokud X nabyva pouze dvou hodnot s.j. a Y t¥i hodnot s.j., v podkapitole
se nachazi piiklad, kdy 0 < [p(X,Y)| < R(X,Y) < 1.

2.2 Maximalni polynomialni korelace

Zavedeme nyni pojem maximéalni polynomidlni korelace stupné n. Vysledky
v této sekci jsou praci autorky:.

Definice 4. Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny. Pak definujeme mazimdalni po-
lynomidlni korelaci X a 'Y stupné n, n € N, jako

Rn(X,Y) = sup p(f(X),9(Y)),

kde supremum bereme pres vSechny polynomy f, g stupné nejvyse n takové, Ze
0 <var f(X) < o0, 0 <varg(Y) < oo.

Pozndmka. 7 definice 4| plyne, Ze pokud f(X) = g(Y) pro né&jaké f, g polynomy
stupné nejvyse n, pak R,(X,Y) = R(X,Y) = 1.

Lemma 7. Jsou-li X, Y nahodné veliciny s konecnymi nenulovymi rozptyly, pak

Diikaz. Prvni rovnost dostavame z lemmatu [5] a Tetézec nerovnosti je ziejmy
z definice maximalni polynomialni korelace. m

Nésledujici lemma je zobecnénim lemmatu [6]

Lemma 8. Pro nedegenerované nahodné veliciny X, Y, které nabjvaji nejvyse
n hodnot, plati R(X,Y) = R,_1(X,Y).

Diikaz. Podobné jako v lemmatu [0] plati, Ze pokud ndhodnd veli¢ina nabyvé nej-
vysSe n hodnot, funkce této ndhodné veli¢iny zdvisi pouze na n hodnotéch (funké-
nich hodnotéch v téchto bodech) a témito hodnotami muzeme prolozit polynom
stupné n — 1. Mame-li tedy X, Y ndhodné veli¢iny nabyvajici nejvyse n hodnot,
miizeme libovolnou funkci f(X) spliujici var f(X) € (0, co) nahradit polynomem
f(X) stupné n—1 s popsanou vlastnosti, podobné ¢g(Y) polynomem g(Y"). A opét

plati p(f(X),g(Y)) = p(f(X),g(Y)). -



Podkapitola[d. 1 uvddi ndvod, jak spocitat Ry ve specidlnim piipadé, kdy jeden
polynom je stupné 2 a druhy stupné 1.
Nyni uvedeme obecny névod, jak pocitat Ra(X,Y).

Véta 9. Necht X a'Y jsou nahodné veliciny s konecnymi cturtymi momenty. Pak

Ro(X,Y) = sup (aghy cov(X?,Y?) + aghy cov(X?Y) + arby cov(X,Y?)
+ arby cov(X,Y)),

kde supremum bereme pres koeficienty as, a1, by a by splniujict

a3 var X2 + 2aay cov(X?, X) +a?var X =1 (2.2)

bsvar Y2 + 2bybycov(Y2,Y) + bivarY = 1. (2.3)

Diikaz. 7 lemmatu [3| vime, ze se pii vypoctu Ry(X,Y) staci omezit na funkce
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. Predpokladejme, Ze polynomy maji tvar
f(z) = asx®+ayz+ap a g(y) = bay*+byy+by. Podminka Ef(X) = 0 bude splnéna,
kdyZ ag = —a;EX? —a;EX. Obdobné by = —b,EY? — ) EY zarudi, Zze Eg(Y) = 0.
Pozadavek jednotkovych rozptyli da nasledujici omezeni pro koeficienty ao, aq,
b2 a bll
Ef(X)* = E[(a2(X* = EX?) + a1 (X — EX))?|
= a3 var X? + 2a1a; cov(X?, X) +a?var X =1

Eg(Y)? = by var Y? + 2b1by cov(Y?Y) + bivarY = 1.
Dostali jsme omezeni ([2.2)) a (2.3]). Déle
p(f(X),9(Y)) =Ef(X)g(Y)
=B |(a2(X? = EX?) 4 a1(X = EX))(bo(Y? = EY?) + by (Y — EY))]
= by cov( X2 Y?) + aghy cov(X?,Y) + arby cov(X,Y?) + arby cov(X,Y).

Pottebujeme tedy najit supremum funkce
agby cov(X?,Y?) + aghy cov(X?Y) + aby cov(X, Y?) + a;by cov(X,Y)
pres koeficienty as, a1, b a by splnujici a . n
Jako priklad vyuziti véty [9] uvazujme nésledujici vétu.

Véta 10. Necht X, Y jsou nahodné veliciny, které maji sdruzené normdlni rozdeé-
leni s nulovou stredni hodnotou a variancni matici (;; f) Potom plati R2(X,Y) =

ol
Diikaz. Piipad, kdy p € {—1,1} je zfejmy, uvazujme tedy pouze p € (—1,1). Pro

p =0 jsou X aY nezdvislé podle pozndmky v kapitole [} a Ry(X,Y) = 0, nulu
tedy také uvazovat nebudeme.



K vypoctu vyuzijeme vétu @ Mdme EX = EY = 0 a EX? = EY? = 1.
Napocitejme dalsi momenty, které budeme pottebovat:

—o0 1/ 2T

nebot integrujeme lichou funkci pres celé R. Dale spocitame ¢tvrty moment X:

EX? = e /2 dy = 0,

EX4 = e /2 g

—‘””2 x—2/ ’
oo /2T V2T
5
= [ yPevd :r<>:
ﬁ/o yeeo Vroo\2 3

kde jsme zavedli substituci y = %2 Nyni vyjadifme EX?Y? :
_ 22— 2pmyty?
EX?Y? — / / o D drdy
27r V1—p?

00 2 _ (z—py)?

T e dad
/ \/271’ —o0 V/2my/1 — p? i
P
2 fe'e) 4
- [ —e*y?d+2/ Y
( p) —00\/271' Y P —00\/27'('

= (1—pH) +3p* =1+ 2p%

2

e T dy

Na druhém radku jsme si vSimli, Ze jsme v integralu podle = dostali druhy moment
rozdéleni N(py, 1 — p?), tedy 1 — p? + p*y%. Podobné v dalsim vypoctu dostaneme
prvni moment rozdéleni N(py, 1 — p?) :

(z—py)?

e 20-, dxdy

00 2 2 roo
EXY? = / Y % / v
—o0 /21 —c0 V/2my/1 — p?

o0 3
:p/—oo \/271'

7Z piedchozich vypoctl dostaneme: varY? = var X? = EX* — (EX?)? = 2,
cov(Y2Y) = cov(X?, X) = EX® — EXEX? = 0, cov(X? Y?) = EX?Y? —
EX2EY? = 2p% a cov(X2Y) = cov(X,Y?) = EXY? - EXEY? = 0.

Podle véty |§| chceme maximalizovat 2p%asbs + paib; pres koeficienty splitujic
2a3 +a? = 1 a 2b2 + b} = 1, coz odpovidd podminkam a . Staci se
omezit na piipady as > 0, by > 0, a; > 0 a pby > 0. Pak a; = /1 — 2d3

a by = sgn(p)y/1 — 203

Ulohu jsme tak prevedli na maximalizaci funkce dvou proménnych

1/2
e 2 dy =0.

Blaz, ba) = 20%asby + |ply/1 — 2a3\/1 — 203

e[

pres 0 < ay < al<bh < g Standardnim postupem najdeme maximum



(funkce je symetricka, uvedeme jen parcidlni derivace podle as):

oh 1 — 2b2
T(a27 by) = 2p°by — 2|,0|6L2\/72 =0,
42 1 — 2a2

92h , ) 1 — 203 12 1 — 262 1 — 203
da2 2(a27 p) = — |P|m_ a2|P|W - |P|W7
d%h d%h 4|plasbs
as, b as, by)
Bazdby > *) = Goyoa, 2 P2 \/1—2a2\/1—2b2

ab " (ay,by) = 0 dostaneme b2 = a2/(2a% + p?*(1 — 2a2)) a p?a? =

a2/p?. Protoze nepredpokladame, Ze p € {—1,1}, musi byt ay = by = 0. V bodé

—2|p| 2p?
20> —2|p|

Z pl"VIll rovnice a

(0,0) je matice druhych parcidlnich derivaci ( ), po symetrické upraveé

dostaneme matici (7%"" 72|p|32|p‘3 ), tedy matice je negativné definitni, nebot |p| €
(0,1), a pro ag = by = 0 se nabyvd maximum, mame h(0,0) = |p|. O

Pozndmka. Véta [10] plati pro obecné ndhodné veli¢iny se sdruzenym normalnim
rozdélenim, predpoklad o nulovosti stfedni hodnoty a tvaru varianéni matice jsou
uvedeny pro zjednoduseni vypoctu.

Véta[l0|plati i v obecnéjsi varianté, vztah lze totiz dokédzat také pro maximalni
korelaci, pokud méame nahodné veli¢iny se sdruzenym normélnim rozdélenim.
Uvedeme zde vsak jen tvrzeni bez dikazu, nebot dikaz je komplikovany, lze
jej najit napf. v publikaci Gebeleina (Gebelein, 1941) nebo v novéjsim ¢lanku
Papadatose a Xifarové (Papadatos a Xifara, [2013]).

Véta 11. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny, které maji sdruZené normdlni roz-
délent, pak R(X,Y) = |p(X,Y)].



3. Vzdalenostni korelace

Dalsi mira zavislosti, kterou v této praci diskutujeme, je vzdalenostni korelace.
Jako prvni ji ve svém ¢lanku prezentuji Székely, Rizzo a Bakirov| (2007)).

3.1 Definice vzdalenostni korelace

Definice vzdalenostni korelace je zalozena na normé ve vazeném Lo prostoru,
kterd je prevzata z publikace Székelyho a kol. (Székely a kol., [2007)).

Definice 5. Pro komplexni funkci v definovanou na R* definujeme || - ||.,-normu
ve vdZeném Lo prostoru funkci na R? jako

It 9)I2 = [, It 9)Pw(t, s) deds,
kde w(t, s) je libovolnd kladnd vihovd funkce, pro kterou tento integrdl ezistuje.

Uvedeme zde také definici charakteristické funkce, protoze ji dale budeme
vyuzivat.

Definice 6. Necht X je k-rozmérny redlny ndhodny vektor, k € N, definujeme
charakteristickou funkci ndhodného vektoru X jako fx(t) = Eel®X) pro t € R,

Nésledujici poznamky a definice [7] a [§] jsou zpracovany podle publikace Szé-
kelyho a kol. (Székely a kol., [2007)).

Pomoci || - ||,-normy pouzitim vhodné vahové funkce w definujeme miru za-
vislosti V2(X,Y;w) = ||fxy(t,s) — fx(t)fy(s)]|>. Pro tuto miru zdvislosti plati
V2(X,Y;w) = 0 pravé tehdy, kdyz X, Y jsou nezdvislé. Pokud V*(X,Y;w) vy-
délime /V2(X;w),/V2(Y;w), kde VA(X;w) = || fxx(t,s) — fx(t) fx(s)]2, dosta-
neme analogii korelacniho koeficientu, kterda nabyva pouze nezapornych hodnot
(v ptipadg, ze V*(X;w)V?(Y;w) = 0, dodefinujeme nulou).

Pozndmka. Tato mira zavislosti je definovana dokonce pro dva realné nahodné
vektory libovolné dimenze, tato prace ale obsahuje pouze ptripad pro dvé ndhodné
veli¢iny.

Vlastnosti této miry zavislosti pak zavisi na vahové funkci, kterou pouzijeme.
Jednou z moznych voleb vahové funkce je w(t,s) = —. Normu vyuzivajict
zvolené vahové funkce budeme znagcit || - ||. Pfislusnou miru zévislosti oznac¢ime
D(X,Y) a rikame ji vzdalenostni korelace.

Definice 7. Vzddlenostni kovariance nahodnyjch velicin X, Y s konecnym prunim
momentem je nezdaporné cislo V(X,Y') definované vijrazem

VAXY) = [l fxy(ts) = fx () fr ()]
_ 1/ [fxy(ts) = fx () fy(s)

2 1252

dt ds.

Ddle definujeme vzddlenostni rozptyl jako odmocninu z vijrazu
VAX) = [Ifxx(t,s) = fx(t) fx(s)]
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Definice 8. Vzddlenostni korelace nahodnych velicin X, Y s konecnym prunim
momentem je nezdpornd hodnota D(X,Y) definovand vyrazem

M 2 X 2 Y
D*(X,)Y) = V2(X)V2(Y)’ VAX)VE(Y) >0,
0, V2(X)VA(Y) =0,

3.2 Vlastnosti vzdalenostni kovariance a vzda-
lenostniho rozptylu

Nyni uvedeme dva zptisoby vyjadieni druhych mocnin vzdélenostni kovariance
a vzdalenostniho rozptylu. Druhy zptisob nam dé, Zze vzdalenostni korelace nabyva
hodnot z intervalu [0, 1].

Nésledujici véta je vysledkem zpracovani treti ¢asti ¢lanku autoria Székelyho
a Rizzové (Székely a Rizzo|, 2009), dikaz je zde proveden podrobnéji.

Véta 12. Meéjme ndhodné veliciny X a'Y s charakteristickymi funkcemi fx(t) =
Eel'™X o fy(s) = Ee'*Y. Necht (X, V)T, (X",YT a (X", YT jsou nezdvislé

stejne rozdelené nahodné vektory. Pak plati
VIAX,Y)=E|X - X'||Y = Y'|+E|X - X'|E|Y - Y| - 2E|X — X'||Y — Y|

a
V2(X) = E|X — X')? + (E|X — X'])* — 2E|X — X'|| X — X"|.

Diikaz. Necht (X, V)T, (X", Y")T a (X", Y")T jsou ze znéni véty, miZzeme psat
[Fx@)F = fxO)Fx () = fx()fx(—t) = BN Ee i = B '™ = (1)
=Ecost(X — X'),
podobné | fy(s)|*> = Ecoss(Y —Y’) a
|fxy(t8)? = fx_xry_y/(t,s) = Ecos(H(X — X') + s(Y —Y"))
=Ecost(X — X')coss(Y —=Y') —Esint(X — X')sins(Y —Y’).

Dale
fxoxryyn(t,s) = BT R N B = fr (8 5) fx (8) fy (s)
a realna cast je
Re fx_xry_yn(t,s) =Ecos(t(X — X') + s(Y = Y"))
=Ecost(X — X')coss(Y —Y") —Esint(X — X')sins(Y —Y").

Pro komplexn{ ¢fsla a, b mdme |a — b> = |a|> + |b|?> — 2Reab, ddle vime, Ze
cosucosv =1— (1 —cosu) — (1 —cosv) + (1 — cosu)(1l — cosv), tedy muzeme
psat

|fxy(t,s) — fx@) fy(s)]? =Ecost(X — X")coss(Y —Y)
—Esint(X — X)sins(Y = Y') + Ecost(X — X )Ecoss(Y —Y’)
—2Ecost(X — X')coss(Y = Y") + 2Esint(X — X')sins(Y —Y")
=E[(1-cost(X — X")(1 —coss(Y —Y"))]
+E[1—cost(X — X)]E[1—coss(Y —Y')]
—2E[(1 —cost(X — X"))(1 —coss(Y —Y"))]
—Esint(X — X")sins(Y = Y') 4+ 2Esint(X — X')sins(Y —Y").
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Vyuzijeme-li toho, ze

1 r1- t
7/ coS xdt: 2],
R

T t2
dostaneme
1 1-— — X)) - -
L E[(1—cost(X — X"))(1 —coss(Y —=Y"))] dtds = E|X — X'||[Y — Y|
w2 Jr2 t2s?
a

1 Ellzcost(X = XNE[ = coss(V = V] 40— mix — XE[Y — V|

w2 JR2 252

Protoze integral ¢lentt obsahujicich funkce sinus je nulovy, mame dohromady
VA(X,Y)=E|X - X'||Y - Y'|+E|X - X'|E|Y - Y| - 2E|X — X'||Y —Y"].
Podobné plati
V2(X) = E|X — X')? + (E|X — X'])* — 2E|X — X'|| X — X"|.
O

Znéni dalsi véty je prevzato z publikace Lyonse (Lyons, [2013), dukaz je vlastni.

Véta 13. Mame-li (X,Y)T, (X', YT nezdvislé stejné rozdélené ndhodné vektory,
pak lze V2(X,Y) vyjadrit jako

VA(X,Y) =Eg(X, X")g(Y,Y"),
kde
gX, X)) =X - X'|-E[X - X'|| X]-E[X - X'[| X]+ E[X — X"].
Podobné plati V*(X) = Eg(X, X')? a V3(Y) = Eg(Y,Y")2.
Diikaz. Necht (X, Y)T, (X, Y")T a (X", Y")T jsou nezéavislé stejné rozdélené na-
hodné vektory. Rozepisme vyraz Eg(X, X")g(Y,Y"):
Eg(X, X)g(V.¥") = E|X - XY — V| ~E[X - X[V - V|| Y]
—E[|X - X'[E[]]Y —Y'||Y]] + E|X — X'|E]Y — Y|
—E[Y = YE[X - X X]+E[E[X - X'[| XTE[]Y - Y[ Y]
+EE[X - X[ XTE[Y - Y[Y]] - E|X — X'|E[Y — Y|
—E[Y —Y(E[X - X X]+E[E[X - X'[|X]E[]Y — Y| Y]
+EE[X - X X]E[Y = Y'|| Y]] - E[X — X"[E]Y — Y|
+EX - X'|(ElY —=Y'| -E|Y =Y'|-E|lY —=Y'| +E|Y = Y|)
=E|X - X'||]Y = Y'|+E|X - X'|E]Y = Y'| - 2E[|Y —Y'|E[|X — X'|| X]]
—2E[|X - XE[Y =YY+ 2E[E[|X - X'|[X]E[[Y = Y'|[Y]],

kde jsme si v§imli, ze E [|X — X'|| X] je funkce X, E[|Y —Y’|| Y] je funkce Y7,
tedy tyto dvé podminéné stfedni hodnoty jsou nezavislé nahodné velic¢iny, proto

EE[X - X[ X]E[Y =YY = E[X - X"[E]Y — Y7,
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podobné
EE[X - X' XTE[Y - Y'[Y]] = E[X — X|E[Y — Y.
Dale z toho, ze (X,Y)T a (X', Y")T jsou stejné rozdélené, plyne

E[lY =YVIE[X - X' | X =E[Y - Y'[E[IX — X[ X]],
E[IX - X(E[Y =Y[]Y] =E[|X - X'[E[Y = Y'[|Y]]

ERE[X - X XTE[Y - Y|V =EE[X - X[ X]E[]Y - Y'||Y].
Nyni ozna¢me my(z) = Elxz — X'| a ma(y) = E|y — Y'|. Pak

E[X - XE[)Y = Y| |Y]] = E[ma(Y)|X — X

=E [E [ma(YV)|X = X' (X,Y)"]] = E[ma(Y)E[ X — X'] | X]]

= Eml(X)mg(Y),

podobné
E[Y —Y'|E[|X — X'|| X]] = Emy(X)ma(Y)

a dale taky
EIX - X']Y = Y| =E[E[|X — X||Y = Y"||(X,Y)"]] = Eny (X)ma(Y).
7 toho plyne
Eg(X, X)g(Y,Y") = E|X - X'||Y =Y'|+E|X —X'|E|Y Y| —2E|X - X'||Y = Y"|.

Dospéli jsme k vyjadfeni druhé mocniny vzdélenostni kovariance z véty [12] tedy

tvrzeni o vzdalenostni kovarianci je dokazano. Tvrzeni o vzdéalenostnim rozptylu
se dokaze obdobné. O

3.3 Vlastnosti vzdalenostni korelace

Nésledujici lemma je pfimym disledkem véty [13] mizeme ho najit i s dikazem
v publikaci Lyonse (Lyons, 2013]).

Lemma 14. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny, pak D*(X,Y) € [0,1].

Dukaz. Tvrzeni plyne z vyjadreni z véty [13| a Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti:

VA(X,Y) = Eg(X, X )g(V,Y") < \JEg(X, X')2\/Eg(Y, V") = /V2(X)V2(Y).
0

Pristi vétu a jeji dikaz autorka zpracovala na zakladé ¢lanku Székelyho a kol.
(Székely a kol., 2007).

Véta 15. Pokud X, Y maji sdruzené normdlni rozdéleni s nulovou stredni hod-
. v -, 1 P
notou a variancni matici (p 1), pak D(X,Y) < |p|.
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Diikaz. Necht X, Y jsou jako ve znéni véty. Charakteristickd funkce ndhodného
vektoru (X, Y)7T je fxy(t,s) = e"®+5/2=05 5 nghodné veliciny X je fx(t) =
et/ 2 analogicky pro Y. Zavedeme funkci

/ / —(t2+5 )/2— pts_e_t2/2 2/2>2 dt ds
2 2

Je to druha mocnina vzdalenostni kovariance vynasobend m2. Tento vyraz upra-

vime:
_ —(t2+s%)—2pts — t2+52 —pts _ t2+82 dt dS
F(p)_/RQ<e(+)p_Qe( )=pts | o= ))72?2
- —(t*+5?) (a=2pts _o n—pts % %
= Jo T 2 ) 5 5

Nyni exponencidly uvniti zavorky rozvineme do rad:

opts o pts & (=20ts)" & (—pts)” = (—pts)"
e20ts _9 o pt _1_1227'_22 : +1:Z : (2F —2),
= K i k! = K

nebot nulty ¢len sumy je —1 a prvni je 0. Pokracujme v tpravé F'(p):

(s o= (—pts)* dt ds
Fip) = [ e s R ok ©

= 12 82
pts)k dt ds

S [ o) (2P o

Z/R?e k! @ -2z 2 2
(24s pts n dt ds

=3 [t ey g

(2n)! 2 s2

00 22n -9 9. o
_ 2 2(n—1) —(t245?) 2(n—1)
=p <§ )l p /R? e (ts) dt ds) .

n=1

Zustanou pouze sudé cleny, protoze pro k liché dostaneme integral liché funkce
pres celé R, tedy nulu. Mdme F(p) = p>G(p), kde G(p) je suma, jejiz vSechny
cleny jsou nezaporné a méritelné funkce, z ¢ehoz plyne korektnost prohozeni sumy
a integralu. Dale G(p) je neklesajici v p, tedy G(p) < G(1). Proto

D¥X,Y) = F(p) _ 2 G(p) < 2

Neboli D(X,Y) < |p|. O

Pokud X, Y maji sdruzené normalni rozdéleni jako ve vété|15] 1ze vzdalenostni
korelaci X a Y analyticky vyjadrit jako funkci p. Vzorec lze najit v [Székely a kol.
(2007)).

Nésledujici lemma je vlastni praci autorky.

Lemma 16. Pokud X a Y jsou ndhodné veliciny, které nabyvaji dvou hodnot
wo, pak D(X.Y) = |o(X, V).

Dikaz. Méjme dvé ndhodné veliciny X, Y, jejichz sdruzené rozdéleni je defino-
vané nasledujici tabulkou pravdépodobnosti:
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Y\X | Ty

(7 a b a+b

Y2 c l1—(a+b+c)|1—(a+b)
a+c 1—(a+c) 1

Tabulka 3.1: Tabulka pravdépodobnosti.

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze x1 < x5 a y; < ys. Spocitejme kovari-
anci a rozptyl X (rozptyl Y vyjde stejné, jen misto ¢ bude b a misto x1, x5 bude
Y1, ¥y2) a poté korelaéni koeficient:
cov(X,Y) =z1y1(a — (a+¢)(a+ b)) + 21y2(c — (a + ¢)(1 —a — b))
+xy1(b—(a+b)(1—a—c))+xyp(l—a—b—c—(1—a—->b)(1—a—c))
= (a—(a+b)(a+c))(w1—22)(y1 — 1),
var X = 23(a + ¢ — (a + ¢)?) — 2z129(a + ¢)(1 —a — ¢)
+ri(l—a—c—(1—a—0c)) = (a+c—(a+c))(z; —x9)%
a—(a+b)(a+c)
J@+0) = (a+0)%/(a+c) - (a+c)?
Vyjadieme |fxy (. s) — fx(t) fy(s)|*:
EitXHisY — g eloithivs ypivathivs | ogioithives | (1 g p o) loattives
Ee'™ = (a+c)el™ +(1 —a — c) el ™2
Ee'*Y = (a+b) el +(1 —a — b) el ¥2*
’EeitX—&-isY _ReltX [ el z2_ (@ — (a + b)(a + ¢)) emtHins
(b= (@t (L= a— )T o~ (at¢)(1— o — b)) et
+(l—a—b—c—(1—a—b)(1—a—c))er2tives?

— (a . (a 4 b)(a—l—c))2| eixlt _eiarzt |2| eiyls _eiygs |2'

p(X,Y) =

Y

Podobné vypocitame, ze

’EeitX-HsX _EeitX]EeisX 2 — (a - ((Z + 0)2)2‘ elz1t _ glaat ’2‘ el1s _ plw2s |2’

‘EeitY-l—isY _ReltY | oisY 2 _ (a+b— (a+b))?|eltat _givat 2] givrs _ givas |2,

Ted uz muzeme vyjadiit druhé mocniny vzdalenostni kovariance a rozptylu (vzda-
lenostni rozptyl opét staci pro X, pro Y analogicky):

= 732(@ ~(a+h)a+? [ Wdt r |eie ;261?125 o
V2(X) = 12/ (a+c— (a+c)?)?| ot — eimat |2| gizis _ gizas |2 s
™ R2 . t2§2 )
R (R
Nyni u7 je ziejmé, ze D*(X,Y) = p*(X,Y), tedy D(X,Y) = |p(X,Y)]. O
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4. Piiklady

4.1 Vypocet korelace polynomt stupni 1 a 2

Necht X nabyva pouze dvou hodnot s.j., ozna¢me je x; a xs, pak libovolna
borelovsky méritelnd funkce f(X) zavisi pouze na bodech f(x1) a f(z3). Témito
body prolozime linearni funkci azx + b, a,b € R, musi tedy platit f(z1) = axy + b
a f(xy) = axy+b. Z tohoto je zrejmé, ze f(X) se da nahradit piislusnou linedrni
funkci aX 4+ b. Jeji tvar je dan vzorcem . Podobné pokud Y nabyva pouze
tii hodnot s.j., pak také g(Y') nabyva tii hodnot s.j., tyto body lze prolozit kva-
dratickou funkcf a g(Y) nahradit ¢Y? + dY + e pro n&jaké c,d, e € R.

Plat{ tedy p(f(X),9(Y)) = p(aX + b,cY? + dY + €). Nyni odvodime vzorec
pro vypocet tohoto korelacniho koeficientu:

cov(aX +b,cY? +dY +e) = accov(X,Y?) + adcov(X,Y)

= ac(EXY? — EXEY?) + ad(EXY — EXEY),

var(aX +b) = a®var X,

var(cY? +dY +e) = 2varY? + 2cdcov(Y?,Y) + d* var Y

= A(EY* — (EY?)?) + 2cd(EY? — EY?EY) + d*(EY? — (EY)?).

Dohromady

plaX +b,cY? +dY +e)
B ac(EXY? — EXEY?) + ad(EXY — EXEY)
Va2 var X (2var Y2 + 2cd(EY3 — EY2EY) + d2varY)

Tento vyraz nezavisi na b ani na e. Pro vypocet maximalni korelace X, Y bude sta-
¢it omezit se na piipad, kdy a # 0, nebot pro a = 0 je p(aX +b,cY?+dY +e) = 0.
Z vyrazu lze déle vytknout o= sgn(a), na tom maximalni korelace nezavisi, ne-
bot pokud sgn(a) = —1, volbou f = —f dostévame f(X) = aX + b, kde @ = —a
a b= —b, tedy sgn(a) = 1. Vzorec jsme tak jesté o néco zjednodusili. Z predcho-
ziho je ziejmé, ze R(X,Y) = sup p(aX +b,cY?+dY +e), kde supremum bereme
pres vSechna c,d € R. Stac¢i se omezit na ¢ # 0, nebot pro ¢ = 0 dostavame
p(aX +b,dY +e) = sgn(ad)p(X,Y) podle lemmatu [l

4.2 Diskrétni priklad na maximalni korelaci
Z lemmatu {4 vime, ze plati 0 < |[p(X,Y)| < R(X,Y) < 1. V prvni kapitole

jsme uvedli priklad, kdy v prvni a posledni nerovnosti nastava rovnost. Nyni
uvedeme priklad, kdy jsou vSechny nerovnosti ostré.
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Definujme sdruzené rozdéleni X a Y nasledujici tabulkou pravdépodobnosti:

Y\X |0 1
1 1 |1
0 15 3|2
1 1 |1
1L 15 513
1 |1
2 |5 0|35
1 1
3 3|1

Tabulka 4.1: Tabulka pravdépodobnosti.

Napocitejme nyni vSechny momenty, které budeme k vypoctu potrebovat:
EX =3, EX? = %, EY = %,EYQ =1,EY3 = g,IEY4 =3, EXY = %,IEJXY2 = é.

Mizeme spocitat korelacni koeficient X a Y:

1
6 _ 1

1 /5 '

N

K vypoctu maximalni korelace pouzijeme vzorec, ktery jsme odvodili v podkapi-
tole [4.1] budeme uvazovat b,d,e € R a a,c # 0:

p(X,Y) =

p(aX +b,cY? +dY +e) —sc—3d —2c—d

sgn(a) T Lot i@ VISE+ Iscd+ b

Posledni rovnost vynasobime jmenovatelem na levé strané a umocnime na druhou:

4¢® + ded + d? = 2*(18¢% + 18cd + 5d?),
0= c*(182% — 4) + cd(182* — 4) + d*(52* — 1).

2

Nyni vydélime ¢, uvazujeme totiz ¢ # 0. Obdrzime

0= (182> —4) + Ccl(18x2 —4) + <f>2 (5% —1).

d

P

Spocitejme diskriminant kvadratické rovnice pro neznamou
D = 324z* — 1442” + 16 — 4(902* — 382% + 4) = —362" + 8z°.

v 1 1.4 ¥ 2 2 2
Polozme D = 0, ziskame kofeny O,%,—%. Tedy D > 0 pro |z|] < %, pro
|z| > ? je D < 0 a neexistuje redlné feSeni rovnice. Chceme ziskat maximalni

|z| <1, takové, Ze rovnice m4 Teseni, neboli D > 0. Takovym Tesenim je |z| = %
Vidime, Ze hledané maximum p(aX + b, cY? +dY +e¢) pies b,d,e € R, a,c # 0 je
sgn(a)r = % Vypocitali jsme, Ze pro vySe definované X a Y plati R(X,Y) = %

Tedy je splnéno 0 < [p(X,Y)| < R(X,Y) < 1.
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4.3 Diskrétni priklad na vzdalenostni korelaci

Nyni ukéZeme, Ze neplati D(X,Y) < |p(X,Y)| nebo naopak D(X,Y) >
|p(X,Y)|, nebot mohou nastat obé situace. Méjme sdruzené rozdéleni X, Y de-
finované nasledujici tabulkou:

Y\X |0 1
2 1 | 3
0 15 515
1 1
L 1% 0|5
1 1 | 3
2 15 010
7 3
6 0| L

Tabulka 4.2: Tabulka pravdépodobnosti.

Vy¢islime korelacni koeficient

2 3 7 1
2 3.7 L 1
XYV) = 10 10 10 _ 100 -
pX,Y) \/3 o /i L /9181 9v/21

10~ 100V 10~ 100

Spod¢itame vzdalenostni korelaci, k jejimu vypoctu vyuzijeme vétu [I2] Méjme
(X, YT a (X", Y")T nezdvislé kopie nahodného vektoru (X, Y)T. Pocitejme

EX -X|=P(X=0,X'=1D4+PX=1,X=0)=2P(X =0)P(X =1)
_2<7 3) _ 21
- “\10 10/ 50
Ziejmé E|X — X'|> = E|X — X'|. Déle

EY —Y|=P(Y =0Y' =1)+2P(Y =0,Y' =2) + (Y = 1,Y' = 0)
FPY =1,Y =2)+2P(Y =2,V =0) +P(Y =2,V = 1)
—9P(Y = 0)B(Y = 1) + 4P(Y = 0)P(Y = 2) + 2P(Y = 1)P(Y = 2)
3 1 3 3 1 3 9
(2. ) a2 D) po(= 2= 2.
(5 10) * (5 10) * (10 10) 10
Podobné dostaneme, ze E|Y —Y’|? = & Nyn{ uréime E|X — X'||Y —Y”|. Existuje
36 kombinaci, jakych hodnot mtiZou nabyvat vektory (X, Y)T a (X', Y")T| jen 12
z nich vsak vede na nenulovou hodnotu |X — X'||Y — Y’|, snadno spocitame,
7e E|X — X'||Y —Y'| = 12 a podobné pak E|X — X'||[Y —Y"| = B2 Pro

50 500
hodnoty X, X’ a X” existuje 8 kombinaci, z nichz 2 dévaji nenulovou hodnotu

2 2
| X = X'|| X~ X"|. Z toho vidime, 7e E|X —X'[|[ X —=X"| = L (&) +(&) & = 2.
Podobné pro hodnoty Y, Y a Y existuje 27 kombinaci, pro 12 z nich je hodnota
Y —Y'||Y — Y| nenulovd. Dopocitdme, ze E|Y — Y'||Y — Y"| = L.
Ted mtzeme vyjadrit druhou mocninu vzdalenostni kovariance:

VAX,Y)=E|X — X'||Y = Y'|+E|X — X'[E|Y — Y| - 2E| X — X'||Y — Y|
19 21 9 189 1
_+._2(>_,
50 ' 50 10 500/~ 500
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Déle vy¢islime druhé mocniny vzdalenostnich rozptyli:

VA(X) =E|X — X' + (E|X — X'|)* — 2E|X — X"||X — X"
21 /212 21 441
2 () -2 () -
50 \50 100/ — 2500
81 /92 441N\ 333
-5 () -
V) =5+ 500/ 500

Dohromady

VAXY) 5w V5
\/v2 V2(Y) \/2454010,/333 T 21333

Ziskali jsme 0 < |p(X,Y)| < D(X, Y) < 1. Pokud bychom vypocitali maxi-
malni korelaci, dostaneme R(X,Y) = \ﬁ, dohromady tedy je 0 < [p(X,Y)| <
D(X,Y) < R(X,Y) < 1.

Vypocitame-li stejnym zptusobem druhou mocninu vzdalenostni korelace v pri-
kladu [4.2] zjistime, 7e D*(X,Y) = = a plati tedy 0 < D(X,Y) < [p(X,Y)| <
R(X,Y) < L

D*(X,Y) =

4.4 Spojity priklad na vzdalenostni korelaci

Uvedeme nyni priklad, ktery je zobecnénim prikladu v kapitole [1, kde jsme
ukazali, ze pro zavislé veliciny mize byt korelac¢ni koeficient nulovy. Uvazujme
nahodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na (—1,1). Polozme Y,, = X"
pro n € N.

Ihned vidime, Ze z poznamky v podkapitole plyne vztah R,(X,Y,) =
R(X,Y,) =1.

Ziejmé plati

— 1/1 g — {0 pro k liché,
—1

2 l%i—l pro k sudé.
Proto
p(X,Y,) = 3752;2“) pro n liché,
’ 0 pro n sudé.

Tedy pro n = 2 je korelacni koeficient nula, coz odpovida piikladu v kapitole [I]
K vypoctu vzdalenostni korelace pomoci vyjadieni z véty (12| se hodi spocitat

2V TR Y L Y
E| X" — (X)) = 4\u v dvdu = 5 |u® — v*| dv du.
~1J-1 0 J-1

Pro k liché vyjde

E|X* — (X)) /(/ ub — P dv+/ v —u)dv)d

_ /1(k’“+1+1)d _ 2
T k+1 “ k+2
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Zatimco pro k sudé

11
IE|X’“—(X’)]“\:/ / lu¥ — o*| dv du
0 Jo

2% e .1 B 2%k
_/0 <k+1u T du_(k+1)(k-+2)'

Dale pottebujeme
11
E|X*F — (X")F)? = / / z(uk — ") dv du
1

1 /1 1/t 21
= — u%du—(/ ukdu> +f/ v?* do
2./ 2 -1 2.J-1

2 2
- - 1{k sudé}.
W1 (e liksudd

Podobné se d4 dopocitat E|X — X'|| X* — (X')*|, E| X — X'|| X* — (X")*| a E| X" —
(X")E||XF — (X")¥]. Uvedeme pouze vysledky:

pro k liché,

2
E|X — X/||X* — (X')F| = { #+2
| I (X { 2k pro k sudé,

) (R 78)
5k+16
E[X — X'||X* — (X")*] = {3(k+k2()ffllc€2tfi)’>0k+46)
301) (K 2)(k+3) ()

pro k liché,

pro k sudé,

k+6
BJX (X)Xt — () = {<’“”’é5’§22%)+nk+g>
(k+1)2(k+2)(2k+1)(2k+3)

pro k liché,

pro k sudé.

Mizeme vy¢islit druhou mocninu vzdalenostniho rozptylu X jako

2 4 7 8
2
X)=-4-—-2. — = —.
Vi) 3 * 9 15 45
Déle vyjadifeme druhou mocninu vzdélenostni kovariance X a Y,, a rozptylu Y,
nejprve pro n liché

2 2 2 5n + 16 8
(XY, )= —— - 2. =
VX Tn) n+2+3 n+2 3n+2)(n+4) 3(n+2)(n+4)’
2 2 \? n+6
2(Y,) = ( ) 9.
v (¥a) 2n+1+ n+ 2 (n+2)(2n + 3)

B 4(n* + 2n + 3)
C (n+2)22n+1D)(2n+3)
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Pro n sudé

2n 2 2n
M+ 0n+3) "3 mtrDmn+2)
_ n(5n? + 30n + 46)
3n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4dn
3n+2)(n+3)(n+4)

VA(X,Y,) =

) B 9 2 2n ?
V(KJ_2n+1_(n+U2+<W+1X”+%>
n*(2n? + 11n + 8)
) (n+1)2(n+2)(2n +1)(2n + 3)
4n?
(n+1)(n+2)2(2n +3)’

Nyni{ nenf problém vyjadiit D*(X,Y), pro n liché dostaneme

V10 [(2n+1)(2n + 3).

D*(X,Y,) =
n+4 n24+2n+3
Pro n sudé
V10
D*(X.,Y,) = 1)(2n + 3).
(X ¥) 2(n+3)(n+4)\/(n+ )2 +3)

Vypocitame-li Ry(X,Y,) pomoci véty |§], dostaneme tlohu na maximalizaci
podobné jako ve vété [10] Po vyfeSeni ziskdme pro n liché Ry(X,Y,) = p(X,Y,,)
a pro n sudé
\/7\/ 4n? 4+ 3n+ 13

Ro(X,Y,) =
(n+3)(2n+3)

Na zavér vykreslime hodnoty D(X,Y,) a porovndame je s hodnotami p(X,Y},)
a Ry(X,Y,). Povsimnéme si rozdilnosti chovani koeficienti pro n sudé a liché.
Pro liché n hodnoty koeficienti témér splyvaji, Ro(X,Y,) vychazi stejné jako
p(X,Y,), D(X,Y,) je rovno p(X,Y,) pro n = 1, pro vyssi lichd n je o néco vétsi
nez p(X,Y,). V pripadé sudych n je p(X,Y,) = 0, D(X,Y,) je mezi hodnotami
p(X,Y,) pro n liché a nulou a Ry(X,Y,,) je vétsi nez hodnoty p(X,Y,,) pro n liché.
Zajimavé také je, ze koeficienty s rostoucim n klesaji.
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Obréazek 4.1: Graf porovnani D(X, X™) (¢erné), p(X, X™) (¢ervené) a Ry(X, X"™)
(modre), kde X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1, 1), pro liché n modra
a Cervena cara splyvaji.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali mirami zavislosti mezi dvéma nadhodnymi veli-
¢inami. Nejprve jsme zadefinovali pojem nezavislosti nahodnych velic¢in a uvedli
jsme definici zakladni miry zavislosti, Pearsonova korelac¢niho koeficientu, s nimz
dalsi zavedené srovnavame. Uvedli jsme typicky priklad, ktery dokazuje neplat-
nost implikace, ze nulovost korelacniho koeficientu dava nezavislost nahodnych
veli¢in, v obecném pripadé.

Déle jsme zavedli maximalni korelaci a po shrnuti vlastnosti, které trivialné
plynou z definice, jsme ukazali, Ze maximalni korelace je rovna nule pravé tehdy,
kdyz nahodné veli¢iny jsou nezavislé. Navazali jsme lemmatem, které ukazuje, ze
se pri jejim vypoctu staci omezit na funkce s nulovou stredni hodnotou a roz-
ptylem jedna. Jako dalsi je dokédzano, ze maximalni korelace je vétsi nebo rovna
absolutni hodnoté z korela¢niho koeficientu a rovnost plati napriklad, pokud na-
hodné veli¢iny nabyvaji pouze dvou hodnot.

Nasledné jsme uvedli definici maximalni polynomialni korelace a navod jak ji
spocitat pro stupen 2, ktery jsme vyuzili pro vypocet toho, ze v pripadé sdruze-
ného normalniho rozdéleni vyjde absolutni hodnota z korela¢niho koeficientu.

Po zavedeni pojmi normy ve vazeném Lo prostoru a charakteristické funkce
jsme definovali vzdéalenostni kovarianci, rozptyl a korelaci. Pro potieby vypoctu
a odhadu vzdalenostni korelace shora jsme ukézali dva mozné zptisoby vyjadreni
a diky tomu pak dokazali, Zze vzdalenostni korelace nabyva hodnot mezi nulou
a jednickou. Na zakladé vyjadreni z definice jsme ukazali, ze v pripadé sdruzeného
normalniho rozdéleni je vzdalenostni korelace mensi nebo rovna absolutni hodnoté
z korela¢niho koeficientu a pokud ndhodné veli¢iny nabyvaji dvou hodnot, pak
plati rovnost.

Na zavér jsme uvedli nékolik prikladf, nejdiive na diskrétni rozdéleni, kde
jsme ukazali, Zze pokud jedna nahodna veli¢ina nabyva dvou hodnot a druha tii,
muze platit, ze maximalni korelace je ostie vétsi nez absolutni hodnota z kore-
la¢niho koeficientu a obé miry jsou ostfe mezi nulou a jednickou. Déle, ze pro
vzdalenostni korelaci neplati nerovnost s absolutni hodnotou z korela¢niho koefi-
cientu ani na jednu stranu. Jako posledni uvadime priklad na spojité rozdéleni,
je to zobecnéni prikladu, ktery je uveden uz v prvni kapitole, kde ukazujeme, ze
pro zavislé nahodné veli¢iny miize korelacni koeficient vyjit nula. Napocitali jsme
na ném vzdalenostni korelaci a porovnali v obrazku s Pearsonovym korela¢nim
koeficientem a s maximalni polynomialni korelaci stupné 2.
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