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Úvod
Téma závislosti se objevuje v běžném životě, ať už jsou to meteorologické

jevy, medicína, politika a samozřejmě také ekonomika. V minulosti bylo toto
téma opomíjeno. Až v druhé polovině dvacátého století se mu vědci začali více
věnovat. Do té doby jako jediná míra závislosti sloužil korelační koeficient, který
však mnohdy vedl k chybným statistickým závěrům. Také proto se začaly hledat
jiné způsoby, jak měřit sílu závislosti, které našly své uplatnění i ve statistice.

Základní mírou závislosti zůstává Pearsonův korelační koeficient. Jeho hlavní
nedostatek je, že může být roven nule pro dvě závislé náhodné veličiny. Existují
další míry závislosti, které se rovnají nule právě tehdy, když jsou veličiny nezávislé.
Na dvě takové míry se v práci zaměřujeme a porovnáváme je s Pearsonovým
korelačním koeficientem.

První z nich se nazývá maximální korelace. Na rozdíl od Pearsonova korelač-
ního koeficientu je definována pro libovolné dvě nedegenerované náhodné veličiny.
Existuje však jen málo případů, kdy ji lze přímo spočítat. Zavedeme proto po-
jem maximální polynomiální korelace, která se spočítá snadněji, a při zvyšování
stupně polynomů se blížíme maximální korelaci. Dále se podíváme na případ, kdy
náhodné veličiny mají sdružené normální rozdělení.

Druhá míra závislosti, kterou se v práci zabýváme, je vzdálenostní korelace.
Její druhou mocninu definujeme pro dvě reálné náhodné veličiny s konečným
prvním momentem analogicky jako Pearsonův korelační koeficient. Dokážeme ně-
které její vlastnosti včetně případu se sdruženým normálním rozdělením a také
diskrétního rozdělení, kdy obě náhodné veličiny nabývají pouze dvou hodnot.

V první kapitole uvedeme čtenáře do problematiky měření závislosti a za-
definujeme Pearsonův korelační koeficient. V druhé kapitole už se zaměříme na
pojem maximální korelace, její vlastnosti a možnosti výpočtu. Třetí kapitola nám
přiblíží korelaci vzdálenostní, nejprve zavedeme pojmy jako norma ve váženém
L2 prostoru a charakteristická funkce, které nás dovedou k definici dané míry
závislosti. Budeme se zabývat alternativními způsoby vyjádření, jenž se dají vy-
užít k jejímu výpočtu. V závěrečné kapitole pak uvedeme několik příkladů, kde
ilustrujeme techniky počítání zavedených měr závislosti.
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1. Korelační koeficient
Na začátek uvedeme definici nezávislosti, neboť s ní nadále budeme pracovat.

Definice 1. Nechť X, Y jsou reálné náhodné veličiny. Řekneme, že jsou nezávislé,
jestliže pro všechna A, B ∈ B platí

P([X ∈ A] ∩ [Y ∈ B]) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

Vyslovíme lemma, které dále využijeme. Můžeme ho najít i s důkazem v An-
dělově knize (Anděl, 2005, Věta 2.4).

Lemma 1. Nechť (X, Y )T je reálný náhodný vektor. Náhodné veličiny X, Y
jsou nezávislé právě tehdy, když FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) pro všechna x, y ∈ R,
kde FX,Y je sdružená distribuční funkce náhodného vektoru (X, Y )T a FX , FY

marginální distribuční funkce X a Y .

Jako první míru závislosti zmíníme tu nejčastěji používanou, a to Pearsonův
korelační koeficient.

Definice 2. Nechť X a Y jsou reálné náhodné veličiny takové, že var X ∈ (0, ∞),
var Y ∈ (0, ∞). Pak definujeme Pearsonův korelační koeficient X a Y jako

ρ(X, Y ) = EXY − EXEY√
var X

√
var Y

.

Vlastnosti této míry závislosti budeme dále také využívat, zde jsou ty nej-
důležitější: korelační koeficient nabývá hodnot z intervalu [−1, 1] a pokud jsou
náhodné veličiny X a Y nezávislé, pak ρ(X, Y ) = 0.
Příklad. Ukážeme, že ze vztahu ρ(X, Y ) = 0 neplyne nezávislost X a Y . Mějme
náhodnou veličinu X, která má rovnoměrné rozdělení na intervalu (−1, 1), a po-
ložme Y = X2. Veličiny jsou zřejmě závislé, ale

ρ(X, Y ) = EX3 − EXEX2
√

var X
√

var X2
=

0 − 0 · 1
3√︂

1
3

√︂
4
45

= 0.

Poznámka. V případě, že náhodné veličiny mají sdružené normální rozdělení,
plyne z nulovosti korelačního koeficientu jejich nezávislost.
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2. Maximální korelace
Druhá míra závislosti, kterou se budeme v práci zabývat, se nazývá maximální

korelace, poprvé ji ve svých článcích zavádějí Hirschfeld (1935), Gebelein (1941)
a Rényi (1959). Její definice je převzata z publikace autorů Papadatose a Xifarové
(Papadatos a Xifara, 2013).

Definice 3. Nechť X a Y jsou náhodné veličiny. Pak definujeme maximální ko-
relaci X a Y jako

R(X, Y ) = sup ρ(f(X), g(Y )),
kde supremum bereme přes všechny borelovsky měřitelné funkce f , g : R → R
takové, že 0 < var f(X) < ∞, 0 < var g(Y ) < ∞.

2.1 Vlastnosti maximální korelace
Následující poznámky a lemma 2 byly sepsány na základě článku Rényiho

(Rényi, 1959), důkaz lemmatu je v této publikaci pouze naznačen, zde je proveden
podrobně.
Poznámka. Maximální korelace je definována pro libovolné X, Y nedegenerované
a nabývá hodnot z intervalu [0, 1].
Poznámka. Z definice 3 triviálně plyne, že je-li f(X) = g(Y ) pro nějaké f , g
borelovsky měřitelné funkce, pak R(X, Y ) = 1.

V příkladu z kapitoly 1 máme ρ(X, Y ) = 0 a R(X, Y ) = 1.
Poznámka. Z definice maximální korelace také dostáváme, že jsou-li f , g bijekce,
pak R(f(X), g(Y )) = R(X, Y ).

Lemma 2. Nechť X a Y jsou náhodné veličiny. Potom R(X, Y ) = 0 právě tehdy,
když X a Y jsou nezávislé.

Důkaz. Nejprve ukážeme, že platí implikace zprava doleva. Jsou-li X, Y nezávislé,
pak pro libovolné dvě borelovsky měřitelné funkce f , g jsou také f(X) a g(Y )
nezávislé, a tedy ρ(f(X), g(Y )) = 0, pokud je výraz definován.

Nyní ověříme platnost druhé implikace. Zvolme pro libovolné a, b reálné

f(x) =

⎧⎨⎩1, x ≤ a

0, x > a
, g(y) =

⎧⎨⎩1, y ≤ b

0, y > b
.

Pak dostáváme
f(X) = 1{X ≤ a}, g(Y ) = 1{Y ≤ b},

z čehož plyne

Ef(X)g(Y ) − Ef(X)Eg(Y ) = P(X ≤ a, Y ≤ b) − P(X ≤ a)P(Y ≤ b) = 0.

Tedy P(X ≤ a, Y ≤ b) = P(X ≤ a)P(Y ≤ b) pro libovolné a, b ∈ R, a z lemmatu 1
plyne nezávislost X a Y .

Následující v této sekci je výsledkem práce autorky.
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Lemma 3. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny, f , g borelovsky měřitelné funkce
takové, že var f(X) ∈ (0, ∞), var g(Y ) ∈ (0, ∞). Položme

˜︁f(X) = f(X) − Ef(X)√︂
var f(X)

, ˜︁g(Y ) = g(Y ) − Eg(Y )√︂
var g(Y )

.

Pak ρ(f(X), g(Y )) = ρ( ˜︁f(X), ˜︁g(Y )).

Důkaz. Platí

ρ
(︂ ˜︁f(X), ˜︁g(Y )

)︂
= E ˜︁f(X)˜︁g(Y )

= E

⎡⎣f(X)g(Y ) − f(X)Eg(Y ) − g(Y )Ef(X) + Ef(X)Eg(Y )√︂
var f(X)

√︂
var g(Y )

⎤⎦
= Ef(X)g(Y ) − Ef(X)Eg(Y )√︂

var f(X)
√︂

var g(Y )
= ρ(f(X), g(Y )).

Poznámka. Lemma 3 nám říká, že v definici 3 se stačí omezit na funkce f, g, pro
něž f(X) a g(Y ) mají střední hodnotu 0 a rozptyl 1.

Lemma 4. Pro všechny X, Y náhodné veličiny s konečnými a kladnými rozptyly
platí R(X, Y ) ≥ |ρ(X, Y )|.

Důkaz. Pokud f = g = id, pak zřejmě ρ(f(X), g(Y )) = ρ(X, Y ). Nyní jestliže
ρ(X, Y ) < 0, položme f(X) = −X a g(Y ) = Y, potom

ρ(f(X), g(Y )) = −ρ(X, Y ) > 0.

Díky tomu, že maximální korelace je supremum přes všechny měřitelné funkce,
pro které výraz existuje, nerovnost platí.

Lemma 5. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny s konečnými a kladnými rozptyly,
f , g lineární funkce, pak platí

ρ(f(X), g(Y )) ∈ {−ρ(X, Y ), ρ(X, Y )}.

Důkaz. Nechť b, d ∈ R, a, c ̸= 0, f(x) = ax + b a g(y) = cy + d. Počítejme

ρ(f(X), g(Y ))

= E[acXY + adX + bcY + bd] − (acEXEY + adEX + bcEY + bd)√
a2 var X

√
c2 var Y

= ac(EXY − EXEY )
|ac|

√
var X

√
var Y

= sgn(ac)ρ(X, Y ).

Poznámka. Z lemmatu 5 plyne, že pro náhodné veličiny X, Y s var X ∈ (0, ∞),
var Y ∈ (0, ∞) platí sup ρ(f(X), g(Y )) = |ρ(X, Y )|, pokud supremum bereme
přes všechny lineární funkce.
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Lemma 6. Pokud náhodné veličiny X a Y nabývají pouze dvou hodnot s.j., pak
R(X, Y ) = |ρ(X, Y )|.

Důkaz. Nechť X nabývá hodnot x1, x2 s.j., x1 < x2 a Y nabývá hodnot y1, y2 s.j.,
y1 < y2. Nechť f , g jsou libovolné borelovsky měřitelné funkce. Náhodná veličina
f(X) závisí s.j. jen na hodnotách f(x1), f(x2). Položme

˜︁f(x) = (f(x2) − f(x1)) x + f(x1)x2 − f(x2)x1

x2 − x1
, (2.1)

analogicky ˜︁g(y). Pak ˜︁f(x) a ˜︁g(y) jsou lineární funkce, platí ρ( ˜︁f(X), ˜︁g(Y )) =
ρ(f(X), g(Y )), neboť výrazy závisí pouze na hodnotách funkcí v bodech x1, x2
a y1, y2, ve kterých se rovnají. Z lemmatu 5 plyne požadovaný vztah.

Pokud X nabývá pouze dvou hodnot s.j. a Y tří hodnot s.j., v podkapitole
4.2 se nachází příklad, kdy 0 < |ρ(X, Y )| < R(X, Y ) < 1.

2.2 Maximální polynomiální korelace
Zavedeme nyní pojem maximální polynomiální korelace stupně n. Výsledky

v této sekci jsou prací autorky.

Definice 4. Nechť X a Y jsou náhodné veličiny. Pak definujeme maximální po-
lynomiální korelaci X a Y stupně n, n ∈ N, jako

Rn(X, Y ) = sup ρ(f(X), g(Y )),

kde supremum bereme přes všechny polynomy f , g stupně nejvýše n takové, že
0 < var f(X) < ∞, 0 < var g(Y ) < ∞.

Poznámka. Z definice 4 plyne, že pokud f(X) = g(Y ) pro nějaké f , g polynomy
stupně nejvýše n, pak Rn(X, Y ) = R(X, Y ) = 1.

Lemma 7. Jsou-li X, Y náhodné veličiny s konečnými nenulovými rozptyly, pak
R1(X, Y ) = |ρ(X, Y )| a R1(X, Y ) ≤ R2(X, Y ) ≤ · · · ≤ R(X, Y ).

Důkaz. První rovnost dostáváme z lemmatu 5 a řetězec nerovností je zřejmý
z definice maximální polynomiální korelace.

Následující lemma je zobecněním lemmatu 6.

Lemma 8. Pro nedegenerované náhodné veličiny X, Y , které nabývají nejvýše
n hodnot, platí R(X, Y ) = Rn−1(X, Y ).

Důkaz. Podobně jako v lemmatu 6 platí, že pokud náhodná veličina nabývá nej-
výše n hodnot, funkce této náhodné veličiny závisí pouze na n hodnotách (funkč-
ních hodnotách v těchto bodech) a těmito hodnotami můžeme proložit polynom
stupně n − 1. Máme-li tedy X, Y náhodné veličiny nabývající nejvýše n hodnot,
můžeme libovolnou funkci f(X) splňující var f(X) ∈ (0, ∞) nahradit polynomem˜︁f(X) stupně n−1 s popsanou vlastností, podobně g(Y ) polynomem ˜︁g(Y ). A opět
platí ρ(f(X), g(Y )) = ρ( ˜︁f(X), ˜︁g(Y )).
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Podkapitola 4.1 uvádí návod, jak spočítat R2 ve speciálním případě, kdy jeden
polynom je stupně 2 a druhý stupně 1.

Nyní uvedeme obecný návod, jak počítat R2(X, Y ).

Věta 9. Nechť X a Y jsou náhodné veličiny s konečnými čtvrtými momenty. Pak

R2(X, Y ) = sup (a2b2 cov(X2, Y 2) + a2b1 cov(X2, Y ) + a1b2 cov(X, Y 2)
+ a1b1 cov(X, Y )),

kde supremum bereme přes koeficienty a2, a1, b2 a b1 splňující

a2
2 var X2 + 2a1a2 cov(X2, X) + a2

1 var X = 1 (2.2)

a
b2

2 var Y 2 + 2b1b2 cov(Y 2, Y ) + b2
1 var Y = 1. (2.3)

Důkaz. Z lemmatu 3 víme, že se při výpočtu R2(X,Y ) stačí omezit na funkce
se střední hodnotou 0 a rozptylem 1. Předpokládejme, že polynomy mají tvar
f(x) = a2x

2+a1x+a0 a g(y) = b2y
2+b1y+b0. Podmínka Ef(X) = 0 bude splněna,

když a0 = −a2EX2 −a1EX. Obdobně b0 = −b2EY 2 −b1EY zaručí, že Eg(Y ) = 0.
Požadavek jednotkových rozptylů dá následující omezení pro koeficienty a2, a1,
b2 a b1:

Ef(X)2 = E
[︂
(a2(X2 − EX2) + a1(X − EX))2

]︂
= a2

2 var X2 + 2a1a2 cov(X2, X) + a2
1 var X = 1

a
Eg(Y )2 = b2

2 var Y 2 + 2b1b2 cov(Y 2, Y ) + b2
1 var Y = 1.

Dostali jsme omezení (2.2) a (2.3). Dále

ρ(f(X), g(Y )) = Ef(X)g(Y )
= E

[︂
(a2(X2 − EX2) + a1(X − EX))(b2(Y 2 − EY 2) + b1(Y − EY ))

]︂
= a2b2 cov(X2, Y 2) + a2b1 cov(X2, Y ) + a1b2 cov(X, Y 2) + a1b1 cov(X, Y ).

Potřebujeme tedy najít supremum funkce

a2b2 cov(X2, Y 2) + a2b1 cov(X2, Y ) + a1b2 cov(X, Y 2) + a1b1 cov(X, Y )

přes koeficienty a2, a1, b2 a b1 splňující (2.2) a (2.3).

Jako příklad využití věty 9 uvažujme následující větu.

Věta 10. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny, které mají sdružené normální rozdě-
lení s nulovou střední hodnotou a varianční maticí

(︂
1 ρ
ρ 1

)︂
. Potom platí R2(X, Y ) =

|ρ|.

Důkaz. Případ, kdy ρ ∈ {−1, 1} je zřejmý, uvažujme tedy pouze ρ ∈ (−1, 1). Pro
ρ = 0 jsou X a Y nezávislé podle poznámky v kapitole 1, a R2(X, Y ) = 0, nulu
tedy také uvažovat nebudeme.
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K výpočtu využijeme větu 9. Máme EX = EY = 0 a EX2 = EY 2 = 1.
Napočítejme další momenty, které budeme potřebovat:

EX3 =
∫︂ ∞

−∞

x3
√

2π
e−x2/2 dx = 0,

neboť integrujeme lichou funkci přes celé R. Dále spočítáme čtvrtý moment X:

EX4 =
∫︂ ∞

−∞

x4
√

2π
e−x2/2 dx = 2

∫︂ ∞

0

x4
√

2π
e−x2/2 dx

= 4√
π

∫︂ ∞

0
y3/2 e−y dy = 4√

π
Γ
(︃5

2

)︃
= 3,

kde jsme zavedli substituci y = x2

2 . Nyní vyjádříme EX2Y 2 :

EX2Y 2 =
∫︂ ∞

−∞

∫︂ ∞

−∞
x2y2 1

2π
√

1 − ρ2 e− x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2) dx dy

=
∫︂ ∞

−∞

y2
√

2π
e− y2

2

∫︂ ∞

−∞

x2
√

2π
√

1 − ρ2
e− (x−ρy)2

2(1−ρ2) dx dy

= (1 − ρ2)
∫︂ ∞

−∞

y2
√

2π
e− y2

2 dy + ρ2
∫︂ ∞

−∞

y4
√

2π
e− y2

2 dy

= (1 − ρ2) + 3ρ2 = 1 + 2ρ2.

Na druhém řádku jsme si všimli, že jsme v integrálu podle x dostali druhý moment
rozdělení N(ρy, 1 − ρ2), tedy 1 − ρ2 + ρ2y2. Podobně v dalším výpočtu dostaneme
první moment rozdělení N(ρy, 1 − ρ2) :

EXY 2 =
∫︂ ∞

−∞

y2
√

2π
e− y2

2

∫︂ ∞

−∞

x√
2π

√
1 − ρ2

e− (x−ρy)2

2(1−ρ2) dx dy

= ρ
∫︂ ∞

−∞

y3
√

2π
e− y2

2 dy = 0.

Z předchozích výpočtů dostaneme: var Y 2 = var X2 = EX4 − (EX2)2 = 2,
cov(Y 2, Y ) = cov(X2, X) = EX3 − EXEX2 = 0, cov(X2, Y 2) = EX2Y 2 −
EX2EY 2 = 2ρ2 a cov(X2, Y ) = cov(X, Y 2) = EXY 2 − EXEY 2 = 0.

Podle věty 9 chceme maximalizovat 2ρ2a2b2 + ρa1b1 přes koeficienty splňující
2a2

2 + a2
1 = 1 a 2b2

2 + b2
1 = 1, což odpovídá podmínkám (2.2) a (2.3). Stačí se

omezit na případy a2 ≥ 0, b2 ≥ 0, a1 ≥ 0 a ρb1 ≥ 0. Pak a1 =
√︂

1 − 2a2
2

a b1 = sgn(ρ)
√︂

1 − 2b2
2.

Úlohu jsme tak převedli na maximalizaci funkce dvou proměnných

h(a2, b2) = 2ρ2a2b2 + |ρ|
√︂

1 − 2a2
2

√︂
1 − 2b2

2

přes 0 ≤ a2 ≤
√

2
2 a 0 ≤ b2 ≤

√
2

2 . Standardním postupem najdeme maximum
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(funkce je symetrická, uvedeme jen parciální derivace podle a2):

∂h

∂a2
(a2, b2) = 2ρ2b2 − 2|ρ|a2

√︂
1 − 2b2

2√︂
1 − 2a2

2

= 0,

∂2h

∂a2
2
(a2, b2) = −2|ρ|

√︂
1 − 2b2

2√︂
1 − 2a2

2

− 4a2
2|ρ|

√︂
1 − 2b2

2

(1 − 2a2
2)3/2 = −2|ρ|

√︂
1 − 2b2

2

(1 − 2a2
2)3/2 ,

∂2h

∂a2∂b2
(a2, b2) = ∂2h

∂b2∂a2
(a2, b2) = 2ρ2 + 4|ρ|a2b2√︂

1 − 2a2
2

√︂
1 − 2b2

2

.

Z první rovnice a ∂h
∂b2

(a2, b2) = 0 dostaneme b2
2 = a2

2/(2a2
2 + ρ2(1 − 2a2

2)) a ρ2a2
2 =

a2
2/ρ2. Protože nepředpokládáme, že ρ ∈ {−1, 1}, musí být a2 = b2 = 0. V bodě

(0, 0) je matice druhých parciálních derivací
(︂

−2|ρ| 2ρ2

2ρ2 −2|ρ|

)︂
, po symetrické úpravě

dostaneme matici
(︂ −2|ρ| 0

0 −2|ρ|+2|ρ|3
)︂
, tedy matice je negativně definitní, neboť |ρ| ∈

(0, 1), a pro a2 = b2 = 0 se nabývá maximum, máme h(0, 0) = |ρ|.

Poznámka. Věta 10 platí pro obecné náhodné veličiny se sdruženým normálním
rozdělením, předpoklad o nulovosti střední hodnoty a tvaru varianční matice jsou
uvedeny pro zjednodušení výpočtu.

Věta 10 platí i v obecnější variantě, vztah lze totiž dokázat také pro maximální
korelaci, pokud máme náhodné veličiny se sdruženým normálním rozdělením.
Uvedeme zde však jen tvrzení bez důkazu, neboť důkaz je komplikovaný, lze
jej najít např. v publikaci Gebeleina (Gebelein, 1941) nebo v novějším článku
Papadatose a Xifarové (Papadatos a Xifara, 2013).

Věta 11. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny, které mají sdružené normální roz-
dělení, pak R(X, Y ) = |ρ(X, Y )|.
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3. Vzdálenostní korelace
Další míra závislosti, kterou v této práci diskutujeme, je vzdálenostní korelace.

Jako první ji ve svém článku prezentují Székely, Rizzo a Bakirov (2007).

3.1 Definice vzdálenostní korelace
Definice vzdálenostní korelace je založena na normě ve váženém L2 prostoru,

která je převzata z publikace Székelyho a kol. (Székely a kol., 2007).

Definice 5. Pro komplexní funkci γ definovanou na R2 definujeme ∥ · ∥ω-normu
ve váženém L2 prostoru funkcí na R2 jako

∥γ(t, s)∥2
ω =

∫︂
R2

|γ(t, s)|2ω(t, s) dt ds,

kde ω(t, s) je libovolná kladná váhová funkce, pro kterou tento integrál existuje.

Uvedeme zde také definici charakteristické funkce, protože ji dále budeme
využívat.

Definice 6. Nechť X je k-rozměrný reálný náhodný vektor, k ∈ N, definujeme
charakteristickou funkci náhodného vektoru X jako fX(t) = E ei⟨t,X⟩ pro t ∈ Rk.

Následující poznámky a definice 7 a 8 jsou zpracovány podle publikace Szé-
kelyho a kol. (Székely a kol., 2007).

Pomocí ∥ · ∥ω-normy použitím vhodné váhové funkce ω definujeme míru zá-
vislosti V2(X, Y ; ω) = ∥fX,Y (t,s) − fX(t)fY (s)∥2

ω. Pro tuto míru závislosti platí
V2(X, Y ; ω) = 0 právě tehdy, když X, Y jsou nezávislé. Pokud V2(X, Y ; ω) vy-
dělíme

√︂
V2(X; ω)

√︂
V2(Y ; ω), kde V2(X; ω) = ∥fX,X(t, s) − fX(t)fX(s)∥2

ω, dosta-
neme analogii korelačního koeficientu, která nabývá pouze nezáporných hodnot
(v případě, že V2(X; ω)V2(Y ; ω) = 0, dodefinujeme nulou).
Poznámka. Tato míra závislosti je definována dokonce pro dva reálné náhodné
vektory libovolné dimenze, tato práce ale obsahuje pouze případ pro dvě náhodné
veličiny.

Vlastnosti této míry závislosti pak závisí na váhové funkci, kterou použijeme.
Jednou z možných voleb váhové funkce je ω(t, s) = 1

π2t2s2 . Normu využívající
zvolené váhové funkce budeme značit ∥ · ∥. Příslušnou míru závislosti označíme
D(X, Y ) a říkáme jí vzdálenostní korelace.

Definice 7. Vzdálenostní kovariance náhodných veličin X, Y s konečným prvním
momentem je nezáporné číslo V(X, Y ) definované výrazem

V2(X, Y ) = ∥fX,Y (t, s) − fX(t)fY (s)∥2

= 1
π2

∫︂
R2

|fX,Y (t, s) − fX(t)fY (s)|2
t2s2 dt ds.

Dále definujeme vzdálenostní rozptyl jako odmocninu z výrazu

V2(X) = ∥fX,X(t, s) − fX(t)fX(s)∥2.
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Definice 8. Vzdálenostní korelace náhodných veličin X, Y s konečným prvním
momentem je nezáporná hodnota D(X, Y ) definovaná výrazem

D2(X, Y ) =

⎧⎨⎩
V2(X,Y )√

V2(X)V2(Y )
, V2(X)V2(Y ) > 0,

0, V2(X)V2(Y ) = 0.

3.2 Vlastnosti vzdálenostní kovariance a vzdá-
lenostního rozptylu

Nyní uvedeme dva způsoby vyjádření druhých mocnin vzdálenostní kovariance
a vzdálenostního rozptylu. Druhý způsob nám dá, že vzdálenostní korelace nabývá
hodnot z intervalu [0, 1].

Následující věta je výsledkem zpracování třetí části článku autorů Székelyho
a Rizzové (Székely a Rizzo, 2009), důkaz je zde proveden podrobněji.
Věta 12. Mějme náhodné veličiny X a Y s charakteristickými funkcemi fX(t) =
E ei tX a fY (s) = E ei sY . Nechť (X, Y )T , (X ′, Y ′)T a (X ′′, Y ′′)T jsou nezávislé
stejně rozdělené náhodné vektory. Pak platí

V2(X, Y ) = E|X − X ′||Y − Y ′| + E|X − X ′|E|Y − Y ′| − 2E|X − X ′||Y − Y ′′|
a

V2(X) = E|X − X ′|2 + (E|X − X ′|)2 − 2E|X − X ′||X − X ′′|.
Důkaz. Nechť (X, Y )T , (X ′, Y ′)T a (X ′′, Y ′′)T jsou ze znění věty, můžeme psát
|fX(t)|2 = fX(t)fX(t) = fX(t)fX(−t) = E ei tX E e− i tX = E ei t(X−X′) = fX−X′(t)

= E cos t(X − X ′),
podobně |fY (s)|2 = E cos s(Y − Y ′) a

|fX,Y (t, s)|2 = fX−X′,Y −Y ′(t, s) = E cos(t(X − X ′) + s(Y − Y ′))
= E cos t(X − X ′) cos s(Y − Y ′) − E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′).

Dále
fX−X′,Y −Y ′′(t, s) = E ei(tX+sY ) E e− i tX′ E e− i sY ′′ = fX,Y (t, s)fX(t)fY (s)

a reálná část je
Re fX−X′,Y −Y ′′(t, s) = E cos(t(X − X ′) + s(Y − Y ′′))
= E cos t(X − X ′) cos s(Y − Y ′′) − E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′′).

Pro komplexní čísla a, b máme |a − b|2 = |a|2 + |b|2 − 2 Re ab, dále víme, že
cos u cos v = 1 − (1 − cos u) − (1 − cos v) + (1 − cos u)(1 − cos v), tedy můžeme
psát

|fX,Y (t, s) − fX(t)fY (s)|2 = E cos t(X − X ′) cos s(Y − Y ′)
− E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′) + E cos t(X − X ′)E cos s(Y − Y ′)
− 2E cos t(X − X ′) cos s(Y − Y ′′) + 2E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′′)

= E [(1 − cos t(X − X ′))(1 − cos s(Y − Y ′))]
+ E [1 − cos t(X − X ′)]E [1 − cos s(Y − Y ′)]
− 2E [(1 − cos t(X − X ′))(1 − cos s(Y − Y ′′))]
− E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′) + 2E sin t(X − X ′) sin s(Y − Y ′′).
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Využijeme-li toho, že

1
π

∫︂
R

1 − cos tx

t2 dt = |x|,

dostaneme
1
π2

∫︂
R2

E [(1 − cos t(X − X ′))(1 − cos s(Y − Y ′))]
t2s2 dt ds = E|X − X ′||Y − Y ′|

a
1
π2

∫︂
R2

E [1 − cos t(X − X ′)]E [1 − cos s(Y − Y ′)]
t2s2 dt ds = E|X − X ′|E|Y − Y ′|.

Protože integrál členů obsahujících funkce sinus je nulový, máme dohromady

V2(X, Y ) = E|X − X ′||Y − Y ′| + E|X − X ′|E|Y − Y ′| − 2E|X − X ′||Y − Y ′′|.

Podobně platí

V2(X) = E|X − X ′|2 + (E|X − X ′|)2 − 2E|X − X ′||X − X ′′|.

Znění další věty je převzato z publikace Lyonse (Lyons, 2013), důkaz je vlastní.

Věta 13. Máme-li (X, Y )T , (X ′, Y ′)T nezávislé stejně rozdělené náhodné vektory,
pak lze V2(X, Y ) vyjádřit jako

V2(X, Y ) = Eg(X, X ′)g(Y, Y ′),

kde

g(X, X ′) = |X − X ′| − E [|X − X ′| | X ′] − E [|X − X ′| | X] + E|X − X ′|.

Podobně platí V2(X) = Eg(X, X ′)2 a V2(Y ) = Eg(Y, Y ′)2.

Důkaz. Nechť (X, Y )T , (X ′, Y ′)T a (X ′′, Y ′′)T jsou nezávislé stejně rozdělené ná-
hodné vektory. Rozepišme výraz Eg(X, X ′)g(Y, Y ′):

Eg(X, X ′)g(Y, Y ′) = E|X − X ′||Y − Y ′| − E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ′]]
− E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ]] + E|X − X ′|E|Y − Y ′|
− E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X ′]] + E [E [|X − X ′| | X ′]E [|Y − Y ′| | Y ′]]
+ E [E [|X − X ′| | X ′]E [|Y − Y ′| | Y ]] − E|X − X ′|E|Y − Y ′|
− E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X]] + E [E [|X − X ′| | X]E [|Y − Y ′| | Y ′]]
+ E [E [|X − X ′| | X]E [|Y − Y ′| | Y ]] − E|X − X ′|E|Y − Y ′|
+ E|X − X ′| (E|Y − Y ′| − E|Y − Y ′| − E|Y − Y ′| + E|Y − Y ′|)

= E|X − X ′||Y − Y ′| + E|X − X ′|E|Y − Y ′| − 2E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X]]
− 2E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ]] + 2E [E [|X − X ′| | X]E [|Y − Y ′| | Y ]] ,

kde jsme si všimli, že E [|X − X ′| | X] je funkce X, E [|Y − Y ′| | Y ′] je funkce Y ′,
tedy tyto dvě podmíněné střední hodnoty jsou nezávislé náhodné veličiny, proto

E [E [|X − X ′| | X]E [|Y − Y ′| | Y ′]] = E|X − X ′|E|Y − Y ′|,
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podobně

E [E [|X − X ′| | X ′]E [|Y − Y ′| | Y ]] = E|X − X ′|E|Y − Y ′|.

Dále z toho, že (X, Y )T a (X ′, Y ′)T jsou stejně rozdělené, plyne

E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X ′]] = E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X]] ,

E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ′]] = E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ]]

a

E [E [|X − X ′| | X ′]E [|Y − Y ′| | Y ′]] = E [E [|X − X ′| | X]E [|Y − Y ′| | Y ]] .

Nyní označme m1(x) = E|x − X ′| a m2(y) = E|y − Y ′|. Pak

E [|X − X ′|E [|Y − Y ′| | Y ]] = E[m2(Y )|X − X ′|]
= E

[︂
E
[︂
m2(Y )|X − X ′| | (X, Y )T

]︂]︂
= E [m2(Y )E[|X − X ′| | X]]

= Em1(X)m2(Y ),

podobně
E [|Y − Y ′|E [|X − X ′| | X]] = Em1(X)m2(Y )

a dále taky

E|X − X ′||Y − Y ′′| = E
[︂
E
[︂
|X − X ′||Y − Y ′′| | (X, Y )T

]︂]︂
= Em1(X)m2(Y ).

Z toho plyne

Eg(X, X ′)g(Y, Y ′) = E|X−X ′||Y −Y ′|+E|X−X ′|E|Y −Y ′|−2E|X−X ′||Y −Y ′′|.

Dospěli jsme k vyjádření druhé mocniny vzdálenostní kovariance z věty 12, tedy
tvrzení o vzdálenostní kovarianci je dokázáno. Tvrzení o vzdálenostním rozptylu
se dokáže obdobně.

3.3 Vlastnosti vzdálenostní korelace
Následující lemma je přímým důsledkem věty 13, můžeme ho najít i s důkazem

v publikaci Lyonse (Lyons, 2013).

Lemma 14. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny, pak D2(X, Y ) ∈ [0, 1].

Důkaz. Tvrzení plyne z vyjádření z věty 13 a Cauchyho–Schwarzovy nerovnosti:

V2(X, Y ) = Eg(X, X ′)g(Y, Y ′) ≤
√︂
Eg(X, X ′)2

√︂
Eg(Y, Y ′)2 =

√︂
V2(X)V2(Y ).

Příští větu a její důkaz autorka zpracovala na základě článku Székelyho a kol.
(Székely a kol., 2007).

Věta 15. Pokud X, Y mají sdružené normální rozdělení s nulovou střední hod-
notou a varianční maticí

(︂
1 ρ
ρ 1

)︂
, pak D(X, Y ) ≤ |ρ|.
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Důkaz. Nechť X, Y jsou jako ve znění věty. Charakteristická funkce náhodného
vektoru (X, Y )T je fX,Y (t, s) = e−(t2+s2)/2−ρts a náhodné veličiny X je fX(t) =
e−t2/2, analogicky pro Y . Zavedeme funkci

F (ρ) =
∫︂ ∞

−∞

∫︂ ∞

−∞

(︂
e−(t2+s2)/2−ρts − e−t2/2 e−s2/2

)︂2 dt

t2
ds

s2 .

Je to druhá mocnina vzdálenostní kovariance vynásobená π2. Tento výraz upra-
víme:

F (ρ) =
∫︂
R2

(︂
e−(t2+s2)−2ρts −2 e−(t2+s2)−ρts + e−(t2+s2)

)︂ dt

t2
ds

s2

=
∫︂
R2

e−(t2+s2)
(︂
e−2ρts −2 e−ρts +1

)︂ dt

t2
ds

s2 .

Nyní exponenciály uvnitř závorky rozvineme do řad:

e−2ρts −2 e−ρts +1 =
∞∑︂

k=0

(−2ρts)k

k! − 2
∞∑︂

k=0

(−ρts)k

k! + 1 =
∞∑︂

k=2

(−ρts)k

k! (2k − 2),

neboť nultý člen sumy je −1 a první je 0. Pokračujme v úpravě F (ρ):

F (ρ) =
∫︂
R2

e−(t2+s2)
∞∑︂

k=2

(−ρts)k

k! (2k − 2) dt

t2
ds

s2

=
∞∑︂

k=2

∫︂
R2

e−(t2+s2) (−ρts)k

k! (2k − 2) dt

t2
ds

s2

=
∞∑︂

n=1

∫︂
R2

e−(t2+s2) (−ρts)2n

(2n)! (22n − 2) dt

t2
ds

s2

= ρ2
(︄ ∞∑︂

n=1

22n − 2
(2n)! ρ2(n−1)

∫︂
R2

e−(t2+s2)(ts)2(n−1) dt ds

)︄
.

Zůstanou pouze sudé členy, protože pro k liché dostaneme integrál liché funkce
přes celé R, tedy nulu. Máme F (ρ) = ρ2G(ρ), kde G(ρ) je suma, jejíž všechny
členy jsou nezáporné a měřitelné funkce, z čehož plyne korektnost prohození sumy
a integrálu. Dále G(ρ) je neklesající v ρ, tedy G(ρ) ≤ G(1). Proto

D2(X, Y ) = F (ρ)
F (1) = ρ2 G(ρ)

G(1) ≤ ρ2.

Neboli D(X, Y ) ≤ |ρ|.

Pokud X, Y mají sdružené normální rozdělení jako ve větě 15, lze vzdálenostní
korelaci X a Y analyticky vyjádřit jako funkci ρ. Vzorec lze najít v Székely a kol.
(2007).

Následující lemma je vlastní prací autorky.

Lemma 16. Pokud X a Y jsou náhodné veličiny, které nabývají dvou hodnot
s.j., pak D(X, Y ) = |ρ(X, Y )|.

Důkaz. Mějme dvě náhodné veličiny X, Y , jejichž sdružené rozdělení je defino-
vané následující tabulkou pravděpodobností:
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Y \X x1 x2

y1 a b a + b

y2 c 1 − (a + b + c) 1 − (a + b)
a + c 1 − (a + c) 1

Tabulka 3.1: Tabulka pravděpodobností.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že x1 < x2 a y1 < y2. Spočítejme kovari-
anci a rozptyl X (rozptyl Y vyjde stejně, jen místo c bude b a místo x1, x2 bude
y1, y2) a poté korelační koeficient:
cov(X, Y ) = x1y1(a − (a + c)(a + b)) + x1y2(c − (a + c)(1 − a − b))

+ x2y1(b − (a + b)(1 − a − c)) + x2y2(1 − a − b − c − (1 − a − b)(1 − a − c))
= (a − (a + b)(a + c))(x1 − x2)(y1 − y2),
var X = x2

1(a + c − (a + c)2) − 2x1x2(a + c)(1 − a − c)
+ x2

2(1 − a − c − (1 − a − c)2) = (a + c − (a + c)2)(x1 − x2)2,

ρ(X, Y ) = a − (a + b)(a + c)√︂
(a + b) − (a + b)2

√︂
(a + c) − (a + c)2

.

Vyjádřeme |fX,Y (t, s) − fX(t)fY (s)|2:
E ei tX+i sY = a ei x1t+i y1s +b ei x2t+i y1s +c ei x1t+i y2s +(1 − a − b − c) ei x2t+i y2s ,

E ei tX = (a + c) ei x1t +(1 − a − c) ei x2t ,

E ei sY = (a + b) ei y1s +(1 − a − b) ei y2s ,⃓⃓⃓
E ei tX+i sY −E ei tX E ei sY

⃓⃓⃓2
= |(a − (a + b)(a + c)) ei x1t+i y1s

+ (b − (a + b)(1 − a − c)) ei x2t+i y1s +(c − (a + c)(1 − a − b)) ei x1t+i y2s

+ (1 − a − b − c − (1 − a − b)(1 − a − c)) ei x2t+i y2s |2

= (a − (a + b)(a + c))2| ei x1t − ei x2t |2| ei y1s − ei y2s |2.

Podobně vypočítáme, že⃓⃓⃓
E ei tX+i sX −E ei tX E ei sX

⃓⃓⃓2
= (a + c − (a + c)2)2| ei x1t − ei x2t |2| ei x1s − ei x2s |2,⃓⃓⃓

E ei tY +i sY −E ei tY E ei sY
⃓⃓⃓2

= (a + b − (a + b)2)2| ei y1t − ei y2t |2| ei y1s − ei y2s |2.
Teď už můžeme vyjádřit druhé mocniny vzdálenostní kovariance a rozptylu (vzdá-
lenostní rozptyl opět stačí pro X, pro Y analogicky):

V2(X, Y ) = 1
π2

∫︂
R2

(a − (a + b)(a + c))2| ei x1t − ei x2t |2| ei y1s − ei y2s |2

t2s2 dt ds

= 1
π2 (a − (a + b)(a + c))2

∫︂ ∞

−∞

| ei x1t − ei x2t |2

t2 dt
∫︂ ∞

−∞

| ei y1s − ei y2s |2

s2 ds,

V2(X) = 1
π2

∫︂
R2

(a + c − (a + c)2)2| ei x1t − ei x2t |2| ei x1s − ei x2s |2

t2s2 dt ds

= 1
π2 (a + c − (a + c)2)2

(︄∫︂ ∞

−∞

| ei x1t − ei x2t |2

t2 dt

)︄2

.

Nyní už je zřejmé, že D2(X, Y ) = ρ2(X, Y ), tedy D(X, Y ) = |ρ(X, Y )|.
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4. Příklady
4.1 Výpočet korelace polynomů stupňů 1 a 2

Nechť X nabývá pouze dvou hodnot s.j., označme je x1 a x2, pak libovolná
borelovsky měřitelná funkce f(X) závisí pouze na bodech f(x1) a f(x2). Těmito
body proložíme lineární funkci ax + b, a, b ∈ R, musí tedy platit f(x1) = ax1 + b
a f(x2) = ax2 + b. Z tohoto je zřejmé, že f(X) se dá nahradit příslušnou lineární
funkcí aX + b. Její tvar je dán vzorcem (2.1). Podobně pokud Y nabývá pouze
tří hodnot s.j., pak také g(Y ) nabývá tří hodnot s.j., tyto body lze proložit kva-
dratickou funkcí a g(Y ) nahradit cY 2 + dY + e pro nějaké c, d, e ∈ R.

Platí tedy ρ(f(X), g(Y )) = ρ(aX + b, cY 2 + dY + e). Nyní odvodíme vzorec
pro výpočet tohoto korelačního koeficientu:

cov(aX + b, cY 2 + dY + e) = ac cov(X, Y 2) + ad cov(X, Y )
= ac(EXY 2 − EXEY 2) + ad(EXY − EXEY ),
var(aX + b) = a2 var X,

var(cY 2 + dY + e) = c2 var Y 2 + 2cd cov(Y 2, Y ) + d2 var Y

= c2(EY 4 − (EY 2)2) + 2cd(EY 3 − EY 2EY ) + d2(EY 2 − (EY )2).

Dohromady

ρ(aX + b, cY 2 + dY + e)

= ac(EXY 2 − EXEY 2) + ad(EXY − EXEY )√︂
a2 var X (c2 var Y 2 + 2cd(EY 3 − EY 2EY ) + d2 var Y )

.

Tento výraz nezávisí na b ani na e. Pro výpočet maximální korelace X, Y bude sta-
čit omezit se na případ, kdy a ̸= 0, neboť pro a = 0 je ρ(aX +b, cY 2+dY +e) = 0.
Z výrazu lze dále vytknout a

|a| = sgn(a), na tom maximální korelace nezávisí, ne-
boť pokud sgn(a) = −1, volbou ˜︁f = −f dostáváme ˜︁f(X) = ˜︁aX + ˜︁b, kde ˜︁a = −a
a ˜︁b = −b, tedy sgn(˜︁a) = 1. Vzorec jsme tak ještě o něco zjednodušili. Z předcho-
zího je zřejmé, že R(X, Y ) = sup ρ(aX + b, cY 2 + dY + e), kde supremum bereme
přes všechna c, d ∈ R. Stačí se omezit na c ̸= 0, neboť pro c = 0 dostáváme
ρ(aX + b, dY + e) = sgn(ad)ρ(X, Y ) podle lemmatu 5.

4.2 Diskrétní příklad na maximální korelaci
Z lemmatu 4 víme, že platí 0 ≤ |ρ(X, Y )| ≤ R(X, Y ) ≤ 1. V první kapitole

jsme uvedli příklad, kdy v první a poslední nerovnosti nastává rovnost. Nyní
uvedeme příklad, kdy jsou všechny nerovnosti ostré.

16



Definujme sdružené rozdělení X a Y následující tabulkou pravděpodobností:

Y \X 0 1
0 1

6
1
3

1
2

1 1
6

1
6

1
3

2 1
6 0 1

6
1
2

1
2 1

Tabulka 4.1: Tabulka pravděpodobností.

Napočítejme nyní všechny momenty, které budeme k výpočtu potřebovat:
EX = 1

2 , EX2 = 1
2 , EY = 2

3 , EY 2 = 1, EY 3 = 5
3 , EY 4 = 3, EXY = 1

6 , EXY 2 = 1
6 .

Můžeme spočítat korelační koeficient X a Y :

ρ(X, Y ) =
−1

6√︂
1
4

√︂
5
9

= − 1√
5

.

K výpočtu maximální korelace použijeme vzorec, který jsme odvodili v podkapi-
tole 4.1, budeme uvažovat b, d, e ∈ R a a, c ̸= 0:

ρ(aX + b, cY 2 + dY + e)
sgn(a) =

−1
3c − 1

6d
1
2

√︂
2c2 + 2cd + 5

9d2
= −2c − d√

18c2 + 18cd + 5d2
= x.

Poslední rovnost vynásobíme jmenovatelem na levé straně a umocníme na druhou:

4c2 + 4cd + d2 = x2(18c2 + 18cd + 5d2),
0 = c2(18x2 − 4) + cd(18x2 − 4) + d2(5x2 − 1).

Nyní vydělíme c2, uvažujeme totiž c ̸= 0. Obdržíme

0 = (18x2 − 4) + d

c
(18x2 − 4) +

(︄
d

c

)︄2

(5x2 − 1).

Spočítejme diskriminant kvadratické rovnice pro neznámou d
c
:

D = 324x4 − 144x2 + 16 − 4(90x4 − 38x2 + 4) = −36x4 + 8x2.

Položme D = 0, získáme kořeny 0,
√

2
3 , −

√
2

3 . Tedy D ≥ 0 pro |x| ≤
√

2
3 , pro

|x| >
√

2
3 je D < 0 a neexistuje reálné řešení rovnice. Chceme získat maximální

|x| ≤ 1, takové, že rovnice má řešení, neboli D ≥ 0. Takovým řešením je |x| =
√

2
3 .

Vidíme, že hledané maximum ρ(aX + b, cY 2 + dY + e) přes b, d, e ∈ R, a, c ̸= 0 je
sgn(a)x =

√
2

3 . Vypočítali jsme, že pro výše definované X a Y platí R(X, Y ) =
√

2
3 .

Tedy je splněno 0 < |ρ(X, Y )| < R(X, Y ) < 1.
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4.3 Diskrétní příklad na vzdálenostní korelaci
Nyní ukážeme, že neplatí D(X, Y ) ≤ |ρ(X, Y )| nebo naopak D(X, Y ) ≥

|ρ(X, Y )|, neboť mohou nastat obě situace. Mějme sdružené rozdělení X, Y de-
finované následující tabulkou:

Y \X 0 1
0 2

5
1
5

3
5

1 1
10 0 1

10

2 1
5

1
10

3
10

7
10

3
10 1

Tabulka 4.2: Tabulka pravděpodobností.

Vyčíslíme korelační koeficient

ρ(X, Y ) =
2
10 − 3

10 · 7
10√︂

3
10 − 9

100

√︂
13
10 − 49

100

=
− 1

100
1

100

√
21

√
81

= − 1
9
√

21
.

Spočítáme vzdálenostní korelaci, k jejímu výpočtu využijeme větu 12. Mějme
(X ′, Y ′)T a (X ′′, Y ′′)T nezávislé kopie náhodného vektoru (X, Y )T . Počítejme

E|X − X ′| = P(X = 0, X ′ = 1) + P(X = 1, X ′ = 0) = 2P(X = 0)P(X = 1)

= 2
(︃ 7

10 · 3
10

)︃
= 21

50 .

Zřejmě E|X − X ′|2 = E|X − X ′|. Dále

E|Y − Y ′| = P(Y = 0, Y ′ = 1) + 2P(Y = 0, Y ′ = 2) + P(Y = 1, Y ′ = 0)
+ P(Y = 1, Y ′ = 2) + 2P(Y = 2, Y ′ = 0) + P(Y = 2, Y ′ = 1)

= 2P(Y = 0)P(Y = 1) + 4P(Y = 0)P(Y = 2) + 2P(Y = 1)P(Y = 2)

= 2
(︃3

5 · 1
10

)︃
+ 4

(︃3
5 · 3

10

)︃
+ 2

(︃ 1
10 · 3

10

)︃
= 9

10 .

Podobně dostaneme, že E|Y −Y ′|2 = 81
50 . Nyní určíme E|X −X ′||Y −Y ′|. Existuje

36 kombinací, jakých hodnot můžou nabývat vektory (X, Y )T a (X ′, Y ′)T , jen 12
z nich však vede na nenulovou hodnotu |X − X ′||Y − Y ′|, snadno spočítáme,
že E|X − X ′||Y − Y ′| = 19

50 , a podobně pak E|X − X ′||Y − Y ′′| = 189
500 . Pro

hodnoty X, X ′ a X ′′ existuje 8 kombinací, z nichž 2 dávají nenulovou hodnotu
|X−X ′||X−X ′′|. Z toho vidíme, že E|X−X ′||X−X ′′| = 7

10

(︂
3
10

)︂2
+
(︂

7
10

)︂2 3
10 = 21

100 .
Podobně pro hodnoty Y , Y ′ a Y ′′ existuje 27 kombinací, pro 12 z nich je hodnota
|Y − Y ′||Y − Y ′′| nenulová. Dopočítáme, že E|Y − Y ′||Y − Y ′′| = 441

500 .
Teď můžeme vyjádřit druhou mocninu vzdálenostní kovariance:

V2(X, Y ) = E|X − X ′||Y − Y ′| + E|X − X ′|E|Y − Y ′| − 2E|X − X ′||Y − Y ′′|

= 19
50 + 21

50 · 9
10 − 2

(︃189
500

)︃
= 1

500 .
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Dále vyčíslíme druhé mocniny vzdálenostních rozptylů:

V2(X) = E|X − X ′|2 + (E|X − X ′|)2 − 2E|X − X ′||X − X ′′|

= 21
50 +

(︃21
50

)︃2
− 2

(︃ 21
100

)︃
= 441

2500 ,

V2(Y ) = 81
50 +

(︃ 9
10

)︃2
− 2

(︃441
500

)︃
= 333

500 .

Dohromady

D2(X, Y ) = V2(X, Y )√︂
V2(X)V2(Y )

=
1

500√︂
441
2500

√︂
333
500

=
√

5
21

√
333

.

Získali jsme 0 < |ρ(X, Y )| < D(X, Y ) < 1. Pokud bychom vypočítali maxi-
mální korelaci, dostaneme R(X, Y ) = 1√

21 , dohromady tedy je 0 < |ρ(X, Y )| <

D(X, Y ) < R(X, Y ) < 1.
Vypočítáme-li stejným způsobem druhou mocninu vzdálenostní korelace v pří-

kladu 4.2, zjistíme, že D2(X, Y ) = 1√
31 a platí tedy 0 < D(X, Y ) < |ρ(X, Y )| <

R(X, Y ) < 1.

4.4 Spojitý příklad na vzdálenostní korelaci
Uvedeme nyní příklad, který je zobecněním příkladu v kapitole 1, kde jsme

ukázali, že pro závislé veličiny může být korelační koeficient nulový. Uvažujme
náhodnou veličinu X s rovnoměrným rozdělením na (−1, 1). Položme Yn = Xn

pro n ∈ N.
Ihned vidíme, že z poznámky v podkapitole 2.2 plyne vztah Rn(X, Yn) =

R(X, Yn) = 1.
Zřejmě platí

EXk = 1
2

∫︂ 1

−1
uk du =

⎧⎨⎩0 pro k liché,
1

k+1 pro k sudé.

Proto

ρ(X, Yn) =

⎧⎨⎩
√

3(2n+1)
n+2 pro n liché,

0 pro n sudé.

Tedy pro n = 2 je korelační koeficient nula, což odpovídá příkladu v kapitole 1.
K výpočtu vzdálenostní korelace pomocí vyjádření z věty 12 se hodí spočítat

E|Xk − (X ′)k| =
∫︂ 1

−1

∫︂ 1

−1

1
4 |uk − vk| dv du = 1

2

∫︂ 1

0

∫︂ 1

−1
|uk − vk| dv du.

Pro k liché vyjde

E|Xk − (X ′)k| = 1
2

∫︂ 1

0

(︃∫︂ u

−1
(uk − vk) dv +

∫︂ 1

u
(vk − uk) dv

)︃
du

= 1
k + 1

∫︂ 1

0
(kuk+1 + 1) du = 2

k + 2 .
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Zatímco pro k sudé

E|Xk − (X ′)k| =
∫︂ 1

0

∫︂ 1

0
|uk − vk| dv du

=
∫︂ 1

0

(︃∫︂ u

0
(uk − vk) dv +

∫︂ 1

u
(vk − uk) dv

)︃
du

=
∫︂ 1

0

(︄
2k

k + 1uk+1 − uk + 1
k + 1

)︄
du = 2k

(k + 1)(k + 2) .

Dále potřebujeme

E|Xk − (X ′)k|2 =
∫︂ 1

−1

∫︂ 1

−1

1
4(uk − vk)2 dv du

= 1
2

∫︂ 1

−1
u2k du − 1

2

(︃∫︂ 1

−1
uk du

)︃2
+ 1

2

∫︂ 1

−1
v2k dv

= 2
2k + 1 − 2

(k + 1)21{k sudé}.

Podobně se dá dopočítat E|X −X ′||Xk −(X ′)k|, E|X −X ′||Xk −(X ′′)k| a E|Xk −
(X ′)k||Xk − (X ′′)k|. Uvedeme pouze výsledky:

E|X − X ′||Xk − (X ′)k| =

⎧⎨⎩
2

k+2 pro k liché,
2k

(k+1)(k+3) pro k sudé,

E|X − X ′||Xk − (X ′′)k| =

⎧⎨⎩
5k+16

3(k+2)(k+4) pro k liché,
k(5k2+30k+46)

3(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) pro k sudé,

E|Xk − (X ′)k||Xk − (X ′′)k| =

⎧⎨⎩
k+6

(k+2)(2k+3) pro k liché,
k2(2k2+11k+8)

(k+1)2(k+2)(2k+1)(2k+3) pro k sudé.

Můžeme vyčíslit druhou mocninu vzdálenostního rozptylu X jako

V2(X) = 2
3 + 4

9 − 2 · 7
15 = 8

45 .

Dále vyjádřeme druhou mocninu vzdálenostní kovariance X a Yn a rozptylu Yn

nejprve pro n liché

V2(X, Yn) = 2
n + 2 + 2

3 · 2
n + 2 − 2 · 5n + 16

3(n + 2)(n + 4) = 8
3(n + 2)(n + 4) ,

V2(Yn) = 2
2n + 1 +

(︃ 2
n + 2

)︃2
− 2 · n + 6

(n + 2)(2n + 3)

= 4(n2 + 2n + 3)
(n + 2)2(2n + 1)(2n + 3) .
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Pro n sudé

V2(X, Yn) = 2n

(n + 1)(n + 3) + 2
3 · 2n

(n + 1)(n + 2)

− 2 · n(5n2 + 30n + 46)
3(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

= 4n

3(n + 2)(n + 3)(n + 4) ,

V2(Yn) = 2
2n + 1 − 2

(n + 1)2 +
(︄

2n

(n + 1)(n + 2)

)︄2

− 2 · n2(2n2 + 11n + 8)
(n + 1)2(n + 2)(2n + 1)(2n + 3)

= 4n2

(n + 1)(n + 2)2(2n + 3) .

Nyní není problém vyjádřit D2(X, Y ), pro n liché dostaneme

D2(X, Yn) =
√

10
n + 4

√︄
(2n + 1)(2n + 3)

n2 + 2n + 3 .

Pro n sudé

D2(X, Yn) =
√

10
2(n + 3)(n + 4)

√︂
(n + 1)(2n + 3).

Vypočítáme-li R2(X, Yn) pomocí věty 9, dostaneme úlohu na maximalizaci
podobně jako ve větě 10. Po vyřešení získáme pro n liché R2(X, Yn) = ρ(X, Yn)
a pro n sudé

R2(X, Yn) =
√︂

5(3n + 1)
√

4n2 + 3n + 13
(n + 3)(2n + 3) .

Na závěr vykreslíme hodnoty D(X, Yn) a porovnáme je s hodnotami ρ(X, Yn)
a R2(X, Yn). Povšimněme si rozdílnosti chování koeficientů pro n sudé a liché.
Pro liché n hodnoty koeficientů téměř splývají, R2(X, Yn) vychází stejně jako
ρ(X, Yn), D(X, Yn) je rovno ρ(X, Yn) pro n = 1, pro vyšší lichá n je o něco větší
než ρ(X, Yn). V případě sudých n je ρ(X, Yn) = 0, D(X, Yn) je mezi hodnotami
ρ(X, Yn) pro n liché a nulou a R2(X, Yn) je větší než hodnoty ρ(X, Yn) pro n liché.
Zajímavé také je, že koeficienty s rostoucím n klesají.
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Obrázek 4.1: Graf porovnání D(X, Xn) (černě), ρ(X, Xn) (červeně) a R2(X, Xn)
(modře), kde X má rovnoměrné rozdělení na intervalu (−1, 1), pro liché n modrá
a červená čára splývají.
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Závěr
V této práci jsme se zabývali mírami závislosti mezi dvěma náhodnými veli-

činami. Nejprve jsme zadefinovali pojem nezávislosti náhodných veličin a uvedli
jsme definici základní míry závislosti, Pearsonova korelačního koeficientu, s nímž
další zavedené srovnáváme. Uvedli jsme typický příklad, který dokazuje neplat-
nost implikace, že nulovost korelačního koeficientu dává nezávislost náhodných
veličin, v obecném případě.

Dále jsme zavedli maximální korelaci a po shrnutí vlastností, které triviálně
plynou z definice, jsme ukázali, že maximální korelace je rovna nule právě tehdy,
když náhodné veličiny jsou nezávislé. Navázali jsme lemmatem, které ukazuje, že
se při jejím výpočtu stačí omezit na funkce s nulovou střední hodnotou a roz-
ptylem jedna. Jako další je dokázáno, že maximální korelace je větší nebo rovná
absolutní hodnotě z korelačního koeficientu a rovnost platí například, pokud ná-
hodné veličiny nabývají pouze dvou hodnot.

Následně jsme uvedli definici maximální polynomiální korelace a návod jak ji
spočítat pro stupeň 2, který jsme využili pro výpočet toho, že v případě sdruže-
ného normálního rozdělení vyjde absolutní hodnota z korelačního koeficientu.

Po zavedení pojmů normy ve váženém L2 prostoru a charakteristické funkce
jsme definovali vzdálenostní kovarianci, rozptyl a korelaci. Pro potřeby výpočtu
a odhadu vzdálenostní korelace shora jsme ukázali dva možné způsoby vyjádření
a díky tomu pak dokázali, že vzdálenostní korelace nabývá hodnot mezi nulou
a jedničkou. Na základě vyjádření z definice jsme ukázali, že v případě sdruženého
normálního rozdělení je vzdálenostní korelace menší nebo rovná absolutní hodnotě
z korelačního koeficientu a pokud náhodné veličiny nabývají dvou hodnot, pak
platí rovnost.

Na závěr jsme uvedli několik příkladů, nejdříve na diskrétní rozdělení, kde
jsme ukázali, že pokud jedna náhodná veličina nabývá dvou hodnot a druhá tří,
může platit, že maximální korelace je ostře větší než absolutní hodnota z kore-
lačního koeficientu a obě míry jsou ostře mezi nulou a jedničkou. Dále, že pro
vzdálenostní korelaci neplatí nerovnost s absolutní hodnotou z korelačního koefi-
cientu ani na jednu stranu. Jako poslední uvádíme příklad na spojité rozdělení,
je to zobecnění příkladu, který je uveden už v první kapitole, kde ukazujeme, že
pro závislé náhodné veličiny může korelační koeficient vyjít nula. Napočítali jsme
na něm vzdálenostní korelaci a porovnali v obrázku s Pearsonovým korelačním
koeficientem a s maximální polynomiální korelací stupně 2.
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