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Uvod

Pojem graf ma v matematice dva vyznamy. Prvni a znaméjsi je graf ve smyslu
grafického znazornéni funkce. Druhy vyznam se objevuje ve 20. stoleti v souvis-
losti s vytvarenim schémat siti. Graf v tomto smyslu je tvoren mnozinou vrchol
a mnozinou hran, které je propojuji. Tato bakalarska prace se zabyva délenim
grafi ve druhém vyznamu. Zadany graf se snazim rozdélit na nékolik priblizné
stejnych casti tak, aby byl minimalizovan pocet propojeni jednotlivych ¢asti a
aby byla splnéna pripadna dalsi kritéria, jako naptiklad pozadavek na souvislost
casti nebo optimalni vyvazeni ¢asti pro paralelni vypocty.

Déleni grafi se pouziva napriklad pri navrhu elektronickych obvodi, kde je
potieba elektronické soucastky, reprezentované vrcholy grafu, rozdélit na néko-
lik plosnych spoju tak, aby se minimalizoval pocet potrebnych propojeni, neboli
pocet hran vedoucich mezi riiznymi ¢astmi.

Dalsi vyznamnou aplikaci déleni grafii je problém rozdéleni rozsahlych vypo-
¢t mezi nékolik procesorti pocitace nebo mezi pocitace zapojené do vypocetni
sité tak, aby byl kazdy procesor/pocita¢ ptiblizné stejné vytizen a aby se mini-
malizovalo mnoZstvi komunikace mezi riznymi procesory /pocitaci.

Jind aplikace se objevuje v TeSeni velkych soustav linedrnich rovnic metodou
Gaussovy eliminace. Vyznamnou tlohu u téchto soustav hraje fidkost matice. Ma-
tici nazyvame fidkou, pokud je vétsina jejich prvki nulovych. Ridkost umoziiuje
znacné uspory vypocetnich nakladi, ovSem pfi provadéni Gaussovy eliminace
se muze postupné ridkost matice zhorsovat. Vhodnym preuspordadanim pivodni
matice lze tento efekt zeslabit. Déleni grafii se pouziva jako jedna z metod hle-
dajicich nové usporadani matice, které by omezilo pocet dodatecné vzniklych
nenulovych prvki vznikajicich v pribéhu eliminace.

V prvni ¢asti své bakalarské prace formuluji problém déleni grafti podrobnéji
a popisi zakladni metody déleni grafii. Ve druhé casti se budu zabyvat vyuzi-
tim déleni grafii v numerické linedrni algebre. Konkrétné se zamérim na feSeni
velké soustavy linearnich rovnic pomoci predpodminéné metody konjugovanych
gradienti a bude mé zajimat, jak tuto tlohu nejlépe rozdélit.

Velké soustavy linearnich rovnic s fidkou matici soustavy je potreba v aplika-
cich Tesit velmi casto. Pro TeSeni takovych soustav je potfeba vyuzivat metody,
které co nejvice vyuzivaji fidkost matice soustavy. I pti pouziti efektivnich metod
je nékdy nutné vypocet paralelizovat. Na rozdéleni tilohy se pouziva déleni grafi,
protoze dokaze zohlednit strukturu ridkosti matice soustavy.



1. Zakladni pojmy a znaceni

Transpozici matice A znacim AT, pocet prvki mnoZiny X znac¢im |X|, dolni
celou ¢ast ¢isla r € R znacim |r], horni celou ¢ast ¢isla r € R znacim [r],

N={1,2,3,...}.

Definice 1. Necht X je mnozina, k € N U {0}. MnoZinu jejich k-prvkovijch
podmmnozin budu znacit

(‘:):{chj Pl=k}.

Definice 2 (neorientovany graf). Necht V je néjakd mnozina vrcholi a E C (‘2/)

néjakd mnozina neorientovanych hran. Pak G = (V| E) nazgvdm neorientovany
graf.

Definice 3 (matice sousednosti). Necht G = (V, E) je neorientovany graf, n =
V|, V.={vy,...,v,}. Matice sousednosti grafu G je matice

Soused(G) = (8ij)ij=1

Lde s — 1, {’Ui,Uj} EE
Yo O, {’Ui,Uj} ¢ E

Definice 4 (stupen vrcholu). Necht G = (V, E) je neorientovany graf, v € V.
Stupnem vrcholu v rozumim pocet vrcholi, které jsou s vrcholem v spojeny hranou,
tj.

deg(v) = ’{u eV |weV {uv}e E}‘
Definice 5. Necht n € N. Matice A € R™" se nazyvd pozitivné definitni, pokud
Ve e R*\ {0}: zTAx > 0.



2. Problém déleni grafti

Snazime se rozdélit neorientovany graf na k c¢asti tak, aby

1. casti byly priblizné stejné velké

2. mnozstvi propojeni jednotlivych c¢asti bylo co nejmensi.
Definice 6 (rovnomérné déleni grafu). Necht G = (V| E) je neorientovany graf,
k € N. Disjunktni rozklad Vi, ...,V mnoziny vrcholi V' se nazyjvd déleni grafu G
na k cdsti. Délent se nazgvd rovnomeérné, pokud spliuje |Vi| = ... = |Vi| = ‘—Z'
Pozndmka. Rovnomérné déleni grafu G na k ¢asti existuje < k déli |V (G)].
Poznamka. Déleni grafu na dvé casti se nazyva bisekce.

Definice 7 (hranovy separator déleni). Necht G = (V, E) je neorientovany graf,
P = (P,...,P) déleni grafu G. Hranovy separator déleni P je mnoZina hran

H(P)={e € E| koncové body e jsou v riznych oblastech }
:{{u,v}eE‘Hi,je{l,...,k},z’;«éj:ueB-&ver}.

Problém 1. Najit pro zadany graf G rovnomeérné déleni P tak, aby pocet hran v
H(P) byl co nejmendi.

Priklad. At G = (V, E), V ={1,2,3,4}, E = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,1} }. Pak
existuji dv]| optimalni bisekce ({1,2},{3,4}) a ({1,4},{2,3}). Obé optimalni
bisekce maji velikost hranového separatoru 2. Kromé téchto bisekei existuje uz
jen bisekce ({1,3},{2,4}), kterd ma hranovy separator celé E.

Optimélnich déleni v problému [1] tedy muze byt vice.

2.1 Pocet rovnomérnych déleni grafu

Necht mame graf G a Vi, ..., Vi je rovhomérné déleni grafu G na k casti. Pak
kazda cast V; je slozena z % vrcholi. Ozna¢me n = |V(G)|. Pocet moznosti,
jak vybrat prvni cast V; je (Z), protoze mame k dispozici n vrcholt a vybirame

k

¥, pricemz nezalezi na jejich poradi. Pocet moznosti, jak vybrat druhou cast V5

_ﬂ v 7’ 7/ v o 4 v v 4 v v 7 .

je ("J), protoze mame o # méné vrcholi na vybér. Obecné u vybéru casti V;
k

n

i’ vrcholu.

budeme mit ("~ V%), protoze je uz vybrano i — 1 &sti a kazdd mé
k
Celkem je pocet rovnomérnych déleni
k . n k—1 )
n—(i—1)% n—i-y
()

i=1 & i=0

k

Vzhledem k tomu, ze maji déleni stejny pocet neusporadanych vrcholl, mizeme
povazovat dveé déleni Vi, ..., Vi a V", ..., V¥ za ekvivalentni, pokud existuje per-
mutace 7 : {1,...,k} — {1,...,k} spliwjici V;4) = V;*. ProtozZe takovych per-
mutaci je k!, pocet rovnomérnych a vzajemné neekvivalentnich déleni grafu G' na

k ¢asti je
k—1 -
" :
k! i=0 k

Taz na pofadi ¢asti



Tvrzeni 1 (dolni odhad binomického koeficientu). Pro kazdé n € N,

se{l,...,n} plati
n n\?®
s s

Dikaz.

=0 S = =0 S
Zbyva dokazat pouzitou nerovnost. Ziejmé plati
n> s
=Vie{0,...,s—1}: in > is.

To je ekvivalentni s nerovnosti
—18 > —in,

prictenim ¢lenu ns ziskdme (n —1i)s > n(s —i). Vydélenim kladnym clenem s — i
a kladnym clenem s ziskame

n_lzﬁ pro kazdé i € {0, ..., s — 1}.

S —1 S

Véta 2 (odhad poc¢tu rovnomérnych déleni). Necht k,n € N, k < n, k déli n.
Pak rovnomeérngich déleni grafu s n vrcholy na k cdsti je alespori (k)% !

Diikaz. 7 tvrzeni[l] plyne odhad

_j.n _j.n\F%
(" N k>z<” ! k) = (k—i)k.
% %

7 nezapornosti ¢initeld pak

1kl —. 1 k=
— k _
k!i:()( > k! U k!

k

F\S
Il
\ Ju—
1
e ki
A
—~
o
|
o~.
N—
—_—
=
3’\:‘_ —
=
T
I
—~
oyl
\_—/

Pozndmka. V knize [I] se dokazuje i opa¢ny odhad

(n) < (en) , kde e je Eulerovo d¢islo.

S S

Obdobnym postupem bychom ziskali horni odhad pro pocet rovnomérnych déleni
(e K)r—L.

Nejjednodussi algoritmus na déleni grafi, tedy vyzkouseni vSech moznych rov-
nomérnych déleni, je tedy mozné pouzit jen pro velmi malé grafy a velmi malé
k. Konkrétné na mém osobnim pocitaci tak lze v rozumném case pro k = 2 délit
grafy o cca 22 vrcholech a pro k = 3 o cca 14 vrcholech

2implementace v programovacim jazyce Python, pozadavek na délku béhu algoritmu do 2s.



2.2 Déleni grafu a souvislost Casti

Pripominam, Ze neorientovany graf se nazyva souvisly, vede-li mezi kazdymi
dvéma vrcholy cesta (viz [I]). Grafy, které je tfeba délit jsou typicky souvisléﬂ
prirozenou otazkou je, jestli vzdy existuje optimalni déleni na k c¢asti, které ma
obé ¢éasti souvislé.

Priklad. Nasledujici graf o 10 vrcholech ma (az na zaménu c¢asti) jedinou rovno-
meérnou bisekei minimalizujici |H (V;, V2)|. Toto déleni obsahuje nesouvislou ¢ast.

2.3 Slabsi kritéria rovnomeérnosti déleni

V aplikacich neni potfeba mit déleni presné rovnomérné, staci, kdyz velikost
separatoru bude mala. Pojem rovnomérného déleni mtzeme nepatrné zeslabit
nasledujicim zpiisobem.

Definice 8 (skoro rovnomérné déleni). Necht G je graf, k € N. Oznacme n =

|[V(G)|. Déleni P = (P4, ..., P,) nazgvame skoro rovnomérné, pokud

Priklad. Skoro rovnomérnd déleni grafu o 10 vrcholech na tti ¢asti Vp, Vo, Vs mji
velikosti ¢asti (|Vi|, |[Val, [V3]) € {(3,3,4), (3,4,3), (4,3,3) }.

V praxi se pouziva zejména nasledujici pojem.

Definice 9. Necht G = (V, E) je neorientovany graf a Vi,..., Vi je déleni G.
Oznacme average = %l a definujme

= Vi
Imbalance(Vy, ..., Vi) = max (|V;| — average) = max—1,_. | Vi 1
average i=1,...k IL;I

V nékterych aplikacich maji riizné vrcholy grafu riiznou vahu, pticemz je tieba
rozdélit graf na casti tak, aby celkové vahy casti byly priblizné stejné. Pokud
mame dény vahy vrcholt w : V' — R™, tak muzeme pro V' C V oznacit w (V') =
> ey w(v). Minuld definice pak bude mit tvar
maxz-zlw,’k ’LD(V;)

w(V)/k

3U nesouvislého grafu existuje bisekce (ne nutné rovnomérna), kterd ma prazdny hranovy
separator.

—1.

Imbalance(V,..., Vi) =




Problém 2. Pro zadany graf G a danou toleranci € > 0 najit déleni Vi, ...,V
tak, aby

e Imbalance(V,..., Vi) <e,

e v hranovém separdtoru H(Vi, ..., Vi) bylo co nejméné hran.

2.4 Minimalizace komunikace mezi procesory

Zatim jsme se snazili minimalizovat velikost hranového separatoru. Pokud
méme dané vahy hran a : £ — R*, tak muZzeme obecndji velikosti separdtoru
rozumeét

vol(H(Vy,...,Vy)) = > ale)
ecH(V1,...,Vk)
a minimalizovat vol (H (Vi, ..., Vk)). OvSem v problému minimalizace komunikace

mezi procesory se ukazuje, ze tento model je nedostatecny. vol(H) totiz predsta-
vuje celkovou komunikaci mezi procesory. Minimalizovat celkovy objem komu-
nikace ma smysl naptiklad pokud se plati za mnozstvi prenesenych dat, castéji
nas zajima co nejkratsf ¢as komunikace. Cas straveny komunikaci ale nenf p¥imo
umérny objemu komunikace, ale je to funkce tvaru

objem komunikace

Co,

v
kde v je prenosova rychlost a ¢y predstavuje latenci. Je tedy potfeba zavést pe-
nalizacni ¢len p;;, ktery pricteme, pokud bude H(V;,V;) neprazdna. Upravend
velikost hranového separatoru pak bude

cas(H(V;, V;)) = pishis + ) a(e)’

c€H(V,,V;) Vi

kde Vij > 0, Dij >0a

h“_ OJH(‘/I7V]):®7
“ 11, jinak.

vvvvvv

Cas(H(Vi,...,Vi)) = > cas(H(V;,V))).

ij=1,....ki<j

Pokud naopak mé kazda dvojice procesoriu vlastni komunikac¢ni kanal, tak
cas(H(Vi, ..., V) = max cvas(H(V;’Vj)),
i =1 e i<

v/

neboli celkovd doba komunikace je rovna dobé komunikace nejvytizenéjsi linky.
Typicky je situace kombinaci minulych dvou.

Priklad. Nékolik osobnich pocitaci spojenych pres internet.



2.5 Vrcholovy separator

Zatim jsme se snazili minimalizovat velikost hranového separatoru. Vrcholy
v nasem modelu znacily vypocetni podilohy, jejich véha w(v) byla vypocetni
naro¢nost a hrany reprezentovaly mnozstvi komunikace a({vy,vs}).

Ovsem casto se pouziva podobné, ale ne zcele ekvivalentni formulace problému
rozdéleni tlohy na vice procesorii. V ni vrcholy predstavuji data, se kterymi se
ve vipodtu pracuje, pftomnost hrany znad zavislost mezi daty. Ukolem je roz-
délit graf na priblizné stejné velké c¢asti tak, ze mnozstvi vrcholi, které je nutno
sdilet mezi vice procesory, je co nejmensi. To odpovidda minimalizaci velikosti
vrcholového separatoru.

Definice 10 (vrcholovy separator déleni). AL G je graf, P = (Vi,..., Vi) jeho
déleni. Pak S C V(G) je vrcholovy separator déleni P, pokud

Vi,je{l,... k}, 1 # j: kaZdd cesta mezi V;\ S a V; \ S obsahuje vrchol z S.

Vircholovy separdtor S déleni P nazveme nezmenditelny, pokud Vv € S: S\{v}
nent vrcholovy separdtor deleni P.

Lemma 3 (vztah vrcholového a hranového separdtoru). Necht P = (Vi,..., Vi)
je délent grafu G = (V, E). Pak kazdy nezmensitelnyj vrcholovy separdtor S délent
P splnugje

S| < [H(P)] < [S]- max deg(v),

Diikaz. Necht S je vrcholovy separator déleni P. Pak pro kazdou hranu {vy,ve} €
H(P) musi byt v; € S nebo vy € S, nebot jinak by cesta (vy, {vy, v2}, v2) spojovala
rizné ¢asti grafu.

Ozna¢me C = {{v;,v;} € E | v, € SVwv; € S} mnozinu hran, které
maji alespon jeden koncovy vrchol ve vrcholovém separatoru S. Pak ziejmé plati
|C| < |S] - maxy,ey deg(v), nebot z kazdého vrcholu v S mize vychazet nejvyse
max,cy deg(v) hran. Zaroven dle vyse dokdzaného je pro kazdou hranu e € H(P)
alespon jeden koncovy bod v S, a tedy e € C'. Tim jsem dokézal nerovnost

[H(P)| < |C] < |5] - max deg(v).

Ozna¢me Sy mnozinu vrcholu z S, které jsou koncovymi body H(P). Pak Sy
je vrcholovy separator P. Z nezmensitelnosti vrcholového separatoru S je potom
S = Sp. Je-li S prazdna, pak |S| < |H(P)| plati trividlné.

Necht v; € S. Vrcholu v, pritadim libovolnou hranu e;, ktera z bodu v,
vychazi. Takova hrana existuje, protoze S C Sy. Nechf s € N, s < n, a nechf mam
ruznym vrcholim vy, . .., vs € S prifazené rizné hrany ey, ..., e, € H(P). Vrcholu
vsr1 € S\ {v1,...,vs} prifadim libovolnou hranu eg,; € H(P) \ {ey,...,es},
ktera vychéazi z vrcholu v, 1. Takova hrana existuje, nebot kdyby byly vSechny
hrany vychazejici z vs11 jiz vyuzity, byl by S\ {vs41} vrcholovy separédtor, coz je
spor s nezmensSitelnosti S. Podle principu matematické indukce lze tedy kazdému
vrcholu z S prifadit jinou hranu z H(P). Z toho plyne |S| < |H(P)|.



3. Metody déleni grafi

3.1 Setrvacna metoda

Setrvacnd metoda je jednoduchy zastupce tzv. geometrickych metod. Geo-
metrické metody se snazi graf hrubé rozdélit na zakladé rozmisténi vrchola v
prostoru/roviné bez informaci o tom, mezi kterymi body vede hrana. Potiebu-
jeme tedy navic znat soufadnice vrcholtt B: V — RY. Tyto soufadnice mame k
dispozici napt. pri déleni graf vzniklych z diskretizacni sité v metodé konec¢nych
prvkdl] Tyto grafy maji zaroveil velmi uniformni strukturu, kterd velmi tésné
souvisi se souradnicemi—zahozeni informace o hrandch tedy neni takova ztréata.

Vvev

rozdélime vrcholy do dvou skupin.

Popis metody
Necht n = |V|, V = {vy,...,v,}. Nejprve spocteme tézisté vrcholu

=13 B,

n4

Ozna¢me Z(k) = B(vg) —T'. Snazime se zvolit osu otdceni tak, aby prochézela
tézistém T a aby moment setrvacnosti pevné spojenych bodu vy, ..., v, kolem
této osy byl co nejmensi.

K tomu pouzijeme tenzor setrvacnosti

1117 Il27 Il3
[217 1227 IQ3
1317 I32> I33

definovany pomoci

1 IS R) + (@a(k)? + (wa(k)* — (2;(R))%, 0=,
T\ S — (k) (k), i

Tenzor setrvacnosti je symetricka matice, podle véty z linearni algebry tedy exis-

tuje ortonormélni béze (071, ..., 03), ve které ma tenzor setrvacnosti tvar
)‘17 Oa 0
Oa )\27 0
07 07 )\3

Pro tenzor setrvacnosti plati, Ze moment setrvacnosti kolem osy urcené jed-
notkovym vektorem o'se spocte jako 0. Z vyjadreni v bazi (01, . . ., 03) je jasné, ze
minimalni hodnota momentu setrvacnosti se dosahuje pro vlastni vektor prislusny
nejmensimu vlastnimu ¢islu Apip,.

'Finite Element Method (FEM) - zndm4 metoda numerického Yesen{ parcidlnich diferenci-
alnich rovnic



Nyni rozdélme body vy, ..., v, podle nadroviny H, ktera prochazi tézistém T
a je kolma na spoctenou hlavni osu 0. To, v jaké skupiné se vrchol v nachazi
snadno zjistime podle znaménka skalarntho soucinu Z(k) - omin. Muze se stat, ze
néjaké vrcholy budou lezet ptimo v nadroviné H, pak skalarni souc¢in bude nulovy
a vrcholy rovnomérné rozdélime podle néjakého dodateéného kritéria.

Vzhledem k tomu, Ze nadrovina H prochazi tézistém, je vysledné déleni skoro
rovnomérné. Pokud jsme ovsem 0, spocitali priblizné, je lepsi rovnomérnost
déleni zkontrolovat.

Vypocetni naklady
« Tézisté n bodu b(v;) spocteme v ¢ase O(n).

« KaZdou slozku tenzoru setrvacnosti spocteme v ¢ase O(n), sloZek je d?, cely
tenzor setrvacnosti tedy spocteme v case O(n).

e Vypocet hlavni osy setrvacnosti je nejslozitéjsi ¢ast algoritmu, ale jsme to
schopni udélat v konstantnim case.

o K pridéleni vrcholu v do jeho staci jen spocitat skalarni soucin, pridéleni
vSech bodu jsme tedy schopni udélat v ¢ase O(n).

Setrvacny algoritmus muzeme tedy pouzivat i pro velky pocet vrcholt.

3.2 Metoda sireni

Necht vgare je n&jaky vrchol. Pak méme definovanou d : V. — R{, d(v) =
dist(v, Ustary) Pro v € V. Budeme nyni z vrcholu vy, provadét prohledavani
grafu G do sitky Vrcholy, kterymi budeme prochézet, pridame do prvni ¢asti
déleni Vi. Az bude |Vj| = n/k, tak prohleddvani zastavime. V piipadé bisekce
grafu pak polozime V5, = V — v; a jsme hotovi V pripadé k > 2 opakujeme
stejny algoritmus pro graf s mnozinou vrchola V! =V —Vj a s novym startovnim
vrcholem vl . € V'; délit budeme tentokrat jen na k — 1 ¢asti.

Volba prvnich n/k vrcholi prohledavanim do sitky ze startovniho vrcholu
Ustart 0dpovidd z hlediska teorie grafi volbé m = n/k vrcholu vy, ..., v, € V tak,
aby bylo co nejmensi max{d(vq),...,d(vn)}.

Kvalita vysledného déleni zavisi hodné na volbé pocatecniho vrcholu vggay.
Idealné by se mél volit startovni vrchol s maximalni vystrednosti.

Definice 11 (vystrednost vrcholu). Necht G je graf, v € V(G). Pak vystfednosti
(excentricitou) vrcholu v rozumime cislo

e(v) = max dist(v, u).

Nejvétsi vystrednost v grafu, tedy cislo

d= max e(v)

se nazyvd prumeér grafu G. Vrchol nazveme okrajovy, pokud je jeho vistrednost
rovna prumeru grafu.
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Proto, abychom nasli okrajové vrcholy, bychom museli spocitat dist(u,v) pro
vsechny u,v € V. Protoze je takovy vypocet c¢asové narocny, tak se vétsinou
pouzivaji heuristické algoritmy, které pouze hledaji vrchol s velmi vysokou vy-
stfednosti (viz [2]).

Metoda $ffent je jednoduchou metodou délenf grafii. Casova naroénost metody
je nizkd, konkrétné O(|E|). V porovndni s ostatnimi metodami ale ¢asto dava
déleni nizsi kvality (viz [3]).

3.3 Kernighantv-Linuv algoritmus

Popisu zde zédkladni variantu Kernighanova-Linova algoritmu pro £ = 2 a
w(v) = 1Vv € V, tj. délim na dvé ¢asti a vSechny vrcholy maji stejnou vahu.

Kernighantv-Lintv algoritmus predpoklada, ze néjaké déleni jiz méame a snazi
se toto déleni vylepsit. At tedy A = Vi, B = V5 je rovnomérné déleni grafu
GG. Budu uvazovat premisténi jednoho vrcholu z ¢asti A do ¢asti B a naopak
premisténi jednoho vrcholu z ¢asti B do ¢asti A. Tim, ze uvazuji tyto dvé zmény
spoleéné, bude i nové déleni (A \ {v.}) U {wp}, (B \ {w}) U {v,} rovhomérné a
staci se zabyvat jen zménou velikosti hranového separatoru.

Necht v € V;. Oznac¢me

out(v) ={ueV\V;|ujesoused v},

in(v) ={ueV;|ujesoused v }.

O vyhodnosti presunuti vrcholu v rozhoduje

gain(v) = Y a({v.u}) — Y a({v.u}).

u€out(v) u€in(v)
V zakl. pripadé, kdy a(e) = 1Ve € F plati
gain(v) = |out(v)| — | in(v)].

Pokud je gain(v) kladny, tak se pfesunem v, do ¢asti B zmensi velikost hranového
separatoru.
Pokud se zabyvam dvéma presuny naraz, tak je potieba definovat

gain(v,) + gain(vy), {va, 00} € F,
gain(vy) + gain(vy) — 2a({ve, vp}), {ve, s} € E,

g(Ua, vb) - {

prov, € A, v, € B, protoze pripadna hrana mezi v, a vy, se pred presunem nachazi
v out(v,) i out(vy), ale i po presunu bude stale v H(A, B).

Muzeme spoéitat g(v,, vp) pro vsechny v, € A, v, € B, a pak vybrat v,, v, ma-
ximalizujici g(vq, vp). Po pfesunu v, a v, je tfeba hodnoty g prepocitat. Problém
takového pristupu je, Ze si musime pamatovat fddové O(]V|?) hodnot g.

Jinou variantou algoritmu je si pamatovat pouze hodnoty gain. Téch je pouze
O(|V']). V prvnim kroku algoritmu pfesuneme vrchol s maximélni hodnotou gain
a prepoc¢teme hodnoty gain u jeho sousedti. Ve druhém kroku presuneme vrchol
z opacné ¢asti s maximalni hodnotou gain a prepoc¢teme hodnoty gain. Vyhoda
této varianty spoc¢iva v tom, ze neni tézké toto implementovat efektivné. Hodnoty
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vrcholy totiz muzeme mit ulozené ve dvou prioritnich frontach (kazda odpovida
jedné casti déleni) tak, ze jsou usporadané podle hodnot gain. V implementaci
prioritni fronty pomoci haldy jsou operace

o odebrani nejvétsiho prvku
o pridani nového prvku a jeho zarazeni
« zména poradi prvku v v dusledku zmény hodnoty cost(v)

proveditelné v ¢ase O(log(|V|)). V jednom kroku metody je potfeba odebrat prvni
vrchol z jedné z prioritnich front, zaradit ho s opacnou hodnotou cost do druhé
prioritni fronty a pak aktualizovat hodnoty cost u vSech jeho sousedi. Pokud
bude d € N né¢jakd mald konstanta, tak ve tridé grafli, ve kterych jsou stupné
vrcholll omezeny touto konstantou d je mozné provést jeden krok této metody v
Gase O((d +2) log([V'])) = O(log(|V])).

Zbyva dodat, co bude algoritmus délat v pripadé, Zze hodnoty ¢ nebo cost
budou vsechny zaporné. Jednou moznosti je v tomto pripadé algoritmus ukoncit.
V clanku [3] se ale doporucuje ve vyménach pokracovat s tim, Ze se tim mozna
podari dostat se z lokalniho optima. Protoze ale takovy krok zhorsuje kvalitu
déleni, je potieba, aby si algoritmus pred takovym spekulativnim krokem nejlepsi
dosazené déleni zapamatoval.

Kernighantiv-Lintv algoritmus je zakladni heuristika, kterd se snazi vylepsit
jiz. ziskané déleni. Pouziva se tedy v kombinaci s jinym algoritmem na déleni
grafu. Zakladni myslenkou je vypocet zisku gain(v) pri pfesunu vrcholu v do jiné
c¢asti. Variant tohoto algoritmu je vice, mizou mit rizné efektivni implementace
a rizna ukoncovaci kritéria.

3.4 Viceurovnova metoda

Vicetroviiova metoda je vyznamnou technikou v algoritmech déleni graft. Je
zalozena na tom, ze sousedni vrcholy ptuvodniho grafu G slouc¢ime do skupinek a
tak vytvofime mensi/hrubsi/zjednoduseny graf G'. Graf G’ ma méné vrcholu, a
tak je vypocet jeho déleni zpravidla mnohem rychlejsi nez u ptivodniho grafu G.
Vysledné déleni pak promitneme zpét do grafu G.

Vicetroviiova metoda se typicky pouziva opakované, tedy sestrojuje se po-
stupné posloupnost stdle mensich grafi G = Gy, Gy, ...,G,,. Nejmensi graf G,
se rozdéli vhodnou metodou. Ziskané déleni P,, pak promitneme na graf G,, 1,
vysledné déleni P, ; se promitne na G,,_s, atd. Nakonec ziskame déleni P, grafu
Go=G.

Vyznamnou myslenkou ve vicetroviiové metodé je po kazdém promitnuti zis-
kané déleni nechat chvili vylepsovat Kernighanovym-Linovym algoritmem.

Na samotné rozdéleni nejmensiho grafu G,, mizeme pouzit libovolnou metodu
pro déleni grafii. Je ale nutné, aby byla schopna tesit problém déleni grafi se
zadanymi vahami hran a zadanymi vahami vrchol. Prakticky se pouziva naprt.
spektralni metoda nebo opakovana metoda Siteni+KL.
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Algoritmus 1: Vicetroviova metoda
GO ~— G
1+ 0
while |V(G;)| > nyas do
Git1 < coarsen(G;)
11+ 1
end

P; < findPartition(G;)

while ¢ # 0 do

1 1—1

B; < project(P;11)

P, «+ refinePartition(B;)
end
P« PO

Podrobnéjsi popis slucovani
Nyni podrobnéji definuji, co rozumim pod pojmy hrubsi graf a promitnuti

déleni.

Definice 12 (hrubsi graf). Je-li G = (V, E) graf, Si,...,S, skupinky vrcholi
spliugici S; C 'V, SiU...US, =V, S; neprdzdné, S; N S; = 0, pak hrubsim
grafem G rozumime graf G' = (V', E') s mnoZinou vrcholi V' = {Sy,...,S,}
a s mnozinou hran E' C ({Sl’é”sT}>,

e ={5,,5;} € E' & Jue SFves;:{uv}eE.

Méme-li ddny vahy vrcholi w : V' — RT, pak na hrubsim grafu definujeme
vahy vrcholi w’ : V' — R™ predpisem

w'(S;) = > w(v) pro kazdé S; € V.

VES;

Méme-li ddny vdhy hran a : E — R, pak na hrubsim grafu definujeme vahy
hran o' : E/ — R predpisem

a({9;,9}) = >  a({u,v}) pro vSechny {S;,S;} € E'.

uESi,’UESj

Vahy hran a vrcholl jsou ve vicetiroviiové metodé vyznamné i v pripadé, ze
puvodni graf G mé vSechny vrcholy/hrany stejné vyznamné.

Definice 13 (promitnuti déleni). Je-li G' hrubsi graf G a mdme-li dané déleni
Vi,..., VI hrubsiho grafu G', pak promitnuti tohoto déleni na graf G je déleni
Vi, ..., Vi grafu G takové, Ze

Vi= |J S pro kazdé k € {1,...,k}.

SjEV,L-/
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Vytvareni skupin

Zbyva popsat, jakym zptisobem se vybira seskupeni vrcholi do skupinek.

Nejjednodussi metodou je brat v ndhodném poradi hrany grafu a pokud jejich
koncové vrcholy jesté nejsou v zadné skupince, tak vytvorit novou skupinku s
témito dvéma vrcholy. V pripadé, kdy jeden nebo oba koncové vrcholy uz jsou
v néjaké skupince, nedélat nic. Na konci nam vétsinou zbudou néjaké vrcholy,
které nejsou v zadné skupince a vsSechny jejich sousedé uz ve skupince jsou. U
téchto vrcholi nezbyva nez kazdému z nich vytvorit skupinku, ve které budou
sami. Idealni by bylo mit téchto samostatnych vrcholi co nejméné.

Metod vytvareni skupinek je vice, viz [4].

Shrnuti

Vicetroviiovy pristup umoznuje efektivné nalézt kvalitni déleni pro mnohé
grafy s velkym poctem vrcholi.

3.5 Spektralni algoritmus

Spektralni algoritmus je sofistikovand metoda déleni grafii. Nejdtiive prefor-
muluji problém déleni graft.

3.5.1 Laplaceova matice grafu

Definice 14 (Laplaceova matice grafu). Necht G = (V, E) je neorientovany graf,
n=1V|],V={v,...,u,}. Laplaceova matice grafu G je matice

deg(vy)
QG) = . — Soused(G),
deg(vy,)

kde deg(v;) je stupert vrcholu v; a Soused(G) je matice sousednosti.

Pozndmka (souvislost Laplaceovy matice s Laplaceovym operatorem). Fouriertiv
zékon pro vedeni tepla mé tvar ¢ = —k - (gradient teploty), ¢ je tepelny tok a
k > 0 je konstanta. Z néj odvozena rovnice vedeni tepla ma tvar

d(teplota)
dt
Newtontv zdkon ochlazovani pro hranu {v;,v;} mé tvar (tepelny tok hranou) =

k;; - (rozdil teplot v koncovych bodech). Se¢tenim pfes vsechny hrany vychézejici
z bodu v; odvodime

d(tcml;z;a(w)) — Z ki;(teplota(v;) — teplota(v;))

v; je soused v;

= —kA(teplota).

teplota(vy)
— > —k(teplota(v;) — teplota(vj)) = —kQ

v; je soused v; teplota(vn)

2zde pro jednoduchost k = k;; Vi, j

14



Ukazi, ze problém déleni grafu se d& preformulovat jako problém minimalizace
kvadratické formy s Laplaceovou matici pfes urcitou mnozinu.

Véta 4 ([3]). Necht G = (V, E) je neorientovany graf, V = {vy,..., v}, ACV.
Polozme B=V \ A, Q = Q(G). Oznacme

1, v; € A,
xTr; =
-1, v, €B.

proi € {1l,...,n}. Pak

Dukaz.

Q= Z Z QT = szl‘z deg(v;) — Z Z zizj(Soused(G)); =

=1 j=1 =1 7

Vrcholy v; a v;
1. jsou spojeny hranou, v; € A,v; € A, pak z;xjs;=1-1-1=1
2. jsou spojeny hranou, v; € B,v; € B, pak z;z;s;;, = —-1--1-1=1
3. jsou spojeny hranou, v; € A,v; € B, pak z;z;s,;, =1--1-1= -1
4. jsou spojeny hranou, v; € B,v; € A,  pak z;x;8;; = —-1-1-1=—1

5. nejsou spojeny hranou, pak x;x;s;; = x;x; - 0= 0.

zn:zn:xi:cjsij = > 2 - Y 2=2[E\HAB)-2HA,B)

i=1j=1 ecE\H(A,B) ecH(A,B)

Z:c deg(v;) Zdeg V; _2’E’
Celkem

7'Qu =2|E| ~ (2|E\ H(A, B)| - 2|H(A,B)| ) =
= 4|H(A, B)|.
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3.5.2 Vlastnosti Laplaceovy matice

Tvrzeni 5. Necht G je neorientovany graf. Pak Q(G) je symetrickd a soucet
prvkd v kazdém rddku je 0.

Diikaz. Uvazujeme neorientovany graf, matice souvislosti je tedy symetricka.
Protoze je Q(G) soucet diagonalni a symetrické matice, je Q(G) symetricka.
Soucet prvki i—tého radku matice Q(G) je

deg(v;) ZSU deg(v;) — ( Z 1) — ( Z 0) = 0.

v; je soused v; v; neni soused v;

deg(v;)

Tvrzeni 6. Necht G = (V, E) je neorientovany graf, n = |V|, V- = {vy, ..., v},
= |E|, E = {e1,...,en}. Necht u kaZdé hrany e, vybereme jeden z jejich
koncovijch bodu a oznacime ho jako proni koncovy bod ey. Pak

Q(G) = B"B,
kde B = (Byi) ey je orientovand matice incidence,

1, w; je pruni koncovy bod ey,

Bri =< —1, v; je druhy koncovy bod ey,
0, jinak.
Diikaz. Proi=j
(B"B)ii =Y (B")uBri =Y BuBri=Y_ By = > 1 = deg(v;).
k=1 k=1 k=1 v; je koncovy bod eg
Proi #j
(B"'B)ij = > _(B")aBij =) BBy = > (-1) = —sy.
k=1 k=1 vj,v; jsou spojeny hranou

Tvrzeni 7. Dimenze Ker(Q(QG)) je rovna poctu komponent souvislosti grafu G.

Diikaz. Lze nalézt v [5] pod nadpisem ,Proposition 2.

Véta 8 (o vlastnich ¢islech Laplaceovy matice). Laplaceova matice je unitdarne
diagonalizovatelnd, vsechna vlastni cisla jsou redlnd a nezdpornd. Dale je Lapla-
ceova matice singuldrni, a tedy 0 je vlastni cislo.

Dikaz. 7 véty o unitarni diagonalizaci pro symetrické realné matice plyne, ze

existuje U € R, UTU = I, takovd, 7ze UTQ(G)U je diagondlni. Nutné jsou
potom vSechna vl. ¢isla Laplaceovy matice redlna.
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Necht A; je vl. ¢islo Laplaceovy matice, x € R" je prislusny vlastni vektor,

tedy = # 0, Q(G) x = \; z. Pak z tvrzeni [f]
2"Q(G)x = v" BT Bx = (Bx)" (Bx) = |Bx|* > 0,

zaroven
TQG)x =" Njx = Mot = N\ |z)?

Mame tedy
Ni|z> >0, 2#0 = X\ >0.

Soucet prvka Laplaceovy matice v kazdém tadku je 0, takze vektor x =
(1,...,1)T € R" je vlastni vektor vl. &isla 0.

3.5.3 Odvozeni spektralniho algoritmu

Necht G je souwvisly neorientovany graf s n vrcholy a aspon jednou hranou,
n=|V|,{v1,...,v.} = V(G), Q = Q(G) je jeho Laplaceova matice. Necht d € Z,
—n < d < n. Pak diskrétni optimalizac¢ni problém

volba A C V(G) splijici |A| = |B| + d tak,

3.2
aby |H(A, B)| bylo minimaln{ (3:2)

je podle véty [4] ekvivalentni diskrétnimu optimalizatnimu problému

volba x € R" splnujici vie{1,...n}: x; = £1 a sz = d tak, (3.3)
i=1 .

aby 27 Q z bylo minimalni.

7 tohoto diskrétniho optimaliza¢niho problému nyni udélame spojity optima-
liza¢ni problém

volba x € R" splnujici ZL’% + ...+ xi =n a le = d tak, (3.4)
i=1 .

aby z7Q x bylo minimaln.

Ztejmé je mnozina povolenych vektort x u tohoto problémt nadmnozinou

povolenych vektort u diskrétni varianty. Tento optimalizacni problém ted budeme
resit.
Reseni problému . ( je unitarné diagonalizovatelna, oznac¢me jeji vlastni ¢isla
A < A < .0 < A\, Vime, Zze \; = 0. Protoze navic predpoklddame souvislost
grafu G, tak podle tvrzeni[7]m4 prostor vlastnich vektort vl. ¢. 0 dimenzi 1, takze
)\2 > 0.

Mizeme zvolit U € R™" UTU = I,, takovou, Ze

A1
AN=UTQU =
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Ozna¢me j-ty sloupec matice U pomoci u;. Pak je u; jednotkovy vlastni

vektor prislusny vl. ¢islu ). Ddle ozna¢me v = (1,...,1)T € R". Upravujme
, min TQw = Hrﬂm tTUNUTz = HHHun (UT2)"A(UTx) = M.
ri{+...+x,=n x||“=n T||“=n
11:1+...n:d (z,v)=d (z,v)=d

Nyni substitujme UTz =: y. Pak ||z||*> = ||Uy||* = ||y||?>, nebot UTU = I,, =
U zachovava normy.

Déle je potteba dosadit do skalarniho soucinu (z,v) = (Uy,v) = X" (Uy)v;
=SS U = Sy S kU = Sy e (UT0)k = (y, UT). Vime,
7ev=(1,...,1)T € R" je vlastni vektor pifslusny vl. ¢. 0. ProtoZe vl. ¢. 0 m4
nasobnost 1 a ||v|| = v/n, tak plati v = £y/n uy,

+/n
T T T
ui ui v +/nuju 0
U'v= : v = : = : = . )
T T T :
ul ulv +v/nulu 0

nebot U je ortogonalni. Tedy (z,v) = (y, UTv) = (y, (£/n,0,...,0)7) = +y/ny,
kde y; znaci prvni slozku vektoru y. Po substituci bude tedy

M= min y'Ay= min Z)\zyl
llyl|2=n Y Y3+ tyn=n i=1
+vnyi=d y1==+d//n

d \2
= mln /\,z+/\ + — )\ZI—I—O_
yl+112+ Ay2=n zz; Y b ( \/ﬁ> (£d/v/n)? +y2+ tyR=n Zz:z i’
y1==d/\/n

= min 2:/\134Z
Y3+ +y2=(n?—d?)/n i=2

ProtoZze Xy < ... < \,, miZeme odhadnout
Z)\zyz 2 Z)\Qyz = )\22% Ao(n? — d?)/n,

tedy M > X\y(n? — d?)/n pro vsechny volby y = UTz. Zaroveii volbou y2 =

(n?* —d*)/n, y; =0 pro i = 3,...,n miZeme takové hodnoty dosdhnout.
Spojity optimaliza¢ni problém je tedy vyfesen pro x = yju; + yous + 0 =
() (1 1)

Nakonec zbyva od spojitého problému prejit zpét k diskrétnimu. Pottebujeme

hodnoty vektoru z zaokrouhlit tak, aby z; = +1 a aby pocet jednicek (tj. pocet
prvka A) byl my; = ”T” a pocet minus jednicek (tj. pocet prvka B) byl ms =

"T_d. To udélame tak, ze z vektoru x vybereme m; nejvétsich prvkia z; a témto
vybranym prvkim pfifadime z; = 1, ostatnim n — m; = mgy prvkam piiradime

/
I"L — _]..
Tato ,zaokrouhlovaci® procedura by skoncila se stejnym vysledkem, pokud
bychom misto vektoru z zacali s vektorem z + (r,...,7)T pro néjaké r € R nebo

kdybychom zacali s vektorem cz pro né&jaké ¢ € R*. Diky tomu stac¢i misto x
pouZit +cus, kde ¢ € RT libovolné, neboli libovolny vlastni vektor vl. ¢isla \s.
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Definice 15 (Fiedleruv vektor). Necht G = (V, E) je neorientovany graf, n =
V|,V ={v1,...,0,}. Pak vektoruxz € R"\{0} rikdme Fiedlertv vektor, pokud je
to vlastni vektor nejmensiho nenulového vlastniho ¢isla Laplaceovy matice Q(G).

Pozndmka. Fiedlertv vektor existuje < Laplaceova matice je nenulova. < v grafu
G existuje hrana. Pro pouziti Fiedlerova vektoru ve spektralnim algoritmu je ale
potfeba souvislost grafu G.

Shrnuti
Spektralni algoritmus ma tri ¢asti.
« Sestaveni Laplaceovy matice Q(G)
» Vypocet (néjakého) Fiedlerova vektoru

o Vybrani m; nejvétsich prvka spocteného Fiedlerova vektoru, jejich pozice
urci vrcholy prifazené do c¢asti A

Laplaceova matice je obecné ridkd, konkrétné méa |V| + 2| E| nenulovych
prvkl. Fiedleriiv vektor spocteme numericky, naptiklad Lanczosovym algorit-
mem |

Podrobnéjsi vysledky o spektralnim algoritmu jsou napiiklad v [6].

3.6 Rekurzivni déleni

Casto se v déleni graftl pro velké k pouziva nasledujici postup: Kdyz mame roz-
delit graf G na k casti, k = sP, tak rozdélime graf G nejprve na s ¢asti Vi, ..., V.
Kazdou z téchto c¢ésti V; dal rozdélime na ¢éasti V;1,...,V;,. Tento postup pro-
vedeme celkem p krat. Nakonec budeme mit graf GG rozdélen na s? casti V;,
kde i, € {1,...,s},r € {1,...,p}.

Vyhoda tohoto postupu je, ze algoritmus pro k' = s mize byt jednodussi na
implementaci. Pro déleni grafti na 2P ¢asti stac¢i mit po uziti tohoto postupu im-
plementovanou pouze bisekci grafu. Zaroven tento postup nabizi urc¢itou moznost,
jak algoritmy déleni na mnoho ¢asti paralelizovat.

Vyznamnou otazkou je, jak kvalitni déleni se timto postupem daji ziskat.

Vip?

Pozndmka. Chtél bych upozornit na to, ze v pripadé uvazovani penaliza¢nich
¢lenti z kapitoly je vhodné rekurzivni déleni drobné upravit. Standardné po
déleni grafu G na ¢asti V1, ..., V; nésleduje déleni indukovanych grafa G(V;), ...,
G(Vs). Ovsem pri pritomnosti penalizac¢nich ¢lent je vhodné pro kazdou hranu
{u, v} hranového separatoru, kde u € V;, v € V}, i # j, pridat do indukovaného
grafu G(V;) ,vnéjsi“ hranu {u, V;}. Pomoci téchto ,vnéjsich“ hran lze potom v
algoritmu na déleni indukovaného grafu zohlednit penalizaci za propojeni s ¢astmi
mimo indukovany graf.

3Inverzni mocninnou metodu samoziejmé nelze pouzit, protoze @ je singuldrni.
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4. Vyuziti déleni grafii

v paralelnich resicich soustav lin.
rovnic

Necht n € N, A € R™ " je regularni matice, b € R" je prava strana. V této
casti bakalarské prace se budu zabyvat numerickym resenim rovnice

Az = b, (4.1)

Konkrétné se budu zabyvat situaci, kdy je A ridkd a kdy je potfeba resit ilohu
paralelne.

Definice 16. Matice A se nazyvd ridkd, pokud je vétsina jejich prvkid nulovijch.
Pocet nenulovijch prvki matice A budu znacit nnz(A). Hustotou matice A € R"*"
budu nazjvat hodnotu 244 . 100%.

n2

Budu se zamérovat predevsim na symetrické pozitivné definitni matice. Takové
matice se v praxi vyskytuji velmi ¢asto v numerickych metodach pro eliptické par-
cialni diferencialni rovnice. Na konkrétnich metodach ukazi, jak se v paralelnich

vevs

4.1 Primé a iteracni metody

Numerické metody na feseni soustav linedrnich rovnic délime na primé a ite-
racni. V primych metodach se po urcitém poctu kroku spocte reseni. Pokud by se
béhem vypoctu mezivysledky nezaokrouhlovaly, tak by toto feSeni bylo presné.
Primé metody jsou typicky zaloZeny na vypoctu Choleského, LU nebo QR roz-
kladu.

V iteracnich metodach se postupné konstruuje posloupnost xg, x1, o, ... pfi-
bliznych Teseni, ktera by v presné aritmetice konvergovala k presnému reseni.
Zékladni skupiny iteracnich metod jsou stacionarni a nestacionarni. Stacionarni
metody maji tvar x5 = Bxyp + v, kde B je matice a v je vektor. Z nestacionar-
nich metod jsou nejvyznamnéjsi Krylovovské metody. Ty priblizné feseni Ax = b
hledaji v Krylovové prostoru

ICo(A, b) = span{b, Ab, A%, ... A" 'b}.

4.2 Struktura ridké matice

Definice 17 (graf struktury matice). Necht n € N, A € R"*", A je symetrickd.
Pak grafem struktury matice rozumime graf s mnozinou vrcholu V.= {1,...,n}
a mnozinou hran

E={{i,j}[A; #0}.
Tento graf budeme znacit Struct(A).
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Pozndamka. Vyse uvedend definice s orientovanymi hranami (7, j) by sla aplikovat
i na nesymetrické ¢tvercové matice, ale vysledny graf by byl orientovany. Casto
se u nesymetrickych matic pouziva graf struktury symetrizace matice A, tedy
graf struktury matice 3(A+ A7), coz je graf o mnoziné vrchold V = {1,...,n} a
mnoziné hran
E={{i,j} A #0V A; #0}.

Pozndmka. Pokud bychom chtéli zahrnout nejen informaci o struktuie matice A,
ale i o numerickych hodnotach jejich prvki, tak bychom mohli definovat

w: E — R
predpisem
w({i, j}) = [Ayl.
Je-li Vq,..., Vi déleni grafu Struct(A), tak muzeme matici A preusporadat

permutaci P tak, Ze ve vysledné matici A = PAPT jsou nejprve fazeny sloupce
odpovidajici vrcholtim z ¢asti Vi, pak vrcholy z V5 a tak podobné az po vrcholy z
Vs (viz obrazek . Poddiagonalni nenulové prvky v podmaticich A; odpovidaji
hrandm mezi vrcholy z V;. Poddiagonalni prvky ve zbytku matice odpovidaji
hrandm z hranového separatoru H(Vi, ..., V).

V.1 V.2 V3 VA4

vl (AT

V.2 A_2
V_3 A_3

v_4 A4

Obrazek 4.1: Varianta A

4.3 Paralelizace primych metod

Definice 18. Rekneme, Ze ctvercovd dolnd trojihelnikovd matice L je Choleského
faktor matice A, jestlize

A=LL".

Pro symetrickou pozitivné definitni matici A existuje pravé jeden Choleského
faktor L. Tento faktor umime najit pomoci varianty Gaussovy eliminace, pricemz
vypocet je numericky stabilni pro libovolné usporadani matice A.
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Paralelizace vypoctu Choleského faktorizace

Pokud je matice A ridkd, tak muzeme délenim grafu Struct(A) ziskat déleni
P = (Vi,..., Vi) a néjaky vrcholovy separdtor S tohoto déleni P. Pak muzeme
ziskat usporadani matice A jako na obrazku . Tentokrat jsou mimo podmatice
A; a pés pislusny separdtoru S viechny poddiagonaln{ prvky nulové, nebot mezi
vrcholy z ¢asti V; \ S a V; \ S, ¢ # j, nevede hrana.

Choleského faktorizace podmatic A, ..., A lze pocitat oddélens. Nésledns
je treba dodélat Gaussovu eliminaci pasu S, tato ¢ast vypoctu uz paralelizovat
nelze. Uspésnost rozdéleni tlohy tedy zévisi na velikosti separdtoru S

V_1\S [A1] 0 0

V_2\S A_2 0

V_3\S A_3
V_4\S

Obrézek 4.2: Varianta B

Priklad. Necht matice A je hustd, konkrétné at nema zadny nulovy prvek. Pak
je Struct(A) tplny graf a vrcholovy separator kazdého déleni je tvoren vSemi
vrcholy.

Priklad. Necht matice odpovida rovnomérné rovinné mrizce o rozmérech m; a
my. Pak ma optimalni vrcholovy separator déleni na dvé ¢asti ma velikost |S| =
min{my, ms}.

Vyhoda preusporddani matice na obrazku [4.2] ziskaného pomoci déleni grafu
Struct(A) nespocivd pouze v moznosti paralelizace ¢asti vypoctu. Toto uspo-
radani zaroven zajistuje, ze v pribéhu eliminace mtizou vznikat nové nenulové
prvky pouze uvnitt podmatic Ay, ..., Ay a ve sloupcich a fadeich odpovidajicim
separatoru S. Opakované déleni grafu Struct(A) (nested dissection) se pouziva
jako jedna z metod snizujicich nartstajici zaplnéni matice v prubéhu eliminace.

Paralelizace vypoctu LU faktorizace

Kdyby A byla ¢tvercova nesymetrickd, tak se da délit graf Struct(A + AT).
Na rozdil od minulého pripadu vypocet LU rozkladu uz nemusi byt numericky
stabilni. Standardni technikou pro zvyseni numerické stability vypoctu je ¢astecna
pivotace. Déleni grafu urcitym zptusobem pivotaci omezuje, ale stdle je mozné
provadét pivotaci v ramei eliminace podmatic Ay, ..., Ag.

! Pfipomindm, ze algoritmy déleni se snazi rozdélit graf tak, aby byl vrcholovy separator co
nejmenst.
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4.4 Paralelizace iteracnich metod

U Krylovovskych metod je potifeba v jednom kroku provadét operace scitani
dvou vektort, nasobeni vektoru skalarem, skalarni soucin dvou vektort, nasobeni
vektoru fidkou matici A, p¥ipadné AT,

Tyto operace lze paralelizovat tak, ze mnozinu indext {1, ..., n} rozdélime na
casti Aq, ..., Ay takové, ze kazdy index i € {1,...,n} se nachdzi v pravé jedné
z téchto casti. Na s—tém procesoru pak budeme uchovavat ty slozky z; vektoru
x € R™, pro které je 1 € A,.

Operace s¢itani dvou vektor nebo nasobeni vektoru skalarem se provadi po
slozkach, jednoduse se tedy provede na kazdém procesoru pro danou cast. U
skalarniho soucinu vektoru lze spocitat na kazdém procesoru ¢asteény soucet
> jeA, TilYi, pak je ale potieba tyto castecné soucty secist. Tim se nevyhneme
prenaseni dat mezi procesory a synchronizaci vypoctu.

Operace nasoben{ vektoru f{dkou matici A, resp. AT bude vyzadovat pienos
dat mezi procesory. Tomuto presunu dat se nelze vyhnout, ale mtizeme se snazit
mnozstvi prendsenych dat minimalizovat. A pravé zde se vyuzije déleni graft.
Césti nebudeme volit ndhodné, ale tak, aby byly piiblizné stejné velké a aby byl
vrcholovy separator grafu Struct(A + AT) co nejmensi.

Paralelizovat Krylovovské metody by tedy slo i bez déleni grafi, ale nebyla by
minimalizovana komunikace mezi procesory potiebna v kazdém kroku metody.
Pozadavek v déleni grafti na priblizné stejné velké casti Vi,..., Vi navic zajisti
pfiblizné stejné vytiZzeni procesort pii nasobeni fidkou matici A, resp. A7.

4.4.1 Metoda sdruzenych gradientai

Déle budu zabyvat metodou sdruzenych gradienti. Tato metoda vyzaduje,
aby A byla symetrickd a pozitivné definitni. Odvozeni a analyza metody viz [7].

Algoritmus 2: Metoda sdruzenych gradienti (CG)

Ty < 0

Ty < b

Po < To

rscaly < rdrg

k<+0

while ||7;|| < tol do

wyg < Apr prendseni dat, nasobeni fidkou matici

pscaly, < pfwy  synchronizace procesorti

A <— %
Th41 < Tk + Pk
Tht1 < Tk — QW
rscalpiy TZ;_,'_ITk-_i_l synchronizace procesort

rscaly 41
Bk — rscaly,

P41 < Trg1 + BiDi
k+—k+1

end
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Vidime tedy, Ze pti paralelizaci této metody vyse uvedenym zptisobem budou
potieba v kazdém kroku dvé synchronizace procesori kviili vypoctu skalarniho
souc¢inu a jeden rozsahlejsi presun dat mezi procesory pred vypoctem Apy.

Efektivnost vypoctu pomoci metody sdruzenych gradientii zavisi na dvou fak-
torech:

1. rychlost konvergence metody
2. vypocetni naklady v kazdém kroku metody

Rychlost konvergence metody konjugovanych gradientii zavisi pfedevsim na roz-
loZzeni vlastnich ¢isel matice A. Pokud jsou vlastni ¢isla A velmi podobna, tak
je konvergence CG velmi rychld, pokud jsou naopak vlastni ¢isla A rovnomérné
rozprostfend, tak metoda konverguje velmi pomalu, viz [7]. Konvergence metody
je také ovlivnéna zaokrouhlovacimi chybami.

Vypocetni ndklady jednoho kroku metody jsou O(n + nnz(A)).

4.4.2 Predpodminéni

V praxi se metoda konjugovanych gradienti pouziva zejména v kombinaci
s tzv. predpodminénim. Misto feSeni rovnice Az = b se bude Fesit rovnice Az = b,
ktera ma lepsi numerické vlastnosti.

Necht mame pfiblizny Choleského rozklad A ~ LL*. Rovnici Az = b pfeni-
sobim zleva matici L™}, ziskdm L'Az = L™'b, oznac¢im & = LTz, b = L~ 'b.
Tim ziskdme upravenou rovnici soustavy

L7'AL Y & =b. (4.2)
Pfitom matice L1 A(L™1)T je symetrickd pozitivné definitn{ a plati

L7PALHY ~ Lo (LY =11, = 1.

Algoritmus 3: Sdruzené gradienty pro predpodminénou soustavu

To+ 0

To L='b

Do < To

7"3~calo — fgfo

k<+0

while ||7|| < tol do

Wy, < L7PA(L=HTp,
pscaly, < pr by

Tpt1 < T + QpPr
Thet < T — QpWy
rscalpyr < P T

6 rscalk_H
k rscaly,

P < Tror + Brbr
k+—k+1

end
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Plati T = (L )Tffk,
rp=b—Ax, = LILT' b+ L7'Axy) = L(b— LTYA(L Y &) = L.
Nyni oznaéim py, = (L~ py, wy = Apy. Pak

o — (L_l)T.fo =0
=Lig=LL'b=0

Po = (L_l) ( L g
rséalk = fgfk (L~ ) (L™ ry) = ’I“k( )TL_I’I“
pséalk = ﬁ}fwk (LTpk) ( ) =Py 'Ly, = p;fwk.
Zaroven
Tpe1 = Tk + QuPr, = LTiUkH =L'x, + dkLTPk = Tht1 = T + Qppy

Tk+1—rk—akwk:>L Tht1 = L~ ’I"k—CYkL wk:> Tk+1:Tk—O~ékwk
Pt = i1 + Biebre = L prsr = L7 1 + Bel pr = pry1 =
(LY L g1 + B

Dosazenim ziskavam finalni algoritmus:

Algoritmus 4: Sdruzené gradienty s predpodminénim (PCG)
To 0
Ty < b
2o+ (L7HTL7ry
Po < 2o
rscaly < TOT 20
k<0
while ||ry|| < tol do
wy < Apr  nasobeni ridkou matici
pscaly, < prwy
A <

rscaly
pscaly,

Tht1 < Tp + Qg

Th+1 £ Tk — QW

2pp1 — (L7YHTL7 1y, aplikace pfedpodminéni
rscalys1 < i1 2kt

rscalpy1
5k — rscaly,

P41 < Zr1 + BrPr
k+—k+1

end

Oznadim-li M = LLT, tak z, = M~'r,. Pfitom M~! se aplikuje tak, Ze se
provede dopfednd substituce Ly, = r), a pak zpétnd substituce LT z, = ;.

Aby se mohla predpodminénd metoda sdruzenych gradienti pouzivat para-
lelné, tak je potfeba, aby se predpodminéni dalo pouzivat paralelné. Napadaji mé
zde dvé moznosti:
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A Pocitat nékolik mensich piedpodminéni A; ~ L; LT
(preusporadani matice jako na obrazku |4.1))

B Poéitat jedno predpodminéni A ~ LLT
(preusporadani matice jako na obrazku |4.2))

Prvni moznost je plné paralelni — samostatné lze lokalni predpodminéni L; jak
vypocitat, tak aplikovat. Zaroven ma predpodminéni tvar

L LT A
LoLT

Q

LAy |

LyLt I

tedy prvky odpovidajici hrandm v hranovém separatoru (zndzornéné teckami)

nemuzou byt zahrnuty do zadného z predpodminéni. To muze snizit kvalitu zis-

kaného predpodminéni a nasledné pak zvysit pocet potiebnych kroki PCG.
Druha moznost tuto obtiz nema4, ale zaroven se vypocet a aplikace predpod-

minéni dé paralelizovat pouze ¢éstecné (podobné jako v kapitole o paralelizaci
Choleského faktorizace). V této préci se déle zabyvam prvni moznosti.

4.4.3 Neuplny Choleského rozklad

Potfebujeme nyni ziskat piiblizny rozklad A ~ LL* takovy, ze nnz(L) je co
nejmensi. Casto pouzivané predpodminéni je nedplnyg Choleského rozklad. Pfi vy-
poctu netiplného Choleského rozkladu se postupuje podobné jako v pripadé Cho-
leského faktorizace, ovsem uvazuji se pouze prvky na urcitych pozicich.

Algoritmus 5: Netplny Choleského rozklad (IC)
for k=1:ndo
L(k, k) < /A(k, k)
fori=(k+1):ndo
if (i,k) € S then
L, k) < A(i, k)/L(k, k)
for j=(k+1):ido
if (j,k) e S & (i,j) € S then

end
end

end

end

Rizné varianty IC se lisi podle vybéru mnoziny S C {(i,7) | i,7 € N,i <
n,j < n}. V zdkladni verzi IC(0) se voli § = pozice nenulovjch proki v A. So-
fistikovanéjsi verze IC urc¢uji mnozinu S v pritbéhu algoritmu podle numerickych
difikovany netplny Choleského rozklad MIC. Informace o netiplném Choleského
rozkladu jsem Cerpal z [§].
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V této bakalaiské praci budu vyuzivat variantu ICT(7) zaloZenou na numeric-
kych hodnotach prvki matice A. Konkrétné budu pouzivat funkei ichol v pro-
stfedi Matlab s nastavenim type=’ict’ a nastavitelnym odvrhovacim paramet-
rem droptol = 7. Pouzival jsem pevnou hodnotu 7 = 1e-3.

Matice A

nz =400

IC s odvrhovacim
IC(0) 0 parametrem 0.001 0 Choleského faktor

0 20 40
nz =325 nz =877

Obrézek 4.3: Ilustrace neiplnych rozkladu IC(0), ICT(7 = 1e-3) a tplného Cho-
leského rozkladu s mnozstvim nenulovych prvki.

Existence netiplného Choleského rozkladu

I kdyz je matice A symetricka pozitivné definitni, tak netplny Choleského
rozklad nemusi vzdy existovat. V ptipadé, Ze neexistuje, tak ¢lanek [9] doporucuje
pocitat neuplny Choleského rozklad matice A+ dI,, kde d > 0. Parametr d volim
nasledujicim zpiisobem:

1. zkusim d =0
2. pokud neexistuje netiplny Choleského rozklad, zkusim d = dgga

3. dokud neexistuje netiplny Choleského rozklad A + dI,,, tak zkusim d = 2d.

4.5 Vyvazovani zatéze
U prepodminéni IC(0) je zajisténo, ze nnz(L;) ~ nnz(L,), i # j, protoze déleni

grafu zajistuje nnz(4;) ~ nnz(4;) a v IC(0) plati nnz(L; + L]) = nnz(A;). Oviem
u pouziti IC s odvrhovacim parametrem uz vychazi nnz(L; + L) tiplné jinak nez
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nnz(A;). Na ruznych ¢astech tak muze vychézet predpodminéni jinak zaplnéné.
To znamen4, Ze na riiznych procesorech trva aplikace téchto predpodminéni jinak
dlouhou dobu. Ve zbytku bakalaiské prace se snazim zjistit, jestli se s timto
problémem da néco délat.

Postup

Veskeré vypocty jsem provadeél v prostiedi Matlab R2020a na pocitaci s proce-
sorem AMD A6-6400K. Pro ucely testovani jsem vybral 21 symetrickych pozitivné
definitnich matic ruzné velikosti ze sbirky ridkych matic [10]. U kazdé matice mat
jsem rozdélil graf Struct(mat) pomoci programu Metis na dvé ¢asti. Nasledné jsem
spocetl odpovidajici preusporadéni matice mat (viz obr. . Podmatice A; a A,
jsem dale uz nijak nepreusporadéaval, tedy je-li sloupec v podmatici A; vlevo od
jiného sloupce v podmatici Ay, pak tomu tak bylo i v ptuvodni matici mat. E]

Poté jsem na kazdé casti spocetl Ly = ichol(A;+dl,)a Ly = ichol(As+dl,)
(detaily parametri funkce ichol jsem popsal na minulé strané. Pokud byly L,
Lo jinak zaplnéné, upravil jsem puvodni déleni ziskané pomoci programu Metis
vlastnim programem implementovanym v jazyce Python®} ktery umél presunout
s vrcholil z vice zaplnéné ¢asti do méné zaplnéné casti. Pak jsem opakoval ¢ast s
preusporaddnim matice mat a s vypoctem L}, Lj.

Tento postup jsem opakoval pro riizné s, dokud nebyly oblasti vyrovnané. Pro
volbu nezndmého parametru s jsem pouzil metodu pileni intervali kombinovanou
s postupem uz jednou pouzitym na minulé strané pro parametr d.

Poznamky

O vyrovnavani ¢asti z hlediska zaplnéni se jiz snazili v ¢lanku [II], ovSem
tam se zaroven snazili mit na jednotlivych ¢astech uspotradani, které by mini-
malizovalo pocet vzniklych nenulovych prvkia v pribéhu Choleského faktorizace.
Takova usporadani jsou velmi vhodné pri pouziti pfimé metody, ale ptfi pouziti
neuplného Choleského rozkladu se tim muze snizit kvalita predpodminéni. O vlivu
usporadani matice na rychlost metody ICCG pojednéava clanek [12].

Vysledky

Navrzeny postup se ukézal byt funkéni. U vsSech matic jsem dostal stejné
zaplnéné faktory Li, Ls. Vyjimka byla u matice offshore — matice byla velmi
velkd (4242673 nenulovych prvki), vypocet trval dlouho a program ho ukoncil
predcasneé.

U péti z 21 zkoumanych matic byl rozdil mezi velikosti faktorti zanedbatelny
(to jsem definoval tak, ze |(nnz(L;)/nnz(Ls)) — 1| < 0.01). Vyrazného zlepSeni
jsem dosahl u matic 2cubes_sphere, 685_bus, bcsstk13, bcsstk23 a offshore.

Bohuzel se ukazalo, ze tato tispéSna vyrovnani byla doprovazena zvétSenim
velikosti hranového separatoru. Nevim, jestli je to nutné, nebo je to pouze vlast-
nost mého algoritmu pro vyvazovani. V nésledujicich tabulkach znaci h velikost
hranového separatoru |H(V;, V3)|.

2Pieusporadani jsem se ptivodné zkousel délat, ale pak jsem to zavrhl pro p¥ilinou slozitost
interpretovani vysledki.
3Program implementoval variantu Kernighanova-Linova algoritmu.
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jméno matice | nnz(A;) | nnz(Ay) | nnz(Ly) | nnz(Lsg) EEEEE; h
bcsstk03 320 320 177 177 1.000000 | O
bcsstm07 3626 3410 1695 1692 1.001773 | 108
finanb12 | 298352 | 298316 | 592634 | 592281 | 1.000596 | 162

G2_circuit | 363197 | 362589 | 866371 | 871610 | 0.993989 | 444
nos4 275 293 333 332 1.003012 | 13
Tabulka 4.1: Matice, které nemély problém s vyvazenim
jméno matice | nnz(A;) | nnz(As) | nnz(Ly) | nnz(Ls) Eﬁzgﬁg h
parametr s | nnz(A}) | nnz(A}) | nnz(L}) | nnz(L}) 232528 B
2cubes_sphere | 798027 | 832947 | 645886 | 851635 | 0.758407 | 8145
+8191 | 843180 | 654664 | 680699 | 654567 | 1.039923 | 74710
662_bus 1185 1245 1851 1898 0.975237 22
+2 1193 1237 1885 1883 1.001062 22
685_bus 1592 1641 2769 3425 0.808467 8
+31 1633 1510 2912 2880 1.011111 53
1138_bus 1943 2079 3326 3023 1.100232 16
-31 1850 2118 3068 3090 0.992880 43
bcsstk01 176 176 116 130 0.892308 24
+2 186 154 122 104 1.173077 30
bcsstk06 3720 3924 2244 2272 0.987676 108
+3 3723 3913 2247 2226 1.009434 112
bcsstkl13 | 44855 33168 31684 19922 | 1.590403 | 2930
-319 | 34076 40523 23366 23777 | 0982714 | 4642
bcsstk22 363 325 274 270 1.014815 4
-1 360 328 269 272 0.988971 4
bcsstk23 | 21007 22845 7781 o872 1.325102 663
-319 | 17778 24966 6541 6623 0.987619 | 1217
bcsstk24 | 79299 75915 6526 6240 1.045833 | 2348
-35 | 77790 77040 6341 6343 | 0.999685 | 2540
bcsstk38 | 173004 | 178020 | 117584 | 108244 | 1.086287 | 2218
-255 | 167735 | 180321 | 109234 | 109328 | 0.999140 | 3702
lund_a 1096 1127 676 688 0.982558 113
+1 1115 1104 692 678 1.020649 115
msc01440 | 21937 21373 16470 16860 | 0.976868 844
+11 | 22190 21074 16661 16582 | 1.004764 | 867
nasa2910 | 79523 86023 31587 33143 | 0.953052 | 4375
+35 | 81190 83954 32379 32282 | 1.003005 | 4576
nos3 7420 7936 8796 9417 | 0.934055 244
+16 7672 7678 9101 9088 1.001430 247
offshore | 2104329 | 2119690 | 2337410 | 3084962 | 0.757679 | 9327
+32767 | 2174158 | 1757121 | 2401506 | 2684677 | 0.894523 | 155697

Tabulka 4.2: Vyvazovani
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Z.aver

V prvni ¢asti bakalarské prace jsem diikladné rozebral problém déleni grafii.
Odvodil jsem odhad pro pocet rovhomérnych déleni, nasel jsem ptiklad grafu, ve
kterém kazdé optimalni déleni obsahuje nesouvislou ¢ast. Formuloval a dokazal
jsem lemma o vztahu velikosti hranového a vrcholového separatoru. V podkapi-
tole jsem rozebral nedostatky standardni formulace problému déleni grafii z
hlediska aplikaci v paralelnim pocitani.

Ve dalsi kapitole jsem popsal standardni metody, které se pro déleni grafii
pouzivaji, a u kazdé jsem shrnul jeji vyhody a nevyhody. Pritom jsem vychézel
zejména z textl [3] a [4]. Spektrdlnimu algoritmu, ktery je ze vSech popisovanych
metod nejkomplikovanéjsi, bylo vénovano vice prostoru.

V posledni kapitole jsem se mél vénovat specifickym pozadavkiim kladenym
na délice grafi v problému rozdéleni tlohy pro feSeni rozsahlych soustav lineér-
nich rovnic. Po kratkém popsani problematiky u primych metod jsem se véno-
val iteraénim metodam, konkrétné metodé ICCG (metoda sdruzenych gradientu
predpodminéna netplnym Choleského rozkladem). Znamy algoritmus sdruzenych
gradientll jsem pripomneél a odvodil jsem jeho verzi s predpodminénim. V pod-
kapitole jsem velmi struéné vylozil zadklady netuplné Choleského faktorizace.
Na strandch 23] a [25] jsem vysvétlil roli déleni graf v paralelizaci pfedpodminéné
metody sdruzenych gradientii.

V posledni c¢asti bakalarské prace jsem se zabyval problémem nevyrovnané
zatéze jednotlivych procesori zplisobenou odliSnym zaplnénim matic Ly a Lo
ziskanych variantou nedplné Choleského faktorizace ICT(7). Tento typ neuplné
Choleského faktorizace zohlednuje nejen strukturu fidkosti, ale i konkrétni nu-
merické hodnoty matice. Navrhl jsem postup tpravy puvodniho déleni a imple-
mentoval ho v programovacim jazyce Python a prostiedi Matlab. Vysledky jsem
shrnul v kapitole
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