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Posudek doktorské disertacni price

Some problems concerning lengths of proofs pana Myr. Pavla Hrubese.
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Praha

Doktorska prace Mgr. Hrubese je z tzv. dukazové slozitosti. oblasti patficf jak do matematické logiky tak do teorie vipoéetnd
slozitosti. T nejdiilezitejsi visledky (viz nize) autor jiz publikoval (prace (9. 100 11]). Nicméne nejednd se o soubor pract, protoze
dizertace podiava u dvou vysledkn z édsti gjednodusend ditkazy.

Hlavni visledky jsou dle mého ndzoru tti: (1) priklad teorie, pro niz tzv. Kreiselova hypotéza neplati. (2) spodni odhad na délky
dukazu v nékolika modalnich vyrokovych logikach a (3) totéz pro intuitionistickou vyrokovou logiku.

Kreiselova hypotéza je (dosud nedokazané) tvrzeni z teorie diikazi aritmetiky prvniho tadu. Vicorii dukazu je znamnd. ale ponekud
ua okraji zajmu. Duvodem pro to asi je, e budi spise dojem kuriozity nez zasadniho problému. Nicméné v prithéhu tiiceti let 4
praci nekolika autornn vyplvuulo. Ze se vlas(ué jedud o otdzku jak efcktivng (v kolika krocich v zavislosti na délee termu) je mozné
dokdzat platné roviosti mezi uzavienymi termy. To je otazka, kterd je zajimavd a dotykd se viee obori.

Mer. Hrubes ukazal, ze v aritmetice, jejiz jazyk je rozsiien o odeitdni, lze dokdzat v konstantniin poctu kroku vieclmy roviosti
fvarn -7 — 7 F . Z toho jiz znamym argmnentem Yukamiho (vyuzivajictho Diofantickou definici vhiodne r.e. mnoziny) plyne.

z¢ pro takovou teorii Kreiscova hypotéza neplati.

Visledky (2) a (3) se t¥kaji slozitosti vyrokovych dikazovich systému. Zdkladnim problémem v této oblasti je. existuje-h
dukazovy systém, v némz by dlo dokdzat viechny virokové tautologie kritkym (jehoz délka je omezena polvnomen v délee
dokazované tautologic) ditkazein. Pri vhodne obeené definici pojnnn “dukazovy systém” (podané Cookemy a Reckhovem) jo tato
otazka ekvivalentni otdazee, je-li tifda vypocetni slozitosti NP uzavicna na doplnék. To je jeden z fundamentalnich problémn
teorie vipocetni slozitosti, Znaénd eist vyzkumu se soustiedi na dokazovéani spodnich odhadit pro konkrétni dukazoveé systémy (to
mi i sve vlastnf diivody). Problém dokdzat spodni odhad pro nejakou neklasickou logiku (2 nichz intnitiouisticka logika a ruzné
modalni logiky zanjimajf vysadni postaveni) byl otevien mmoho let a fada badatelit na ném pracovala. Mgr. Hrubes tyto problémy
vvresil. Pouzil zndmé metody tzv. feasible iuterpolation; o to se ale jiz drive pokusilo nekolik autoru a teprve Mgr. Hrubes nasel
velice pokny zpisob, jak tuto metodn konkrétné aplikovat. V- disertact dokonce podiva elegatnl zjednoduseni puvodnich dukazi
(publikovanyeh v pracich [10. 11] a v disertaci naznacenyeh v sekefel 3,01 a L.1.1).

V' easti 1322 by stilo za dvahu pouzit k formalizaci ve vyrokovém poctu preklady z omezené aritmetiky (zkonmaneé koustrukee
jsou v ni formalizovatelné ptiinocaie). Myslim, ze by tak mohlo jit formalizovat i konstrukei z (24, coZ je zminéno jako otevieny
problén.

Price je napsina peélive (marazil jsem jen na preklepy v indexech k a k- 1 ve definici formuli C'lique a Color na str.32-33). Moje
drobnd v¥tka k formalni strance disertace se tykd jen zbyteéné spornosti presentace. Ve viech éistech price je méue odkazin
k literature, nez je vhodné, Napiiklad v Part I chybi zminka o (dle mdého nidzoru dilezitych) vysledeich Farmera o dalsich o
teorifel, které majfi v jazyce funkéni symboly ¢etnosti nejvyse 1. Tamtéz by bylo na nisté alespoi zminit voty o tzv. speed-up
jevn (potinaje Godelem a dale Parikh, Statman. Orevkov a fada dalsicl), které vedly k definici nekterych pojmin pouzityeh
pozdeji v pracech o Kreisclove hypotéze.  Jinym pitkladem podobné citaéni ispornosti jsou chybejici citace na price. v nichz
ylv definovany nekteré pojmy zasadni pro Part Tl jako priklad uvedu jen chybéjief citact na zndmy élinek Cook-Reckhow, v
nemy jsou definovany zakladni pojmy diikazové slozitosti. Navic i v éastech, kde odkazy k literatufe jsou, by byvlo dobré zinit
nekreré detaily explicitne. Napiiklad v ivodu Part I étenati nezbyvd nez vydedukovat (z komentife o pracieh jinych autorn ¢ ze
seznamu axiomil). jaky je viastné piesné jazyk PA. Nebo na str.33 jsou zminény dFivejsi interpolaénd vety jinveh autoru. ale neni
ani naznaéeno, v eem se ligily a pro¢ nesly téz pouzit k 11t'p<)tllnllu,uvm spodnim odhadium. Tato ispornost prezentace komplikuje

zivol clendii. ale véechny pouzité visledky ostatnich autorii jsou citoviny, kde je to potreba.

Na zaver bych jesté rad ucinil par poznamek k vivodu disertace (str.l - 3). Ocenuji fakt, ze se autor pokousi o ureity filosoficky
nadhled a didva témai wetafvzickou interpretaci problémin, jejichZ specidlni piipady pak v disertaci studuje. Nieméné si (laicky)
myvsling Ze jednak filosofie jazyka je subt ilngjsi, nez je naznaéeno uvedenymi piiklady. a je «dnak ze zminené problény nelze clidpat
jen jako utazky o ofektivnosti definie. Napiiklad fakt, ze " dobrou” mirou slozitosti ditkazn je jeho délka, neni vabee samoziejiny a
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do jisté miry proti intuici a zkusenosti. Jeste k posledni ¢asti tivodu (Proof complexity and computational complexity). Nemyslim,
ze by computability theory pfisla s presnou definici toho, co je to algoritmus (ale pfisla s presnou definici toho, co je to algoritmicky
vyeisliteln funkce). Reseni problému (**) by implikovalo feseni (*) jen kdyby bylo negativni. S poslednim odstavcem nesouhlasfm
vitbec. Jednim z méla aktivnich programu (t.j. kde se néco déje a v némz participuje vice jak pét lidi) miticim na P versus NP
problém je dukazovi slozitost (idea dokdzat riznost P a NP pies ditkazovou slozitost je tzv. Cookuv program). Je pravda,
ze nekteré metody dikazové slozitosti vyuzivaji vysledky ¢i metody vypocetni slozitosti (zrovna jako vyuzivaji kombinatoriku,
algebru, t. representaci a dalsi). Napf. metoda ndhodnych ¢dstecnych ohodnoceni byla vypujéena z obvodové slozitosti (kde si
Jji zase vypujcili z logiky) - zpatky jsme ale vratili nové a obecnéjsi dukazy riuznych tzv switching lemmas (Woods ¢ Razborov).
Nebo v disertaci pouzitd metoda feasible interpolation vede ke spodnim odhadim poukazem na spodni odhad pro velikost tzv.

monotonnich obvodii. Lze oviem myslim docela dobie soudit, Ze teprve pouzitim ve feasible interpolation dostaly tyto odhady
néjaky opravdovy vyznam.

Shrnuti. Vysledky, kterych Mgr. Hrubes dosdhl, jsou velice zajimavé a zejména spodni odhad pro intuitionisticky vyrokovy
pocet ihned zaujal fadu lidi v oboru. Diikazy téchto vysledku sledujf strategie vymyslené jiz difve jinymi autory, ale Mgr. Hrubes
Jje vyuzil s velkou invenci a eleganci. Podle mého nézoru se jedna o vynikajici doktorskou prici, ktera ve svrchované mire dokazuje
talent Mgr. Hrubese k samostatné tviréei vedecké praci v matematice. Dopurucuji, aby disertaci tispésné obhajil.

P.S. V ¢isti Acknowledgements by misto ... for introducing me to the problem of Kreisel’s conjecture ... bylo presnéjsi ... for
introducing me to Kreisel’s conjecture, his PhD project at the time ... .
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