
^

Institute of Mathematics of the AS CR, v.v.L
Zitna25, 11567Praha 1

Czech Republic

11. listopadn 2007
I ' r aba

Doktorska prace Mgr. Hrube.se, jo z t/v. dnkazovo slozitosti. oblasti palhVf jak do nial.einatirke logiky tak do teorie vypooef ni
slozitos! i. Tfi nejdnle/itej.sf vyslodky (vix nixe) autor ji/ publikoval (praee [9. 10. I 1 J ) . Nicmono nejedna se, o sonbor pracf, proto/e
disertace podava u dvon vysledku z ra.sti /jednodiisono <lnkazy.

Hlavni vysledky json die nielio nazoru t f i : (1) pfiklad teorie. pro ni/ tzv. Kroiselova hypote/a neplati. (2) spodni odhad na delky
dukax i i \ nekolika niodalm'cli vyrokovydi logikach a (3) totez pro inUiitionistiekou vyrokovou logiku.

Kreisdova bypoto/a je, (dosnd nedoka/ane) tvr/eni z teorie diikaxii aritmetiky j)rvnilio fadu. V I.eorii duka/u je /n/nna. ale poneknd

na okraji za jmu. Diivodem pro to a..si je, ze budi s]>ise dojeni kurio/ity ne/ zasadnilio ])rol>lemu. Nicinene v priibelin tficoti lot /
praci nekolika autorn vyplynulo. zo so vlaslne jeilna o otazkn jak efektivne (v kolika krocfdi v zavislosti na dolce terinu) je mozne
doka/al ] ) la tne rovnosti inezi nxavnniymi termy. To je ot.a/ka, ktora jo /a j fmava a dotyka se vice oborii.

M ^ i . Hriihos nkn / a l . xe v ar i tmct ice. jcji'z jazyk je roz.siren o odri'tiini, l/,e doka/at v k i n i K t m i M i i n i pocitu krokn vscchny rovnosli

I v a r n 7n" • 77 - in f n. Z toho ji/ /naniyui argunii'iil.eni Ynkamiho (vyuzivaji 'ciho Diofantiekoii dcfinici vhodno r.e. inno/ iny) plyne.
xe ]>ro lakovou tcorii Ki'ciseovii hypotexa ne])lati .

Vvslrdky (2) a (3) se K'kaji slozitosti vyrokovych duka./<ivvch systninu. Zakladm'in pr<il)U''inoin v (eto oblasti je. exist uje-li

duka/ovy system. \ nrin/ by slo dokn/at vsechny vyrokove tantologio k r a t k y n i (jehox delka ')v. onuvena. pt i lyi ioniein v delce
tloka/ovatu'1 tantolo^it1) diika/,eni. Pf i vbodne ol)ccnc definir i ] K ) j i n u "dnkaxovy system" (podaiui C'ooketn a Hecklio\cin) je t a t o
ol;'t/,ka ekvivalentni ota/ce. je-li ti'l'da vypocVtni sloxitosti NP uzavi'eiia na doplnek. To je jeden 7, finidaineiit.;Uni'cli pn>bleinu

t i M i r i r vyporetm slo/itosti. '/nacna cast vy/kuinu si; .sou.stredi na dokazovani spodnfeli odhadii pro konkret ni diika/cive systCsiny (to

ma i sve vlastni duvody). Problem doka/at spodni odliad pro nejakou nekla.siekon logiku (z nicliz ilitnitionisticka lo^ika a ru/ne
inodaln i logiky xa i i j imaj i vysadiu postaveni} byl otevren nmulio let a fada liadatoln na netn prarovala. Mgr. Hrubes tyto prolilemy
\-yresil . Ponzil ziianie inetody tzv. feasible in terpola t ion; o to se ale ji/ diive poknsilo nekolik iiutoru a. teprve Mgr. Urnbey nasel
velifc pekny zpiisob, jak t uto nietodn konkretne aplikovat. V disertaci dokoiiee podava elej;atni /jednodiiseni piivodnicli diika/i i
(publikovanyeh v praciVli [10. I t ] a v disertad naznaceiiyeh \ sekcfrh l i . l . i a 1.1.1).

\ r j i s t i Lli.2 l>y stalo za nvalm ])oil/,it k formali/aci ve vyrokovem poctu ])feklady / ome/,ene aritmeliky fzkoni i iane konstrnkce

json \ ni i'ormali/ovaU'lne pfimoriire}- Myslfm. xe by l ak inohlo j i t ibrinali/oval i konstrukci / (24]. coz je zmineno jako ot.ovreny

probloni.

Pr;'ur je napsiina, {x^rlive (narazil j.soin jen na pfeklepy v indexech k a /,- - ( - 1 ve delinid fornmli Clique a C'olor na sti'.:i'2-;i;l). Mojc
drobna vy tku k fornialui strancc disertan1 se tyka Jen zbyterne nspornosti prezentnre. Ve vse.clt casteeh pnicc je mene odka/u

k l i t e ra ture , ne/, je vliodnc. Naph'klad v Part I. diybi zminkii o (die meho nazoru diikvJt,ydi) vysledefeh Farmera a. dalsidi o
teor i id i . ktei'e maji v ja/yc'e i'unkcni symboly eetnosti in-jvyse 1. Tanite/ by bylo na. im'st.e alesi>on z m f n i t vet\ o tzv. speed-up
jevn (poeinaje Godeleni a dale Parikh. Statman. Orevkov a rada dalsidi). klere vrdly k definiei nekterydi pojmii pon/itydi
po/deji v pracerh {> Krelselo\'e hy]>oteze. Jinyni i> f fk l a . (k ' i n podobne dtacm' lispornosti j.sou eliybejici eitaee na prace. v nidi/,
byly definovany nektere pojiny zasadni pro Part II; jako pf ik lad uvedu jen diybcjici dtad na -/namy elanek Cook-Roekliow, v
iiem/. json definovany /akladni pojmy diikazove slozitosli. Navic i v casteeh, kde odka,zy k li terature json, by l>ylo dobre /nnni t
nektere del aily explidtne. Napfiklad v Vivodil Part I. ctenari nezbyva ne/, vvdednkovat (/, komentafe o pracfeh jinydi antor i i ei xe
se/nanni axiomii). jaky je vlastnc pfesne jaz>'k PA. Nelio na sir.53 json zmineny drivejsi interpolacni vety jinyeh a\i torn. ale ne t i f
an i naxnaceiio, v rein se lisily a pror nosly to/ ponzit k liepodinineiiym spodnim odhadum. Tato ri.spornost prexentace k n m p l i k i i j e

/ivol ( • t ena r i . ale vsfH'hny ponxito vyslodky ostatnich antorii json dtovany, kde je to potreba.

Na /aver byeh jeste rad neinil par po/namek k iivodn disertace (str. 1 - i t ) . Oeennji i'akt, ze ye autor pokonsi o urr i ty filosolieky
nadhled a dava temef metafyzickon interpretaci probleininii. jejidiz s])eeialiii pf ipady pak v diserta.ci stnduje. Nicmene si ( la icky)
i n v s l f t n . xe jednak Hlosofie ja/yka je subtilnejsi'. nex je na/,na.etMio nvedeiiymi pfiklady. a jednak ze zminene problemy nelze diapat
jen jako otazky o efektivnosti definie. N a p f f k l a d fakt. ze "dolnou" mirou slt)zitost,i diikazn je jelto delka.. noni vnber samozrej iny a
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do ji.ste miry proti intuici a zkusenosti. Jeste k posledni casti uvodu (Proof complexity and computational complexity). Nemyslim,
'/.G by computability theory pfislas pfosuou definici toho, co je to algorithms (ale pfis las pfesnou deh'nici toho, co je to algoritmicky
vycislitdna funkce). Rcsuni problemu (**) by implikovalo feseni (*) jen kdyby bylo negativni. S poslednim odstavcem nesouhlasim
vubec. Jedm'm z mala aktivnich programu (t.j. kdc se neco deje a v nemz partidpuje vice jak pet lidi) mificim na P versus NP
problem je dukazova slozitost (idea dokazat ruznost P a NP pfes diikazovou slozitost je tzv. Cookuv program). Je pravda,
ze nekterc metody dukazove slozitosti vyuzivaji vysledky ci metody vypocetni slozitosti (zrovna jako vyuzi'vaji kombinatoriku.
al^ebru, t. representaci a dalsi). Napf. metoda naliodnych castecnych ohodnoceni byla vypujcena z obvodove slozitosti (kde si
jl zase vypujcili z logiky) - zpatky jsmc ale vratili nove a obecnejsi dukazy ruznych tzv switching lemmas (Woods ci Razborov).
Nebo v disertaci pouzita metoda feasible interpolation vede ke spodnim odhadiini ponkazem na spodni odhad pro velikost tzv.
monotonnich obvodu. Lze ovsern myslim docela dobfe soudit, ze teprve pouzitim vc feasible interpolation dostaly tyto odhady
nojaky opravdovy vyznam.

Shrnuti. Vysledky, kterych Mgr. Hrubcs dosahl, jsou velice zajimave a zojm^na spodni odhad pro intuitionisticky vyrokovy
pocet ihned zaujal fadu lidi v oboru. Dukazy techto vysledku sleduji strategic vymyslene jiz drive jinymi autory, ale Mgr. Hrubes
je vyuzil s velkou invenci a eleganci. Podle meho nazoru se jcdna o vynikajici doktorskou praci, ktera ve svrcliovane mire dokazuje
talent Mgr. Hrubese k samostatne tvurci vedecke praci v matematice. Dopurucuji , aby disertaci uspesne obhajil.

P.S. V casti Acknowledgements by misto ... for introducing me to the problem of Kreisel's conjecture ... bylo pfesnejsi ... for
introducing me to Kreisel's conjecture, his PhD project at the time . . . .
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