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Uvod

V roce 1770 Lagrange dokézal, ze kazdé prirozené ¢islo se da napsat jako soucet
nejvyse Ctyr ¢tverct prirozenych c¢isel. Podobné kazdé nezaporné raciondlni cislo
se da napsat jako soucet nejvyse 4 ¢tvercl racionalnich ¢isel. Tento vysledek vede
prirozené k pojmu Pythagorova ¢isla komutativniho okruhu (definice , tedy
pokud R je komutativni okruh, jeho Pythagorovo ¢islo je definovano jako nejmensi
pfirozené ¢islo P(R) takové, ze kazda suma ¢tvercti v R se dd reprezentovat sumou
P(R) ¢tvercu prvka z R. Pokud takové P(R) neexistuje, polozime Pythagorovo
¢islo rovno oo.

Problému existence a hodnoty Pythagorova ¢isla pro rizné komutativni okruhy
se vénovala fada matematiki. Jako priklad mtzeme uvést néasledujici vysledky.
Hilbert v roce 1900 [2] zformuloval vétu, ktera tvrdi, ze P(K) < 4 pro libovolné
¢iselné téleso K (definice[I.1.5]). Pravdivost Hilbertova tvrzen{ dokédzal Siegel
v roce 1919.

Nase prace se bude tykat specificky Pythagorovych ¢isel pro fady (definice
1.6.1)) v algebraickych ¢iselnych télesech. V roce 1980 Peters 8] dokazal, ze v ta-
dech v ¢iselnych télesech, kterd nejsou totdlné realna (definice ), je hodnota
Pythagorova cisla nejvyse 5. V totalné readlném pripadé tento vysledek neplati.
Scharlau ve svém clanku [10] zkonstruoval posloupnost rada v totalné realnych ¢i-
selnych télesech, jejichz Pythagorovo ¢islo dosahuje libovolné velké hodnoty. Pres-
néji feceno, Scharlau sestrojil posloupnost prirozenych ¢isel {dy, ds, . .. } takovou,
7e Pythagorovo &islo fadu Z [v/dy, ..., v/dy| v télese Ky = Q(Vdy,..., V)
je alespon N.

Ve druhé ¢asti svého ¢lanku Scharlau zavadi jinou posloupnost prirozenych
¢isel {dy,ds, ...} a formuluje tvrzeni, podle kterého Pythagorovo ¢islo maximal-
niho radu O ciselného télesa K je rovnéz alespon N. Diikaz tohoto tvrzeni v
¢lanku neni obsazen s poznamkou, ze diikaz lze provést pomoci formalnich zmén
v dikazu jeho predchoziho vysledku. Hlavnim cilem mé bakalarské prace bude
tento dukaz formalné spravné sepsat (véta . Véty, které byly dokazany na
prednaskach, a hlubsi véty z algebry a teorie ¢isel uvadime bez dikazt.



1. Zakladni definice a véty

V této tivodni ¢asti si piipomeneme nékteré zakladni definice a tvrzeni. Cést
téchto vysledkl lze nalézt v ucebnici Zaklady algebry . Zbyla tvrzeni jsou
hlubsi povahy a lze je nalézt bud v knize Sabana Alaca [1|, nebo ve ¢lancich
citovanych v seznamu referenci.

1.1 Télesova rozsireni

Definice 1.1.1. Nadtéeleso T' < S lze povazovat za vektorovy prostor nad télesem
T': scitani a odcitani prebereme beze zmeéeny a misto ndasobeni jako operace S xS —
S wvazujeme pouze restrikci T x S — S, tj. ndsobime prvky vétsiho télesa S
(vektory) pouze prvky mensiho télesa T (skaldry). Dimenzi tohoto vektorového
prostoru budeme znacit [S : T| a nazveme jej stupném rozsirent.

Definice 1.1.2. Bud T < S rozsirent teles. Je-li stupen [S : T konecny, rikame,
ze jde o rozsireni konecného stupné.

Definice 1.1.3. Bud T < S rozsireni téles a a € S. Rekneme, Ze prvek a je
algebraicky nad T, pokud ezistuje nenulovy polynom z T'[z|, jehoZ je a korenem.
V opacném pripadé se prvek a nazyva transcendentni nad T. Je-li kazdy prvek
telesa S algebraicky nad T', hovorime o algebraickém rozsivent.

Véta 1.1.4. [, turzeni 25.1] Rozsireni konecného stupné jsou algebraickd.

Definice 1.1.5. (Algebraické) ciselné téleso je libovolné nadtéleso Q konecného
stupné.

Definice 1.1.6. Necht T < S je konecné rozsirent téles, [S : T] = n. Pred-
poklidejme, Ze aq,...,a, je baze vektorového prostoru S nad T, a € S. Pak
aa; = Y2 bja;, kde by € T. Oznacme B matici s proky b;;. Pak definujeme

(i) normu a jako Ng/r(a) = det(B) a
(i) stopu a jako trgr(a) = 2, bi;.

Véta 1.1.7. Stopa a norma proku nezdvisi na volbé baze S jako vektorového
prostoru nad T

Diikaz. Dukaz plyne z linearni algebry, nebof kazdému linedrnimu zobrazeni z
Q™ do Q" je jednoznac¢né prirazena jeho stopa i norma. PTi reprezentaci tohoto
zobrazeni matici vzhledem k urc¢ité bazi je stopa urcena souctem prvki na di-
agonale matice a norma je urcena jejim determinantem. Tyto hodnoty nezavisi
na vybéru baze, nebot matice podobné maji stejnou stopu i determinant, tedy
normu. O

Definice 1.1.8. Bud R okruh s jednotkou. Jeho charakteristikou rozumime nejmensi
n € N takové, Ze n -1 =0. Pokud takové n neexistuje, je char(R) = 0.

Véta 1.1.9. Je-li R téleso, pak je jeho charakteristika bud rovna nule, nebo je to
prvocislo.



Diikaz. Kdyby n = a-b, pak bychom méli0 =n-1=(a-1)-(b-1),tedy a-1 =10
nebo b -1 =0, coz by byl spor s minimalitou n. O

Rekneme, ze S > T je algebraicky uzéavér télesa T, pokud je S algebraicky
uzaviené téleso, tedy pokud mé kazdy polynom z S|x] stupné > 1 v S kofen a
zaroven je algebraickym rozsitenim télesa T'.

Lemma 1.1.10. [[14], lemma 1] Méjme téleso T charakteristiky rizné od 2 a
S jeho algebraicky uzdvér. Pro a € T necht \Ja € S znaci néjaky koren poly-
nomu 22 —a € Tlx]. Bud L < S, a,b € L takové, %e \/a,/b,/ab ¢ L. Potom
[L(y/a, Vb I] = 4.

Diikaz. 7 predpokladii naseho lemmatu vime, Ze [L(y/a) : L] = 2. Nyni ukdzeme
sporem, ze v/b ¢ L(y/a). Necht tedy vb = z + y/a, kde x,y € L. Potom

Vb—yya=r€lL,
b—2yvab+y’a =2 € L,

Vab = W € L, coz je spor s predpoklady lemmatu.

Odtud plyne, 7e [L(v/a, Vb) : L(y/a)] = 2, a tedy [L(\/a, V) : L] = 4. O

Véta 1.1.11. [[14], tvrzeni 2] Bud T téleso charakteristiky rizné od 2, n € N
a M ={\dy,...,\/d,}, kde d; € T a pro libovolnou neprdzdnou F C {1,...,n}
plati, Ze [lyer Vdp € T. Potom [T(M) : T] = 2".

Diikaz. Indukei dle n. Pro n = 1 je to zrejmé. Pro n = 2 nam to plyne z pred-
choziho lemmatu. Indukéni krok n — 1 — n.

Oznac¢me L = T(\/dy,...,\/d,_3). Pak z indukéniho pfedpokladu vime, Ze
[L: T] = 2"2. Stadi tedy dokazat, ze [T'(M) : L] = 4. Dle pfedchoziho lemmatu
k tomu stac védét, ze v/d,_1,v/dn,/dn_1d, & L. To oviem plyne z indukéntho
predpokladu pro n — 1, ktery dava [L(v/d,_1) : T] = 2" !, tedy v/d,_1 ¢ L.
Podobné pro zbylé dvé odmocniny. ad

V néasledujicim lemmatu[l.1.12] ukazeme, ze prikladem splnujicim predpoklady
véty jsou bezétvercova, navzdjem nesoudélnd, prirozend ¢isla dy, ..., d,.

Cislo d € Z nazveme bezétvercové (nad Z), pokud ve svém prvociselném roz-
kladu neobsahuje Zddnou druhou mocninu. Je zfejmé, Ze soucin bezétvercovych,
navzajem nesoudélnych, prirozenych ¢isel je opét bezétvercové cislo.

Lemma 1.1.12. Pokud je d € Z bezétvercové, pak v/d ¢ Q.

Diikaz. Jelikoz d je bezctvercové, vime, ze v prvociselném rozkladu d = p; -+ p,
budou vsechna prvocisla py,...,p, v prvni mocniné. Sporem predpokladejme, ze
Vd € Q, tedy Ze existuji nesoudélnd u € Z a v € N takovd, ze vd = 2. OznaCme
si

u=upl-upk

U:U{I"'Uﬂ

prvociselné rozklady v a v. Pak plati:



u u? 0 iy A 0
Vid=—-—d=— & p - py-opt o oft =2
v v?

Z nesoudélnosti u a v plyne, Ze pro kazdé p; existuje pravé jedno u; takové, ze se

rovnaji. Bez Gjmy na obecnosti necht p; = w; pro vSechna i € {1,...,n}. Pak:
2j1 25, 2i1—-1 2in—1 i,
Ul .../Ul _ul ...un" ...uk ,
coz je spor s nesoudélnosti u a v. ad

Zavedme si nyni jednotné znaceni, které bude platit v celé této praci:
Definice 1.1.13. Definujeme
Ky :=Q; Kiy1 = Ki(/diy1), t=0,...,n—1,
kde dy, ... ,d, je posloupnost prirozenych cisel takovd, Ze K; 1 # K;.

Tedy [K;: Ki—1]) =2a [K,: Q] =2".

1.2 TIdealy

V této praci budeme pismenem R vzdy oznacovat komutativni okruhy s jednot-
kou.

Definice 1.2.1. Necht R je komutativni okruh s jednotkou. Potom () # I C R je
idedl, pokud plati:

(i) Ya,be I jea—bel,
(ii) YVae I aVr e Rjer-acl.

Definice 1.2.2. Rikdme, e I je hlavni idedl v okruhu R, pokud I = aR pro
néjaké a z R.

Definice 1.2.3. Definujeme soucin idedlu I,J jako
I-J:{Zaibi|neN,aieI,bieJ}.
i=1
Standardnim postupem lze ukazat, ze tento soucin je opét ideal.

Definice 1.2.4. Idedl P (# R) okruhu R je prvoidedl, pokud pro vsechny idedly
1.7 < R plati-

IJcP=I1ICcPVJCP

Definice 1.2.5. Dedekinduv obor je takovy obor integrity, v nemz se kazdy idedl,
ktery meni roven celému oboru integrity, jednoznacné rozkladd na konecny soucin
prvoidedli.



1.3 Celistvé prvky

Definice 1.3.1. Necht R je podokruh okruhu S. Potom rikime, Ze v € S je
celistvy nad R, pokud je korenem néjakého monického polynomu f € Rlx|. Okruh
S je celistvy nad svym podokruhem R, pokud je kazdy prvekv € S celistvy nad R.

Véta 1.3.2. [[1], véta 8.1.1] Necht K je ciselné téleso. Potom mmnoZina vsech
celistvych prvki télesa K nad Z

Ok :={a € K | a celistvy nad Z} tvori Dedekindiv obor.

V nasem pripadé budeme nejvice vyuzivat celistvych prvkt nad Z. Pokud
tedy nebude feceno jinak, pojem celistvy prvek budeme automaticky povazovat
za celistvy prvek nad Z.

Véta 1.3.3. [[1], véta 4.2.4] Necht K je ciselné téleso. Pak plati:
(1) Ok NQ =7Z,

(i) kazdé a € K lze napsat ve tvaru o = %, g€ Ok, neN.

1.4 Diskriminant cCiselného télesa

Pokud [K : Q] = n, potom z Galoisovy teorie vime, ze existuje a € C takové, ze
K = Q(«a), kde minimalni polynom m,, € Q[z] ma stupen n. Tento polynom ma
n riznych kofent o, ..., ay [[13], tvrzeni 25.3]. Odtud plyne, Ze existuje pravé
n ruznych Q-homomorfismu (nebo zkracené vnoreni) K — C, které si oznacime
O1,...,0,, a kazdé toto vnoreni je urceno vztahem o;(a) = ¢;.

Definice 1.4.1. Necht K je ciselné téleso, [K : Q] =n a 1,...,x, proky z K.

Oznacme oy, . .., 0y, vsechna vnoreni K — C. Ddle si oznacme w;; = o;(x;). Pak
diskriminant n-prvkové mnoziny {1, ..., x,} je definovdan vjrazem:
2
W11 Wiz - Win
Wa1 Wag -+ Wap
D(zy,...,z,) = | det
Wn1 Wnp2 - Wop

Pomoci tohoto pojmu déle budeme definovat diskriminant idedlu v Og a dis-
kriminant télesa K nasledujicim zptusobem.

Véta 1.4.2. [[1], véta 6.5.2] Necht K je ciselné téleso, [K : Q] = n, I C Ok
idedl. Potom existuje bdze by, ..., b, € I idedlu I jako Z-modulu, pro kterou plati:

I = {Z?:l aibi|a,- S Z}

V tomto pripadé rikdme, Ze by, ..., b, je celistva baze idealu I. Pokud I = Ok,
pak celistvou bazi O nazyvame celistvou bdazi K.

Definice 1.4.3. Necht I je idedl v O s celistvou bdzi by, ..., b,. Potom diskri-
minant idedlu I je definovin jako D(I) = D(by,...,by,).



Lze ukazat, ze diskriminant idedlu D(I) nezavisi na volbé baze by, ..., b,.
Specidlni piipad véty s pouzitim véty (ii) je nésledujici véta.

Definice 1.4.4. Necht K je ciselné téleso, [K : Q] =n a by,...,b, celistvd bize
K. Pak diskriminant K je definovdin vyrazem:

d(K) = D(by,...,b,).
Opét plati, ze d(K) nezavisi na vybéru baze, nase definice je tedy korektni.

Definice 1.4.5. Necht I je idedl v Ok s celistvou bazi by, ..., b,. Potom definu-
jeme normu idedlu I jako

Véta 1.4.6. [[1], véta 10.1.2] Necht K je ciselné téleso, p € Z je prvocislo a
(p) =TIF, P, o > 1, je jednoznacny rozklad idedlu (p) na soucin prvoidedli v
Ox. Potom norma

N(P;) = % pro néjaké Bj € N.
Tedy norma kaZdého z prvoidedli P; je mocninou cisla p.

Véta 1.4.7. [[If, veta 7.1.2] Necht d € Z bezctvercové. Pak se diskriminant
Q(V/d) rovnd

_ J4d pokud d=2,3 (mod 4),
I <@(\/E>> N {d pokud d=1 (mod 4).

Tato véta ma nasledujici zobecnéni.

Véta 1.4.8. [, véta 2.1] Predpoklddejme, Ze dy,...,d, jsou po dvou nesou-
délnd, d; = 1 (mod 4) pro vsechna i, a dadle plati, Ze [1}_, d; = i1 p}nj, kde p;
jsou navzdajem riznd prvocisla. Potom plati:

277.—1

() - (Hp)

Definice 1.4.9. Necht K je ciselné téleso. Méjme prvocislo p € Z. a rozklad hlav-
niho idedlu v Ok generovaného p v Ok na prvoidedly (p) = [[7, Pi*. Rekneme,
ze p se vetvi v Ok, pokud l; > 1 pro alespon jedno 1.

Véta 1.4.10. [[1], Dedekindova véta 10.1.5] Necht K je ciselné téleso. Potom
prvocislo p € Z se vétvi v Ok prdvé tehdy, kdyz p | d(K).

Nyni shrneme bez diikazi néktera zakladni fakta z teorie lomenych idedli,
kterd jsou obsazena v knize Sabana Alaca [[1], str. 196 — 215]. Mnozinu vSech
prvoidealt v Ok lze pouzit k definovani Abelovské grupy sestavajici z formal-
nich soucinu { P --- P}, kde P; jsou navzajem ruzné prvoidedly a «; € Z pro
vsechna i, s prirozené definovanou operaci nasobeni, tzn.

(P2 ... PokY (pll...p]fk) = porti. . pewtBi



Existuje vnofeni ¢ multiplikativni grupy télesa K ~ {0} do této Abelovské
grupy, které je jednozna¢né urceno predpisem ¢(x) = P - -+ P>* pro libovolny
prvek x € Ok, (z) = P{" - -+ P2*, kde zfejmé oy, ..., > 0 je rozklad hlavniho
idealu generovaného z na soucin prvoideala v Of. Existence rozsireni takto defi-
novaného ¢ na celé téleso K plyne z toho, ze téleso K je podilovym télesem oboru
integrity Og. Tedy ¢ (i) = ¢(z) - ¢ (y) pro z,y € Og. Presndji, pokud

() =P - P kde ay,...,a >0 a
(y) = R{*---R}", kde 71, ..., > 0, potom

¢(z) = P ... P . RTM . R

Y

Dtlezitym faktem je nasledujici tvrzeni.
Véta 1.4.11. [[1], véta 8.4.3] Pokud ¢(x) = P --- P*, kde x € K a oy € Z,
potom x € Ok prdve kdyz vsechna o; > 0.
1.5 Vlastnosti celistvych prvki

Véta 1.5.1. [, véta 5.4.2] Bud d # 1 bezctvercovy prvek, d € Z, K := Q(\/d).
Pak plati:

0. — Z[V/d] pokud d =2,3 (mod 4),
BTz pokudd=1 (mod 4).

Odsud je vidét, ze O C %Z[\/c_l] pro libovolné prirozené bezcétvercové d. Toto
tvrzeni lze dale zobecnit. K tomuto ti¢elu budeme potiebovat nasledujici lemmata.

Lemma 1.5.2. Necht L je ciselné téleso, d € 7 bezctvercové a K = L(\/d) je roz-
siteni L stupné 2. Pokud o = £4+nv/d je celistvy proek v O, pak trg (o), Ng/o(a) €
Op.

Diikaz. 7 predpokladu véty vime, ze [K : L] = 2. Tedy « je kofenem néjakého

kvadratického monického polynomu z2+bz+c, kde b, ¢ € L. Necht je o/ = &'+n/\/d
druhym kofenem tohoto polynomu. Pak

(z —a)(z—a') =0, tedy
2>+ (a+ o )x 4+ ad = 0.
Podle pfedpokladu musi (o + ') 1 aa patfit do L. Takze:
(a+ta)=E6+8+(n+ 77/)\/8, tedy nutné n=—n" a
ao’ = &'+ (n€ — En)Vd — n’d, tedy nutné € = ¢

Jinymi slovy, & — nv/d je druhym kofenem polynomu z2 + bz + c.



7 predpokladil lemmatu je nase o = & 4+ nvd z K celistvy prvek nad Z,
tedy je kofenem néjakého monického polynomu P(x) € Z|x]. Pfedstavime-li si
tento polynom jako polynom v L|z], pak se d& podle véty o rozkladu polynomu
na ireducibilni souéinitele napsat jako soucin ireducibilnich polynomu P(z) =
Q1(x) - Qn(z), n € N, z L[z]. Tedy existuje polynom @Q;(x), i € {1,...,n},
jehoz je a korenem. Tento polynom nemuze byt linearni, nebot by pak o muselo
byt z L, a také nemiize mit vyssi stupen nez 2, nebot jiz vime, Ze je o korenem
kvadratického polynomu nad L. Na zacatku tohoto dikazu jsme vSak ukazali, ze
je-li kofenem polynomu Q;(z) prvek a = & + nv/d, pak je jeho kofenem i prvek
o =¢&—nVd.

Jinymi slovy, je-li € + nv/d celistvy prvek K, pak je jim nutné i & — nV/d.
Zaroven vime, ze celistvost se zachova pii s¢itani i nasobeni. Tedy

at+ad €0 N at+a =2 € L.

Z toho jiz nutné plyne, Ze trg,r (o) = 2§ € Or. Podobné

ad € O AN ad =€ —n?de L,
tedy NK/L(OJ) = 52 - 772d € OL. O

Lemma 1.5.3. Necht L je ciselné téleso, d € Z bezctvercové a nesoudélné s
diskriminantem d(L) a K = L(v/d) je rozsiteni L stupné 2. Pokud a = & + n\/d
je celistvy prvek v Ok, &,n € L, pak 26,2n € Of.

Diikaz. V lemmatu jsme zjistili, Ze stopa a norma jsou celistvé prvky z
Or. Dale plati, ze i 4N(a) = (2£)* — (2n)*d € Op. Protoze 26 € Oy, z toho
plyne, Ze i (2n)2d € Op. Nyni ukdZeme, Ze jiz nutné musi 2n € Op. Sporem
predpokladejme, ze 2n € L neni celistvy prvek. Necht ¢(2n) = P --- P* o, € Z
a ¢(d) = Q. ~-@QPn B; € N, kde P, @; jsou prvoidedly. ProtoZe prvociselny
rozklad d = p; - ... - p; je bezétvercovy a protoze d je nesoudélné s d(L), z véty
vime, Ze p; se pro vSechna i nevétvi v Op. Tedy ¢(p;) = Sy - ... - S, kde S;
jsou navzajem ruzné prvoidealy. Navic z Vétypro i # j plati, ze ¢(p;) a ¢(p;)
nemaji ve svém rozkladu zadné spolecné prvoidedly, tedy 5, = 1proj =1,...,m.
Odtud plyne, ze

o((2n)°d) = ¢(2n)¢(2n)d(d) = PP -+ PI™ - Q1+ -+ Q.

Pokud by nékteré z a; bylo mensi nez 0, potom by to znamenalo, Ze ¢((21)%d)
stdle obsahuje prvoideal se zapornou mocninou, coz je podle véty spor s
tim, Ze (2n)?d je prvkem Op. Tedy a; > 0 pro i = 1,..., k. Odtud plyne, Ze
27] S OL. O

Véta 1.5.4. [[4], véta 2.1] Necht dy,...,d, jsou po dvou nesoudélnd, bezctver-
covd, prirozend cisla a d; =1 (mod 4). Potom plati:

OKnC;Z{@7,@:|



Diikaz. Dukaz provedeme indukeci podle n. Pro n = 1 to plyne z véty [1.5.1]
V indukénim kroku tedy staci ukézat, ze Ok, C 3Ok, ,[v/dy] pro n > 2. Podle
predpokladu véty d; = [1; pl(j ), j=1,...,n,kde pl(j ) jsou pro rizné dvojice indext
(i, 7) rizna lichd prvocisla. Podle véty|1.1.11|je zfejmé, Ze [K,, : K,_1] = 2, a podle
plati

27172

d(K, 1) = (ﬁl HzoE”)

j=1 1

Je zfejmé, Ze d, je nesoudélné s d(K,_;). Tedy podle lemmatu [1.5.3] pokud
a=E¢+n/d, € Ok, potom 2¢,2n € Ok, ,. Podle indukéniho predpokladu

5,776;-2;12{\/671,...,\/%_1},
a tedy QG;Z{\/dT,...,\/a}.

1.6 Rad
Definice 1.6.1. Necht K je ciselné teleso. R C Ok je rdd, pokud plati, Ze
(i) R je okruh,
(i) R(+) je podgrupa Ok (+) konecného indexu.
Poznamka 1.6.2. Druhd cdst definice je ekvivalentni nasledujici podmince:
(ii*) Ezistuje baze ay, ..., a, € R takovd, Ze
e ay,...,q, je baze K jako vektorového prostoru nad Q,
e Qai,...,q, je bize R jako Z — modulu, tedy R = {X; a; v; | v; € Z}.

Definice 1.6.3. Rdd R v ciselném télese K se nazjvd mazimdlni vdd, pokud

R:OK.

1.7 Totalné realné ciselné téleso

Definice 1.7.1. Rekneme, Ze Q-homomorfismus o : K — C je redlné vnorent,
pokud Im(o) C R.

Definice 1.7.2. Rikdme, e K je totdlné redlné ciselné téleso, pokud vsechna jeho
vnoreni do C jsou redlnd.

Necht K = Q(«) je ¢iselné téleso, ay, . . ., a;, jsou vSechny kofeny minimalniho
polynomu a. Je ziejmé, ze K je totalné redlné ciselné téleso prave tehdy, kdyz
vSechna «; jsou realna.
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Definice 1.7.3. Prvek x € K se nazyva totalné kladny, pokud pro kazdé vnoreni
o: K — R plati, Ze o(x) > 0.

Oznaéime K™, resp. O%, mnozinu viech totdlné kladnych prvki z K, resp.
z Ok. Je ziejmé, ze pokud z = 37, y? pro ndjakd y; € K, potom x € K™ .
Opacnou implikaci dokézal Landau v roce 1919, tedy pokud z € KT, kde K je
¢iselné téleso, potom z = 7, y? pro n&jaka y; € K.

Definice 1.7.4. Pokud R je komutativni okruh, jeho Pythagorovo cislo je defi-
novdno jako nejmensi prirozené cislo P(R) takové, Ze kaZdd suma ctverci v R se
dd reprezentovat sumou P(R) ctverci. Pokud takové P(R) neexistuje, poloZime
Pythagorovo cislo rovno co.

Tedy pro komutativni okruh R s Pythagorovym c¢islem P < oo plati, ze je-li

r € R, a =", a? pro néjaké m € N a a; € R, pak existuji b; € R takova, Ze
— P(R) b2
=2 0.

11



2. Pythagorova cisla rada v
Ciselnych télesech

2.1 Znaceni a vlastnosti

Zacnéme zavedenim jednotného znaceni, které bude platit do sekce [2.3

KO :Q7 Kt+1 = Kt(\/dt+1>7t:07"'7n_17
kde dy, ..., d, je posloupnost prirozenych ¢isel takova, ze K; 1 # K;.

Ry :=Z; Ry = Ry[\/diy1], t € Ny,

Bo:=1; Brsr = B+ (1 +Vdii1)?, t € Ny,

tr; : Ky — Q stopa,
qj ‘= HiEJ\/EZW J g {]-)7{:}
Nyni si dokazme par dilezitych vlastnosti nasich pravé definovanych objekti.

Lemma 2.1.1. Plati:
tr; ( Z anJ) = ag- 2.
t}

Dikaz. Vime, ze [K; : Q] = 2', a z véty vime, Ze stopa nezavisi na volbé
baze K, jako vektorového prostoru nad Q. Zvolme si tedy bazi {q;}scq,..4,
jinymi slovy bazi

{1,\/071,...,\/d:,\/dldQ,...,\/dt_ldt,...,\/dl---dt}.

Pak se kazdy prvek a € K; dd napsat jako a = 3 ,cq, ¢ asqs, kde ay € Q
pro vSechny indexy (podmnoziny) J C {1,...,t}. Stopa prvku a je z definice
rovna stopé matice B, kde

aqr = Z ajqrqy; = Z bIJ(]J pro kaidé I C {1, e ,t}, a tedy

JC{L,....t} JC{L,...t}
boo bopy -0 b,
g | tme bmw by,
bir,..p0 bpe 0 bpg{,n

Matice B mé ziejmé fdd 2!. Pro vypocet stopy prvku nas budou zajimat
pouze prvky b;; na jeji diagonale. Nasim cilem je ukézat, ze kazdy takovy prvek
na diagonale je roven prvku ag. Jinymi slovy chceme ukéazat, ze

agr =agqr + Y. brqy.
JC{L N\ I
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Roznasobenim dostaneme
aqr = apqrqp + aqyqrqpy + oo+ aq 09190, -
Staci si tedy uvédomit, ze
Q195 = qiny - qauanan, J C {1, ...t}
a tedy qrq; = q; prévé tehdy, kdyz J = 0. O

2
Disledek 2.1.2. Stopa prvku (Z‘,glwt} anJ) splnuge:

2
try ( Z aJQJ) =< Z a?]q(QJ) - 28,
JC{1,.t} JC{L,..t}

Diikaz. Necht a =3~ cq.. 4 asqs. Oznacme si

= > Yo asarquar= Y, Asq

JC{L,..ty IC{1,...,t} JCL,..t}

Je zfejmé, ze scitance ajarqr;qr € Q pravé tehdy, kdyz I = J. Tedy Ay =
2 IC{1,t} a3q;- U

Nyni si spocitame nasledujici stopu prvku potfebnou k nasemu pozdéjsimu
dikazu.

Lemma 2.1.3. Stopa prvku 5y + 1+ divq v Ky se rovnd

t+1
<t+2+2ds> 2!

s=1

Diikaz. 7 lemmatu jiz vime, ze

try <a0+a1\/7+ -+ astr/dy -dt> =q - 2.

V nasem pripadé

t
Bt l+dis =1+ 3 (1 +/d)> +1+dijs =
s=1

t t
1+2Z\/d73+2(d5+1)+1+dt+1.
s=1 s=1
Tedy koeficient ag pro B; + 1 + diq jeroven 1+ SF_ (ds + 1) + 1 + dpyy =
t +_2 +_§:t+l d I

V dalsich ¢astech nasi prace budeme pottebovat néasledujici netrivialni odhad
stopy totalné kladnych celistvych prvki.

Véta 2.1.4. [[4], lemma 5] Necht di,...,d, jsou po dvou nesoudélnd, bezctver-
covd Cisla takovd, Ze d; =1 (mod 4) a necht @ = Y jcq1. . ay asqs € OF, , ay € Q.
Pokud ay # 0, pak trg, jo(a) > q.
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Diikaz. Necht automorfismus o; : K,, — K, je definovan pomoci vztahii

oi(\Jdy) = (=1 \/d;, .G € {1,....n},

kde 6;; je Kroneckerovo delta. Pro I C {1,...,n}, necht o; = [[;c; 0;. Protoze a
je totalné kladné, pro kazdé J plati, Ze o;(a) > 0. Nyni dokdzeme, Ze plati:

(I) Z os(a) = 2”_1((1@ +arqr) > 0,
J, #JNI sudé

(1) Z o(a) =2""(ap — arqr) > 0.
J. #J01 liché

Dokazeme pripad, kdy pocet prvka v J N I je sudy. Pro lichy pocet prvka je
dikaz analogicky.
Nejprve si uvédomime, Ze pro nase vyse pevné zvolené I plati, Ze

os(qr) = qr, pro vsechna J takova, ze #J N I sudé.
Pro obecnou podmnozinu K C {1,...,n} tedy plati:
os(qr) = (=1)*"K . i, pro viechna J C {1,...,n}.

Nyni dokézeme, ze pro K # (), I plati, Ze

Z O'J(qK) = O

J, #JNI sudé

Nejprve predpokladejme, ze K je takové, ze existuje k € K~ I. Pak si mnozinu
vsech J takovych, ze #J N I sudé, rozdélime na dvé podmnoziny

QF = {J : #J N Isudé, k € J},
QF = {J: #J N Isudé, k ¢ J}.

Mezi témito dvéma mnoZinami ziejmé existuje bijekce, kterd J € Qf piifadi
JU{k} € QF. Pak plati:

Yoo oglar) = Y oulax) + D o4(ax) =0,

J, #J0I sudé Jeqk Jek
nebot pro kazdé J € QF plati:
oo (ax) + oslax) = ((—)#FPHNE 4 (—1)#0) . g = 0.

Nyni pfedpokladejme, ze ) # K C I. Necht i € I N~ K a k € K. Opét si
rozdélime mnozinu vsech J takovych, ze #.J N I sudé na dvé podmnoziny

QL = {J: #J N Isudé,i € J},
QL ={J:#J N Isudé,i ¢ J}.

Mezi témito dvéma mnoZinami zfejmé existuje bijekce, kterd J € Qb k ¢ J,
piitadi J U {i,k} € Qf, a ktera J € Q%, k € J, piitadi (J U {i}) ~ {k} € Qi. Je

14



ziejmé, ze tato bijekce zachovava paritu J N1 a zaroven méni paritu J N K. Tedy
opét plati:

Z os(qx) = z o;(qr) + Z os(qx) = 0.

J, #J01I sudé Jeqi Jeqi
7 toho plyne, ze

Z o(a) = Z CTJ( Z }aKQK) =

J, #JNI sudé J, #JNI sudé Kc{l,...n

= > ax Y. oylgx) = 2" (ap + arqr),

Kc{l,..n}  J, #J0I sudé

nebot pocet J takovych, Ze #J N I sudé, je 271,

Porovnénim dvou nerovnosti (1) a (1) tedy ziskdme ag > |a;| q; > 57qr, nebot
ar # 0, a tedy z ay € %Z. Toto implikuje, Ze trg, () = 2"ag > q;. O

2.2 Rady v totalné reilnych &iselnych télesech

Véta 2.2.1. [[10], tvrzeni 1] Ewistuji 7ddy v totdlné redlngch ciselngch télesech,
jejichz Pythagorova cisla jsou libovolné velkad.

Vzhledem k tomu, ze B; € Ry, t € N, dikaz této véty plyne z nésledujiciho
lemmatu.

Lemma 2.2.2. [, lemma 2| Predpoklddejme, Ze pro vSechna t prirozend plati
(0) diyy >t+2+3"_ ds.
Pak B; nelze reprezentovat méné nez t+1 ctverci v Ry.

Diikaz. Budeme postupovat indukei.
Pro t = 0 zfejmé ; nemiize byt reprezentovano méné nez jednim ¢tvercem.

Indukéni krok ¢ — ¢ + 1.
Predpokladejme sporem, ze By = >0, a2, 0; € Ryypam <t+2.
Oznacme a; = & + niv/dyy1, kde &, m; € R;. Pak

Bt = X i = X0 (6 + den?) + (7 26mi) Vi a
Birr = B+ (1 + Vdi1)? = (B + 1+ dyyr) + 2/ di 11
Porovnanim odpovidajicich koeficienti vidime, ze
(*) (& + dipanf) = B+ 1+ di,

(%) S & = 1,
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Z lemmatu [2.1.3] jiz vime, Ze stopa prvku ; + 1 + d;41 je rovna
t+1
<t+2+2d3> 2",
s=1
Z predpokladu (o) naseho lemmatu pak plyne nerovnost:

t+1

try (B + 14 di1) = <t +2+ Zd5> 22t < 2d .y - 20

s=1

Nyni budeme dokazovat, Ze existuje nejvyse jedno j, pro které n; # 0, a pro
takto zvolené n; je |n;| = 1. Budeme postupovat sporem. Nejprve predpokladejme,
ze existuje |n;| > 1. Oznacme n; = 3= ;cq1. 1y asqs, kde ay € Z. Z disledku
vime, ze

try () = tr ( > anJ) :< > a3q3)~2t.
}

JC{1,...t JC{1,...,t}

Vsimnéme si, Ze ¢4 jsou prirozend ¢isla a pro J # () mame ¢% > 2. Pokud tedy

;] > 1, potom (ZJQ{L...J} @?fqg) > 2.
Z toho plyne, ze plati nerovnost:

tl"t(dt+17732~) = di11 -trt(nf) > dyyp 2028
7 vlastnosti aditivity stopy a dusledku pak navic mame:

try (Z(&Q + dt+177¢2)> > try(dean?).

i=1
Tedy
t+1
241 - 2" > (f +2+ st> 2 =t (B4 1+ di) =
s=1

=t (Z(ﬁ? + dt+177@-2)> > try(dpg1n?) > dpgy -2 - 21,

i=1
coz je spor. Z toho plyne, ze |n;| < 1 pro vSechna j. Pokud |n;| = 1, potom 7, = 0
pro vSechna i # j, protoZe jinak by stopa levé strany (x) byla > 2d;,; - 2'. Tedy
(%x) je nyni ekvivalentni rovnosti {; = £1 a (x) zase rovnosti

Z 612 :ﬁb 61 € Rt-
i=1,i%#j
Takze [, je souctem m—1 ¢tverct z Ry, kde jsme predpokladali, ze m—1 < t+1.

To je ovsem spor s indukénim predpokladem, Ze (; neni souc¢tem méné nez t + 1
ctvercu. O

Rady R, obecné nejsou maximalni pro ¢t > 2. Napiiklad

2 6
Og = {ao +a1vV2 4 ayV/3 + CL:),\/_Jr Ve | ag, a1, az,a3 € Z} + Z[\/iu \/§]

(v2,v3) 2

V nasledujicich sekcich si ukazeme, ze véta plati i tak, pokud se zamérime na
maximalni rady.
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2.3 Znaceni a vlastnosti

Necht N € N a necht dy, ..., dy jsou bezétvercova, po dvou nesoudélna ¢isla vetsi
nez 24V*2 takova, ze d; = 1 (mod 4), a takovd, aby platilo:

(o) dtr >2+d1+s§:2d11d +Cil t=1,...,N—1.
Tedy dy,...,dy je rostouci posloupnost. Dale necht:
Ky, :=Q; Kiv1 = Ki(/diy1),t=0,...,N — 1,
Ry :=7; Rip1 =0k,

Polozme [y := 1 a definujme:

2
2 Vdit++/d
Br 1= o+ (1+ Vi) ; Brir = 5+(2) =1, N-1.
Lemma 2.3.1. 3, € K; pro vsechna t < N.
Diikaz. Dukaz provedeme indukei. Pro ¢t = 0,1 je to zfejmé. Z[1.5.1 déle vime, 7Ze

14+/di41
2

(25 () (2459

je-li dyr1 =1 (mod 4), pak OQ[\/E] =7 } Rozepsanim

— — 2
vidime, ze (W) € Kiq. Tedy i By = B + (W) € K1 pro
vsechna ¢ < . O

Nyni si spoc¢itdme nasledujici stopu prvku potfebnou k nasemu pozdéjsimu
dikazu.

Lemma 2.3.2. Stopa prvku (5; + % v K; se rovnd

t—l—ld d
<2+d1+2 11 ) ot
s=2

Diikaz. Vime, ze

di +d di +d
B, + 1‘|’4t+1: 1+4t+1+2+d1+2\/>+z<\/_+\/_>

t+1d d
_2+d1+2f+2 1+ +Z\/_\f

Déle vime, ze [K; : Q] = 2! a z véty - jiz vime, ze stopa prvku nezavisi na

volbé baze vektorového prostoru K; nad Q. Zvolme si tedy zase bazi {qs}jcq,. .-
Z lemmatu [2.1.1| pak plyne, zZe
dy +d L dy +d,
rt<6t+1m>:<2+d1+z 1 _21‘,.
4 =
O
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2.4 Pythagorova cisla maximalnich rada

Véta 2.4.1. [[10], tvrzeni 3] Pro libovolné N € N ezistuje totdlné rediné ciselné
téleso, jehozZ mazximdlni rad md Pythagorovo cislo alespon N.

Diikaz. Budeme dokazovat indukci prot =1,..., N, ze B; € R; nelze napsat jako
soucet méné nez t + 1 ¢étverch v R;. Tedy Pythagorovo ¢islo R, je alespon t + 1 a
specialné Pythagorovo ¢islo Ry je alespon N + 1.

Pro t = 0 zfejmé S, nemiize byt reprezentovano méné nez jednim ¢tvercem.

Indukéni krok ¢ — ¢+ 1.

Predpoklddejme sporem, Ze B;1 1 = S, o, a; € Ry am <t + 2.

Oznaéme o; = & + niv/diy1, kde 2 [1.5.3]jiz vime, 7e 2&;,2n; € R;. Stejné jako
v dikazu lemmatu [2.2.2] porovndnim koeficienti

Biyr = 20 o = X0 (82 4 dan?) + (X0 26mi)V/digq &
Br1 = (Bt dﬁdt“) + Z\ZI\/dt_A'_l ziskdme:
(*) X (& + dipanf) = B + %,
(%) Sy &my = Y

7 lemmatu m jiz vime, ze stopa prvku f; + % je rovna

t+1
<2+d1+zdlzds> ot
s=2

Z predpokladu (e) ze zacatku sekce pak plyne nerovnost:

dy + diq diy1 di +ds dy dt+1
trt<5t+4>=< 1 +2—|—d1+z 1 +4 ot < 5 .ot

Nyni dokédzeme, ze existuje nejvyse jedno j tak, aby n; # 0, a navic pro takto
vybrané j plati, ze |2n;| = 1. Budeme postupovat sporem.

Necht j je takové, ze n; # 0 a (21;)* = X jcq1,.. €sqs, €5 € Q. VSimnéme si,
ze (2n;)? je totdlné kladny prvek. Nyni sporem dokazeme, ze (2n;)* € Q. Kdyby
ne, pak c; # 0 pro néjaké J # (), a z véty pak plyne, ze

tr,((2n;)%) > q > Vdy > 22NF1 > 211 a tedy

try(dipany) = e - tre((205)%) > fdpsq - 207

Z vlastnosti aditivity stopy a dusledku [2.1.2] navic méme

try (Z(fg + dt+177i2)> > try(dean?).

i=1

Z toho plyne, ze

d 1, + d, dy +d
(2“) 2t > (2+d1+z 1+ ) —trt<ﬁt 1+4t+1>:

n 1
= try (Z(&z + dt+17h2)> > try(dpsa75) > diga - 3 2,

i=1
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coz je spor. Tedy (2n;)? je prvkem Q.

Necht 27, = > IC{i, ot} hrqy, kde z véty |1 vime, ze hy; € QZt Vidime, ze
existuje pravé jedno J, pro které hy # 0, protoze (277])2 € Q. Kdyby J # 0,
potom

tr((205)%) = B3 ;1;2 > 2,
Toto vede opét ke sporu, stejné jako v predchozim pripadé.

Takie J =0, a tedy 2n; € Q. Tento prvek je celistvy nad Z, a tedy musi z
véty 3| (i) byt jiz nutné prvkem Z. Z toho plyne, ze n; = :I: , protoze jinak
by nebyla splnéna rovnost (x). Navic n; = 0 pro vSechna i # j, protoie jinak by
stopa levé strany (x) byla > (dt“) - 2! Tedy (#*) je nyni ekvivalentni rovnosti

& = j:@ a (%) zase rovnosti

Na zacatku tohoto dikazu jsme piedpokladali, ze a; = & + niv/diy1 = & €
R;.1 pro i riznd od j. Navic vime, ze & € Ky, a tedy jiz musi nutné & € R; pro
vSechna i rizna od j.

Tedy 5; je souctem m—1 ¢tverci z Ry, kde jsme predpokladali, ze m—1 < t41.
To je ovsem spor s indukénim predpokladem, Ze (§; neni souc¢tem méné nez t + 1
ctvercu. O
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Z.aver

Hlavnim cilem této bakalaiské prace bylo srozumitelné a formalné spravné se-
psat druhy Scharlautiv dikaz z ¢lanku . Tohoto cile se mi podarilo dosdhnout
za cenu modifikaci predpokladii i diikazu. Z technického hlediska moje formulace
vyuzivé jiné predpoklady na posloupnost {dy, ..., dy}. Zatimco Scharlau predpo-
klad4, ze d; = 3 (mod 4), mé tvrzeni vyuziva predpokladu, ze d; = 1 (mod 4). To
ovsem neni jediny rozdil. Zatimco Scharlau navrhuje pouzit nekonecnou posloup-
nost {dy,ds, ...}, ze které lze vybrat libovolny pocatecni tsek {di,...,dy}, a pro
takto zvoleny pocatecni usek jiz plati, ze P (Ok,) > N, muj dikaz pro pevné
zvolené N vyzaduje odlisnou posloupnost {dy,...,dy}. Mtj dikaz navic vyuziva
predevsim vysledky o hodnoté diskriminantu a dale vyuziva odhadu stopy totalné
kladnych prvki z ¢lanku [4].

Povsimnéme si, ze v téchto vysledcich Tad, ktery ma Pythagorovo ¢islo alespon
N, je zkonstruovan uvniti ¢iselného télesa, jehoz stupen rozsifeni je alespon 2.
To vede k prirozené otazce, kterou Scharlau na konci svého ¢lanku poklada, zdali
existuje funkce f : N — N takova, ze pokud stupen rozsiteni ¢iselného télesa K je
[K : Q] < N, potom Pythagorovo ¢islo kazdého fadu v K je rovno nejvyse f(N).
Bylo dokézano, Ze toto tvrzeni skutecné plati, v ¢lanku 5| V. Kaly a P. Yatsyna.
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