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Abstrakt: Zkoumame vodivost elektronti v okoli Diracovych bodu v terahertzové
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jak pro vlastni stavy v okoli Diracovych bodt, tak pro strukturu nanokrystalu
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat specifickym pripadem obecné resené proble-
matiky terahertzové vodivosti v nanostrukturach, ikolem tedy bude tento pri-
stup pozménit a upravit tak, aby sedél na elektrony v okoli Diracovych bodi.
Prace navazuje na jiz zkoumanou problematiku linearni terahertzové vodivosti
v nanostrukturach, kterd se fesi na pracovisti KCHFO [1,2,7]. Linearni vodivost
zkoumand v terahertzové oblasti je odlisSna od radiové i optické oblasti tim, ze
se charakteristiky obou prolinaji. Pfesnéji to jsou charakteristiky elektronového
transportu na makroskopickych vzdalenostech a mezipasmovych prechodi v op-
tické oblasti. Aplikace modelu na konkrétni material vyzaduje zahrnuti konkrétni
pasové struktury, vyhodou je navic to, ze lze popsat libovolnou symetrii pasa
véetné spinového stupné volnosti. Diky této vlastnosti muzeme kvantovy model,
ktery tudiz neni omezeny pouze na parabolické péasy, vyuzit pro predpovédi ode-
zvy celé tridy materidli, které maji symetrii chranéné Diracovy body s linearni
disperzi elektronové energie v jejich okoli, zejm. se jedna o grafen, topologické
izolatory nebo Weylovy polokovy [3-5]. Kvili linedrni disperzi je ale nutné upra-
vit puvodni vztahy v [1] tak, aby platily i pro elektrony bez efektivni hmotnosti,
coz je prave cilem této prace.



1. Teorie

1.1 Grafén a Diracovy body

Grafén je material, ktery je tvoren z jedné vrstvy atomu uhliku, které jsou
usporadany do Sestithelnikové miizky[3], ilustrace viz Obr. 1.

K K

K’ K'

Obréazek 1.1: Na obrazku muzeme vidét Brillouinovu zénu, kde K a K’ jsou body,
kde se nachazi Diracovy kuzele.

Grafén vykazuje mnoho az zazra¢nych vlastnosti, od strukturalnich po che-
mické. Je také elementarnim stavebnim kamenem pro fadu dalsich struktur jako
jsou uhlikové nanotrubice ¢i fullereny, které maji velky potencidl pro vyuziti v
mnoha oborech, zejména potom v technice, 1ékarstvi ¢i elektronice.

Diracovy body jsou prechodem mezi valenénim a vodivostnim péasem, coz
je neobvyklé, jelikoz bézné se takovému crossingu mezi energiemi valenéniho a
vodivostniho pasu vyhybd, vice avoided crossing|6]. Diractv kuzel je ndzev tvaru,
kterého pti energiich blizkych Fermiho energii nabyvaji energeticka spektra jak
valen¢niho tak i vodivostniho péasu. Jejich setkani se potom nazyva Diractiv bod.
Obr. 2. ukazuje energetické spektrum elektronti v Sestitthelnikové miizce, které je
odvozené z tésnovazebniho hamiltonianu[3].

1.2 Efektivni hamiltonian

Efektivni hamiltonian je hamiltonian, ktery pusobi pouze na redukovaném
prostoru a popisuje pouze ¢ast spektra celého (kompletniho) hamiltonidnu. Di-
vod pouziti je jasny: jednoduchost. Jelikoz je efektivni hamiltonian jednodussi,
casto je mozné jeho vlastni stavy a ¢isla urcit analyticky bez pouziti numeriky.
Je také mozné, Ze Uplny hamiltonian pro jeden systém je efektivnim pro jiny,
apod. Vypocty v této praci se pohybuji pravé na redukovaném prostoru okolo Di-
racovych bodi a proto je zdhodno pouzit pravé hamiltonian efektivni, ktery ma
mnohem jednodussi strukturu nez tésnovazebny, ktery by se dal, v tomto ptripadé,
povazovat za tuplny. Pohybujeme se v oblasti relativistické kvantové mechaniky,



Obrézek 1.2: Nalevo vidime energetické spektrum valenéniho a vodivostniho pasu
v 1. BZ. Napravo potom vidime priblizeni dotyku obou péast, tedy Diracovych
kuzelt. Obrazek prevzat z [8].

kde se zabyvame interakci svétla a Diracovych fermionii, kde je pro tuto interakce
znam hamiltonidn|3]

H=uv6-p, (1.1)
kde
. A A A 0 1 0 — 1 0
e [(1)(2 5 (23] o
znaci vektor Pauliho matic, p = —ihAV je operator hybnosti a v, je Fermiho
rychlost.

1.3 Vodivost nanokrystali

Problém obecné vodivosti objemového grafenu je jiz mnohokrat popsana véetné]
vypoctu ve velmi silnych polich a nasledného nelinearniho chovani. V této praci se
snazim spravné popsat vodivost nanokrystali v THz oblasti, coz doposud nikdo
spravné neprovedl.

Jiz byla citovana kvantova teorie terahertzové vodivosti v polovodicovych na-
nokrystalech[1], kterd ndm dava obecny vzorec pro proud

j=° [% n / jthd3r] , (1.3)

v

kde prvni sc¢itanec znaci sttedni proud a druhy proud difuzni, v zna¢i objem krys-
talu a e je elementarni naboj. Difuzni proud vychazi z klasicé lokalni hustoty nyy,
elektroni v krystalu. Vzorec je v [1] odvozen pro obecné nanostruktury, ovSem
u grafénu nastava problém s pouziti operatoru proudu, ktery je definovany jako
%, jelikoz pracujeme s Diracovymi fermiony, které maji nulovou efektivni hmot-
nost. Prvni ¢ast je tedy potieba alterovat pro specificky pripad grafénu. Déle je
znama i matice hustoty, kterd ma tvar

_ebky  furw

(klo@)lp) = 21— (14)




kde hw; je energie neperturbovaného stavu |l), f; je pravdépodobnost termélniho
obsazeni stavu [ a 7 je rychlost tlumeni, pro obecné rozptyleny elektron v = %,
kde 7 je rozptylovy c¢as. Déle znaceni fi; = fr — f1 a wi = wp — w;. Matice zy; je
matice dipélovych prechodu, tedy xy = (k|z — (x)|1). Pro difuzni proud je v [1]
odvozeny obecny vztah z difuzni rovnice

DV?n,, = —L'mim, (1.5)

np (T Z Cm ()1 ( (1.6)

kde n,, znaci systém vlastnich funkci homogeniho diferencialniho operatoru rov-
nice (1.5), I';, znadi vlastni hodnoty korespondujici ke stavim n,,, ny, znaéi pro-
storovou distribuéni funkei difuznich elektront, ¢,,(t) znac¢i expanzni koeficienty a
D je difuzni konstanta. Vysledek (S15) muzeme prevzit, jelikoz zde se nas pristup
lis1 pouze v dimenzionalité problému, tedy

1 vy
==y 1 1.
04 EO - w—{—Z‘ijmsm(W), ( 7)
) eD b
Jm = —— / dy [nm(a,y) — nm(0,y)] (1.8)
a 0

S (elk) (o)) ) = 3 s (1.9)

k,l
Hlavnim rozdilem oproti vypoétu v [1] bude vypocet vodivosti elektroni v kohe-
rentnim rezimu, pro ktery je v [7] odvozen vztah (S8). Jsou totiz pouzity vdzané
stavy v obecném kubickém nanokrystalu pro hmotné elektrony. Zde se ovsem
zabyvame diracovymi elektrony, které maji nulovou efektivni hmotnost a je tedy
prvni ¢len na pravé strané rovnice (1.3) nepouzitelny. Predpokladany postup tedy
zahrnuje nalezeni vlastnich stavli a vhodné okrajové podminky, ktera bude da-
vat smysl jak fyzikalné, tak matematicky. Fyzikalné hlavné ve vztahu k samotné
strukture grafénu. Po nalezeni vlastnich stavi je tfeba nalézt matici dipélovych
prechodt, pro pouziti v rovnici (1.4). Nakonec je tieba nalézt postup, jakym spo-
¢itat vodivost nehmotnych elektrontt a nahradit tim prvni ¢len na pravé strané
rovnice (1.3). Dalsi postup jiz bude témér stejny jako v [1] s rozdilem, Ze pocitdme
ve 2 dimenzich misto ve 3 a pouzivame vazané vlastni stavy nalezené pro grafén
a nikoliv pro obecny kubicky nanokrystal.



2. Vypocet vazanych stavii

V této c¢asti bude snahou nalézt vlastni stavy hamiltonidanu (1.1), které se
potom budeme snazit napasovat do rtiznych tvart nanokrystalu, kazdy s riznymi
podminkami. Jako prvni si hamiltonidn (1.1) pro potfeby poéitani upravime do

Vv

A 0 Oy — 10,
H = —ihvy ( D + id), 0 ) . (2.1)

$1
P2

terpterujeme az pozdéji. Nyni prichézi na fadu stacionarni Schrodingerova rovnice

Hledany vlastni stav ¢ ma dvé slozky, tedy ¢ = , kterézto slozky si in-

Hp = Eg, (2.2)

do které dosadime z (2.1), a také si rozepiSeme ¢, coz ndm da rovnici ve tvaru

_ 0 Oy — 0 o1\ ¢
—Zh“f<ax+¢ay 0 y>(¢;>‘E<¢;>' (2:3)

Odkud skrze maticové nasobeni a nasledné rozdéleni dostaneme dvé diferencidlni
rovnice

(0, — i0,) ¢o = iEpy (2.4)
(0, +10,) b1 = iE o, (2.5)
kde E = ;- Déle si 7 (2.5) si vyjadifme ¢,
1 .
o= % (0 — i0y) ¢o, (2.6)

a Clenem napravo nahradime ¢; v rovnici (2.4)
(0 +i0,) (0p — i0,) b2 = —E* ¢, (2.7)

kde se nasobeni zavorek s derivacemi diky komutéatoru [0,,0,] = 0 zjednodusi na
(&EQ + aj). Po této tpravé dostaneme findlni tvar rovnice pro ¢o

Aqbg == —E2¢2. (28)

Reseni této rovnice je primocaré a za pomoci separace proménnych ziskame hle-
danou funkci ¢o

P2 = (Ae““” + Be’ik”> (Ceikyy + De’ikyy) : (2.9)

kde po zpétném dosazeni do (2.8) dostaneme vztah pro preskdlovanou energii E =
\/ k2 + k2. Pokud budeme v objemovém krystalu poZadovat pouze periodickou
okrajovou podminku, miizeme polozit B = D = 0. Potom mame vlastni funkce

ve tvaru ' ‘
¢2 — Nezkzxezkyy, (210)
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¢ = £ NetkaTeibyy ka — iky

A e —iky
¢ = Nekr ( VR ) , (2.12)

(2.11)

slozené tedy

1

kde mtzeme déle psat

¢ _ Neik'r ( ie—iarctan(:—z) ) ’ (213)
1

kde si mizeme fazi bez thony na obecnosti upravit na

—1 arctan ki
ie Qtt (k(;) . (2.14)

2 kx

¢ — Neik-r
€

Pokud prohodime poradi ziskavani ¢; a ¢o, dostaneme

N e—% arctan (%)
= Ne"™*" ) 2.15
¢ + %arctan(%) ( )
e T
Nyni (20) lze za pomoci vatahu Fie™ () — eFiarctan(}) prevést na
eié arctan(%)

iarctan(’“—“”) ’ (216>

2 ky

¢ — Neikr
Fe

coz déldme zejména z toho divodu, abychom byli v souladu s tvarem v [3], odkud
budeme dale cerpat a je vhodné nachazet se ve stejné bazi jako jsou operatory
definované v [3]. Navic je z tthlové slozky vidét, ze vlnové funkce maji polocisleny
moment hybnosti a reprezentuji tedy spinory.

2.1 Obdelnikovy nanokrystal

Jako prvni si volime nanokrystal ve tvaru obdelniku, s pozadavkem na nulo-
vost vlastnich stavii na jeho hranici, viz Obr. 3. Nulovost vlastnich stavii na okraji
¢tverce byla zvolena z divodu korespondence s feSenim problému vazané hmotné
¢astice v nekonecné pravothlé potencidlové jamé. Explikujeme-li podminku na
Obr. 3., dostaneme ¢(a,y) = ¢(z,b) = ¢(—a,y) = ¢(x, — b) = 0. Je tfeba zminit,
ze okrajovou podminku aplikujeme na ¢, tedy implicitné na ¢, a ¢, zaroven. Jako
prvni aplikujeme okrajové podminky na ¢, a az poté spocitame ¢q, pro kterou
opét zkontrolujeme, zda okrajovym podminkam vyhovuje. Predpokladam totiz,
ze diky derivaci v (2.6) vznikne nova restrikce. Pokud si vezmeme feseni ve tvaru
(2.9) tak velice rychle narazime. Pokud totiz aplikujeme vSechny podminky na ¢
dostaneme, Ze A = B, resp. C'= D a k, = ™% + - resp. k, = " + &, m,n € Z,
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o(z,b)=10

&(—a,y) =0 pla,y) =0

olx,=b) =0

Obréazek 2.1: Obdelnikova okrajova podminka s nulovosti na hranici.

coz plyne z toho, ze pozadujeme platnost vsech podminek zdaroven. Tvar k., resp.
k, plyne z podminky nulovosti souctu exponenciel s komplexnim argumentem,
coz da kosinus, ktery chceme vynulovat. Explicitné pro ¢

P2(ayy) = X(a)T(y) =0, (2.17)
$2(—ay) = X(=a)T(y) = 0, (2.18)
$o(z,b) = X (2)Y(b) =0, (2.19)
$o(z, — b) = X ()Y (=b) =0, (2.20)

kde X (z) = (e’kﬁ + e_ikm”ﬁ) aY(y) = (eikyy + e_ikyy). Pokud ovsem nyni apliku-
jeme stejné podminky na ¢, nebudeme schopni vynulovat vzdy jeden ze s¢itancti.
Pro prehlednost vime, ze

b1 = = X (@) T() ~ X (@) T )], 2.21)
kde pro derivace mame X'(z) = ik, (e’“““" — e_ik“) aY'(y) = ik, (eikyy - e_““yy).
Pokud nyni aplikujeme podminky ¢(a,y) = 0 a ¢(—a,y) = 0 zjistime, Ze ndm u
obou ztstane ¢len o< X'(+a)Y(y), kde Y(y) # 0. Nelze ovsem vynulovat zaro-
ven X(£a) a X'(%a). Jinak feceno nelze vynulovat kosinus a sinus na stejné
hranici. Zavérem tedy je, ze tyto vlastni funkce nelze napasovat do ¢tvercového
nanokrystalu s nulovosti na jeho hranici. Slovy je problém v rozich ctverce, kde se
snazime navdzat funkci ve dvou ortogondlnih smérech, coZ zde nelze a vznikd ndm
tady nespojitost. PTi hledani vhodnéjsi okrajové podminky se snazime zbavit ne-
vhodnyjch rohi, coz prirozené vede na kruznici, ktera je nasim dalsim kandidatem
na okrajovou podminku, u které budeme kromé nulové hodnoty na jejim okraji
pozadovat také periodi¢nost.



2.2 Kruhovy nanokrystal

Pro kruhovy nanokrystal budeme pro radialni slozku pozadovat nulovost na
hranici a pro thlovou potom periodicitu. Kruhovy krystal ma stejnou rotacni sy-
metrii jako objemovy krystal, takze i spinové ¢islo bude zachované. Z ¢ehoz plyne,
ze i periodickd podminka bude v uhlové slozce shodna v kruhu i v nekoneéném
krystalu a jelikoz z (2.16) vime, Ze se jedna o spinory, volime periodu 4. Ilustrace
je na Obr. 4.

d(R,p)=0

&(r,0) = @(r, 4m)

Obrézek 2.2: Kruhova okrajova podminka s pozadavkem na periodi¢nost v ithlové
slozce a nulovost slozky radidlni na hranici kruhu.

Pro pocitani v kruhovém krystalu je zdhodno prejit do polarnich souradnic,
coz je nastésti snadné, jelikoz Laplacetv operator je invariantni vii¢i transformaci
soufadnic a mizeme rovnou psat

Npg = —E2y, (2.22)
kde ] ]
_ 92 2
Ny =0} + ~0 + 0} (2.23)

Pro transformaci linedrnich kombinaci parcialnich derivaci obsazenych ve vztazich
(2.4) a (2.5) potom plati

(0, £140,) = =¥ (ar + ii@,) (2.24)

Funkei ¢ si separujeme na radidlni a thlovou slozku, tedy ¢, = R(r)O(p), a
po dosazeni zpét do (2.22) a rozepsani A, mame

0 (R()O(9)) + 0, (R(O(9)) + 507 (RINO(e)) = ~ B (R(O()) (225)

po aplikaci parcidlnich derivaci a vyndsobeni ¢lenem (R(r)O(¢)) " dostévime
rovnici ve tvaru

R'(r) (1R'(r)  10"(¢)  z
R rRe) TRel - (2:26)




kde ()" je vzdy derivace podle korespondujici proménné, tedy R'(r) = %, apod.
Zde bych zminil, Ze separaci jsme dosahli také rozdéleni okrajovych podminek,
jelikoz periodi¢nost se tyka pouze ¢, tedy je nezavisla na r, a naopak nulovost
na okraji je zavisla pouze na r a nikoliv uz na ¢. Zpét k vypoctu. Déle vynaso-
bime celou rovnici faktorem r? a prevedeme vSe na pravou stranu. Poté rovnici
rozdélime na dvé, kazdou pro jednu ze separovanych funkci, a polozime je rovné

opacné konstanté, tedy

0" — _n20 (2.27)
r*R" + 1R + R (B - n?) =0, (2.28)

kde Tesenim (2.27) je
O,(¢) = Ae™™? + Be . (2.29)

Na feseni (2.29) aplikujeme periodickou okrajovou podminku, ktera rika, ze po
otoCeni o 47 bude funkce spojité navazovat, tedy ze ¢(r,0) = ¢(r,4m). Platnost
této podminky pozaduje aby cos(4mn) = 1, coz dava n = 3, m € Z. Funkce
(2.29) spliuje okrajovou podminku pro libovolné A a B. Volme si B = 0, tedy

O, (p) = e, (2.30)

kde vyraz donormujeme az v radidln{ ¢asti feseni. Nyni pro fesenf (2.28) pouzijeme
Besselovy funkce J,(kr) a Y, (kr), kde k& = E, jelikoz se jednd o zndmy tvar
Besselovy diferencialni rovnice. Besselova funkce prvniho druhu mé tvar

) _1\m r 2m+n
Jo(kr) = —TT (=1 (2) : (2.31)

= (m+n+1)

funkce druhého druhu ma tvar

Y, (kr) = Jn(kr)cos(nm) — J_, (kr)

sin(n) ' (2:32)

Jako Feseni (2.28) bereme linearni kombinaci Besselovych funkei 1. a 2. druhu
R, (kr) = N [J,(kr) + aY,(kr)], (2.33)

kde a € C. Déame-li vysledky (2.30) a (2.33) dohromady podle rozpisu ¢y =
R(r)©(yp), dostaneme

¢z = Rn(kr)On (), (2.34)
kde déle lze pomoci (2.6) a (2.21) ziskat explicitni vyraz pro ¢; ve sférickych
souradnicich 1 1

b1 = e (ar - ¢a¢> Roy(kr)O0 (). (2.35)
i r

Nyni je tfeba zjistit, jaké jsou ptipustné hodnoty n pro nas vysledek. Zde vyu-
zijeme hlavné pozadavku na normovatelnost vlastnich stavi a provazanosti ¢; a
¢o. Jelikoz pozadujeme normovatelnost vlastnich stavi, zbyva ndam pouze moz-
nost n € <—%,%>, jelikoz pro jind n neni Y, normovatelnd. Druhé omezeni na
hodnotu n plyne z toho, ze normovatelné musi byt obé funkce zaroven, tedy ¢, a
¢9, a jelikoz z (2.35) vidime, ze ¢y je umérna derivaci ¢o, vznikd nam dalsi vazba.
Tato vazba nam dava, jak jiz bylo feceno, dalsi omezeni na n a za pomoci vzorce
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pro derivaci Besselovych funkei a dalsiho rekurentniho vztahu ((2.36) a (2.37))
lze dojit k zavéru, ze index n bude pro ¢; o 1 mensi nez pro ¢5. Pro explicitni
odvozeni tedy mame k dispozici vztahy

20,7 (1) = Zy1 () — Zyir (), (2.36)

2;27(13) = Z'yfl(l’) + Z’y+1<x)7 <2'37>

kde Z,(z) znadf libovolnou funkci z J,(x), Y, (z), H'(z), H*(x). V (2.24) si bez
uthony na obecnosti vybereme moznost s —, tedy derivujeme jak podle r tak
podle ¢ a vysledky odecteme. Pro poradek, zde se snazime dostat relaci mezi
Besselovou funkei a jeji derivaci, né ovSem derivaci obycejnou ale ve tvaru (2.24),
aby poté bylo snadné urcit omezeni na n plynouci z rovnice (2.35). Derivujeme
tedy R, (k7)O,(p), kde ovsem R, (kr) = J,(kr) + aY,(kr) a mizeme tim padem
rovnou zkoumat derivaci Z,,(kr)©, (). Déle také pocitdme s obecnym indexem +,
ktery je v (2.33) ekvivalentni n, obecné ovSem neni omezeny tak jako n a odvozeni
nize je tedy platné pro jakékoliv 7. Aplikovanim derivace (2.24) na Z.,(kr)©.,(¢)
ziskame
i ; k 1y i

(aT - zT8@> 7. (kr)e® = [2 (Zyo1(kr) = Zo o (k7)) — Tzw(m)] ¢, (2.38)
kde se pokrati ¢len s exponencielou a lze rovnici prevést za pomoci (2.36), kteryzto
vzorec aplikujeme na ¢len Z,q(kr), na

(o0 - zia@> 7. (kr) = /; 22, (k1) - Z;Zv(kr)} - iz;yZ,y(kr), (2.39)

kde se druhy a tfeti ¢len na pravé strané odectou, tedy celkové

(ar - iié)@) 2, (kr)e* = kZ,_, (kr)eD?. (2.40)
Analogicky lze najit rovnost pro vztah s + v (2.24), tedy spole¢né

(ar + iia¢) 2 (k1) = kZo (kr)ei™®. (2.41)

Vidime, ze (2.41) plati pro néjaké libovolné v, v tomto kroku si ho tedy omezime

a prejmenujeme na n. Bez thony na obecnosti si jako prvni zvolime hodnotu pro

¢9, tedy pouzivime — ve vzorci (2.41) pro ziskdni funkce ¢1, coz ndm v kombinaci
11

s podminkou n € (—3,5) okamzite dava

1
aln—1] < 3, (2.42)
odkud mame jedinou moznost a to n = % Tento vysledek nam potvrzuje fakt, ze
se jednd o spinory se spinovym c¢islem :I:%. Aplikaci vysledku (2.40) a dosazenim
n=1/2do (2.34) a (2.35) mame vlastni stavy ve tvaru

G2 = Ru(kr)O, () = N [J1(kr) + aY 1 (kr)] e (2.43)

N
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61 = Rooa(k1)O, () = N [J_s (kr) +aY s (kr)] e %, (2.44)

kde si vse lze prekontrolovat za pomoci vzorci pro prevod mezi funkcemi a ziskat
tim i vztah mezi N a N

N2 (2.45)
i
Celkové maji tedy vysledné vlastni funkce tvar
G2 = Ro(kr)Y() = N [J1(kr) + aYy (kr)| e 7 (2.46)
61 = Ryy (kr)Yooa () = iN [J_s (kr) + aY s (kr)] e %, (2.47)

které se za pomoci vzorcu pro Besselovy funkce s polociselnym indexem

1(z) = \/gcos(x), (2.48)

J%(x) =Y_1(z) = \/gsin(a:), (2.49)

daji prepsat do tvaru

= Ne¥ \/7\/_ ) — acos(kr)), (2.50)

i (2 1 .
e2 \/;\/H (cos(kr) + asin(kr)) . (2.51)

Normu N lze klasicky vypocitat jako

O1 =1

1 2T rR
NP :/0 /0 r|é(ro)Pdrdy. (2.52)

Na vlastni stavy (2.50), (2.51) nyni aplikujme okrajovou podminku ¢(R,p) = 0,
viz Obr. 3. Thned je ovSsem zfejmé, ze tuto podminku nebudeme schopni splnit,
jelikoz bychom pozadovaly nulovost kosimu a sinu na stejné hranici, coz ale nejde.
Dalsi volbou by mohla byt podminka navaznosti obou ¢asti funkce ¢ na stejnou
tlumenou exponencialu. Logika volby je podobna jako pfi volbé obdelnikvého
krystalu a jeho korespondence s nekonecné hlubokou jadmou. Pohybujeme se smé-
rem k realnéjsimu krystalu, tedy ze stény kruhu nejsou nekonecné vysoké a tim
padem nejsou stavy nulované ale postupné tlumené jako e=4". Tato podminka
se da zapsat ve tvaru
;(R)

7 ¢(R)
kde j € {1,2}. Navic je potieba fici, Ze pozadujeme rovnost A; = A, tedy ze
koeficient tlumeni bude pro obé funkce stejny. Spocitejme si prislusné derivace ¢,

a ¢a

(2.53)

¢y(R) = iNe? \/Ewlg_}z (A sin(kR) + A cos(kR)) , (2.54)

12



—ie (21 .
¢ (R) = Ne = \/;\/@ (A1 cos(kR) — Agsin(kR)) (2.55)
kde \; = (ak: — i) a g = (k‘ + %%) Po dosazeni do (2.53) dostaneme

sin(kR) — acos(kR)

Ay =—
! A1 sin(kR) 4+ Az cos(kR)’

(2.56)

cos(kR) + asin(kR)
A1 cos(kR) — A sin(kR)’
mezi kterymi pozadujeme rovnost A; = Ay = A, coz nam dava podminku pro
platnost této rovnosti, presnéji

Ay = (2.57)

/\2 + Oé)\l = 0, (258)
tedy
o’k +k =0, (2.59)
kde k£ # 0, tedy
a? = —1, (2.60)
o = *u. (2.61)

Vysledkem je ryze imaginarni koeficient «, coz je na prvni pohled ptipustné, je-
likoz jsme ho volili € C. Tato hodnot ovSsem implikuje na hranici bézici vinu,
odkud ale pomoci hustoty toku pravdépodobnosti zjistime, ze by dochazelo k
uniku vlastniho stavu ven z krystalu, coz je ale v nasem pripadé nesmysl, jelikoz
pozadujeme stavy vazané. Nutné tedy a € R. Zavérem je, Ze ani tato podminka
nevyhovuje a vzhledem k tomu, zZe kruznice ma nejvyssi moznou symetrii, do-
mnivam se, ze okrajova podminka bude muset byt zvolena specialni a nikoliv
obecného tvaru.

2.3 Okrajova podminka podle tésnovazebniho mo-]
delu

Pokusy o nalezeni jednoduché okrajové podminky ve tvaru pro hmotné ¢astice

vvvvvv

neni kandidatem ale jasné odvozenou okrajovou podminkou pomoci okraji zigzag
a armchair ve struktufe grafenu, vice [3]. Podminka m4 tvar

¢1(z,—b) =0, (2.62)
Ga(z,b) =0, (2.63)
gbi(aa y) - ¢i<_a7y)’ (264>

kde a, b jsou rozméry nanokrystalu. Prvni dvé podminky odpovidaji okraji zigzag
a posledni je periodicka. Podminky jsou vidét na Obr. 5. Jejich odtivodnéni plyne
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ze strutkutry grafenu. Presnéji z pozic stavi K a K’. Pii pohledu na Obr. 1. médme
vrcholy K a K’. Podminky se vlastné 1idi tim, Ze po odrazu pokracuje elektron
jako stav v daném bodé, pro armchair ekvivalentnim, pro zigzag jiném. Tedy
(2.64) znaci prechod z K na K, resp. z K’ na K’. Podminky (2.62) a (2.63)
potom piechod z K na K’, resp. z K’ na K. Nyni pfejdeme k hledani vazanych

u

oz, b) =0

o(—a,y) =0 ¢la,y) =10

- 0 a T

d(x,=b) =0

Obrézek 2.3: Okrajova podminka odvozena z tésnovazebného hamiltonidnu.

stavi. Pro jednoduchost vyuziji rozpis do funkei X (z), T (y)

X(z) = Ae*=®) 4 Belka) (2.65)

T(y) = Csin(k,y) + D cos(kyy), (2.66)

které jsou jednim z moznych Teseni rovnice (2.22). Déle také vyuziji derivace
téchto funkei ‘ .
X'(x) = ik, (Ae™=" — Be™™+7) | (2.67)

T'(y) = ky [C cos(kyy) — Dsin(kyy)], (2.68)

kde opét derivuji podle korespondujici proménné. Jak je vidét jiz ze zapsanych
podminek, vracime se zpét do kartézskych souradnic, kde mame stavy ve tvaru

$2 = NX(2)Y(y), (2.69)
N / . /
o1 = - [X'(2)T(y) — X (2)Y(y)]. (2.70)
Jako prvni aplikujeme podminku (2.64), presnéji
¢2((I,y) = ¢2(—G,,y), (271)
tedy
X(a)Y(y) = X(—a)Y(y), (2.72)



Aei*=@ 4 Beiked — pemihea | Beihaa (2.73)

(A= B)(e** —e ) =0 (2.74)

odkud dostaneme rovnost A = B nebo diskretizaci spektra k, = 7*, n € Z.
Aplikujeme-li vysledek A = B na tvar funkce (2.65), podminka (2.64) na ¢,
potom dava

2sin (kga) = 0, (2.75)

odkud mame k, = 7*, n € Z. Uzavteli jsme tedy metaforicky kruh a ziskali jsme
opét restricki pro k,. Odtud plyne, Ze restricke na A a B je redundantni. Podobné
jako v kruhovém nanokrystalu si i zde, jelikoz libovolna linearni kombinace vin
spliiuje okrajové podminky, mtzeme zvolit volné hodnoty A a B. Volme opét

B = 0. Dale pouzitim (2.62) a (2.63) dostaneme soustavu rovnic

X(2)T(b) =0, (2.76)

X'(2)T(=b) — iX (2)Y'(~b) = 0, (2.77)

kde z (2.76) dostdvame podminku pro funcki Y(y), o které vime, Ze je obecné
souc¢tem dvou goniometrickych funkci. Jelikoz je T (y) goniometrickd funkce, ktera
m4 uzel, nutné % € R. Mame potom volnost si je zvolit ve tvaru C' = F cos(9),
D = F'sin(6), kde F' zna¢i néjakou novou realnou konstantu a ¢ libovolnou fazi.
Po dosazeni a nasledné upravé dostavame funkci sin posunutou o fazi 6. Podobné
jsme mohli dostat i cos, pouze bychom museli zvolit hodnoty C' a D opacné. Nyni
vime, Ze hledame nulovost v bodé b, zvolime si tedy tento bod jako onu fazi a
lze psat Y(y) = F'sin(k,(y — b)). S takto zvolenou funkei Y(y) je rovnice (2.74)

splnéna a po dosazeni a tpravé rovnice (2.77) dostaneme
—k, sin(2k,b) = k, cos(2k,b), (2.78)

odkud jednoduchou tupravou dostavame

tan(2k,b) = T (2.79)
kterazto podminka definuje mozné hodnoty k, pro rizna k,. Vizualizaci pod-
minky (2.79) lze vidét na Obr. 6, kde jsou vyznacené vSechny matematicky pri-
stupné hodnoty k,. Z fyzikalniho hlediska ovSem vime, Ze zaporné hodnoty k, da-
vaji stejny vysledek jako ty kladné (ve vypoctu energie figuruji v druhé mocning),
nula je potom feseni fyzikalné nesmyslné. Spektra k, i k, jsou podle ocekavani
diskrétni.

Pro shrnuti mame celkové feseni véetné podminek

X(z) = A=, (2.80)
Y(y) = Fsin(ky(y b)), (281)
ky = %,nEN, (2.82)

15



4

Obréazek 2.4: Vizualizace podminky tan(2k,b) = —Z—z, kde je pro jednoduchost
a=n=1ab=1/2. Cervena funkce odpovida —’Z—: a modra potom tan(2k,b).
Teckami jsou vyznaceny vSechny hodnoty, které spliuji rovnici (2.79).

k
tan(2k,b) = — k—y

xT

(2.83)

Zpétnym dosazenim do (2.69), resp. (2.70) ziskdme vazané vlastni stavy ve tvaru

o1 = ];\;ek [ sin(Fy (y — b)) — ky cos(ky (y — b)), (2.84)

¢y = Ne™ = sin(k,(y — b)). (2.85)

Pro energii potom zname vztah

e ~ E

Z jisté intuice o symetrii obou stavii a okrajovych podminek (2.62) a (2.63) se
pokusim nalézt podobnym postupem jako pro ¢, tvar funkce ¢, ktery stale vy-
hovuje jak OP tak vztahu pro prechod mezi funkcemi, ale v jednodussim, idealné
symetrické tvaru k (2.85). Snazim se tedy o nalezeni ekvivalence mezi funkei mnou
zvolenou a ypsilonovou ¢asti funkce ¢ v (2.84). Nejintuitivnéjsi tvar takové funkce
by byl N sin(k,(y + b)). Pokusim se tedy dokézat vztah ¢1(y) o sin(k,(y + b)).

$1(y) o kysin(ky,(y — b)) — ky(cos(ky(y — b)), (2.87)
ke k, -
o1(y) o |k <|/<:| sin(k,(y — b)) — m cos(ky (y b))) , (2.88)
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kde vyraz %‘, resp. %' lze prepsat jako cos(8), resp. sin(/3), kde § zna¢i odchylku
k od osy z. S pouzitim souctovych vzorct tedy méame

¢1(y) o< Csin(ky(y —b) — 5). (2.89)
Nyni vidime, Zze za pomoci (2.83) mame : tan(3) = 2;22?) = :—Z = —tan(2k,b) =

tan(—2k,b), tedy ze f = —2k,b. Po dosazeni dostaneme
¢1 o ksin(k,(y +b)). (2.90)

Uspésné jsme tedy dokézali, ze vztah ¢ (y) o sin(k,(y + b)) plati a to az na
konstantu, kterou ovsem nasobime cely vyraz a tedy se d& schovat do normy.
Lze navic zkontrolovat, Ze transcendentni rovnice (2.83) potad plati, jelikoZ novy
tvar ¢;(y) nedava zadnou novou restrikci na tvar k,. Findlné tedy mame vlastni
vazané stavy ve tvaru

¢1 = Ne*sin(k,(y + b)), (2.91)

¢y = £Ne*=®sin(k, (y — b)). (2.92)

Pro normu N potom plati

1= / dzdy|N|* [sin(k,(y + b)), sin(k,(y — b))] - [ Ssif((:j((gf 5)); ] (2.93)
1= |N|22a/dy [sin®(k, (y + b)) + sin® (k,(y — b)] (2.94)
1= |N|*2a <2b - mg@) , (2.95)

odkud si vyjadiime N
1

N = _ , (2.96)
\/é (4k,b — sin(4k,b))
kterd se d& za pomoci definice 8 = —2k,b pfepsat do tvaru
1
N = (2.97)

Vi (5in(28) — 25))°

Findalni tvar vilnové funkce ma podobu

L sl
e e Ll G T B

kde k je multiindex k = (k,k,) a & znaci zdpornou, resp. kladnou energii.
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3. Dipdlové prechody

Déle nas zajimaji dipélové prechody mezi jednotlivymi stavy. Pro nase tcely
si zvolime polarizaci svétla ve sméru x, z ¢ehoz nam plyne tvar operatoru pozice
2 = x - I. Nyni lze snadnéji spocitat xy;, presnéji

v = [ dedy (¢5201). (3.1
T = /dxdy (33 (¢Tk¢;k) ) ( ;252111 )) ) (3-2)
ti = [ dady (297,00 + 2630u) . (3.3)

Integral vyse si nyni rozdélim na dvé ¢asti, jednu pro x¢j, @1, resp. x5, do.

T = IL"klA(%Z/) + ﬂfle(fay) = 5Ekm($)9€k;m(y) + 9€le($)$le(9) (3-4)

Po dosazeni vlastnich funkei do druhého ¢lenu dostavame integral ve tvaru

Tp X //dxdy (:Uei(lsz)x sin(l,(y — b)) sin(ky(y — b))) : (3.5)
kde integrace podle x dava

2ia? (—1)m=m)

7T (n—m)

Trp(T) o< — : (3.6)

kde n,m € N znaci kvantovani z-ovych slozek vinovych vektoru k a 1 podle (2.82).
Pro y potom méame

1 (sin2b(k, —1,) sin2b(k, +1,)
5 ( - ) : (3.7)

zunly) o< =5 | =% Fy + 1y

Pro druhy sc¢itanec mame po dosazeni

TriA X //d:{;dy (:Uei(lsz)z sin(ly(y + b)) sin(k, (y + b))) . (3.8)

Porovnanim (3.5) a (3.8) vidime, ze integrace podle x je totoznad a podle y se
jedna pouze o stejnou funkci posunutou na druhou stranu, tedy i podle y vyjde
stejné jako (3.7). Celkové tedy

ia? (—1)(=m) (Sm 2b(ky = 1) _ sin26(k, + ly)) . (39)

= 2N N—
T M (n—m) k, —1, ky +1,

kde k= k(n,k,) a obdobné I = l(m,l,).
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4. Stredni proud

Operétor prgudu I= vs (€;6, + €,6,) je definovany v béazi vlastnich stavi
ity
U = P © Qi@p , kde 6, = arctan %, pro energie +. Tedy horni polorovina
Fe 2 !
ma u druhé slozky — a dolni 4. Uvazované vlastni stavy jsou objemové. Aby bylo
korektni tento operator pouzit na nalezené vazané stavy, je tfeba je nejprve do
této baze rozlozit. Necht jsou stavy |k) a |1) vazany stav ¢ a stavy |p), |q) potom

stav W. Pro j5 potom mame

ju = (k[I]1) :/

p

/q (k[p)(p|T]a)(all). (4.1)

kde jo, je pravé tvar I v bazi |p),|q), tedy jy, = vy (p| (ezo, +e€,0,)|q ). Pro
potieby pocitani si vlastni stav (106) prevedeme do jiné formy pomoci rozpisu do

exponenciel
¢1 (x,y) o ezkzx {ezkyyek:yb . e—zkyye—zkyb} ’ (42)

o (z,y) o ek {eikyyeﬂ‘kyb B efikyyeikyb} 7 (4.3)
presnéji

N . oikyyaikyb _ q—ikyyo—ikyb
k) = 27@2 = [ (— 1) eiboveikub _ g=tkyikub |- (4.4)
kde s, € {0,1}. Nyni je na fadé spocitat vSechny skalarni souc¢iny. Nejvhodnéjsi
je zacit s (p|l|q), z duvodu, které budou jasné hned po jeho dopocitani. Je také

moznost prvni integrovat pres p, kteryzto postup ovsem nevede na TeSeni.

(pl]a) o< (p| (e.0, + €,0,) |a), (4.5)

N or i i0p —i0p 0 e, —ie
—ipr iqr £ —2 i y
<p|]|q>o</p/qe ¢ [ez,:Fe ’ ]( e, + ie, 0 >

(pll]a) oc 7 [(—1)7e e+ (—1)*e e, | 6(p - q), (4.7)

kde ey = (e, tie,) a kde s,, s, € {0,1}, kterych hodnoty volime podle znaménka
p, resp. q. Dosadime-li vysledek (121) do rovnice (116) muzeme ji za pouziti
definice ptisobeni Diracovy ¢ funkce prepsat do tvaru

i = (KT o v [ (KIp) [(~1)7ere. 4 (<1)e e, | (pll),  (4.8)
p
Pokrac¢ujme nyni se skaldrnim souc¢inem (k|p)

a ) b )
(KIp) = [ dee P07 [ dyeinin(6,, k.0, (4.9)
—b

—a
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K(Op,kyy,b) = {6_50” (eZk-’/yemyb — e_Zkyye_’kyb> + (—1)% 5k (eZk”ye_Zk”b — e_ZkyyeZkyb) 656} I

(4.10)
Integraci dostaneme vyraz

) sin(a(p, —

kaj _i sptsp i
P 2 )) {e 29PA+<k'y’py7b) —+ (—1) pt kQQQPA_(kyypyab)} )

(4.11)

(k|p

As (ko py b) — sin(b(p, + ky))ejFikyb _ sin(b(p, — ky))eiikyb‘
Potom pro (p|l), jakoZto komplexné sdruzeny ¢len s vyménénymi vinovymi vek-
tory, mame

(4.12)

sin(a Pz — l$ _ i * Spts; L *
(oI oc L) [t 431, 0+ (173 A )] (433
. sin(b(p, + 1 ; sin(b(p, — 1 ;
Ai(lygpy,b) — ( (pyl y)ei lyb ( (]i/l y)e:F lyb' (414)
Dy T Uy Dy — by

Dosazenim (126) a (127) do (124) dostaneme dlouhy vyraz pro jednotlivé elementy
matice proudu jg;. V kompaktnéjsim zapisu lze psat

>

Cc1

1 1
. :M/
JH pr_kxpw_lm
(4.15)

kde M = NkNlNgﬁ, c1 € {0,£1} a plati, ze pro ¢; = 0 je ¢; = 1 a zdroven
c3 =0, pro ¢ = £1 je co = 2cos(a(l, — k,)) a zaroven cz = 1.

2cos(a(ly — kz))

C2

eimpxcle_i(a(l”qk”)cgf(py k, 1)1 7

5(p> k 1) = E A*Aj [e+(—1)a+sp+b+5q+d+8k+f+sze—i9pc+ +e (—1)‘1—3P+b—5q+d—Sk-i-f_slei@pc_}
) 1 B
]

(4.16)
kde si pro prehlednost definuji vektor ¢ = (ay,a_,by,b_,co,c,dy,d_, fy, f).
Déle plati, ze i,j € {0,1} a pro vektor (plati, Ze pro i = j = 0 ma slozky
rovny ¢ = (1,0,0,1,2,0,0,0,0,0), pro ¢ = 0, j = 1 ma slozky rovny ¢ =
(2,1,0,1,1,1,1,1,0,0), pro i = 1, j = 0 mé slozky ¢« = (2,1,0,1,1,1,0,0,1,1),
a nakonec pro i = j = 1 md slozky ¢ = (3,1,0,1,0,2,1,1,1,1). Pro vsechny
moznosti plati b, = 0, ve vzorci (127) jsem ho nechal ¢isté z estetickych duvodu.
Korespendence mezi A7A; a AL Ay je takovd, ze 0 = + a 1 = —. Mame-li nyni
elementy matice jg; zbyva ndm pouze vyuzit matici hustoty (1.4) a provést stopu

jejich soucinu, tedy
Js = > Tr{jrpum}, (4.17)

Kl

¢imz jsme ziskali stfedni proud.
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5. Difuzni proud

Druhou ¢ésti pro vypocet celkového proudu podobné jako ve (1.3) je proud
difuzni, ktery se vytvari diky nehomogenité rozlozeni naboje uvnitt polovodice.
Jak jiz bylo uvedeno vysSe, pro vypocet pouzijeme vzorcu prevzatych z [7], které

lehce upravime pro nasi situaci. Pro shrnuti tedy mame k dispozici

1 7y

= By o it )

04

. eD b
IJm = _Gb/o dy [nm(aay) - nm(07y)] )

>_(xlE) (Elp(@) 1) (lr) = 3 sm(t)nm(r),

k,l m

kde se lisime pouze ve stavech |k) a |l). Déle stavy n,, maji tvar

N = Ny, Np, COsS T coS mey,
v a b
1
Ny, =—,m, =0V N, = , My > 0,
a
1 V2
Nmy:—,my:()\/Nmy T,my>0,
™ 2
r,=D— ,
T (2 + m2)

A nakonec pro tiplnost mame

eDV?2

Im = )2

[1 - (_1)mz] 50,my~

V dalsim kroku se uz lisime, nebot nase vlastni stavy maji tvar

1

B gikat sin(ky(y + b))
(r|kaky) = \/i (sin(26) — 26) ( +sin(ky (y — b)) > ’

coz dava rovnici v analogii s (521)

a b
S0y = ab S S ek | p(w) |1l /0 /0 (ol [E) (| ey 120y ey

kaky Loly

Pro integraci pres x v (5.10) mame

TM,X

a
Smao0(T) oc/o eilka=la)e g dx,

a

a
mm2 —a?(k, — 1)

man() 3 [ilhe = L) (= 1)meeithetae 1]
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Pro y potom méame

Smuo0(y) /0 b [sin(k, (y + b)) sin(l,(y + b)) + (—1)*** sin(k, (y — b)) sin(l, (y - b))] |
(5.13)

Sma0(y) o< 5 (1), (5.14)
kde j € {0,1} a v m4 tvar

1

m (SlH(Qb(ly — (—1)j]{)y) — sin(b(ly — (_1)jky) + (_1)sk+81 sin(b(ly _ (_1)Jky)) .

(5.15)
Nyni dejme vysledky (5.12) a (5.14) dohromady, coz ndm da tvar s, kde n je
kvantovani m,, tedy

Uj:

a

—1)iqy. ; _ _1\Ymanilkz—lz)a _
XJ:( L' w2m2 — a?(k, — 1,,)? [ZU% l)(=1)""e 1} "
(5.16)

N | —

S0y = j%gwmm

¢imz mame posledni komponent pro difuzni vodivost (5.1).
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6. Vodivost

Zbyva nam dat vse dohromady, presnéji stiedni proud elektront v koherentnim
rezimu s proudem difuznim, a celkovy proud preskalovat. Vodivost je tedy v

souladu s [7]
e

= =7l (6.1)

kde j znaci celkovy proud analogicky k (2). Dame-li vysledky (4.15) a (5.1), do
kterého dosadime (5.8) a (5.16), dohromady mame

g

e ) 1 7y .
- ° T = . 6.2
o=’ %: v{Jkrous} £, Zk:w +¢rk3ks’“(w) (6:2)
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Z.aver

V nasem zkoumani jsme uspésné dosli ke kompaktnimu vzorci pro vodivost
Diracovych elektront v krystalu grafénu. Priibéh ovsem nebyl viibec piimocary a
bylo tieba se za béhu prizpusobit mezivysledktim a upravit predpokladany postup,
jelikoz z nékolika rtznych obecnych okrajovych podminek se ndm nepodatilo na-
jit zadnou, kterd by vyhovovala. Bylo tedy nutno sdhnout po podmince specificky
vytvorené pro samotny grafén na zakladé jeho struktury. Samotné vazané vlastni
stavy jsou velice zajimavé a to hned ze tii diivodd. Prvnim je prekvapivé jedno-
duchy a symetricky tvar obou slozek vazanych vlastnih stavi (3.98), ke kterému
se d4 dojit navzdory netrividlnimu prevodnimu vztahu mezi nimi (3.6). Dalsim je
fakt, ze oproti obecnému kubickému nanokrystalu, ktery byl uvazovan v [1], jsme
zde dostali vazané stavy, které nejsou obycejné, nybrz maji dvé rizné spinorové
slozky. Posledni zajimavosti, co se vadzanych stavii tyce, je kvantovani k,, které
také neni trividlni, nybrz vyjadiené pomoci transcedentdlni rovnice (3.83). Jiz
piimocarejsi, ikdyz zdaleka ne trivialni, byl vypocet dipélovych momentt, stred-
niho a difuzniho proudu, kterézto slozky nam poslouzili pii finalnim sestaveni
vzorce pro vodivost. Je nutno dodat, ze vzhledem ke slozitosti a neholomorfnosti
integrandu ve vzorci (5.15), kterého vycisleni a interpretace by nejspise byl tikol
vhodny pro celou dalsi bakalarskou praci, byl vzorec ponechan ve tvaru integralu.
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