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Úvod
V této práci se budeme zabývat specifickým připadem obecně řešené proble-

matiky terahertzové vodivosti v nanostrukturách, úkolem tedy bude tento pří-
stup pozměnit a upravit tak, aby seděl na elektrony v okolí Diracových bodů.
Práce navazuje na již zkoumanou problematiku lineární terahertzové vodivosti
v nanostrukturách, která se řeší na pracovišti KCHFO [1,2,7]. Lineární vodivost
zkoumaná v terahertzové oblasti je odlišná od rádiové i optické oblasti tím, že
se charakteristiky obou prolínají. Přesněji to jsou charakteristiky elektronového
transportu na makroskopických vzdálenostech a mezipásmových přechodů v op-
tické oblasti. Aplikace modelu na konkrétní materiál vyžaduje zahrnutí konkrétní
pásové struktury, výhodou je navíc to, že lze popsat libovolnou symetrii pásů
včetně spinového stupně volnosti. Díky této vlastnosti můžeme kvantový model,
který tudíž není omezený pouze na parabolické pásy, využít pro předpovědi ode-
zvy celé třídy materiálů, které mají symetrií chráněné Diracovy body s lineární
disperzí elektronové energie v jejich okolí, zejm. se jedná o grafen, topologické
izolátory nebo Weylovy polokovy [3-5]. Kvůli lineární disperzi je ale nutné upra-
vit původní vztahy v [1] tak, aby platily i pro elektrony bez efektivní hmotnosti,
což je právě cílem této práce.
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1. Teorie
1.1 Grafén a Diracovy body

Grafén je materiál, který je tvořen z jedné vrstvy atomů uhlíku, které jsou
uspořádány do šestiúhelníkové mřížky[3], ilustrace viz Obr. 1.

Obrázek 1.1: Na obrázku můžeme vídět Brillouinovu zónu, kde K a K ′ jsou body,
kde se nachází Diracovy kužele.

Grafén vykazuje mnoho až zázračných vlastností, od strukturálních po che-
mické. Je také elementárním stavebním kamenem pro řadu dalších struktur jako
jsou uhlíkové nanotrubice či fullereny, které mají velký potenciál pro využití v
mnoha oborech, zejména potom v technice, lékařství či elektronice.

Diracovy body jsou přechodem mezi valenčním a vodivostním pásem, což
je neobvyklé, jelikož běžně se takovému crossingu mezi energiemi valenčního a
vodivostního pásu vyhýbá, více avoided crossing[6]. Diracův kužel je název tvaru,
kterého při energiích blízkých Fermiho energii nabývají energetická spektra jak
valenčního tak i vodivostního pásu. Jejich setkání se potom nazývá Diracův bod.
Obr. 2. ukazuje energetické spektrum elektronů v šestiúhelníkové mřížce, které je
odvozené z těsnovazebního hamiltoniánu[3].

1.2 Efektivní hamiltonián
Efektivní hamiltonián je hamiltonián, který působí pouze na redukovaném

prostoru a popisuje pouze část spektra celého (kompletního) hamiltoniánu. Dů-
vod použití je jasný: jednoduchost. Jelikož je efektivní hamiltonián jednodušší,
často je možné jeho vlastní stavy a čísla určit analyticky bez použití numeriky.
Je také možné, že úplný hamiltonián pro jeden systém je efektivním pro jiný,
apod. Výpočty v této práci se pohybují právě na redukovaném prostoru okolo Di-
racových bodů a proto je záhodno použít právě hamiltonián efektivní, který má
mnohem jednodušší strukturu než těsnovazebný, který by se dal, v tomto případě,
považovat za úplný. Pohybujeme se v oblasti relativistické kvantové mechaniky,
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Obrázek 1.2: Nalevo vidíme energetické spektrum valenčního a vodivostního pásu
v 1. BZ. Napravo potom vidíme přiblížení dotyku obou pásů, tedy Diracových
kuželů. Obrázek převzat z [8].

kde se zabýváme interakcí světla a Diracových fermionů, kde je pro tuto interakce
znám hamiltonián[3]

Ĥ = vf σ̂ · p̂, (1.1)

kde
σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) =

[(
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)]
(1.2)

značí vektor Pauliho matic, p̂ = −iℏ∇ je operátor hybnosti a vf je Fermiho
rychlost.

1.3 Vodivost nanokrystalů
Problém obecné vodivosti objemového grafenu je již mnohokrát popsána včetně

výpočtů ve velmi silných polích a následného nelineárního chování. V této práci se
snažím správně popsat vodivost nanokrystalů v THz oblasti, což doposud nikdo
správně neprovedl.

Již byla citováná kvantová teorie terahertzové vodivosti v polovodičových na-
nokrystalech[1], která nám dává obecný vzorec pro proud

j = e

ν

[
⟨p⟩
m

+
∫

jthd3r

]
, (1.3)

kde první sčítanec značí střední proud a druhý proud difuzní, ν značí objem krys-
talu a e je elementární náboj. Difuzní proud vychází z klasicé lokální hustoty nth

elektronů v krystalu. Vzorec je v [1] odvozen pro obecné nanostruktury, ovšem
u grafénu nastává problém s použití operátoru proudu, který je definovaný jako
<p>

m
, jelikož pracujeme s Diracovými fermiony, které mají nulovou efektivní hmot-

nost. První část je tedy potřeba alterovat pro specifický případ grafénu. Dále je
známa i matice hustoty, která má tvar

⟨k|ρ(ω)|l⟩ = eE0

ℏ
fklxkl

ω − ωkl + iγ
, (1.4)
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kde ℏwl je energie neperturbovaného stavu |l⟩, fl je pravděpodobnost termálního
obsazení stavu l a γ je rychlost tlumení, pro obecně rozptýlený elektron γ = 1

τ
,

kde τ je rozptylový čas. Dále značení fkl = fk − fl a ωkl = ωk − ωl. Matice xkl je
matice dipólových přechodů, tedy xkl = ⟨k|x − ⟨x⟩|l⟩. Pro difuzní proud je v [1]
odvozený obecný vztah z difuzní rovnice

D∇2nm = −Γmnm, (1.5)

nth(r,t) =
∑
m

cm(t)nm(r), (1.6)

kde nm značí systém vlastních funkcí homogeního diferenciálního operátoru rov-
nice (1.5), Γm značí vlastní hodnoty korespondující ke stavům nm, nth značí pro-
storovou distribuční funkci difuzních elektronů, cm(t) značí expanzní koeficienty a
D je difuzní konstanta. Výsledek (S15) můžeme převzít, jelikož zde se náš přístup
liší pouze v dimenzionalitě problému, tedy

σd = 1
E0

∑
m

iγ

ω + iΓm

jmsm(ω), (1.7)

jm = −eD

ab

∫ b

0
dy [nm(a,y) − nm(0,y)] , (1.8)

∑
k,l

⟨r|k⟩⟨k|ρ(ω)|l⟩⟨l|r⟩ =
∑
m

sm(t)nm(r). (1.9)

Hlavním rozdílem oproti výpočtu v [1] bude výpočet vodivosti elektronů v kohe-
rentním režimu, pro který je v [7] odvozen vztah (S8). Jsou totiž použity vázané
stavy v obecném kubickém nanokrystalu pro hmotné elektrony. Zde se ovšem
zabýváme diracovými elektrony, které mají nulovou efektivní hmotnost a je tedy
první člen na pravé straně rovnice (1.3) nepoužitelný. Předpokládaný postup tedy
zahrnuje nalezení vlastních stavů a vhodné okrajové podmínky, která bude dá-
vat smysl jak fyzikálně, tak matematicky. Fyzikálně hlavně ve vztahu k samotné
struktuře grafénu. Po nalezení vlastních stavů je třeba nalézt matici dipólových
přechodů, pro použití v rovnici (1.4). Nakonec je třeba nalézt postup, jakým spo-
čítat vodivost nehmotných elektronů a nahradit tím první člen na pravé straně
rovnice (1.3). Další postup již bude téměr stejný jako v [1] s rozdílem, že počítáme
ve 2 dimenzích místo ve 3 a používáme vázané vlastní stavy nalezené pro grafén
a nikoliv pro obecný kubický nanokrystal.
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2. Výpočet vázaných stavů
V této části bude snahou nalézt vlastní stavy hamiltoniánu (1.1), které se

potom budeme snažit napasovat do různých tvarů nanokrystalu, každý s různými
podmínkami. Jako první si hamiltonián (1.1) pro potřeby počítání upravíme do
přehlednější a užitečnější podoby

Ĥ = −iℏvf

(
0 ∂x − i∂y

∂x + i∂y 0

)
. (2.1)

Hledaný vlastní stav ϕ má dvě složky, tedy ϕ =
(

ϕ1
ϕ2

)
, kteréžto složky si in-

terpterujeme až později. Nyní přichází na řadu stacionární Schrödingerova rovnice

Ĥϕ = Eϕ, (2.2)
do které dosadíme z (2.1), a také si rozepíšeme ϕ, což nám dá rovnici ve tvaru

−iℏvf

(
0 ∂x − i∂y

∂x + i∂y 0

)(
ϕ1
ϕ2

)
= E

(
ϕ1
ϕ2

)
. (2.3)

Odkud skrze maticové násobení a následné rozdělení dostaneme dvě diferenciální
rovnice

(∂x − i∂y) ϕ2 = iẼϕ1 (2.4)

(∂x + i∂y) ϕ1 = iẼϕ2, (2.5)
kde Ẽ = E

ℏvf
. Dále si z (2.5) si vyjádříme ϕ1

ϕ1 = 1
iẼ

(∂x − i∂y) ϕ2, (2.6)

a členem napravo nahradíme ϕ1 v rovnici (2.4)

(∂x + i∂y) (∂x − i∂y) ϕ2 = −Ẽ2ϕ2, (2.7)

kde se násobení závorek s derivacemi díky komutátoru [∂x,∂y] = 0 zjednoduší na(
∂x

2 + ∂y
2
)
. Po této úpravě dostaneme finální tvar rovnice pro ϕ2

△ϕ2 = −Ẽ2ϕ2. (2.8)

Řešení této rovnice je přímočaré a za pomocí separace proměnných získáme hle-
danou funkci ϕ2

ϕ2 =
(
Aeikxx + Be−ikxx

) (
Ceikyy + De−ikyy

)
, (2.9)

kde po zpětném dosazení do (2.8) dostaneme vztah pro přeškálovanou energii Ẽ =√
k2

x + k2
y. Pokud budeme v objemovém krystalu požadovat pouze periodickou

okrajovou podmínku, můžeme položit B = D = 0. Potom máme vlastní funkce
ve tvaru

ϕ2 = Neikxxeikyy, (2.10)
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ϕ1 = ±Neikxxeikyy kx − iky√
k2

x + k2
y

, (2.11)

složeně tedy

ϕ = Neik·r

⎛⎝ ± kx−iky√
k2

x+k2
y

1

⎞⎠ , (2.12)

kde můžeme dále psát

ϕ = Neik·r

⎛⎝ ±e−i arctan
(

ky
kx

)
1

⎞⎠ , (2.13)

kde si můžeme fázi bez úhony na obecnosti upravit na

ϕ = Neik·r

⎛⎜⎜⎝ ±e− i
2 arctan

(
ky
kx

)
e

i
2 arctan

(
ky
kx

)
⎞⎟⎟⎠ . (2.14)

Pokud prohodíme pořadí získávání ϕ1 a ϕ2, dostaneme

ϕ = Neik·r

⎛⎜⎜⎝ e− i
2 arctan

(
ky
kx

)
±e

i
2 arctan

(
ky
kx

)
⎞⎟⎟⎠ . (2.15)

Nyní (20) lze za pomocí vztahu ∓ie± arctan( x
y

) = e±i arctan( y
x

) převést na

ϕ = Neik·r

⎛⎜⎜⎝ e− i
2 arctan

(
kx
ky

)
∓e

i
2 arctan

(
kx
ky

)
⎞⎟⎟⎠ , (2.16)

což děláme zejména z toho důvodu, abychom byli v souladu s tvarem v [3], odkud
budeme dále čerpat a je vhodné nacházet se ve stejné bázi jako jsou operátory
definované v [3]. Navíc je z úhlové složky vidět, že vlnové funkce mají poločíslený
moment hybnosti a reprezentují tedy spinory.

2.1 Obdelníkový nanokrystal
Jako první si volíme nanokrystal ve tvaru obdelníku, s požadavkem na nulo-

vost vlastních stavů na jeho hranici, viz Obr. 3. Nulovost vlastních stavů na okraji
čtverce byla zvolena z důvodu korespondence s řešením problému vázané hmotné
částice v nekonečné pravoúhlé potenciálové jámě. Explikujeme-li podmínku na
Obr. 3., dostaneme ϕ(a,y) = ϕ(x,b) = ϕ(−a,y) = ϕ(x, − b) = 0. Je třeba zmínit,
že okrajovou podmínku aplikujeme na ϕ, tedy implicitně na ϕ1 a ϕ2 zároveň. Jako
první aplikujeme okrajové podmínky na ϕ2 a až poté spočítáme ϕ1, pro kterou
opět zkontrolujeme, zda okrajovým podmínkám vyhovuje. Předpokládám totiž,
že díky derivaci v (2.6) vznikne nová restrikce. Pokud si vezmeme řešení ve tvaru
(2.9) tak velice rychle narazíme. Pokud totiž aplikujeme všechny podmínky na ϕ2
dostaneme, že A = B, resp. C = D a kx = πn

a
+ π

2a
, resp. ky = πm

b
+ π

2b
, m,n ∈ Z,
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Obrázek 2.1: Obdelníková okrajová podmínka s nulovostí na hranici.

což plyne z toho, že požadujeme platnost všech podmínek zároveň. Tvar kx, resp.
ky plyne z podmínky nulovosti součtu exponenciel s komplexním argumentem,
což dá kosinus, který chceme vynulovat. Explicitně pro ϕ2

ϕ2(a,y) = X(a)Υ(y) = 0, (2.17)

ϕ2(−a,y) = X(−a)Υ(y) = 0, (2.18)

ϕ2(x,b) = X(x)Υ(b) = 0, (2.19)

ϕ2(x, − b) = X(x)Υ(−b) = 0, (2.20)

kde X(x) =
(
eikxx + e−ikxx

)
a Υ(y) =

(
eikyy + e−ikyy

)
. Pokud ovšem nyní apliku-

jeme stejné podmínky na ϕ1 nebudeme schopni vynulovat vždy jeden ze sčítanců.
Pro přehlednost víme, že

ϕ1 = N

iẼ
[X ′(x)Υ(y) − iX(x)Υ′(y)] , (2.21)

kde pro derivace máme X ′(x) = ikx

(
eikxx − e−ikxx

)
a Υ′(y) = iky

(
eikyy − e−ikyy

)
.

Pokud nyní aplikujeme podmínky ϕ(a,y) = 0 a ϕ(−a,y) = 0 zjistíme, že nám u
obou zůstane člen ∝ X ′(±a)Υ(y), kde Υ(y) ̸= 0. Nelze ovšem vynulovat záro-
veň X(±a) a X ′(±a). Jinak řečeno nelze vynulovat kosinus a sinus na stejné
hranici. Závěrem tedy je, že tyto vlastní funkce nelze napasovat do čtvercového
nanokrystalu s nulovostí na jeho hranici. Slovy je problém v rozích čtverce, kde se
snažíme navázat funkci ve dvou ortogonálníh směrech, což zde nelze a vzniká nám
tady nespojitost. Při hledání vhodnější okrajové podmínky se snažíme zbavit ne-
vhodných rohů, což přirozeně vede na kružnici, která je naším dalším kandidátem
na okrajovou podmínku, u které budeme kromě nulové hodnoty na jejím okraji
požadovat také periodičnost.
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2.2 Kruhový nanokrystal
Pro kruhový nanokrystal budeme pro radiální složku požadovat nulovost na

hranici a pro úhlovou potom periodicitu. Kruhový krystal má stejnou rotační sy-
metrii jako objemový krystal, takže i spinové čislo bude zachované. Z čehož plyne,
že i periodická podmínka bude v uhlové složce shodná v kruhu i v nekonečném
krystalu a jelikož z (2.16) víme, že se jedná o spinory, volíme periodu 4π. Ilustrace
je na Obr. 4.

Obrázek 2.2: Kruhová okrajová podmínka s požadavkem na periodičnost v úhlové
složce a nulovost složky radiální na hranici kruhu.

Pro počítání v kruhovém krystalu je záhodno přejít do polárních souřadnic,
což je naštěstí snadné, jelikož Laplaceův operátor je invariantní vůči transformaci
souřadnic a můžeme rovnou psát

△sϕ2 = −Ẽ2ϕ2, (2.22)
kde

△s = ∂2
r + 1

r
∂r + 1

r2 ∂2
φ. (2.23)

Pro transformaci lineárních kombinací parciálních derivací obsažených ve vztazích
(2.4) a (2.5) potom platí

(∂x ± i∂y) = e±iφ
(

∂r ± i
1
r

∂φ

)
(2.24)

Funkci ϕ2 si separujeme na radiální a úhlovou složku, tedy ϕ2 = R(r)Θ(φ), a
po dosazení zpět do (2.22) a rozepsání △s máme

∂2
r (R(r)Θ(φ)) + 1

r
∂r (R(r)Θ(φ)) + 1

r2 ∂2
φ (R(r)Θ(φ)) = −Ẽ2 (R(r)Θ(φ)) (2.25)

po aplikaci parciálních derivací a vynásobení členem (R(r)Θ(φ))−1 dostáváme
rovnici ve tvaru

R′′(r)
R(r) + 1

r

R′(r)
R(r) + 1

r2
Θ′′(φ)
Θ(φ) = −Ẽ2, (2.26)
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kde ()′ je vždy derivace podle korespondující proměnné, tedy R′(r) = dR
dr

, apod.
Zde bych zmínil, že separací jsme dosáhli také rozdělení okrajových podmínek,
jelikož periodičnost se týká pouze φ, tedy je nezávislá na r, a naopak nulovost
na okraji je závislá pouze na r a nikoliv už na φ. Zpět k výpočtu. Dále vynáso-
bíme celou rovnici faktorem r2 a převedeme vše na pravou stranu. Poté rovnici
rozdělíme na dvě, každou pro jednu ze separovaných funkcí, a položíme je rovné
opačné konstantě, tedy

Θ′′ = −n2Θ (2.27)

r2R′′ + rR′ + R
(
Ẽ2r2 − n2

)
= 0, (2.28)

kde řešením (2.27) je
Θn(φ) = Aeinφ + Be−inφ. (2.29)

Na řešení (2.29) aplikujeme periodickou okrajovou podmínku, která říká, že po
otočení o 4π bude funkce spojitě navazovat, tedy že ϕ(r,0) = ϕ(r,4π). Platnost
této podmínky požaduje aby cos(4πn) = 1, což dává n = m

2 , m ∈ Z. Funkce
(2.29) splňuje okrajovou podmínku pro libovolné A a B. Volme si B = 0, tedy

Θn(φ) = einφ, (2.30)

kde výraz donormujeme až v radiální části řešení. Nyní pro řešení (2.28) použijeme
Besselovy funkce Jn(kr) a Yn(kr), kde k = Ẽ, jelikož se jedná o známý tvar
Besselovy diferenciální rovnice. Besselova funkce prvního druhu má tvar

Jn(kr) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + n + 1)

(
kr

2

)2m+n

, (2.31)

funkce druhého druhu má tvar

Yn(kr) = Jn(kr)cos(nπ) − J−n(kr)
sin(nπ) . (2.32)

Jako řešení (2.28) bereme lineární kombinaci Besselových funkcí 1. a 2. druhu

Rn(kr) = N [Jn(kr) + αYn(kr)] , (2.33)

kde α ∈ C. Dáme-li výsledky (2.30) a (2.33) dohromady podle rozpisu ϕ2 =
R(r)Θ(φ), dostaneme

ϕ2 = Rn(kr)Θn(φ), (2.34)
kde dále lze pomocí (2.6) a (2.21) získat explicitní výraz pro ϕ1 ve sférických
souřadnicích

ϕ1 = 1
ik

e−iφ
(

∂r − i
1
r

∂φ

)
Rn(kr)Θn(φ). (2.35)

Nyní je třeba zjistit, jaké jsou přípustné hodnoty n pro náš výsledek. Zde vyu-
žijeme hlavně požadavku na normovatelnost vlastních stavů a provázanosti ϕ1 a
ϕ2. Jelikož požadujeme normovatelnost vlastních stavů, zbývá nám pouze mož-
nost n ∈ ⟨−1

2 ,1
2⟩, jelikož pro jiná n není Yn normovatelná. Druhé omezení na

hodnotu n plyne z toho, že normovatelné musí být obě funkce zároveň, tedy ϕ1 a
ϕ2, a jelikož z (2.35) vidíme, že ϕ1 je úměrná derivaci ϕ2, vzniká nám další vazba.
Tato vazba nám dává, jak již bylo řečeno, další omezení na n a za pomocí vzorce
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pro derivaci Besselových funkcí a dalšího rekurentního vztahu ((2.36) a (2.37))
lze dojít k závěru, že index n bude pro ϕ1 o 1 menší než pro ϕ2. Pro explicitní
odvození tedy máme k dispozici vztahy

2∂xZγ(x) = Zγ−1(x) − Zγ+1(x), (2.36)

2γ

x
Zγ(x) = Zγ−1(x) + Zγ+1(x), (2.37)

kde Zn(x) značí libovolnou funkci z Jn(x), Yn(x), H1(x), H2(x). V (2.24) si bez
úhony na obecnosti vybereme možnost s −, tedy derivujeme jak podle r tak
podle φ a výsledky odečteme. Pro pořádek, zde se snažíme dostat relaci mezi
Besselovou funkcí a její derivací, né ovšem derivací obyčejnou ale ve tvaru (2.24),
aby poté bylo snadné určit omezení na n plynoucí z rovnice (2.35). Derivujeme
tedy Rn(kr)Θn(φ), kde ovšem Rn(kr) = Jn(kr) + αYn(kr) a můžeme tím pádem
rovnou zkoumat derivaci Zn(kr)Θn(φ). Dále také počítáme s obecným indexem γ,
který je v (2.33) ekvivalentní n, obecně ovšem není omezený tak jako n a odvození
níže je tedy platné pro jakékoliv γ. Aplikováním derivace (2.24) na Zγ(kr)Θγ(φ)
získáme(

∂r − i
1
r

∂φ

)
Zγ(kr)eiγφ =

[
k

2 (Zγ−1(kr) − Zγ+1(kr)) − iγ

r
Zγ(kr)

]
eiγφ, (2.38)

kde se pokrátí člen s exponencielou a lze rovnici převést za pomocí (2.36), kterýžto
vzorec aplikujeme na člen Zγ+1(kr), na(

∂r − i
1
r

∂φ

)
Zγ(kr) = k

2

[
2Zγ−1(kr) − 2γ

kr
Zγ(kr)

]
− i

iγ

r
Zγ(kr), (2.39)

kde se druhý a třetí člen na pravé straně odečtou, tedy celkově(
∂r − i

1
r

∂φ

)
Zγ(kr)eiγφ = kZγ−1(kr)eiγφ. (2.40)

Analogicky lze najít rovnost pro vztah s + v (2.24), tedy společně(
∂r ± i

1
r

∂φ

)
Zγ(kr)eiγφ = kZγ±1(kr)eiγφ. (2.41)

Vidíme, že (2.41) platí pro nějaké libovolné γ, v tomto kroku si ho tedy omezíme
a přejmenujeme na n. Bez úhony na obecnosti si jako první zvolíme hodnotu pro
ϕ2, tedy používáme − ve vzorci (2.41) pro získání funkce ϕ1, což nám v kombinaci
s podmínkou n ∈ ⟨−1

2 ,1
2⟩ okamžite dává

|n|,|n − 1| ≤ 1
2 , (2.42)

odkud máme jedinou možnost a to n = 1
2 . Tento výsledek nám potvrzuje fakt, že

se jedná o spinory se spinovým čislem ±1
2 . Aplikací výsledku (2.40) a dosazením

n = 1/2 do (2.34) a (2.35) máme vlastní stavy ve tvaru

ϕ2 = Rn(kr)Θn(φ) = N
[
J 1

2
(kr) + αY 1

2
(kr)

]
e

iφ
2 , (2.43)
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ϕ1 = Rn−1(kr)Θn−1(φ) = Ñ
[
J− 1

2
(kr) + αY− 1

2
(kr)

]
e− iφ

2 , (2.44)

kde si vše lze překontrolovat za pomocí vzorců pro převod mezi funkcemi a získat
tím i vztah mezi N a Ñ

N = Ñ

i
. (2.45)

Celkově mají tedy výsledné vlastní funkce tvar

ϕ2 = Rn(kr)Yn(φ) = N
[
J 1

2
(kr) + αY 1

2
(kr)

]
e

iφ
2 , (2.46)

ϕ1 = Rn−1(kr)Yn−1(φ) = iN
[
J− 1

2
(kr) + αY− 1

2
(kr)

]
e− iφ

2 , (2.47)

které se za pomocí vzorců pro Besselovy funkce s poločíselným indexem

J− 1
2
(x) = −Y 1

2
(x) =

√
2

πx
cos(x), (2.48)

J 1
2
(x) = Y− 1

2
(x) =

√
2

πx
sin(x), (2.49)

dají přepsat do tvaru

ϕ2 = Ne
iφ
2

√
2
π

1√
kr

(sin(kr) − α cos(kr)) , (2.50)

ϕ1 = iNe
−iφ

2

√
2
π

1√
kr

(cos(kr) + α sin(kr)) . (2.51)

Normu N lze klasicky vypočítat jako

1
|N |2

=
∫ 2π

0

∫ R

0
r|ϕ(r,φ)|2drdφ. (2.52)

Na vlastní stavy (2.50), (2.51) nyní aplikujme okrajovou podmínku ϕ(R,φ) = 0,
viz Obr. 3. Ihned je ovšem zřejmé, že tuto podmínku nebudeme schopni splnit,
jelikož bychom požadovaly nulovost kosimu a sinu na stejné hranici, což ale nejde.
Další volbou by mohla být podmínka návaznosti obou částí funkce ϕ na stejnou
tlumenou exponenciálu. Logika volby je podobná jako při volbě obdelníkvého
krystalu a jeho korespondence s nekonečně hlubokou jámou. Pohybujeme se smě-
rem k reálnějšímu krystalu, tedy že stěny kruhu nejsou nekonečně vysoké a tím
pádem nejsou stavy nulované ale postupně tlumené jako e−Ajr. Tato podmínka
se dá zapsat ve tvaru

Aj = − ϕj(R)
ϕj′(R) , (2.53)

kde j ∈ {1,2}. Navíc je potřeba říci, že požadujeme rovnost A1 = A2, tedy že
koeficient tlumení bude pro obě funkce stejný. Spočítejme si příslušné derivace ϕ1
a ϕ2

ϕ′
2(R) = iNe

iφ
2

√
2
π

1√
kR

(λ1 sin(kR) + λ2 cos(kR)) , (2.54)
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ϕ′
1(R) = Ne

−iφ
2

√
2
π

1√
kR

(λ1 cos(kR) − λ2 sin(kR)) , (2.55)

kde λ1 =
(
αk − 1

2R

)
a λ2 =

(
k + α

2R

)
. Po dosazení do (2.53) dostaneme

A1 = − sin(kR) − α cos(kR)
λ1 sin(kR) + λ2 cos(kR) , (2.56)

A2 = − cos(kR) + α sin(kR)
λ1 cos(kR) − λ2 sin(kR) , (2.57)

mezi kterými požadujeme rovnost A1 = A2 = A, což nám davá podmínku pro
platnost této rovnosti, přesněji

λ2 + αλ1 = 0, (2.58)

tedy
α2k + k = 0, (2.59)

kde k ̸= 0, tedy
α2 = −1, (2.60)

α = ±i. (2.61)
Výsledkem je ryze imaginární koeficient α, což je na první pohled přípustné, je-
likož jsme ho volili ∈ C. Tato hodnot ovšem implikuje na hranici běžící vlnu,
odkud ale pomocí hustoty toku pravděpodobnosti zjistíme, že by docházelo k
úniku vlastního stavu ven z krystalu, což je ale v našem případě nesmysl, jelikož
požadujeme stavy vázané. Nutně tedy α ∈ R. Závěřem je, že ani tato podmínka
nevyhovuje a vzhledem k tomu, že kružnice má nejvyšší možnou symetrii, do-
mnívám se, že okrajová podmínka bude muset být zvolena speciální a nikoliv
obecného tvaru.

2.3 Okrajová podmínka podle těsnovazebního mo-
delu

Pokusy o nalezení jednoduché okrajové podmínky ve tvaru pro hmotné částice
selhala, proto musíme přistoupit k podmínce složitější. Poslední podmínka již tedy
není kandidátem ale jasně odvozenou okrajovou podmínkou pomocí okrajů zigzag
a armchair ve struktuře grafenu, více [3]. Podmínka má tvar

ϕ1(x, −b) = 0, (2.62)

ϕ2(x, b) = 0, (2.63)

ϕi(a, y) = ϕi(−a,y), (2.64)
kde a, b jsou rozměry nanokrystalu. První dvě podmínky odpovídají okraji zigzag
a poslední je periodická. Podmínky jsou vidět na Obr. 5. Jejich odůvodnění plyne
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ze strutkutry grafenu. Přesněji z pozic stavů K a K ′. Při pohledu na Obr. 1. máme
vrcholy K a K ′. Podmínky se vlastně řídí tím, že po odrazu pokračuje elektron
jako stav v daném bodě, pro armchair ekvivalentním, pro zigzag jiném. Tedy
(2.64) značí přechod z K na K, resp. z K ′ na K ′. Podmínky (2.62) a (2.63)
potom přechod z K na K ′, resp. z K ′ na K. Nyní přejdeme k hledání vázaných

Obrázek 2.3: Okrajová podmínka odvozená z těsnovazebného hamiltoniánu.

stavů. Pro jednoduchost využiji rozpis do funkcí X(x), Υ(y)

X(x) = Ae(kxx) + Be(kxx), (2.65)

Υ(y) = C sin(kyy) + D cos(kyy), (2.66)
které jsou jedním z možných řešení rovnice (2.22). Dále také využiji derivace
těchto funkcí

X ′(x) = ikx

(
Aeikxx − Be−ikxx

)
, (2.67)

Υ′(y) = ky [C cos(kyy) − D sin(kyy)] , (2.68)
kde opět derivuji podle korespondující proměnné. Jak je vidět již ze zapsaných
podmínek, vracíme se zpět do kartézských souřadnic, kde máme stavy ve tvaru

ϕ2 = NX(x)Υ(y), (2.69)

ϕ1 = N

ik
[X ′(x)Υ(y) − iX(x)Υ′(y)] . (2.70)

Jako první aplikujeme podmínku (2.64), přesněji

ϕ2(a,y) = ϕ2(−a,y), (2.71)

tedy
X(a)Υ(y) = X(−a)Υ(y), (2.72)
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Aeikxa + Be−ikxa = Ae−ikxa + Beikxa, (2.73)

(A − B)(eikxa − e−ikxa) = 0 (2.74)
odkud dostaneme rovnost A = B nebo diskretizaci spektra kx = πn

a
, n ∈ Z.

Aplikujeme-li výsledek A = B na tvar funkce (2.65), podmínka (2.64) na ϕ1
potom dává

2 sin (kxa) = 0, (2.75)
odkud máme kx = πn

a
, n ∈ Z. Uzavřeli jsme tedy metaforický kruh a získali jsme

opět restricki pro kx. Odtud plyne, že restricke na A a B je redundantní. Podobně
jako v kruhovém nanokrystalu si i zde, jelikož libovolná lineární kombinace vln
splňuje okrajové podmínky, můžeme zvolit volně hodnoty A a B. Volme opět
B = 0. Dále použitím (2.62) a (2.63) dostaneme soustavu rovnic

X(x)Υ(b) = 0, (2.76)

X ′(x)Υ(−b) − iX(x)Υ′(−b) = 0, (2.77)
kde z (2.76) dostáváme podmínku pro funcki Υ(y), o které víme, že je obecně
součtem dvou goniometrických funkcí. Jelikož je Υ(y) goniometrická funkce, která
má uzel, nutně C

D
∈ R. Máme potom volnost si je zvolit ve tvaru C = F cos(δ),

D = F sin(δ), kde F značí nějakou novou reálnou konstantu a δ libovolnou fázi.
Po dosazení a následné úpravě dostáváme funkci sin posunutou o fázi δ. Podobně
jsme mohli dostat i cos, pouze bychom museli zvolit hodnoty C a D opačně. Nyní
víme, že hledáme nulovost v bodě b, zvolíme si tedy tento bod jako onu fázi a
lze psát Υ(y) = F sin(ky(y − b)). S takto zvolenou funkcí Υ(y) je rovnice (2.74)
splněna a po dosazení a úpravě rovnice (2.77) dostaneme

−kx sin(2kyb) = ky cos(2kyb), (2.78)

odkud jednoduchou úpravou dostáváme

tan(2kyb) = −ky

kx

, (2.79)

kterážto podmínka definuje možné hodnoty ky pro různá kx. Vizualizaci pod-
mínky (2.79) lze vidět na Obr. 6, kde jsou vyznačené všechny matematicky pří-
stupné hodnoty ky. Z fyzikálního hlediska ovšem víme, že záporné hodnoty ky dá-
vají stejný výsledek jako ty kladné (ve výpočtu energie figurují v druhé mocnině),
nula je potom řešení fyzikálně nesmyslné. Spektra kx i ky jsou podle očekávání
diskrétní.

Pro shrnutí máme celkové řešení včetně podmínek

X(x) = Aeikxx, (2.80)

Υ(y) = F sin(ky(y − b)), (2.81)

kx = πn

a
, n ∈ N, (2.82)
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Obrázek 2.4: Vizualizace podmínky tan(2kyb) = −ky

kx
, kde je pro jednoduchost

a = n = 1 a b = 1/2. Červená funkce odpovídá −kx

ky
a modrá potom tan(2kyb).

Tečkami jsou vyznačeny všechny hodnoty, které splňují rovnici (2.79).

tan(2kyb) = −ky

kx

. (2.83)

Zpětným dosazením do (2.69), resp. (2.70) získáme vázané vlastní stavy ve tvaru

ϕ1 = N

k
eikxx [kx sin(ky(y − b)) − ky cos(ky(y − b)] , (2.84)

ϕ2 = Neikxx sin(ky(y − b)). (2.85)
Pro energii potom známe vztah√

k2
x + k2

y = k = Ẽ = E

ℏvf

. (2.86)

Z jisté intuice o symetrii obou stavů a okrajových podmínek (2.62) a (2.63) se
pokusím nalézt podobným postupem jako pro ϕ2 tvar funkce ϕ1, který stále vy-
hovuje jak OP tak vztahu pro přechod mezi funkcemi, ale v jednodušším, ideálně
symetrické tvaru k (2.85). Snažím se tedy o nalezení ekvivalence mezi funkcí mnou
zvolenou a ypsilonovou částí funkce ϕ1 v (2.84). Nejintuitivnější tvar takové funkce
by byl N sin(ky(y + b)). Pokusím se tedy dokázat vztah ϕ1(y) ∝ sin(ky(y + b)).

ϕ1(y) ∝ kx sin(ky(y − b)) − ky(cos(ky(y − b)), (2.87)

ϕ1(y) ∝ |k|
(

kx

|k|
sin(ky(y − b)) − ky

|k|
cos(ky(y − b))

)
, (2.88)
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kde výraz kx

|k| , resp. ky

|k| lze přepsat jako cos(β), resp. sin(β), kde β značí odchylku
k od osy x. S použitím součtových vzorců tedy máme

ϕ1(y) ∝ C sin(ky(y − b) − β). (2.89)

Nyní vidíme, že za pomocí (2.83) máme : tan(β) = sin(β)
cos(β) = ky

kx
= − tan(2kyb) =

tan(−2kyb), tedy že β = −2kyb. Po dosazení dostaneme

ϕ1 ∝ k sin(ky(y + b)). (2.90)

Úspěšně jsme tedy dokázali, že vztah ϕ1(y) ∝ sin(ky(y + b)) platí a to až na
konstantu, kterou ovšem násobíme celý výraz a tedy se dá schovat do normy.
Lze navíc zkontrolovat, že transcendentní rovnice (2.83) pořád platí, jelikož nový
tvar ϕ1(y) nedává žádnou novou restrikci na tvar ky. Finálně tedy máme vlastní
vázané stavy ve tvaru

ϕ1 = Neikxx sin(ky(y + b)), (2.91)

ϕ2 = ±Neikxx sin(ky(y − b)). (2.92)

Pro normu N potom platí

1 =
∫

dxdy|N |2 [sin(ky(y + b)), sin(ky(y − b))] ·
[

sin(ky(y + b))
sin(ky(y − b))

]
(2.93)

1 = |N |22a
∫

dy
[
sin2(ky(y + b)) + sin2(ky(y − b))

]
, (2.94)

1 = |N |22a

(
2b − sin(4kyb)

2ky

)
, (2.95)

odkud si vyjádříme N

N = 1√
a
ky

(4kyb − sin(4kyb))
, (2.96)

která se dá za pomocí definice β = −2kyb přepsat do tvaru

N = 1√
a
ky

(sin(2β) − 2β))
, (2.97)

Finální tvar vlnové funkce má podobu

ϕk(x,y) = 1√
a
ky

(sin(2β) − 2β)
eikxx

(
sin(ky(y + b))

± sin(ky(y − b))

)
, (2.98)

kde k je multiindex k = (kxky) a ± značí zápornou, resp. kladnou energii.
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3. Dipólové přechody
Dále nás zajímají dipólové přechody mezi jednotlivými stavy. Pro naše účely

si zvolíme polarizaci světla ve směru x, z čehož nám plyne tvar operátoru pozice
x̂ = x · Î. Nyní lze snadněji spočítat xkl, přesněji

xkl =
∫

dxdy (ϕ∗
kx̂ϕl) , (3.1)

xkl =
∫

dxdy

(
x (ϕ∗

1kϕ∗
2k) ·

(
ϕ1l

ϕ2l

))
, (3.2)

xkl =
∫

dxdy (xϕ∗
1kϕ1l + xϕ∗

2kϕ2l) . (3.3)

Integrál výše si nyní rozdělím na dvě části, jednu pro xϕ∗
1kϕ1l, resp. xϕ∗

2kϕ2l.

xkl = xklA(x,y) + xklB(x,y) = xklA(x)xklA(y) + xklB(x)xklB(y) (3.4)

Po dosazení vlastních funkcí do druhého členu dostáváme integrál ve tvaru

xklB ∝
∫ ∫

dxdy
(
xei(lx−kx)x sin(ly(y − b)) sin(ky(y − b))

)
, (3.5)

kde integrace podle x dává

xklB(x) ∝ −2ia2

π

(−1)(n−m)

(n − m) , (3.6)

kde n,m ∈ N značí kvantování x-ových složek vlnových vektoru k a l podle (2.82).
Pro y potom máme

xklB(y) ∝ −1
2

(
sin 2b(ky − ly)

ky − ly
− sin 2b(ky + ly)

ky + ly

)
. (3.7)

Pro druhý sčítanec máme po dosazení

xklA ∝
∫ ∫

dxdy
(
xei(lx−kx)x sin(ly(y + b)) sin(ky(y + b))

)
. (3.8)

Porovnáním (3.5) a (3.8) vidíme, že integrace podle x je totožná a podle y se
jedná pouze o stejnou funkci posunutou na druhou stranu, tedy i podle y vyjde
stejně jako (3.7). Celkově tedy

xkl = 2NkNl
ia2

π

(−1)(n−m)

(n − m)

(
sin 2b(ky − ly)

ky − ly
− sin 2b(ky + ly)

ky + ly

)
, (3.9)

kde k = k(n,ky) a obdobně l = l(m,ly).
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4. Střední proud
Operátor proudu Î = vf (exσ̂x + eyσ̂y) je definovaný v bázi vlastních stavů

Ψ = eip·r

⎛⎝ e
−iθp

2

∓e
iθp

2

⎞⎠ , kde θp = arctan px

py
, pro energie ±. Tedy horní polorovina

má u druhé složky − a dolní +. Uvažované vlastní stavy jsou objemové. Aby bylo
korektní tento operátor použít na nalezené vázané stavy, je třeba je nejprve do
této báze rozložit. Nechť jsou stavy |k⟩ a |l⟩ vázaný stav ϕ a stavy |p⟩, |q⟩ potom
stav Ψ. Pro jkl potom máme

jkl = ⟨k|Î|l ⟩ =
∫

p

∫
q
⟨k|p⟩⟨p|Î|q⟩⟨q|l⟩. (4.1)

kde jpq je právě tvar Î v bázi |p⟩,|q⟩, tedy jpq = vf⟨p| (exσx + eyσy) |q ⟩. Pro
potřeby počítání si vlastní stav (106) převedeme do jiné formy pomocí rozpisu do
exponenciel

ϕ1(x,y) ∝ eikxx
[
eikyyekyb − e−ikyye−ikyb

]
, (4.2)

ϕ2(x,y) ∝ eikxx
[
eikyye−ikyb − e−ikyyeikyb

]
, (4.3)

přesněji

|k⟩ = N

2i
eikxx

[
eikyyeikyb − e−ikyye−ikyb

(−1)skeikyye−ikyb − e−ikyyeikyb

]
, (4.4)

kde sk ∈ {0,1}. Nyní je na řadě spočítat všechny skalární součiny. Nejvhodnější
je začít s ⟨p|Î|q⟩, z důvodů, které budou jasné hned po jeho dopočítání. Je také
možnost první integrovat přes p, kterýžto postup ovšem nevede na řešení.

⟨p|Î|q⟩ ∝ ⟨p| (exσx + eyσy) |q⟩, (4.5)

⟨p|Î|q⟩ ∝
∫

p

∫
q

e−ipreiqr
[

e
iθp

2 , ∓e
−iθp

2

] ( 0 ex − iey

ex + iey 0

)⎡⎣ e
−iθq

2

∓e
iθq
2

⎤⎦ ,

(4.6)

⟨p|Î|q⟩ ∝ π
[
(−1)speiθpe− + (−1)sqe−iθpe+

]
δ(p − q), (4.7)

kde e± = (ex ± iey) a kde sp, sq ∈ {0,1}, kterých hodnoty volíme podle znaménka
p, resp. q. Dosadíme-li výsledek (121) do rovnice (116) můžeme ji za použití
definice působení Diracovy δ funkce přepsat do tvaru

jkl = ⟨k|Î|l⟩ ∝ π
∫

p
⟨k|p⟩

[
(−1)speiθpe− + (−1)sqe−iθpe+

]
⟨p|l⟩, (4.8)

Pokračujme nyní se skalárním součinem ⟨k|p⟩

⟨k|p⟩ =
∫ a

−a
dxei(px−kx)x

∫ b

−b
dyeipyyκ(θp,ky,y,b), (4.9)
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κ(θp,ky,y,b) =
[
e− i

2 θp

(
eikyyeikyb − e−ikyye−ikyb

)
+ (−1)sp+sk

(
eikyye−ikyb − e−ikyyeikyb

)
e

i
2 θ
]

.

(4.10)
Integrací dostaneme výraz

⟨k|p⟩ ∝ sin(a(px − kx))
px − kx

[
e− i

2 θpA+(ky,py,b) + (−1)sp+ske
i
2 θpA−(ky, py, b)

]
,

(4.11)

A±(ky, py, b) = sin(b(py + ky))
py + ky

e∓ikyb − sin(b(py − ky))
py − ky

e±ikyb. (4.12)

Potom pro ⟨p|l⟩, jakožto komplexně sdružený člen s vyměněnými vlnovými vek-
tory, máme

⟨p|l⟩ ∝ sin(a(px − lx))
px − lx

[
e− i

2 θpA⋆
+(ly,py,b) + (−1)sp+sle

i
2 θpA⋆

−(ly, py, b)
]

, (4.13)

A⋆
±(ly, py, b) = sin(b(py + ly)

py + ly
e±ilyb − sin(b(py − ly)

py − ly
e∓ilyb. (4.14)

Dosazením (126) a (127) do (124) dostaneme dlouhý výraz pro jednotlivé elementy
matice proudu jkl. V kompaktnějším zápisu lze psát

jkl = M
∫

p

1
px − kx

1
px − lx

[∑
c1

2 cos(a(lx − kx))
c2

ei2apxc1e−i(a(lx+c1kx)c3ξ(p, k, l)
]

,

(4.15)
kde M = NkNlN

2
p

π
(2i)2 , c1 ∈ {0, ±1} a platí, že pro c1 = 0 je c2 = 1 a zároveň

c3 = 0, pro c1 = ±1 je c2 = 2 cos(a(lx − kx)) a zároveň c3 = 1.

ξ(p, k, l) =
∑
ij

A⋆
i Aj

[
e+(−1)a+sp+b+sq+d+sk+f+sle−iΘpc+ + e−(−1)a−sp+b−sq+d−sk+f−sleiΘpc−

]
,

(4.16)
kde si pro přehlednost definuji vektor ι = (a+, a−, b+, b−, c+, c−, d+, d−, f+, f−).
Dále platí, že i,j ∈ {0,1} a pro vektor ιplatí, že pro i = j = 0 má složky
rovny ι = (1, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0), pro i = 0, j = 1 má složky rovny ι =
(2, 1, 0, 1, 1,1, 1, 1, 0, 0), pro i = 1, j = 0 má složky ι = (2, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1),
a nakonec pro i = j = 1 má složky ι = (3, 1, 0, 1, 0, 2, 1, 1, 1, 1). Pro všechny
možnosti platí b+ = 0, ve vzorci (127) jsem ho nechal čistě z estetických důvodů.
Korespendence mezi A⋆

i Aj a A⋆
±A± je taková, že 0 ≡ + a 1 ≡ −. Máme-li nyní

elementy matice jkl zbývá nám pouze využít matici hustoty (1.4) a provést stopu
jejich součinu, tedy

js =
∑
kl

Tr{jklρlk}, (4.17)

čímž jsme získali střední proud.
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5. Difuzní proud
Druhou částí pro výpočet celkového proudu podobně jako ve (1.3) je proud

difuzní, který se vytváří díky nehomogenitě rozložení náboje uvnitř polovodiče.
Jak již bylo uvedeno výše, pro výpočet použijeme vzorců převzatých z [7], které
lehce upravíme pro naší situaci. Pro shrnutí tedy máme k dispozici

σd = 1
E0

∑
m

iγ

ω + iΓm

jmsm(ω), (5.1)

jm = −eD

ab

∫ b

0
dy [nm(a,y) − nm(0,y)] , (5.2)

∑
k,l

⟨r|k⟩⟨k|ρ(ω)|l⟩⟨l|r⟩ =
∑
m

sm(t)nm(r), (5.3)

kde se lišíme pouze ve stavech |k⟩ a |l⟩. Dále stavy nm mají tvar

nm = NmxNmy cos πmxx

a
cos πmyy

b
, (5.4)

Nmx = 1
a

, mx = 0 ∨ Nmx =
√

2
a

, mx > 0, (5.5)

Nmy = 1
b
, my = 0 ∨ Nmy =

√
2

b
, my > 0, (5.6)

Γm = D
π2

ab
(m2

x + m2
y), (5.7)

A nakonec pro úplnost máme

jm = eD
√

2
(ab)2 [1 − (−1)mx ] δ0,my . (5.8)

V dalším kroku se už lišíme, neboť naše vlastní stavy mají tvar

⟨r|kxky⟩ = 1√
a
ky

(sin(2β) − 2β)
eikxx

(
sin(ky(y + b))

± sin(ky(y − b))

)
, (5.9)

což dává rovnici v analogii s (S21)

s(mx0) = ab
∑
kxky

∑
lxly

⟨kxky|ρ(ω)|lxly⟩
∫ a

0

∫ b

0
⟨lxly|r⟩⟨r|kxky⟩n(mx0)dxdy. (5.10)

Pro integraci přes x v (5.10) máme

smx0(x) ∝
∫ a

0
ei(kx−lx)x cos πmxx

a
dx, (5.11)

smx0(x) ∝ a

π2m2
x − a2(kx − lx)2

[
i(kx − lx)(−1)mxei(kx−lx)a − 1

]
. (5.12)
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Pro y potom máme

smx0(y) ∝
∫ b

0

[
sin(ky(y + b)) sin(ly(y + b)) + (−1)sk+sl sin(ky(y − b)) sin(ly(y − b))

]
,

(5.13)

smx0(y) ∝ 1
2
∑

i

(−1)iυi, (5.14)

kde j ∈ {0,1} a υ má tvar

υj = 1
ly − (−1)jky

(
sin(2b(ly − (−1)jky) − sin(b(ly − (−1)jky) + (−1)sk+sl sin(b(ly − (−1)jky)

)
.

(5.15)
Nyní dejme výsledky (5.12) a (5.14) dohromady, což nám dá tvar s(n0), kde n je
kvantování mx, tedy

s(n0) = ab√
2
∑
k,l

⟨k|ρ(ω)|l⟩1
2
∑

j

(−1)jυj
a

π2m2
x − a2(kx − lx)2

[
i(kx − lx)(−1)mxei(kx−lx)a − 1

]
,

(5.16)
čímž máme poslední komponent pro difuzní vodivost (5.1).
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6. Vodivost
Zbývá nám dát vše dohromady, přesněji střední proud elektronů v koherentním

režimu s proudem difuzním, a celkový proud přeškálovat. Vodivost je tedy v
souladu s [7]

σ = e

abE0
F [j], (6.1)

kde j značí celkový proud analogicky k (2). Dáme-li výsledky (4.15) a (5.1), do
kterého dosadíme (5.8) a (5.16), dohromady máme

σ = e

abℏ
F
[∑

kl

Tr{jklρlk} − 1
E0

∑
k

iγ

ω + iΓk

jksk(ω)
]

. (6.2)
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Závěr
V našem zkoumání jsme úspěšně došli ke kompaktnímu vzorci pro vodivost

Diracových elektronů v krystalu grafénu. Průběh ovšem nebyl vůbec přímočarý a
bylo třeba se za běhu přizpůsobit mezivýsledkům a upravit předpokládaný postup,
jelikož z několika různých obecných okrajových podmínek se nám nepodařilo na-
jít žádnou, která by vyhovovala. Bylo tedy nutno sáhnout po podmínce specificky
vytvořené pro samotný grafén na základě jeho struktury. Samotné vázané vlastní
stavy jsou velice zajímavé a to hned ze tří důvodů. Prvním je překvapivě jedno-
duchý a symetrický tvar obou složek vázaných vlastníh stavů (3.98), ke kterému
se dá dojít navzdory netriviálnímu převodnímu vztahu mezi nimi (3.6). Dalším je
fakt, že oproti obecnému kubickému nanokrystalu, který byl uvažován v [1], jsme
zde dostali vázané stavy, které nejsou obyčejné, nýbrž mají dvě různé spinorové
složky. Poslední zajímavostí, co se vázaných stavů týče, je kvantování ky, které
také není triviální, nýbrž vyjádřené pomocí transcedentální rovnice (3.83). Již
přímočarejší, ikdyž zdaleka ne triviální, byl výpočet dipólových momentů, střed-
ního a difuzního proudu, kteréžto složky nám posloužili při finálním sestavení
vzorce pro vodivost. Je nutno dodat, že vzhledem ke složitosti a neholomorfnosti
integrandu ve vzorci (5.15), kterého vyčíslení a interpretace by nejspíše byl úkol
vhodný pro celou další bakalářskou práci, byl vzorec ponechán ve tvaru integrálu.
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