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Abstrakt: Tato praca sa venuje dvojvyberovému Wilcoxonovmu testu v pripade
existencie zhdd. V praci je s vyuzitim zndmych vysledkov o U-Statistikach odvo-
dené asymptotické rozdelenie Wilcoxonovej testovej statistiky v pripade existencie
zhod. S pomocou tohto vysledku je navrhnuta korekcia testu pre data obsahu-
juce zhody. Dalej sa v praci skiima stvislost odvodenej korekcie a podmieneného
rozptylu testovej Statistiky (a podmienenej strednej hodnoty) za Hy. Nakoniec
je v praci pomocou simulacii preskimané, aky vplyv ma odvodenda korekcia na
skutoéni hladinu testu pri zvysujicom sa pocte zhodnych pozorovani.
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Abstract: This work is devoted to the Wilcoxon rank-sum test in the presence of
ties. In this work, asymptotic distribution of the Wilcoxon test statistic in the
presence of ties is derived using well-known results about U-statistics. With the
aid of this result, a corrected test statistic for data containing ties is proposed.
Furthermore, the thesis examines the relation between the derived correction and
conditional variance of the test statistic (and conditional expectation). Finally, by
means of simulation, the effect of the derived correction on the actual significance
level is examined as the number of tied observations increases.
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Uvod

Tato praca sa venuje dvojvyberovému Wilcoxonovmu testu. Ide o neparamet-
ricky test zalozeny na poradiach, pomocou ktorého porovnavame 2 nezavislé na-
hodné vybery (napr. pacienti, ktorym bolo podané lie¢ivo a pacienti, ktori dostali
placebo). Standardnd teéria poradovych testov predpokladd, Ze data pochadzajt
z0 spojitych rozdeleni, ¢o zarucuje, ze pravdepodobnost zhodnych pozorovani je
nulova. V praxi sa ale ¢astokrat stava, ze predpoklad spojitosti nie je splneny a
v datach sa zhody nachddzaju (napr. nevieme rozhodnif ¢ je stav prvého pa-
cienta lepsi ako stav druhého pacienta alebo telesna teplota prvého pacienta je
po zaokruhleni na 1 desatinné miesto rovnaka ako zaokrihlena teplota druhého
pacienta).

V tejto praci budeme skimat vplyv pritomnosti zhodnych pozorovani na dvoj-
vyberovy Wilcoxonov test. Nasim cielom bude odvodit asymptotické rozdelenie
Wilcoxonovej testovej Statistiky v pripade existencie zhdd, na zaklade dosiahnu-
tého vysledku navrhnit korekciu testu pre pripad, Ze nase data obsahuji zhody a
nakoniec pomocou simulacii porovnat skutoé¢nu hladinu testu s korekciou a testu
bez korekcie v pritomnosti zhodnych pozorovani.

Hlavna cast prace je rozdelend do styroch kapitol. Prva kapitola je venovana
predstaveniu dvojvyberového Wilcoxonovho testu, pricom zatial predpokladame
spojitost rozdeleni, z ktorych data pochadzaju. V druhej kapitole upistame od
predpokladu spojitosti. Jej podstatnu cast tvori odvodenie asymptotického roz-
delenia testovej statistiky v pripade existencie zhdd, ktoré nas vedie k navrhu
korekcie testu pre data so zhodami. Tretia kapitola ukazuje suvislost medzi od-
vodenou korekciou a podmienenym rozptylom testovej statistiky (a podmienenou
strednou hodnotou) za Hy. Stvrta kapitola obsahuje simula¢ni $tidiu, v ktorej
zistujeme skutocni hladinu testu s korekciou a testu bez korekcie.



1. Dvojvyberovy Wilcoxonov test
bez zh6d

Dvojvyberovy Wilcoxonov test je neparametricky test zalozeny na poradiach.
Uvazujme 2 nezavislé ndhodné vybery X = (Xi,....X,) a Y = (Y3,...,Y,).
Nech X je ndhodny vyber z rozdelenia s distribuc¢nou funkciou Fy a'Y je nahodny
vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou Fy. Predpokladajme, ze Fx a Fy st
spojité. Tento predpoklad implikuje, ze pravdepodobnost zhodnych pozorovani
je 0. Formélnejsie, ak zavedieme znacenie N = n+m a Z = (Zy,...,2n) =
(X1,...,X,,Y1,....Y,), tak

P(Z; = Z;, pre nejaké i,j € {1,... ,N}) = 0. (1.1)
Predpokladajme, ze navyse
10 e RVx € R: Fx(x) = Fy(x — ).

Takyto model sa niekedy nazyva model posunutia v polohe.
Zaujima nas posunutie d. Presnejsie, chceme testovat hypotézu

Hy:6=0, (1.2)

proti alternative
H1 ) 7& 0.

V modeli posunutia v polohe teda dvojvyberovy Wilcoxonov test testuje, ¢i na-
hodné vybery X a Y pochadzaju z rovnakého rozdelenia.

1.1 Zavedenie testovej Statistiky

Zoradme vsetky ndhodné veli¢iny v zdruzenom vybere Z od najmensej po naj-
vacsiu: Zay < Zg) < ... < Zyy. Symbol Z(;y oznacuje k-tu najmensiu hodnotu
medzi pozorovaniami zo Z. Vdaka predpokladu (1.1)), vyplyvajicemu zo spoji-
tosti F'x a Fy, je usporiadanie pozorovani zo Z dobre definované a nemusime
uvazovaf neostré nerovnosti.

Definicia 1. Vzostupne usporiadany vijber Z, Zy < Zigy < ... < Z(ny, budeme
nazyjvat usporiadany vyber a oznacoval Z )

Definicia 2. Poradim ndhodnej veliciny Z;, i € {1,...,N}, v zdruZenom viybere
Z rozumieme prirodzené cislo R; € {1,... N} také, Ze Z; = Z(g,).
Plati, ze
N
j=1

Specidlne, pre i € {1,...,n} je Ry =1 1{X; < X} + ¥, 1{Y; < X;}.



Wilcoxonova testova Statistika je definovand ako suma poradi nahodnych ve-
licin z X v zdruzenom vybere Z, teda

Testova Statistika Wx mdze nadobudat hodnoty n(n+1)/2,... nm+n(n+1)/2.
Proti Hy zrejme svedcia prilis malé a zaroven prilis velké hodnoty W.

Pokial nie st n a m prilis velké, je mozné urcit presné rozdelenie W za Hy.
Toto presné rozdelenie sa da odvodit z toho, ze za H, je ITubovolné usporiadanie
Z rovnako pravdepodobné, a teda

m)

P(Rl :T17...,Rn:7"n> = ﬁ,

pre vetky rq,...,r, € {1,... N} rozne.

V pripade, Ze n a m st velké, vyuzijeme na zvolenie kritického oboru tvrdenie/T]
a vetu [3] zo sekcie [.2] Aby sme dostali test s asymptotickou hladinou «, zvolime
kriticky obor tak, Ze

2523

nm(N+1)
12

Hy zamietame < > U—a)2,

kde u1_q/2 znaci (1 — a/2)-kvantil rozdelenia N (0,1).
Tvrdenie 1. Za platnosti Hy je

1 1
EWX_W a erX—nm(nJ{Qm+ >.

Dokaz. Postup ako urcit strednt hodnotu a rozptyl sa da najst v knihe Andél
(2007bl, strana 102).
O

Na odvodenie asymptotického rozdelenia Wy pouzijeme tedriu U-statistik, vid
sekcia [5.1] v kapitole Dodatky.

1.2 Odvodenie asymptotického rozdelenia tes-
tovej statistiky v pripade bez zhod
V tejto sekcii pouzijeme vetu [12] zo sekcie na odvodenie asymptotického
rozdelenia W . Definujme
Wy = 331X < Vi)
i=1j=1

Statistika Wyy sa Casto oznacCuje ako Mannova-Whitneyova. S Wilcoxonovou
statistikou ju spaja deterministicky vztah.

Tvrdenie 2. Plati, e Wxy = nm + "5 .
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Dékaz. Toto tvrdenie sa dokdze analogicky ako tvrdenie [4 v sekeii

Veta 3. Ak plati Hy a n/N — p € (0,1), ked n +m — oo, tak
Wx —En,Wx p

— N(0,1).
\/ varg, Wx

Dokaz. Dokaz bude aplikaciou vety . Definujme jadro h : R? — R predpisom

1, ak z <y,
h(x’y):{o inak

Potom koresSpondujuca U-statistika pre jadro h je tvaru

1 n o m 1 n o m
Ui = L 305" XY = 330 1(X < )
nm ;- nm ;- 55
Zrejme plati, ze
W
Un,m = XY- (14)
nm

v/ 2 2 ’ v y 9
Teraz spocitame 0, 07, 05, z vety |12 a overime konecnost o7;.
Plati, ze

0 =E[h(X.,Y;)] =E 1{X; <V} =P(X; < V}) &

Y

DO | —

. . H, . . .
pricom v kroku oznadenom = pouzivame predpoklad, ze plati Hj.
Pre 0%, a 02, dostavame nasledujtice vztahy:

ol =cov (1{X; <Y1}, 1{X; <Y5})=E [J{Xl <Y }1{X; < YQ}} — 0?

11 1
—P(X <YL, X <Yy -2 o —
(1 1,1 2) 3 4 127

02, = cou(1{X, < 1}, 1{Xs < V}) = E [Z{Xl <Y} (X, < Yl}} g

=P(X1<K,X2<E)—92@;—i=112,
pricom predposledné rovnost v kazdom vztahu plynie z toho, ze mame 6 moznosti
ako usporiadat X;,Y; a Y, (respektive X;, Xy a Y7) a kazdd z nich je rovnako
pravdepodobna.
Konecnost 0%, je zrejmd, kedZe ide o rozptyl 1{X; < Y;}.
Z vety (12| dostavame, ze ak n/N — p € (0,1), ked n +m — oo, tak

1\ b 1 (11
\/N(Un,m—2)—>N<o,12<p+l_p>>.



Veta o spojitej transformaécii da, ze
1 (1 1
i (5 + 5)

Vdaka Cramérovej-Sluckého vete mozeme vyraz % + ﬁ v menovateli nahradit

2 N(0,1).

, 2 ., . . . 1 s ’
vyrazom r]sz’ ¢im je konvergencia v distribucii zachovana, a teda

VN (U — 4

N2
12nm

>££NmJ) (1.5)

Vyraz na lavej strane (1.5 teraz prevedieme na tvar, v ktorom vystupuje Wy.
Postupnostou dprav s vyuzitim tvrdenia [2[ a vztahu (1.4)) dostdvame, ze

T (un=3) V() N ()

nm 2nm
N2 - N2 N N2
12nm 12nm 12nm

2

- A/ /1 - nmN

N 12nm 12
Z tvrdenia 1] a Cramérovej-Sluckého vety koneéne dostavame, ze ak n/N — p €
(0,1), ked n + m — oo, tak

_n(n+m+1)
1 <Wan) Wy — n(N+1)

Wx —Ep, Wx _ Wx—Ep, Wx /"5
\/vVarg, WX A/ mlT;N varg, WX
W _E W nmN
=X "M X YV 12D np1).

[ nmN [nm(N+1)
12 12




2. Dvojvyberovy Wilcoxonov test
so zhodami

V tejto kapitole opét uvazujeme 2 nezavislé ndhodné vybery X = (X, ...,X,)
aY = (Y1,...,Y,) z rozdeleni s distribuénymi funkciami Fx a Fy, avSak uz
nepredpokladame, ze Fx a Fy su spojité. Uz teda nemozeme predpokladaft, Ze
pravdepodobnost zhodnych pozorovani je 0, ako sme predpokladali v (1.1).

2.1 Zavedenie testovej statistiky v pripade zhod

V pripade existencie zhod prestava davat definicia poradi z prvej kapitoly
zmysel, pretoze uz nie je mozné zoradit nadhodné veli¢iny v zdruzenom vybere
Z od najmensej po najvicsiu tak, aby boli splnené ostré nerovnosti Z() <
Zigy < ... < Zy. Z tohto dovodu prejdeme k definicii takzvanych priemer-
nych poradi. Napriek nemoznosti usporiadat zdruzeny vyber Z tak, aby pla-
tili ostré nerovnosti, ho stdle mézeme usporiadat tak, aby platili neostré ne-
rovnosti Zq)y < Zpy < ... < Zu). Uvazujme blok k zhodnych pozorovani:

< Zuy = Zigry = .. = Z(igk—1) < .... L mnoZiny 1,..., N by mali to-
muto bloku zrejme prislichat ¢isla ¢,7 4+ 1,...,7 4+ k — 1. Definicie [2| vSak kazdej
nahodnej veli¢ine z tohto bloku priraduje vsetky tieto ¢isla, zatial ¢o vztah
kazdej ndhodnej veli¢ine z tohto bloku priraduje ¢islo ¢ + & — 1. Priemerné pora-
dia definujeme tak, aby priemerné poradie kazdej nahodnej veli¢iny z tohto bloku
bolo aritmetickym priemerom ¢isel i,i +1,...,i+k — 1, teda (2i + k — 1) /2.

Definicia 3. Priemerné poradie ndhodnej veliciny Z;, i € {1,...,N}, v zdruZe-
nom vybere Z definujeme ako

N 1N
Ri=1+3 1{Z;<Zi}+53 {7 = Z}

j=1 J=1

i

Pozndmka. Usporiadanym vyberom Z() budeme stale rozumiet vzostupne uspo-
riadany vyber Z, len s neostrymi nerovnostami: Z(;) < Zp) < ... < Z(y.

Wilcoxonova testova statistika je v pripade existencie zhdd definovana ako
suma priemernych poradi nahodnych veli¢in z X v zdruzenom vybere Z, teda

Rovnako ako v pripade bez zhod sveddia proti H prilis malé a zaroven prilis
velké hodnoty testovej Statistiky W.

Pokial nie st n a m prilis velké, je mozné urcit presné rozdelenie Wy za H pri
danom Z,. Toto presné rozdelenie sa da odvodit z toho, Ze za Hj je Iubovolné
usporiadanie Z rovnako pravdepodobné. Nasledujuci priklad ilustruje, ako by
sme postupovali, pre n a m dostato¢ne malé.

Priklad. Predpokladajme, ze plati Hy, Ze n = m = 2, a ze Z(y) = (2,7,7,10).
Vektor priemernych poradi je potom (1, %, %, 4). Za tejto informécie je 12 moznosti
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ako usporiadat (X1, X, Y1, Ys), pretoze mame (3) moznosti ako vybraf 2 ndhodné
veli¢iny, ktoré sa budu rovnat a v kazdej z tychto moznosti mame 2 moznosti,

ktora zo zvysnych ndhodnych veli¢in bude najmensia. Potom

b} 2 5 2

1
1 ) ) 2 ) 2
(Rl 7R2 ) 12’ (R 27R2 2) 12’ (Rl 7R2 2) 127
) 2
PR} =2, Ry =4) = —.

Vidime, e W3 moze nadobtidat hodnoty I 5,9 a . Kazdu z nich s pravdepodob-

nostou % 3

V pripade, ze n a m su velké, vyuzijeme na zvolenie kritického oboru vetu
zo sekcie [2.2] Aby sme dostali test s asymptotickou hladinou «, zvolime kriticky
obor tak, ze

L

H, zamietame <> > Ul—a)2;
\/nm(N+1) __nmk
12 (N-1)N
kde T
K= z =
22: 12

pricom k, znaci pocet, kolkokrat sa medzi hodnotami Zi,..., Zy vyskytla hod-
nota z. Suma ), znadci s¢itanie cez vSetky rozne hodnoty Z1,..., Zy.

Pre odvodenie asymptotického rozdelenia testovej statistiky W5 budeme po-
stupovat analogicky ako v prvej kapitole.

2.2 Odvodenie asymptotického rozdelenia tes-
tovej statistiky v pripade zhod

V tejto sekcii opét pouzijeme vetu [12] zo sekcie na odvodenie asymptotic-
kého rozdelenia W. Definujme

WXY—ZZJ{X <Yj}+-= I{X Y}

Podobne ako v pripade bez zhdod spaja Mannovu-Whitneyovu statistiku Wy
s Wilcoxonovou statistikou deterministicky vztah.

Tvrdenie 4. Plati, 5e Wiy = nm + ™ "H - Wx.

Dékaz. Podla definicie |3 pre i € {1,...,n} mame, zZe

B
I
Mﬁ

1{X; <X}+Z 1Y, < X;}

17 = (2.1)
+§Z (X, =X} + = ZZ{Y X}
7 7



Ozna¢me S} priemerné poradie ndhodnej veli¢iny X; v X. S vyuzitim (2.1)) je
mozné upravit sucet Wy, a Wx nasledovne:

Wiy + Wi =33 1{X, <Y} + = Z{X Y}+ZR*

i=1j5=1 =1

:anfj HX: <Y} + = ZZ 1HX; =Y}

z—lj 1

+;§nj§jz{y X}+ZZZ{Y<X}
+§nj1+§nj§njz{x <X} + = ZZ]{X X}
=1 =1 j5=1 =1 ]]7;
=nm + ij(u}njz{x <X+ = ZJ{X X})
= = ?#1
:nm—kiSf:nm—l—n(n;l).

i=1

Veta 5. Ak plati Hy a n/N — p € (0,1), ked n +m — oo, tak

\/N<W)*(Y a ;> > N<O’§p(11—p))’

nm

kde & = var(F(Z;) + F(Z;—)) /4, pricom F znaci spolocni distribucni funkciu
pre ndhodné veliciny z X aj z Y .

Dékaz. K dokazu pouzijeme vetu [I2] rovnako ako sme ju pouzili v dokaze vety [3]
Definujme jadro h : R? — R predpisom
1, ak <y,
h(zy) =91/2, ak z =y,
0, inak.

Potom korespondujuca U-statistika pre jadro h je tvaru

n

—ZZh »Y;) %ZZJ{X <Y} +-= Z{X Y}

=1 j5=1 =1 7=1
Zrejme plati, ze
*
Wiy

nm

Un,m -

Teraz spocitame 6 z vety |12/ a overime konecnost o%;.
Plati, ze

0 =E X)) =E[1{X; <YV} + ;Z{Xz- =Y}

1

1
:P(Xi<Yj)+§P(XZ-:Yj)@§,



pricom v kroku oznac¢enom o pouzivame predpoklad, ze plati Hy, a teda ndhodné
veli¢iny X; a Y} pochadzaji z toho istého rozdelenia.
Dalej,
9 1 1
02, = cov <1{X1 <YV} SH{X = Vb, X < Vi) S I{X = m})
1
_E {J{Xl <Yi}+ X =V} -0 < .
Pre 0%, a 03, dostdvame nasledujtice vztahy:
9 1 1
ot = cou (1{X1 <Vi} + S 1{X1 = Vi), 1{X1 < Y2} + J1{X, = Y3} )
1
— € [1{X: < H{X0 < Vo) + 5 1{X0 < VibI{X0 = Y2} (2.2)

1 1
51X < Vb1 {Xy = Yi} + {0 = Vi}1{X) = YQ}] —

1 1
0'31 = Cov <1{X1 < }/1}+ §J{X1 = E},]{XQ < }/1}"‘ il{XQ = E})
1
=B [1{X0 < MP{Xe < Vib+ S 1{X0 < Vib1{Xe = Vi) (2.3)

1 1
S <P = Yik+ X = Vb {6 = i} - o2

Pokracujme dalej s tipravou o3, s vyuzitim podmienenej strednej hodnoty. Spe-
cidlne, zamerajme sa na clen E {1 {X; <V}1{X; < Yl}} Postupnostou tprav

dostavame, ze

E[1{X, < Vi}I{X, < Yl}} _E

E {J{X1 <YM {X, < Vi) | YJ

:/]RE :1{X1<Y1}1{X2<Y1}|Y1=y]dPy1(y)
:/RE :Z{X1<y}1{X2<y}}dPY1(3/)
:/RE :1{X1<y}}E [1{X2<y}}dPyl(y)

= [ P Fx(y-) dPy(s) = E [Ex(vi-)Fx(vim)]. (24)

Analogicky, pre zvysné ¢leny vystupujice v o3, dostdvame, Ze

E [Z{Xl <Y1 1{X, = Yl}} :/RE [Z{Xl < y}} E {1{X2 = y}} dPy,(y)
= [ Fx=)(Fxty) = Fe(v-) ) 4Py ()

B[R (M) - Exvo)|, @)

10



H{X, =Y H{X, = } [Z{Xl = y}} [J{XQ = y}} d Py, (y)

LLE
/( (y—)>2dPy1(y)
E[(Fxm o)) | (2.6)

S vyuzitim podmienenej strednej hodnoty navyse rovnako (podmienenim nahod-
nou veli¢inou Y;) upravime 6:

0=E {1{X1<Y1}}+;E [I{XFYI}]
:/E [1{X1<y}}dpy1 —|—;/E J{Xlzy}}dPyl(y)
_/FX )d Py, (y) + /FX y—) d Py, (y)

—E {Fx(m—)} +;E [Fx(Yl) —Fx(Yl—)}

= S E [Fx(v) + Fx(vio)]. (2.7)
Konecne, dosadenim rovnosti , , a do dostavame, ze
ot = E [Fx(Vim) Fx(vim)| + E [Fe(vi=) (Fx (%) = Fx(vio))|
L€ [(Fx0n) - Fxm—))z} - (5E [P +FX<Y1—>])2
= Te[(met + Exi)) ] - (B [Fx0m) + Bxin])

= pvar (Fx(¥i) + Fe(vi-)).

1
4

AM»—*»JM»—' +

Analogicky, podmienenim ndhodnou veli¢inou X; dostavame, ze
1
0l = 7 var (Fy(Xl) + Fy(Xl—)>.

Této rovnost je podrobne odvodena v kapitole Dodatky.
Predpokladame, ze plati Hy. Potom plati, Zze Z je ndhodny vyber z rozdelenia
s distribu¢nou funkciou F, kde F = Fx = Fy. Dalej plati, ze 0%, = 02,. Oznacme
tuto spoloéni hodnotu &.
O

Problémom vsak zatial ostava, Ze nepozname spolo¢nu distribu¢nt funkciu
F 7 tvrdenia vety [5] a teda ani §. Z tohto dovodu prejdeme k odhadu & pomo-
cou vyberového rozptylu a empirickej distribucnej funkcie. Zavedme empirickta
distribu¢ni funkciu.

Definicia 4. Funkciu

=}V§_§z{zigx}=;(iz{&m}é}%g})

budeme nazyvat empirickou distribucnou funkciou Z.
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Teraz s vyuzitim F' zavedme odhad ¢ ako
N ~ A~

En 12 (U; — Un)?, kde U; = F(Z;) + F(Z;—).
=1

Vidime, ze E]\V sme skonstruovali ako zlozenie vyberového rozptylu a empirickej
distribuc¢nej funkcie, teda dvoch konzistentnych odhadov.

Tvrdenie 6. Ak plati Hy a N =n+ m — oo, tak g]\v SR £,

Dokaz. K dokazu tohto tvrdenia pouzijeme Glivenkovu-Cantelliho vetu, ktora
hovori, ze empiricka distribu¢na funkcia konverguje rovnomerne v pravdepodob-
nosti k skutocnej distribucnej funkcii, z ktorej pochadza nahodny vyber, teda,
ze

sup ‘F F(t)‘ 5.

teR

Dékaz Glivenkovej-Cantelliho vety je uvedeny v knihe van der Vaart| (1998, strana
266).

Standardné tprava vyberového rozptylu d4, Ze

A€y f:U Uy) —ngzﬂ— Ny (2.8)
N_N 1< S P L '

i=1

. . o 72 .
Najprv vysetrime konvergenciu ¢lenu %U ~ . Plati, ze

TL @) =53 (Fz) - Fz) + 53 Pz B Epz),

=1 =1

pretoze

~

L3 (P - F)

=1

<sup‘F F(t)’—>0

teR

a podla zakona velkych ¢isel

1 P
> F(Z) B E F(Z).

=1

2 ’ v
Potom pre %U N dostavame, ze

b, (E [F(Zi) +F(Zi—)D2. (2.9)

Teraz vysetrime konvergenciu clenu ZZ , UZ.

1 X, T X, 2 XL 1 X )
— N Ul =——-> F(Z)+——=> F(Z)F(Zi—)+~——=>_ F(Z—

-1 ' N-14Z ( )—i_N—liz1 (Z) )+N— = (Zi-)

12



Plati, ze

J R 1 X/ 2
Vo P = X (Fe) - Fia))
e - F(2) (F(z) - F(z)
+ Nl_ f: F(Z;)* 5 E F(Z)?,
pretoze
‘Nl_ 1 ; (ﬁ(Zz) - F(Zz)>2 < v 1 (stlelﬂg’ﬁ(t) — F(t)‘)2 Lo,
‘NQ_ Nl F(Z,)(ﬁ(Zi) - F(Z,)) < N2_ - ; F(Z;)sup [F(t) = F(2)
_2N_1Stlelﬂ£?’F(t)—F(t)‘ o

Analogicky,

Zostava sa pozriet na ¢len 2 SN, ﬁ(Zi)ﬁ(Zi—), pre ktory plati, ze

2 XM 2 N/ .
Nl FARZS) = g Y (F(z0E(Zi-) - B(2)F(2-))
2

pretoze




a podla zakona velkych ¢isel
2 N

e PIRACALCAY L 28 F(Z)F(Zi-).

Pre 1= N U? teda dostavame, ze

1 N
T U> 5 E F(Z)? 4 2E F(Z)F(Z;—) + E F(Z;—)?
Tt =1

_E (F(Zi) + F(Zi—)>2 (2.10)

Konecne, z rozpisu pre 45\; dostavame pomocou a , ze

2

1y B E (F(Zi)+F(Zi—)>2—<E [F(Zi)JrF(Zi—)D — var (F(Zi)JrF(Zi—)),

atedagj\vig.
O

Tvrdenie 7. Plati, Ze U; = (2R} — 1) a Uy = 1.

Dokaz. Nech [ je pocet ndhodnych veli¢in zo Z mensich ako Z; a [ + k je pocet
nahodnych veli¢in zo Z mensich alebo rovnych Z;. Nahodna veli¢ina Z; je teda
rovna k — 1 dalsim ndhodnym veli¢inam zo Z. Potom

Ve oS 2, < 23+ 25 12, < 2} = S04+ 1
NS YT O NZm Y TN N

= ]1[(2(1 + 1+ ;(k —1)) — 1) = ]1](23;* —1).

Pre vyberovy priemer U; potom plati, Ze

Uzvzliif(QR;—U:l(QN(Nm—N) = 1.

N = NZ 2

m

Veta 8. Ak plati Hy a n/N — p € (0,1), ked n +m — oo, tak

W* _ n(N+1)
2 % N(0,1),
nm(N+1)  nme
\/ 12 (N—-1)N
kde B
" Z 12
pricom k. znaci pocet, kolkokrdt sa medzi hodnotami Z, . .., Zxn vyskytla hodnota
z. Suma Y, znaci scitanie cez vsetky rozne hodnoty Zy, ..., Zy.

14



Dékaz. Vdaka Cramérovej-Sluckého vete a tvrdeniu [6| dostdvame z vety B ze

(-

22 2 N(0,1). (2.11)
VeV
Z lemy [10] z kapitoly [3| vieme, Ze
al N(N +1)(2N +1
o NOEDEN 4
i=1

S vyuzitim tejto rovnosti a tvrdenia [7| sa 5} zjednodusi nasledovne:

—_

1 N
fN—Zﬁ;(U UN)

L1 ii(ﬂi*—l —22 (2R —1)+ N
CAN-1\%Z N? P ‘

1 1 Noo1 2

== — (2R} —1)*—- —N?+N

4N—1<;N2<RZ ) N >

11 4 X, 1

- - T * * 7—N

et (RS A g - )

11 4 (N(N+1D2N +1) 4N(N+1) l N
AN 1\ N2 6 TN TN
11 4(N+1)2N +1) —12(N +1) +6 — 6N2 i
4N -1 6N N2

1 1 2N*-2 1 1

6NN N_1N2"

1 N+1 1 1

B
=
|

Vyraz na lavej strane (2.11)) uz len prevedieme na tvar, v ktorom vystupuje W.
Postupnostou tprav s vyuzitim tvrdenia |4 a vztahu (2.12]) dostavame, ze

nm n(n+1) *
VR (S oy VE (M- y) W(nmw—;)
N\/% 11\7;5\} - (N—ll)N2H Ny o ]I[;J_\} - NQKV
\/N% (W _ W;‘() B WX _n n+2m+1)

AR = p— e S
Nyl am/ Tov — vonazh My — N h

\/nm(N—H) __nmk .
12 (N-1)N

Alternativny dokaz je uvedeny v knihe |Lehmann a D’Abreral (1975, strana 355).
O
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3. Suvislost asymptotického a
podmieneného rozptylu W¥

V tejto kapitole odvodime
E [W)*( | Z(.)} a var [W)*( | Z(_)},

za platnosti Hy , ¢im ukazeme suvislost s asymptotickym vysledkom z vety .
K tomu sa ndm budu hodit takzvané linearne poradové statistiky a nahodné
poradia.

Nech X = (X1,...,X,) aY = (Y¥3,...,Y,,) st nezdvislé ndhodné vybery
z rozdeleni s distribu¢nymi funkciami F'x a Fy. Zatial predpokladajme, ze Fx a
Fy st spojité. Opét oznacme Z = (Zy,...,Zy) = (X1, ..., X, Y1,....Y).

Nech R; je poradie ndhodnej veliciny Z; v Z. Dalej, nech pre i € {1,..., N}
je ¢; € R redlny koeficient a a : {1,...,N} — R je takzvana skorova funkcia.
Polozme

a oznacme
1 X , 1 N (i) — o
a= Nz§:1& o, __Ni§:1 a(t) —al”,
c= S E Ci o = gN [c; —¢)?
N v ¢ N ’

=1 =1

Veta 9. Nech X a'Y st nezdvislé nahodné vijbery zo spojitého rozdelenia s dis-
tribucnou funkciou F' = Fx = Fy. Potom plati, Ze

E S = Nac a varS =

Dokaz. Dokaz plynie z toho, ze ndhodné veli¢iny R; nadobudaju kazda z hodnot
1,...,N s pravdepodobnostou 1/N. Podrobny dékaz je uvedeny v knihe |Andél
(2007al, strana 236).

[

V tejto chvili upustime od predpokladu spojitosti Fxy a Fy. Uz teda ne-
mozeme predpokladat, ze pravdepodobnost zhodnych pozorovani je 0, ako sme
predpokladali v . Vieme, 7ze v pripade existencie zhod nedava definicia po-
radi z prvej kapitoly zmysel, pretoze uz nie je mozné zoradit ndhodné velic¢iny
v zdruzenom vybere Z od najmensej po najvicsiu tak, aby boli splnené os-
tré nerovnosti Z) < Zp) < ... < Z). Z tohto dovodu prejdeme k takzva-
nych nahodnym poradiam. Napriek nemoznosti usporiadat zdruzeny vyber Z
tak, aby platili ostré nerovnosti, ho stdle mozeme usporiadat tak, aby platili
neostré nerovnosti Zy < Zig) < ... < Zn). Uvazujme blok & zhodnych po-
zorovani: ... < Zuy = Ziq) = ... = Z(kan . Ndhodné poradia ndhod-
nych veli¢in z tohto bloku budu dané nahodne vybranou permutaciou mnoziny
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{i,i+1,...,i+k—1}. Za predpokladu, ze Fx = Fy ndhodné poradie E) stale
spliia, Ze je rovnomerne rozdelené na mnoZine {1,...,N}, a teda veta é plati aj
s nahodnymi poradiami, a to aj v pripade, ze spojitost Fx a Fy nepredpokla-
dame. Vyuzijeme ju aby sme spocitali strednt hodnotu a rozptyl statistiky W
za podmienky, Ze pozname Z,.

Polozme
1, ak i=1,...,n,
Ci = .

0, ak 2=n-+1,...,N.
Oznacme 2(1), ...,z vzostupne usporiadani realizaciu zdruzeného vyberu Z a
definujme

a(i) =143 1z < 2] + 5. Z 12y = 2]
j=1

Pre takto zvolené konStanty ¢; a skérovii funkciu a plati, 7e Wi = SN, ¢; a(R;).
Zrejme plati, ze

G- ]V;-l a = % (3.1)
Dalej,
et (gu— ;>2+él<—N>2)
:;f(n(l—iz;-k;j;)-% N22>
:Jb(n—iﬁ%—?j)z%. (3.2)

Pozrime sa na o2

o 1 N2 al N2 -2
JG—NZ[a(z)—a] —NZ(CL(Z» —a”. (3.3)

Vidime, 7e sa staéi zamerat na S~ (a(i))%. Uvedomme si, Ze ide vlastne o sumu
druhych mocnin prvkov postupnosti, ktord vznikne z postupnosti prirodzenych
cisel 1,...,N tak, ze tuto postupnost rozdelime do r blokov, kde r je pocet réznych
hodnot medzi hodnotami z,...,zy, a kazdé ¢islo v danom bloku nahradime
aritmetickym priemerom daného bloku. S touto sumou nam pomdze nasledujica
lema.

Lema 10. Nech (al ). aW ...,agr),...,a(’")) =(1,...,N), kde N e Nar €

517 Sr

{1,....,N}. Preie{l,...,r} aj€ {1,...,31»} polozme
Si

Potom
L » N(N +1)(2N +1)

>3y = ; .

s3—s;
kde k =371 “45—-

17



Dékaz. Pre i € {1,...,r} plati, Ze

S; s5;—1
~ (i X i i i s; —1)si(2s; — 1
S (@?)? =3 (@ + k)% = s;(ai”)? + af? (si — 1)s; + ( Jsil ) (3.4)
k=1 k=0 6
. (4)
207" 4 5; — 1)\ i i i —1)%s;
s FE) = sl (s - s+ LoD (g5)

Z (3.4) a (3.5)) dostavame, ze

(@) 2 Si 2
207" +8; —1\? (e (85— 1)si(2s; = 1)  (s; —1)%s;
( 2 ) = 2 (@) 6 T

(2

k=1

vdaka ¢omu uz mézeme dokaz priamociaro dokoncit:

ii(by))z _ ii (1 SZ’ ag)>2 _ i 1(i ag))z

i—1j=1 i=1j=1 % =1 i=1 % N =1
Z’”: 1( 2a§i)—|—si—1>2
i—1 S; 2
SNt i — 1)si(2s; — 1 i —1)%s;
S5 (S - DY | (1)
i=1 “Nk=1 6 4
:iﬂ—i s3—s; _ N(N+1)2N +1) _i sP—s;
i=1 - 12 6 = 12
O
Oznacme -
" Z 12
kde k, znaci pocet, kolkokrat sa medzi hodnotami zq, ..., 2y vyskytla hodnota z.
Suma ), znaci s¢itanie cez vSetky rozne hodnoty z1, ..., zx. Podla lemy [10] teda
plati, ze
al N(N +1)(2N + 1
Z(a<i>>2: ( + )( + ) s
i=1 6
Dosadenim do (3.3)) dostaneme, ze
N+1)2N +1
Ao (HDENTY &
C(NHDERNA+D) k(N1
B 6 N 4
(N+1)(N—-1) &
= - —. 3.6
12 N (36)
Veta 11. Ak plati Hy, tak pre statistiku W5 plati, Ze
. ~n(N+1) . _ nm(N +1) nme
E[WX |Z(_)} _T a UGT[WX |Z(-)} - 12 B (N_l)N‘
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Dékaz. Tvrdenie plynie z dosadenia (3.1), (3.2) a (3.6) do vety [9]

Pre rozptyl dostavame, ze

2 _ nm__, _ nm <(N+%N_1) ;)

Pre stredni hodnotu dostavame, ze

n(N—f—l).

E W | 2| = Nac = 5

]

Vidime, ze menovatel vyrazu z tvrdenia vety [§ je presne \/ var [W)*( | Z(,)}.
Este si vSimnime, ze
var [W)*( ’ Z(.)] —
- £N7

a teda takto znormovany podmieneny rozptyl konverguje podla tvrdenia [6] za Hy
s N =n+m — oo v pravdepodobnosti ku .

nmN
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4. Porovnanie testu bez korekcie
a testu s korekciou pomocou
simulacie

V tejto kapitole sa pokiisime pomocou simulécii nahliadnut na to, aky je vplyv
odvodenej korekcie na dodrzovanie predpisanej hladiny «. Zaujima nés, ako sa
sprava hladina Wilcoxonovho testu s narastajicim poc¢tom zhodnych pozorovani
v pripade, ze sme v priebehu vypoctu zabudli zohladnif korekciu. V priebehu
celej kapitoly budeme predpokladat, ze o = 0,05.

Uvazujme 2 nezavislé ndhodné vybery X a Y z toho istého rozdelenia. Kedze
obidva ndhodné vybery st z toho istého rozdelenia, je splnena H, . Chceme
odhadnuf skuto¢nu hladinu testu s korekciou, respektive testu bez korekcie.

Pri simulacii budeme postupovat tak, ze 10 000-krat vygenerujeme 2 nezavislé
nahodné vybery z N(100,0?), vygenerované ddta zaokriithlime na desiatky, aby
nam vznikli zhodné pozorovania a zakazdym uréime, ¢i jednotlivé testy (s ko-
rekciou alebo bez korekcie) Hy zamietli. Podiel po¢tu zamietnuti a 10000 nam
odhaduje skuto¢nu hladinu testu. Tento postup simuluje cCastd pric¢inu, preco
vznikaju zhody v redlnych datach - zaokrihlovanie.

So zmensujicou sa smerodajnou odchylkou (o) klesa variabilita vyberu, a teda
pocet zhodnych pozorovani stupa. Pre o = 15 (relativne maly pocet zhodnych
pozorovani) si test s korekciou drzi predpisant 5-percentni hladinu, zatial ¢o hla-
dina testu bez korekcie uz predpisanych 5 percent nedosahuje (vid Tabulka .
Pre ¢ = 10 nie je na teste s korekciou badatelna ziadna zmena, stale si drzi
predpisant hladinu, avsak hladina testu bez korekcie je uz vyrazne nizsia nez po-
zadovanych 5 percent (vid Tabulka [4.2)). Pre o =5 (velmi velky pocet zhodnych
pozorovani) test s korekciou stale funguje spravne. Hladina testu bez korekcie uz
naopak nedosahuje ani 2 percentéd (vid Tabulka .

Simulacie ukazuju, ze hladina testu bez korekcie s klesajicou smerodajnou od-
chylkou systematicky klesa. Simulujme toto spravanie este jednym grafom. Nech
rozsah ndhodného vyberu X je 50 a rozsah ndhodného vyberu Y je takisto 50.
Budeme simulovat hladinu testu s korekciou a hladinu testu bez korekcie pre
smerodajni odchylku z intervalu [3, 17]. Vezmime delenie tohto intervalu také, ze
vzdialenost medzi deliacimi bodmi je 0,1. Pre kazdy deliaci bod nasimulujeme
hladinu testu s korekciou a hladinu testu bez korekcie pre smerodajni odchylku
rovnu tomuto bodu. Vysledky vynesieme do grafu a vidime, zZe test s korekciou si
stabilne drzi predpisant hladinu, zatial ¢o hladina testu bez korekcie s klesajicou

smerodajnou odchylkou klesa k 0 (vid Obr. [4.1)).
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Rozsah Rozsah Podiel zamietnuti

Podiel zamietnuti

X Y s korekciou [%] bez korekcie [%]
10 90 4,90 4,39
90 10 5,01 4,37
30 70 4,75 4,17
70 30 5,06 4,54
50 20 4,86 4,31

Tabulka 4.1: Porovnanie hladiny jednotlivych testov pre o = 15.

Rozsah Rozsah Podiel zamietnuti

Podiel zamietnuti

X Y s korekciou [%) bez korekcie [%]
10 90 4,80 3,68
90 10 4,75 3,71
30 70 5,00 3,91
70 30 4,84 3,82
20 20 4,97 3,98

Tabulka 4.2: Porovnanie hladiny jednotlivych testov pre o = 10.

Rozsah Rozsah Podiel zamietnuti

Podiel zamietnuti

X Y s korekciou [%] bez korekcie [%]
10 90 4,96 1,73
90 10 5,13 1,46
30 70 2,05 1,81
70 30 4,68 1,31
20 20 4,70 1,42

Tabulka 4.3: Porovnanie hladiny jednotlivych testov pre o = 5.
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Skutoc¢na hladina [%]

Simulacia hladiny

l Test s korekciou

l Test bez korekcie

4 6 8 10 12 14 16

Smerodajna odchylka

Obr. 4.1: Porovnanie hladiny jednotlivych testov v zavislosti na o.
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5. Dodatky

5.1 U-statistiky

Definicia 5. Pre 2 nezdvislé ndhodné vybery (Xi,...,X,) a (Y1,...,Yn) a jadro
h : R — R symetrické v bloku prvjch r premennigich a v bloku posledniyjch
s premennych je prislusnd dvojvyberovd U-statistika definovand ako

1
Unm = 7~7—~ M Xays - Xan, Yoy, -,Y8,)s
<n><rg);§ ( 1 B1 B)

T

kde a = (o, . ..,a,) znaci scéitanie cez vsetky r-prokové podmnoziny {1,...,n} a
B = (p1,...,0s) znaci scitanie cez vsetky s-prokové podmnoziny {1,...,m}.
Oznac¢me

0'.24 = CO’U(h(Xl, Ce ;Xi7Xi+17 . 7XT‘7}/17 . ,}/}',}/}+1’ e 7}/;)7

ij
h(X1, o Xo X g X5V LYY Y))

kde (X1, .. . X, Xy, X)) a (Yr, .0 YY), YY) st nezavislé ndhodné vy-
bery. Dalej ozna¢me
0 =E h(Xy,....X,,Y1,....,Ys).

Veta 12. Ak plati, Ze n/N — p € (0,1), ked n+m — oo a 0%, je navyse konecné,

tak 2 :
VE Usn = 6) % N(0.0%), ke o = 710 1 700

Dékaz. Dokaz je uvedeny v knihe van der Vaart| (1998, strana 166).

5.2 Odvodenie o3, z vety

Analogicky ako pre o2, pokrac¢ujme s tpravou %, s vyuzitim podmienene;
strednej hodnoty. Specidlne, zamerajme sa na ¢len E {1 {Xi1 <V}i{X; < Yg}]

Postupnostou tprav dostavame, ze

E [J{Xl <Y {X, <Yy} | Xl]]

:/RE :J{Xl <YH{X) < Yo} | Xy :x] dPx, ()

= [E e <niige < v} aPx (@)

A :J{I < YI}} E [z{x < YQ}] dPx, (z)

-/ (1—Fy($)> (1—Fy(x>)d Px, (2)

=E {(1 — FY(X1)> (1 — Fy(Xl))]. (5.1)
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Analogicky, pre zvysné ¢leny vystupujtce v o3, dostdvame, Ze

El1{x, <vi}i{x, = }]:/R 1{x<Y1}} Z{x:YQ}]dPXl(aﬁ)

= [ (1= 5 @) (Fe(@) - Frem) ) dPx, )

—E [(1 FY(X1)> <FY(X1) - Fy(Xl—)ﬂ, (5.2)

El1{X, =i} 1{X, = }}_/R {Z{x Yl}] Z{:l::YQ}}dPXl(m)
_/ (Fy )(Fy( ) — Fy(a;—))dPXl(x)

(FY(XI) Fy(X,— ))(Fy(Xl)—Fy(Xl—)>. (5.3)

=E

S vyuzitim podmienenej strednej hodnoty naviac rovnako (podmienenim nahod-
nou veli¢inou X;) upravime 6:

0 — E[Z{X1<Y1}]+;E{1{X1: }}

_/ {]{33<Y1}]dPX()+;/ [l{x Yl}}dPX(>

_/ 1 — Fy(x)dPy, (z / ) dPx, ()
=E [1 FY(XI)] SB[ Fy(X1) — Fy (X1— )]
- ; E [Fy(Xl) + FY(XI—)] (5.4)

Koneéne, dosadenim (5.1), (52), (53) a (54) do ([£-2) dostévame, 7e
o, =E [(1 — Fy(Xl)) (1 - FY(Xl)ﬂ

+E[(1- A (Rrx) - Ar(xio))]

+ 1B [(F) - B () - B

Fy (X)) + FY<X1—)D2

Xl)Fy(Xl—)} + i E [Fy(Xl)Q — 2By (X)) Fy (X1—) + Fy(Xl—)Q}

2

E [Fy(Xl) +FY(X1—)]>2
<FY(X1) + Fy(Xl—)>2] _ i(E [Fy(Xl) + FY(Xl—)D

ar ( Fy (X)) + FY<X1—)>.

2

N
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Zaver

Tato praca sa venovala dvojvyberovému Wilcoxonovmu testu. Najprv sme sa
zaoberali jednoduchsim pripadom, kedy sme predpokladali, ze data pochadzaju
z0 spojitych rozdeleni. Nasledne sme sa zacali venovaft zlozitejsiemu pripadu, kedy
sme sa vzdali predpokladu spojitosti a zacali predpokladat, ze v datach sa mozu
vyskytovat zhody.

S vyuzitim zndmych vysledkov o U-statistikach sme odvodili asymptotické roz-
delenie Wilcoxonovej testovej statistiky v pripade existencie zhod, ¢o nas viedlo
k navrhu korekcie testu pre data obsahujtce zhody. Dalej sme poukazali na si-
vislost odvodenej korekcie a podmieneného rozptylu testovej statistiky (a pod-
mienenej strednej hodnoty).

Hlavnym prinosom teoretickej casti prace teda bola aplikacia znamych vy-
sledkov o U-statistikdch na odvodenie asymptotického rozdelenia Wilcoxonovej
testovej statistiky v pripade zhod a vypocet podmieneného rozptylu tejto Statis-
tiky v tretej kapitole.

Nakoniec sme pomocou simulécii sledovali aky vplyv ma odvodena korekcia
na skutocénu hladinu testu pri zvysujicom sa pocte zhodnych pozorovani. Ukazali
sme, ze zatial ¢o test s korekciou si pri rastiicom pocte zhodnych pozorovani
stabilne drzal predpisant hladinu, hladina testu bez korekcie systematicky klesala
az k nule.

Test s korekciou stanovent hladinu dodrziava len asymptoticky. V praci sme
uviedli priklad ako by sme postupovali, keby sme chceli test zalozeny na presnom
rozdeleni. Predmetom dalsej studie by teda mohla byt otazka, ako stvisia roz-
sahy vyberov (kedy st uz dostatocne velké) a skutocnd hladina testu s korekciou
zalozeného na asymptotickom rozdeleni.
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