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Uvod

Prace se zabyva rozdélenim rtiznych nahodnych veli¢in, které lze pozorovat
v nahodné posloupnosti nezavislych veli¢in s alternativnim rozdélenim. K vypoctu
jejich rozdéleni vyuzijeme princip vnoreni ndhodné posloupnosti do Markovova
fetézce, ktery jsme oproti jinym autortim vylepsili. Nejdiive veli¢iny definujeme.

Necht n € N a Xy, Xy, ..., X, je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in
takovych, ze pro kazdé t € {1,...,n}, X; mé alternativni rozdéleni s P(X; = 1) =
wy a P(Xy =0) =1 —w, = 2z, kde w, € (0,1). Nahodnou veli¢inu X, budeme
nazyvat k—tym pokusem. Hodnotu 1 nazyvame uspéch a hodnotu 0 nazyvame
netuspéch. Dale definujeme ndhodné veli¢iny Xy =0 a X,,;; = 0.

Necht ng, k € N jsou takova, ze plati 1 < k+ng—1 < n. Jev

[(Xoo = 1L, Xngr1 =1, X1 = 1]
nazveme sekvenci uspéchi délky k a jev
[Xno—l = OaXno = 15Xn0+1 = 17 s 7Xno+k—1 = 17Xn0+k = O]

nazveme retézcem uspechi délky k. Takze zatimco sekvenci rozumime jakoukoliv
posloupnost tspécht, fetézec je pouze ta nejdelsi sekvence z fady tspécht. Pokud
mluvime o soucasné sekvenci ispéchi (soucasném retézci uspéchii), rozumime tim
sekvenci tspéchii (Tetézec tispéchi), jehoz je posledni pokus soucasti. Tedy pokud
se bavime o n—tém pokusu a fekneme, ze soucasny retézec uspéchi ma délku k,
pak n—ty pokus je ispéch a pred nim nastalo pravé k— 1 tispéchii. Pokud je délka
soucasného tetézce 0, pak n—ty pokus je netspéch.

Definujeme nasledujici nahodné velic¢iny:

a) N, zna¢i pocet nepiekryvajicich se sekvenci tispéchu délky k v n pokusech.

b) M, x zna¢i pocet prekryvajicich se sekvenci uspéchu délky k v n pokusech.

¢) E, ) znac¢i pocet Tetézct uspécht délky k v n pokusech.

d) G, znadi pocet Tetézct tspécht délky vétsi nebo rovno k v n pokusech.

e) L, znaci délku nejdelsiho Tetézce tispéchu v n pokusech.

Priklad. Necht n =8 a k = 2 a nechf mame pozorovani 11101100. Potom
NS,Q = 27 MB,Z - 37 ES,Z - 17 G8,2 = 27 L8 = 3.

Tyto veli¢iny jsou charakteristiky celé ndhodné posloupnosti bernoulliovskych
pokust a muzeme je vyuzit k riznym testovanim, naptiklad k testovani zda jsou
X1,...,X, nezavislé a stejné rozdélené. Vyhodou je, Ze nemusime védét, jak celd
pozorovana posloupnost vypada, ale sta¢i nam k tomu znat hodnoty nahodnych
veli¢in definovanych vyse.

Rozdéleni ruznych sekvenci a fetézcu v posloupnosti ndhodnych veli¢in se da
vyuzit naptiklad ve vyzkumu sekvencovani DNA, v psychologii nebo napriklad



v ekologii (viz préace [Schwager]| (1983))). Drive se rozdéleni pocitaly kombinatoricky
a vypocet byl velmi slozity. Vzorec pro N, j, respektive pro M, i, za pfedpo-
kladu, ze veliciny X, ..., X, jsou nezavislé a stejné rozdélené, lze najit napriklad
v praci |Godbole| (1990)), respektive v praci Hirano a kol.| (1991). Tato prace je in-
spirovana clankem [Fu a Koutras (1994), ve kterém autofi zavedli postup vnoreni
pro vsechny nase pozorované veli¢iny. My na tento postup navazujeme a pri-
nasime efektivnéjsi pristup. V ¢lanku |Loul (1996) je uveden postup, jak vyuzit
tuto teorii ke konstrukei kritickych obort testu nezavislosti posloupnosti alterna-
tivnich veli¢in. V knize Balakrishnan a Koutras (2002) uvadéji, ze pokud navic

uvazujeme nahodné veli¢iny X, Xs,...,X,, stejné rozdélené s P(X; = 1) = w
aP(X;=0)=1—w =z, potom podle Erdos a Rényi (1970)) je hodnota veli¢iny
v In(nz)

L,, pro velkd n velmi blizko hodnoté (L)

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni poznatky o Markovovych fetézcich,
poté nova definice vnoreni a jak se pravdépodobnost takovych vnorenych po-
sloupnosti pocita. Nasleduje kapitola, ve které nejdiive kazdou veli¢inu vnorime
do Markovova Tetézce, ovéiime definici vnoreni a uvedeme zptsob vypoctu spolu
s prikladem pro malé n a k, pro kterd si ¢tenar muze vysledky zkontrolovat
primym vypoctem.



1. Markovovy retézce a vnoreni

Definice 1 (Markoviv tetézec). Ndhodny proces Y = {Y; : t € Ny} s nejugse
spocetnou mnozinou stavi S nazveme Markovovym fetézcem s diskrétnim casem,
jestlize pro kazdé n € N; 1, j, 50,51, . ..,5,-1 € S takové, Ze

P(Y,=4Y,1=5u1,...,Y0 = Sg) > 0,
plati:
PYori=JYn=4Yn1=501,...,Y0 = 50) = P(Yoy1 = j|Y,, =9).
Tuto podminku nazyvdme Markovovou vlastnosti.

Markovuv fetézec je tedy ndhodny proces, jehoz rozdéleni v case ng € N zavisi
pouze na tom, v jakém stavu se nachazel v ¢ase ng— 1, a nezavisi na tom, v jakych
stavech se nachazel predtim.

Necht Y = {Y; : t € Ny} je Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem a mnozinou
stavi S. Pro kazdé t € N a j € S oznacme p(i,j) := P(Y; = j|Y;—1 = i) pokud
P(Y;—1 =) > 0, jinak p,(i,7) = 0. Matici P(t) := (pt(i,j))i - nazyvame matici
pravdepodobnosti prechodu v case t. !

Matice P(t) tedy obsahuje podminéné pravdépodobnosti takové, ze se Tetézec
bude nachazet v daném stavu v case t, pokud vime, v jakém stavu se Tetézec
nachézi v ¢ase t — 1. Pro vypocet pravdépodobnosti v ¢ase n vyuzijeme Chapman-
Kolmogorovu rovnost.

Véta 1 (Chapman-Kolmogorova rovnost). Necht Y = {Y; : t € Ny} je Markoviv
retézec s mnozinou stavi S, maticemi pravdépodobnosti prechodu P(t) pro kazdé

teNam= (P(YO = sz)> s je jeho pocatecni rozdéleni. Pak pro kazZdé n € N
a s; €S plati: ,

P(Y,=s)=m, (H P(t)) €,
t=1
kde e; je sloupcovy vektor, ktery md pocet sloZek roven poctu stavi v S a na i-té
pozict ma 1 a vsude jinde 0.

Diikaz. Diikaz provedeme indukci. Pro n = 0 je rovnost zfejma. Pro n = 1 si
uvédomime, ze podle véty o liplné pravdépodobnosti plati:

PYi=s)= Y P =sYo=35;,)PYo=s;)=m P(1e;.

jis;€S8

Nyni predpokladdme, ze pro n — 1 plati:



Zkusime pomoci indukéniho predpokladu oveérit platnost véty pro n:

P(Y,=s:)= > P(Y,=siYo1=5)P(Yoo1 =5)

j:SjES
n—1
= > 7 (H P(t)) eje]TP(n)ei
jis;€S t=1

n
= <H P(t)> €i,
t=1
protoze 3 . es ejejT = I, kde I znaci jednotkovou matici.
O

Toto nam z teorie Markovovych fetézcti k vypoctu rozdéleni staci. Nyni uve-
deme definici vnoreni.

Definice 2 (Vnoteni). Necht {l,},en C N a necht mame posloupnost ndhodnyjch
velicin X = { X, }nen takovych, Ze X,, € {0,1,...,l,} P-skoro jisté. Necht Y =
{Y,, : n € No} je Markoviv retézec s mnozinou stavi S a oznacme

Sy, :={se€ S:3ke{0,1,...n}:P(Yr=s) >0}

Rekneme, Ze posloupnost X lze vnotit do Markovova Tetézce Y, jestlize pro kazdé
n € N ezistuji mnoziny {C?Yr_ o takové, ze Uy C™ = Sy, a takové, Ze plati

P(X, =1z)=P(Y, € C})
pro kazdé x € {0,1,... 1,}.

Necht 1ze ndhodnou posloupnost X = {X,, },en vnorit do Markovova Tetézce
Y = {Y, : n € No} a necht pro pevné n € N mame Sy, z definice 2] Pro kazdé

r € {0,1,...,l,} oznacme

i:SiGC;?
Tento vektor méa tedy jednicky na pozicich, které odpovidaji indexu stavi tako-
vych, Ze nélezi C7.
Véta 2. Necht lze ndhodnou posloupnost X = {X,}nen, vnorit do Markovova

retézce Y = {Y; : t € N} se stavovym prostorem S, maticemi pravdépodobnosti
prechodu P(t) pro kazdé t € N a pocatecnim rozdélenim mg. Pro n € N oznacme

P,(t) := (pt(i’j)>i,j€.5'y . Potom pro kazdé n € N a xz € {0,1,...,1,} plati:

P, =) = )" (TTP0) Ve (L)
kde = (P(Y = i))ieSYn.
Diikaz. Bud n € N. Z véty [I] vime, Ze pro kazdy stav s; € S plati:
P(Y, =s)=m, (ﬁ P(t)) e;.
t=1

4



ProtozZe pro vSechny s € S\ Sy, médme P(Y, = s) = 0 prokazdé k € {0,1,2,...,n},
tim paddem P(Y,, = s;|Y; = s) = 0 a mizeme tedy matici P(t) redukovat na P, (t)
a o redukovat na 7. Protoze X lze vnorit do Y, musi pro kazdé z € {0,1,... 1,}
platit:

P(X,=2)=PY,eC= Y PY,=s)=
i:5,€CT

= > @ (TR0 - @) (TTRo) v,

i:5,€CT t=1

O
Tato véta ndm dava vzorec, jak spocitat rozdéleni ndhodné veli¢iny X,,, pokud
lze celou posloupnost X vnorit do retézce Y. Nasim tkolem ted bude pro kazdou
nahodnou veli¢inu sestrojit Markovuv fetézec Y s prislusnou mnozinou stavi S,
ur¢it mnoziny Sy, , k tomu matice P,(t), a poté lze pouZit vzorec ve vété 2|
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2. Rozdéleni nahodnych velicin

Zajimd nés rozdéleni nahodné veliciny X, ;, kde X € {N,M,EG,L}
an, k€N, n> k. Zafixujeme tedy k£ € N a uvazujeme posloupnost ndhodnych
velicin{ X, }i2,. O této posloupnosti ukazeme, ze ji lze vnofit do jistého
Markovova Fetézce Y ¥, ktery bude explicitné uveden, a nasledné pro vypocet
rozdéleni X, pouzijeme vétu [2 VsSechny stavové prostory budou tvoreny
dvojicemi (x,i), jejichz vyznam se bude u riznych veli¢in mirné lisit. Ve vSech
ptipadech uvazujeme pocatecni rozdéleni P(Yj k) — = (0,0)) = 1, které odpovida
tomu, Ze jeSté nenastal zadny tuspéch. Pro stavy (z,i), které jsou dosazitelné
z pocatku jen po pravé n krocich, zavedeme p;((z,i),(z,i)) = 1. Takové stavy
nazyvame absorpcni a vzdy je v textu uvedeme a sdruzime do mnoziny A,.

Oproti ¢lanku |[Fu a Koutras (1994) uvazujeme mensi mnoziny stavi. Autori
¢lanku v definici vnoreni nevyzaduji, aby v mnoziné S Y. byly jenom stavy, které
JSOU. dosa21telne a tlm padem maji JeJICh ma‘mce pravdepodobnost1 prechodu
pristup je tedy efektivnéjsi.

V celé praci znac¢i x prirozené cislo a ¢ celé ¢islo.

2.1 Rozdéleni nahodné velic¢iny N,

Jako prvni se podivaime na ndhodnou veli¢inu V,, j, kterd udava pocet nepre-
kryvajicich se sekvenci délky k v n pokusech.

2.1.1 Globalni retézec

Nejdfive pro néhodnou posloupnost {N;;}:2, vytvorime vhodny Markoviv
Fetézec YW = {Y : t € Ny}. Stavovy prostor tohoto Fetézce vypada nasledovneé:

S®) = {(z4): 2 €Np;0<i<k—1}.

Stav (z,i) € S® znadi, 7e nastalo pravé o neptekryvajicich se sekvenci délky k a

i = m mod k, kde m znac¢i délku soucasného tetézce tspéchii. Tedy pokud i = 0,

pak posledni pokus byl bud netspéch nebo ak—ty tspéch v radé pro néjaké a € N.
Pravdépodobnosti prechodu budou nasledujici:

1) p((x,0); (x,0)) = 2 pro viechna (z,i) € S®),

2) pe((xi);(zi+1)=wpror €Nga0<i<k—2
3) pi((x,k —1); (z+ 1,0)) = wy pro x € Ny,

4) p((2,); (y.5)) = 0 jinak



Situace 1) je pravdépodobnost, ze pokus t bude neispéch. V pripadé 2) nastane
uspéch, ktery ale neni jesté ak—ty v radé pro néjaké a € N. 3) je pripad, kde
nastane uspéch, ktery je pravé ak—ty v radé pro néjaké a € N a v tomto pripadé
zvysuje pocet hledanych sekvenci o 1 a za¢indme pocitat novou sekvenci. Matice
P(t) bude mit tvar:

(0,00 (0,1) (0,2) .. (0,k=2) (0,k—1) (1,0) (1,1)
(0,0) 2t Wy 0o ... 0 0 0 0
(0,1) Zt 0 Wy ... 0 0 0 0
(0,2) 2 0 0 0 0 0 0

P(t) = (0k-2) 2

0 0 0
(0,k—1) 2 0 0 0 0 w, 0
(1,0 0 0 0 0 0 Zy Wy
0 0 0 0

(1,1) 0

2.1.2 Ovéreni definice

Nyni ovéfime, ze posloupnost {N;;}:°, lze opravdu vnorit do Markovova Te-
tézce Y®) Necht n € N pevné. Nejdifve musime urcit mnozinu SY(k) z definice E
Nejvyssi pocet neprekryvajicich se sekvenci délky k v n pokusech je I, = ndiv k.
Tedy stav (,,,0) € Syék). Nejkratsi trajektorie, jak se dostat do ([,,0) je zfejmé

T = ((0,0),(O,l), (0, —1),(1,0),(1,1), ... (ln,O)). Tedy vsechny stavy v této
trajektorii jsou dosazitelné z pocatku. Nyni se podivime na to, pro ktera i €
{0,1,...,k — 1} je stav (l,,i) dosazitelny. Minimalni pocet pokust, abychom se
ze stavu (0,0) dostali do stavu (x,i), je kx + i. Protoze mdme n pokust, musi
platit:

1 <n-—Il,k=mnmod k.

Pro jiné stavy bychom uz pottebovali vice nez n pokust. Celkem tedy dostavame
mnozinu:

Syw ={(2,) : 0<w <l =10 <i <k—1}U{(ln,1) : 0 < i <nmod k}.
Pro pevné n € N zkonstruujeme mnoziny C7':

Cr={(x) =0<i<k—1}prokazdé x =0,1,....,0, — 1,

Cl = {(ln,i) : 0 <47 < nmod k}.

Tyto mnoziny ziejmé spliuji U, C" = S, . Navic pro kazdé x € {0,1,...,l,}
je rovnost

P(N,x=2z) =PY,® e Cn)

zfejmé z konstrukce pravdépodobnosti prechodu a protoze stavy v C7' zahrnuji
vSechny moznosti, kdy by mohlo nastat x neprekryvajicich se sekvenci délky k.

Tedy pro vypocet rozdéleni ndhodné veli¢iny N, ; mizeme vyuzit Markoviv
fetézec YF) a vzorec (T.1]).



2.1.3 Vypocet rozdéleni

Nejdiive nalezneme vsSechny absorpéni stavy. Uz vime, Ze minimalni pocet
pokust potfebny na dosazeni stavu (x,i) je xk + i. Tedy absorpéni stavy jsou
vSechny stavy (z,i) takové, Zze n = xk + i. Takovy stav je pouze jeden a to
A, = {(l,,n mod k)}. Nyni ukdzZeme, jak vypadd matice P,(t). Pravdépodobnosti
prechodu jsou nasledujici:

7,0)) = 2, pro viechna (z,i) € S, 0 \ A,

\_/
s
~

/\ —~

8

~.
~
A

ri);(zi+1)=wpro0<z<l,—lal0<i<k—2aproz=1I,a
<i<(nmodk)—1,

(x,k—1);(x+1,0)) =w; pro 0 <z <1, — 1,
(x,0),(x,0)) = 1 pro (z,i) € A,
5) pe(2,0); (y,5)) = 0 jinak.

Tvar matice P,(t) uvadime v pfﬂoze (A.1)).
Uvedeme tvrzeni o velikosti S, &), abychom zjistili rozméry matice P,(t) a
meli predstavu o slozitosti Vypoctu

Tvrzeni 3. Pro velikost mnoZiny SY(k) plati:

|SY,Ek>| =n-+1.

Dukaz. Velikost S ) ziskdme primo vypoctem:
I, l—1 ln—1

Syl = 210 = X 1CHHICE = Y () +n—luk+1 = Lktn—lk+1 = nt1

O

Jako posledni potfebujeme pocatecéni rozdéleni:

(7" = (1,0,...,0).
N——

Nyni médme vSechno pripravené k pouziti vzorce (1.1)).

Priklad. Pro ndhodnou veli¢inu Ng 3, kterd udava pocet nepiekryvajicich sekvenci
délky 3 v 6 pokusech, méame lg =6div3=2a

Sy = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0)}.
Mnozinu S rozdélime na:
€5 = {(0,0),(0,1),(0,2)},
Cf = {(1,0),(1,1),(1,2)},
Cy ={(2,0)}.



Absorp¢ni stav bude Ag = {(2,0)} a matice pravdépodobnosti prechodu bude mit
nasledujici tvar:

(0,0) (0,1) (0,2) (1,00 (1,1) (1,2) (2,0)

(0,0) 2y Wy 0 0 0 0 0
(0,1) 2 0 wy 0 0 0 0
(0,2) 2 0 0O w O 0 0
Py(t) = 1,0 0 0 0 z w 0 0
(1,1) 0 0 0 2 0 w O
(1,2) 0 0 0 2 0 0 w
(2,0) 0 0 0 0 0 0 1

Pro pouziti vzorce potiebujeme jesté vektor pocatecniho rozdéleni 7§ a poté vek-
tory U(CY):
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Pro ukazku uvedeme vysledky pro wy = 1/2 = z; pro kazdé t = 1,2,...,6:
P(Ng3 =0) = 0,6875, P(Ng3 = 1) = 0,29688, P(Ng 3 = 2) = 0,01562.
Pro w, =3/4 a z; = 1/4 pro kazdé t = 1,2,... 6 dostaneme:

P(Ngs = 0) = 0,26172, P(Ng5 = 1) = 0,56030, P(Ng3 = 2) = 0,17798.

2.1.4 Porovnani

V clanku Fu a Koutras| (1994) je zavedena mnozinu stavi pro vnofeni N, j

jako:
SY(k) = {(x,z) 0<<,;0<1 < k’—l}.
Rozdil je tedy jenom v mnoziné C7'. Zatimco ve vyse zminéném clanku autori
uvazuji O = {(l,i) : 0 <@ < k — 1}, my si vystacime s C7' = {(l,,i) : 0 <
i <nmod k}. Velikost jejich mnoziny je [Sy.u | = (I, + 1)k. Rozdil velikosti nasi
a jejich mnoziny stavit je |, w| — |S,m| = k — (n mod k) — 1. Tedy napiiklad
pro N1000’500 VYChéZi |SY(500)’ = 1500 a |SY(500)| = 1001 a pro N10007900 dostaneme
1000 1000

|SY1(§88)| = 1800 a |SY1((§)(§)8)| = 1001.

2.2 Rozdéleni nahodné velic¢iny M, ;.

Nyni se podivame na ndhodnou velicinu M,, j, kterd udava pocet prekryvaji-
cich se sekvenci délky k.



2.2.1 Globalni retézec

Vytvorime Markoviv Fetézec Y*) = {Yt : t € Ng}, do kterého vnorime
posloupnost { M, }2,. Jeho stavovy prostor Vypadé nasledovné:

S® = (i) :x €Np; =1 <i < k—1}\{(0,—-1)}.

Stavem (z,i) € S® proi = 0,1,...,k— 1 rozumime, Ze zatim mame z prekryvaji-
cich se sekvenci délky £ a ¢ je délka soucasného tetézce tispéchii. Pokud by délka
soucasného fetézce byla vétsi nebo rovna k, pak nastane stav (z, — 1) € S®*)
Tento stav znaci, Ze jiz nastalo alespon k tuspéchi v radeé, a tudiz kazdy dalsi
uspéch navysuje pocet prekryvajicich se sekvenci o 1.

Nyni uvedeme pravdépodobnosti prechodu:

1) pe((z,9); (2,0)) = 2 pro viechna (z,i) € S®,

)
pe((z,i); (zi+ 1) =wyprox €Ngal0<i<k-—1,

(
(
(x,k—1);(x+1,—1)) = w; pro z € Ny,
(x,—1);(x+1,—1)) =w; pro x € N,

(

+((2,); (y,4)) = 0 jinak.

1) ukazuje pravdépodobnost, Ze pokus ¢ bude netspéch. Ve 2) nastane uspéch,
ktery jesté neni k—ty v fadé. 3) je situace, kdy nastane pravé k—ty ispéch v rade,
a tim padem se navysuje pocet hledanych sekvenci o 1. V pripadé 4) je soucasny
fetézci delsi nez k a dalsi uspéch prida dalsi sekvenci. V priloze uvadime
¢ast matice P(t).

2.2.2 Ovéreni definice

Nyni musime ovérit, ze posloupnost {M; j }5°,. 1ze vnorit do Markovova fetézce
Y®) . Necht n € N pevné. Zatneme s uréenim mnoziny S R Maximalni pocet
prekryvajicich se sekvenci délky k v n pokusech je [,, = n — 'k + 1. Jedind mozn4
trajektorie jak se k [,, dostat, je pokud nastanou samé uspéchy, tedy trajektorie
T = ((0,0),(0,1), ..., (0k = 1),(1, = 1),(2, = 1), (In, — 1)). Tedy tyto stavy
musi byt v mnoziné S WOE Déle si uvédomime, ze pro stav (z,i), kde 1 < x <1,
a —1 < i < k—1, je nejkratsi trajektorie T = ((0,0),(0,1), 0k = 1), (1, —
1,2, = 1),...,(z, — 1),(x,0),(z,1),... ,(x,i)). Tedy je potteba alespon k 4+ x + i
pokust. Pokud zafixujeme z, zjistime, pro jaké 0 <i < k — 1 stavy (z,i) € SYA’“’
Z nerovnice:

1<n—x—k.

Celkem tedy dostaneme
p={(0,0):0<i<k—1}U{(z,):1<2<l,;;—1<i<min(lk—1ln—z—k)}.
Pro pevné n € N zkonstruujeme mnoziny C7' jako:

—{(04) =0 <i<k—1},
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Cr ={(z,):0<i<min(k —1,n—x —k)} pro kazdé z = 1,2,... 1.

T

Z¥ejmé plati Uy C2 = S, . Rovnost
P(M,, =2) =P(Y® c Cm)

vyplyva pro kazdé =z € {0,1,...,0,} z konstrukce pravdépodobnosti pfechodu
fetézce a protoze C7' obsahuje vSechny moznosti, kdy by mohlo nastat = prekry-
vajicich se sekvenci délky k.

Ukazali jsme, 7e vnoieni { M}, do fetézce Y¥) je validni, a mzeme ho
tedy vyuzit k vypoctu rozdéleni M, ; pomoci vzorce ({1.1)).

2.2.3 Vypocet rozdéleni

Nejdiive uréime mnozinu A,,. Podivdme se na to, od jakého xy uz stavy (z,k—

1)¢SY751<;)1
o =n—2k+ 1.

Mame tedy A, = {(zy) : 1 <z <, An—-2k+1< x;i =n—2x—k}.
Pravdépodobnosti prechodu jsou nasledujici:

1) pe((2,i); (2,0)) = 2 pro vechna (7,i) € Sy.m \ Ay,

((xg);(zyi+1)=wypror=0a0<i<k—laprol<z<l[,—1a
i <min(k —2n—z —k—1),

Matici P, (t) uvadime v priloze (A.3)).
V nésledujicim tvrzenim dokazeme, jaka je velikost S, &), coz nam dd rozmeéry
matice P,(t).

Tvrzeni 4. Pro velikost mnoZiny SY““) plati:

2

%_lm-kl, pokud n — 2k + 1 < 0.

n+kn+ 53 41 pokudn —2k+1>0,
|SY7EI<)| = {

Diikaz.  Stavovy prostor Sy rozdélime na Ry = {(z,i) : (x,k —1) € SY,E’”}
a Ry = My \ R;. Uz vime, Ze pro vSechna x € {1,2,...,n — 2k + 1} méme
Cr={(x,): —1<i<k—1}aprovSechna x € {n —2k+2n—2k+3,....10,}
mame C7 = {(z,i) : =1 < i < n — 2 — k}. Problém by mohl nastat, pokud
n — 2k + 1 < 0, protoze stavy s nulou mame zapocitané uz v R;. Rozdélime si
tedy diikaz na dva pripady:
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)n—2k+1>0:
Ziejmé |Ry| =k + (k4 1)(n — 2k + 1). Nyni spocitdme |Rs|:

n—k+1 k’2 + ]{7
Ro)= Y (n—z—-k+2)=
rz=n—2k+2 2
Celkem dostaneme:
k — 3k?

|SY75k>]:|R1]+]R2\ =n+kn+ + 1.
2)n—2k+1<0:
Protoze n — 2k + 1 < 0, tak potom Ry = C§. Tedy |R;| = k. Dale mame:

o 3L, — I
Ro|=> (n—az—k+2)= 5 L

r=1

+ lyn — ki,

Celkem dostaneme:

2+3n+k—k
|Sy7£’“)|:|Rl|+|R2|=n i n; —kn+1

Jako posledni potiebujeme pocateéni rozdéleni:

(L,0,...... ,0), pokud n — 2k +1 >0,
—_——
ﬂ_nT _ n+kn+k22#3]C
0 (1,0,......... 0), pokud n—2k+1<0.
—_ ———

2 2
n243n+k2—k
5 kn

Nyni méame vSe potfebné k pouziti vzorce (1.1)).

Priklad. UkédZeme vnoteni pro My 3. Zajimé néas tedy pravdépodobnostni rozdéleni
poctu prekryvajicich se sekvenci délky 3 ve 4 pokusech. Pro tento pripad vychazi
ly =4—341=2. Budeme tedy pracovat se stavovym prostorem

Sy ={(0,0),(0,1),(0,2),(1, = 1),(1,0),(2, = D)},
ktery rozdélime na:
Co = 1{(0,0),(0,1),(0,2)},
Ci ={(1, - 1),(1,0)},
Cy ={(2, -1}

Mnozina absorpénich stavu je Ay = {(1,0),(2 — 1)}. Matice pravdépodobnostni
prechodu bude vypadat nasledovneé:
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(0,00 (0,1) (0,2) (1,-1) (1,0) (2,—1)

(0,0) Zr Wy 0 0 0 0

(0,1) 2 0 Wy 0 0 0

_(0,2) Z 0 0 Wy 0 0
PO=."1 0 0 0o 0 =z uw
(1,0) 0 0 0 0 1 0

(2,-1) 0 0 0 0 0 1

Pokud méme takto sefazené stavy, potom U(C%) a vektor pocdtecnich pravdépo-
dobnosti 7§ budou vypadat nésledovné:

UGy =|,| - UCH =] UC)=

O OO = ==
O = = O OO
_ 0 O O OO
OO OO O

Ukéazeme si vysledky pro wy = 1/2 = z, pro kazdé ¢t = 1,2,3,4. Pak pouzitim
vzorce dostaneme:

P(Mys = 0) = 0,8125, P(Mys = 1) = 0,125, P(My 5 = 2) = 0,0625.
Déle pro w; = 3/4 a z, = 1/4 pro kazdé t = 1,2,3,4 ziskdme vysledky:
P(Mys = 0) = 0,47266, P(M, 3 = 1) = 0,21094, P(My3 = 2) = 0,31640.

2.2.4 Porovnani

V ¢lanku [Fu a Koutras (1994) autofi zavedli mnozinu stavti pro vnotreni M,
jako:

—_~—

S ={(24) : 0<w<l,— ;=1 <i<k—1}U{(l, — D}\ {(0, = )}.

n

Vidime, ze oproti autortim ¢lanku se obejdeme bez velkého mnozstvi stavi, které

—_~—

jejich mnozina stavii obsahuje. Velikost stavového prostoru je [Sy.w| = n + kn —
k? 4+ 1. Rozdil poctu stavii je nasledovny:

. kQQ—k, pokud n — 2k +1 >0,
|Sy(k)| - |Sy(k)| = k—n2—n—3k2
¢ ¢ 2kn + == pokud o — 2k + 1 < 0.

Tento rozdil mize byt velky, napriklad pro ndhodnou veli¢inu Moo 500 Vychazi
Sy o0y | = 251001 a [Sy,co0)| = 126251. Velké zlepSeni nastane také u Migoo,900,
1000 1000

kde dostaneme |SY(900)| = 91001 a |SY(900)| = 6051.
1000 1000

2.3 Rozdéleni ndhodné veli¢iny £, ;.

Jako dalsi se podivaime na ndhodnou veli¢inu F,, j, kterd udava pocet fetézcii
délky k£ v n pokusech.
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2.3.1 Globalni retézec

Néhodnou posloupnost {E; ;. }$2, vnotime do Markovova fetézce Y*) =
{Y;(k) :t € Ny}, jehoz mnozina stavii vypadéd nésledovné:

SW = {(z,i) 2z €Ny;—2<i<k—1}\{(0,-2)}.

Stav (x,i) € S® pro i = 0,1,...,k — 1 znadi, Ze uz nastalo x fetézct délky k
a nyni mame i za sebou jdoucich tspéchii. Stav (x, — 1) € S®) znadf situaci, kdy
na konci nastalo vice nez k uspéchii v fadé, a tedy tento retézec bude mit délku
votsi nez k a nebude se pocitat. Cekdme tedy, az nastane netspéch, abychom
mohli poéitat novy fetézec. Stav (z, — 2) € S*®) znamend, Ze soucasny fetézec
ma prave délku k, ale kdyz nastane dalsi ispéch, délka tetézce bude vétsi a tento
fetézec nebudeme pocitat. Tedy jestlize po stavu (z, — 2) € S*) nastane tispéch,
presuneme se do stavu (z — 1, — 1), v opaéném pripadé se dostaneme do stavu
(x,0).
Pravdépodobnosti prechodu zavedeme nasledovné:

1) pi((z,9); (2,0)) = 2 pro viechna (z,i) € S*,

2) pe((x)i);(xi+1)=wprox € Ngal<i<k-—2,
3) pe((zk—1);(x+1,—2)) =w, pro x € Ny,

4) p((z, = 2);(x =1, - 1)) =w, prox €N,

5) pi((z, = 1); (2, — 1)) = wy pro x € N,

6) pe((,0); (y,5)) = 0 jinak.

1) znadi situaci, kdy pokus ¢ bude neispéch. Ve 2) nastane uspéch, ktery ale jesté
neni k—ty v fadé. 3) je situace, kde mdme k — 1 tispéchi v fadé a dalsi aspéch
nam da fetézec délky k. 4) je pripad, ve kterém méame pravé retézec délky k
a dalsi uspéch tento fetézec prodlouzi a my tedy o jeden délky k prijdeme. 5) znaci
pripad, kdy mame fetézec délky vétsi nez k a dalsi ispéch jenom fetézec prodlouzi
a pocet hledanych fetézct se tedy neméni. Matici P(t) uvddime v priloze (A.4).

2.3.2 Ovéreni definice

Ukézeme, ze posloupnost {E;;}72, lze opravdu vnorit do Markovova Tetézce
y k) — {Y;(k) .t € No}. Nejdfive pro pevné n € N uréime mnozinu Sy, . Nejvyssi
pocet fetézcu délky k, které mizeme nalézt v n pokusech je l,, = (n+ 13 div (k+1).
Jedna z moznych trajektorif jak se k [, dostat je T = ((0,0),(O,l), —o(0,k=1),(1,—
2),(1,0),(1,1),...,(ln, — 2)) Vsechny tyto stavy tedy lezi v mnoZiné Sy w).
se podivame, pro jaké x € {0,1,...,l,} lezi (x,— 1) v hledané mnoziné. Aby nastal
stav (x, — 1), potfebujeme alespon xzk + = + k + 1 pokust. Tedy musi platit:

Nyni

. n—k—1
- k+1
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Protoze x € Ny, tak plati (z,—1) € S, ), pokud 0 <z < (n—k—1) div (k+1).

Déle se podivame na to, pro jaké i € {0,1,... .k — 1} lezf stavy (l,,i) v Sy .m.

Pro stav (l,,i) potfebujeme [,k + [, + ¢ pokust. Musi tedy platit:
i<n—1I,(k+1).
Celkem dostaneme:

Syék):{(x,—Z):lgxgln}U{(x,—l):O§x§(n—k—1)div(l€+1)}u

U{(z,i) : 0<2<,—-1;0<i<k—1}U{(l,i):0<i<n—I,(k+1)}.
Pro pevné n € N ozna¢me a = (n — k — 1) div (k + 1). Mnoziny C}' zavedeme

jako:

:0<i<k-—1}, pokuda <0,

:—1<i<k-—1}, pokuda >0,

—2<i<k-—1}, pro 1 <z <a,
i=-2N0<i<k-1}, prol<zAha<z<l,—1,
O ={(lpg) :i==2N0<i<n—I,(k+1)}.

Rovnost U, C7 = S, zfejmé plati a rovnost
n

P(E,, =) =P(Y® e Cn)
plati pro kazdé = € {0,1,...,l,} z konstrukce pravdépodobnosti prechodu a pro-
toze C} obsahuje vSechny stavy, které odpovidaji situacim, jak ziskat x hledanych
fetézc.
Posloupnost {E;;}%2, tedy lze vnofit do Markovova fetézce Y¥) a miizeme
pomoci vzorce spocitat rozdéleni veliciny £, j.

2.3.3 Vypocet rozdéleni

Nejdrive uré¢ime mnozinu absorpcnich stava A,. Hledame takové stavy, na
které je potfeba minimélné n pokusi. To zavisi na vyrazu n—I,(k+1) nasledovneé:

{(luyn — 1, (k+ 1))}, pokud n—1,(k+1) >0,
Ap = ¢{n,0),(l, —1,— 1)}, pokud n—1I,(k+1)=0,
{(ln, — 2)}, pokud n —1,(k+1) <0,

Pravdépodobnosti prechodu vypadaji nasledovné:

1) pe((w,i); (2,0)) = 2 pro viechna (z,i) € Sya \ An,
(

2) pi((zy0);(xi+ 1) =wypro0<zx<l,—lal0<i<k—2aprozx=1I,a
0<i<n—Il(k+1) -1,
3) pe((xk—1);(x+1,-2)=w,pro0 <z <[, —1,
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5) pe((z, —1); (z, — 1)) = w; pro vechna (x, — 1) € S,» \ Ay,
6) pt((ZU,Z),(QT,Z)) =1 pro (IE,Z) € Ana

7) pe((2,9); (y,7)) = 0 jinak.

V priloze (A.5)), (A.6) a (A.7]) uvddime vSechny tfi pripady matic P, (t) v zavislosti
na vyrazu n — l,(k + 1).

V nasledujicim tvrzeni urc¢ime velikost mnoziny SY,E'”
matice P,(t).

a ziskame tim rozméry

Tvrzeni 5. Pro velikost mnoZiny Sy« plati:

Syl =n+2+[(n—Fk—1)div (k+1)].

Diikaz.  MnoZinu Sy jsme definovali jako sjednoceni ¢ty mnozin. Oznacme
postupné tyto mnoziny jako My, My, Mz, M. Je ziejmé ze |M,| =1, a |Ms| = k.
Protoze 0 < k < n pak plati:

[(n—k—1)div(k+1)] >[(n—n—1)div (k+1)] > —1,

n—ly(k+1) = n—[(n+1) div (k+1)](k+1) > n—ZE(kH) -1 =—1.

Tedy |Ms| = [(n—k—1) div (k+1)]4+1 a |My| = n—1,(k+1)+1 maji smysl, protoze
velikosti mnozin nikdy nebudou zaporné. Protoze jsou tyto mnoziny disjunktni,

Sy 00| = |My] + | M| + | Ms| + [My] a tedy:

\Syék)|:n+2+[(n—k—1) div (lf-f-l)]

Posledni co potfebujeme, je pocatecni rozdéleni:

n+[(n—k—1) div (k+1)]

Mame tedy vSechno pottebné k spocitani rozdéleni pomoci vzorce (|1.1]).

Priklad. Nyni si ukazeme rozdéleni Ej o, tedy pocet fetézeu délky 2 v 6 pokusech.
Maximalni pocet Tetézct je lg = (6 + 1) div (2 4+ 1) = 2. Stavovy prostor bude
tedy vypadat nasledovné:

Syﬁ(z) ={(0, — 1),(0,0),(0,1),(1, — 2),(1, — 1),(1,0),(1,1),(2, — 1),(2,0) }.
Mnozinu $ rozdélime na:

€5 ={(0, = 1),(0,0),(0,1)},

CY ={(1,-2),(1, = 1),(1,0),(1, 1)},

C3 ={(2,-2),20)}.
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Protoze n — lg(k+ 1) =6 —2(2+ 1) = 0, mnozina Ag = {(1 — 1),(2,0)}. Matice
pravdépodobnosti prechodu bude mit tvar:

(0,-1) (0,00 (0,1) (1,-2) (1,—-1) (1,0) (1,1) (2,—2) (2,0)

(0,—1) Wy 2 0 0 0 0 0 0 0
(0,0) 0 2y Wy 0 0 0 0 0 0
(0,1) 0 2 0 Wy 0 0 0 0 0
(1,-2) wy 0 0 0 0 2 0 0 0
Py(t) = a,-1) 0 0 0 0 1 0 0 0 0
(1,0) 0 0 0 0 0 Zy Wy 0 0
(1,1) 0 0 0 0 0 2 0 Wy 0
(2,-2) 0 0 0 0 Wy 0 0 0 2
(2,0) 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Pro vypocet jednotlivych rozdéleni ddle potiebujeme vektory U(C?) a 7§, které
pri nasem sefrazeni vypadaji takto:

1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
Ucg) = (0], UC)=|1],U(C3)=|0],m5 =0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0

Napriklad pro w; = 1/2 = z pro kazdé t = 1,2,...,6 vyjdou pravdépodobnosti:
P(Es2 =0) =0,60937, P(Eg2 = 1) = 0,34375, P(Es2 = 2) = 0,04688.
Prow; =3/4 a z, = 1/4 pro kazdé t = 1,2, ... ,6 dostaneme nésledujici vysledky:
P(Es2 =0) =0,67261, P(Es2 = 1) = 0,26806, P(Es2 = 2) = 0,05933.

2.3.4 Porovnani

V ¢lanku |Fu a Koutras| (1994) zavedli autofi mnozinu stavii pro vnoreni E,, j
jako:

Sy ={(z) 1 0<w <l —2<i<k—1}\{(0,~2)}.

Velikost jejich mnoziny je \ggk/) | = (I, +1)(k+2)—1. Rozdil velikosti neuvadime,
protoze se ve vyrazu nic neodecte. Nejvétsi rozdil nastava v mmnozinach 6’7’}1 =
{(ni) : 2<i<k—-1}a ] ={(lni) :i=-2AN0<i<n—1,(k+1)}. Pro

—_—

Elg00,500 dostaneme mnoziny o velikosti [S 0| = 1003 a [S},coo) | = 1002 a pro
1000 1000
E10007900 ziskame |SY(900)| = 1803 a |SY(900)| = 1002.
1000 1000

2.4 Rozdéleni ndhodné veli¢iny G,

Néhodna veli¢ina G, znaci pocet Tetézcli délky vétsi nez k v n pokusech.
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2.4.1 Globalni retézec

Pro ndhodnou posloupnost {G;}22, mame Markoviv fetézec Y*) =
{Y;(k) :t € Ny} se stavovym prostorem

SW = {(zi):xeNg: —1<i<k—1}\{(0,-1)}.

Stav (z,i) € S®, kdei =0,1,...,k—1, znamen4, ze zatim mame z Fetdzct délky
vétsi nez k a délka soucasného fetézce tspéchit je i. Stav (z, — 1) € S® znadi,
ze nastalo x Tetézcu délky vétsi nez k a soucasny retézec presahl délku k. Tedy
¢ekdme na netspéch, abychom se mohli presunout do stavu (z,0) a mohli zacit
pocitat délku dalsiho Tetézce.

Pravdépodobnosti prechodu budou vypadat nasledovné:

1) pi((z,9); (2,0)) = 2 pro viechna (z,i) € S*,

)

(((z0); (zi+ 1)) =w,pror €Nga 0 <i<k—2

) pi(
) pi(
) pi(
) pi
) pie(

~ W

(@, = 1)i (2, = 1)) = wy pro & € N

ot

(
(
(2.6 — 1); (x + 1, — 1)) = w, pro x € Ny,
(
(

v((2,2); (y.7)) = 0 jinak.

Prechod 1) znadi situaci, kdy pokus ¢ bude netuspéch. Situace 2) je pripad, kdy
nastane uspéch, ale délka soucasného retézce tispéchu jesté nepresahla hodnotu k.
V piipadé 3) nastane pravé k—ty tspéch v radé, pocet fetézcu délky vetsi nez k
se navysuje o 1 a presouvame se do stavu, kde ¢ekdme na netispéch. 4) je situace,
kdy nastane uspéch a my uz mame vice nez k tspéchii v radé a dalsi ispéch nas
stav tedy nemén{. Matici P(t) uvadime v pifloze (A.g).

2.4.2 Ovéreni definice

Ovéifme, ze Y je vhodny Tetézec pro vnoieni posloupnosti {G}2,. Za-
¢neme s nalezenim mnoziny SY,E'” pro n € N pevné. Nejvyssi mozny pocet hle-
danych retézct je [, = (n+ 1) div (k + 1). Jedna z moznych trajektorii, jak se
dostat k I, je T = ((0,0),(0,1),...,(0.k = 1),(1, = 1),(1,0),(1,1),...,(In, — 1)).
Stadi se tedy zabyvat pro jaké i € {0,1,...,k — 1} muZe nastat (,,i). Aby nastal
stav (l,,i), potfebujeme alespon I,,(k + 1) + ¢ pokust. Tedy musi platit:

i<n—1I,(k+1).
Celkem dostavame:
SYék) ={(zj):0<2 <, —1;,-1<i<k—-1}U
U{(lnd): =1 <i<n—1I1,(k+1}\{0,—1)}
Pro pevné n € N zavedeme mnoziny C]' nasledovné:
v ={(0,4):0<i<k-—1},

Cr={(xj): —1<i<k-—1}prokazdé z =12,...,l, — 1,
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Cp = {(li): —1<i<n—L(k+1)}

Déle le"zo Cr = SYTSI@) ziejmé plati a pro kazdé x € {0,1,...,l,} rovnost

P(Gy =) = P(Y" € C7)

vyplyva z konstrukce pravdépodobnosti prechodu a protoze C7' obsahuje vSechny
stavy, které odpovidaji situacim, jak ziskat pravé x hledanych fetézci.

Ukazali jsme, ze posloupnost {Gy 1}, lze vnofit do Markovova fetézce Y %)
a tedy mizeme vyuzit vzorec pro vypocet rozdéleni veliciny G, j.

2.4.3 Vypocet rozdéleni

Najit absorpéni stavy je u G, x jednoduché. Jediny stav, na ktery potfebujeme
praveé n pokust je A, = {(l,,n—1,,(k+1))}. Déle si ukdzeme prvky matice P,(t).
Ty jsou nasledujici:

2) p((zyi);(xi+ 1) =wypro0<zx<[,—lal0<i<k—2aprox =1,
al0<i<n-—Il,(k—1)—1,

rk—1);(x+1,—-1)=w,pro0 <z <I[,—1,

V priloze (A.9) uvadime, jak takovd matice P,(t) vypada.
V dalsim tvrzeni ukédzeme velikost mnoziny SY(k).

Tvrzeni 6. Pro velikost mnoZiny Sy« plati:

|SY7£1<)| =n+1.

Diikaz. Velikost S, .« ziskame primo vypoctem:

ln—1

1Syl = (051 + 3 €3]+ [cp |
r=1

ln—1

=k+ > (k+1)+n—1L(k+1)+2

r=1
=k+(,—DEk+D)4+n—1(k+1)+2
=n-+1
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Posledni, co potfebujeme, je pocatecni rozdéleni:

(7" = (1,0,...,0).
N——

Vse tedy méme pripravené k pouziti vzorce (1.1)).

Priklad. Pro ndhodnou veli¢inu G7 o, kterd predstavuje pocet fetézct délky vétsi
nez 2 v 7 pokusech, vychazi nejvyssi mozny pocet hledanych tetézct jako [, =
(7+ 1) div (2 + 1) = 2. Stavovy prostor vypada takto:

Sy = {(0,0),(0,1),(1, = 1),(1,0),(1,1),(2, = 1),(2,0),(2,1) }-
Ten rozdélime na:
C5 ={(0,0),(0,1)},
CT = {(1, = 1),(1,0),(1L,1)},
€3 ={(2,-1).(20,21}

Absorpéni stav bude v mnoziné jeden a to A; = {(2,1)}. Matice pravdépodobnosti
prechodu bude vypadat nasledovné:

(0,00 (0,1) (1,-1) (1,00 (1,1) (2,-1) (2,00 (2,1)

(0,0) Zy W 0 0 0 0 0 0
(0,1) 2 0 Wy 0 0 0 0 0
(1,—1) 0 0 Wy 2 0 0 0 0
(1,0 0 0 0 2t Wy 0 0 0
PO="bl 0o 0o 0 % 0 w 0 0
(2,-1) 0 0 0 0 0 Wy 2 0
(2,0) 0 0 0 0 0 0 2y Wy
(2,1) 0 0 0 0 0 0 0 1

Déle potiebujeme vektory U(CT) a 7, které pri nasem sefazeni stavii vypadayji
takto:

1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
v =g ueh=.veh= o =1;
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

Pokud w; = 2z, = 1/2 pro kazdé t = 1,2,...,7, pak dostaneme néasledujici pravdé-
podobnosti:

P(Gry = 0) = 0,26563, P(Gy = 1) = 0,59375, P(Gy.2 = 2) = 0,14062.
Pro w;, =3/4 a z; = 1/4 pro kazdé t = 1,2,...,7 dostaneme vysledky:

P(Gra = 0) = 0,03101, P(Gra = 1) = 0,67236, P(Gr2 = 2) = 0,29663.
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2.4.4 Porovnani

V ¢lanku [Fu a Koutras| (1994)) zavedli autofi mnozinu stavii pro vnoreni G,
jako:

—_~—

Som ={(zi): 0< 2 <ly—1<i<k—1\{(0, — 1)}

Yo

Velikost mnoziny je |§;$ | = (I, +1)(k+1) — 1. Oproti autorum ¢lanku zavadime
mnozinu C7" mensi. Zatimco oni pocitaji s mnozinou 6’\[2 = {(lny) : =1 <i <
k — 1}, my si vystacime s mnozinou C]' = {(ln,i) : =1 < i < n —1,(k+ 1)}.
Rozdil poctu stavi je tedy:

Syl = 1Sywl =k+1—(n—ly(k+1)+2) = (k+ 1)(1+1,) —n—2.

—_——

Napiiklad pro Gigoos00 dostaneme stejny pocet stavii |Sy.co | = 1001 =[Sy, 00|
o 1000 1000

a pro G1000,900 Vychézi ‘Syl(gg(()))| = 1801 a |SY1(09(§)((]))| = 1001.

2.5 Rozdéleni ndhodné velic¢iny L,

Posledni ndhodné veli¢ina, jejiz rozdéleni chceme nalézt, je L,, tedy délka
nejdelsiho Tetézce tspécht v n pokusech. Jeji rozdéleni lze spocist dvéma zptisoby.
Jeden vyuziva jiz nalezené rozdéleni nahodnych velicin Ny, i, M, , Gy 1 a druhy
je pres vnoreni do Markovova fetézce.

2.5.1 Alternativni zpusob vypoctu rozdéleni

V prvnim piipadé nejdiive definujeme nahodné velic¢iny N, o = M, o = Gpo =
laNypt1 = Mypt1 = Gpuyr = 0. Poté miZeme vyuzit toho, Ze pro kazdé
k=0,1,...n plati

P(L, < k) = P(Nyy = 0) = P(Gpy = 0) = P(M, ; = 0).

Vlevo mame pravdépodobnost, ze délka nejdelsiho Tetézce tispéchii je mensi nez
k. Prvni rovnost vychézi z toho, ze P(N,x = 0) je pravdépodobnost, ze pocet
neprekryvajicich se sekvenci délky £ je 0, coz je pravdépodobnost, ze nenastane
vice nez nebo presné k tuspéchti v tadé, tedy délka nejdelsiho fetézce musi byt
mensi nez k. Dalsi rovnosti a postupy jsou analogické a proto uvedeme jenom
piipad vyuziti rozdéleni N,, . Déle je ziejmé, ze

P(L,=k)=P(L,<k+1)—P(L, <k),
tedy plati rovnost
P(L, =k) =P(Npr41 =0) — P(N,p = 0).

Tedy mame vzorec pro vypocet rozdéleni nahodné veliciny L,,.
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2.5.2 Globalni retézec

Druhy pristup je obdobny jako u predchozich ndhodnych veli¢in. Nahodnou
posloupnost {L;}°, vnofime do Markovova fetézce Y = {Y; : t € Ny} se stavo-
vym prostorem

S ={(zj):zeN;—1<i<z}U{(0,0)}.

Stav (z,i) € S, kde i # —1, znamend, Ze délka nejdelsiho Fetézce, ktery doposud

nastal, je x a i je délka souc¢asného fetézce tispéchu. Situace (z,—1) € S znamena,

ze soucasny tetézec ma délku x a tedy dalsi tspéch tetézec prodlouzi.
Pravdépodobnosti prechodu budou vypadat nasledovné:

1) pi((x,i); (2,0)) = 2 pro vSechna (x,i) € S,

\)

t((z,0); (zyi+ 1) =w,prozeNalO<i<z-—1,

) i
) i
) t(
) i
) i

w
S

W

r,—1);(x+1,—-1)) =w, prox € N,

(

(

(2,2); (z + 1, — 1)) = w, pro x € Ny,
t(
(

5) pe((x,0); (y,7)) = 0 jinak.

1) je pravdépodobnost, ze pokus ¢ bude neuspéch. 2) znaci situaci, ze nastane
uspéch, ale délka soucasného fetézce nepresahne délku jiz nalezeného nejdelsiho
retézce. V pripadu 3) nastane tispéch a soucasny fetézec se stane novym nejdelsim
retézcem. 4) je situace, kdy nastane tispéch a soucasny retézec je nejdelsi nalezeny
retézec a dalsi iispéch ho pouze prodlouzi.

Matice P(t) bude vypadat nésledovné:

(0,00 (1,-1) (1,0) (1,1) (2,-1) (2,00 (2,1) (2,2) (3,-1)

(0,0) 2 Wy 0 0 0 0 0 0 0
(1,—1) 0 0 2 0 Wy 0 0 0 0
(1,0) 0 0 Zr Wy 0 0 0 0 0
(1,1) 0 0 2 0 Wy 0 0 0 0
(2,-1) 0 0 0 0 0 2 0 0 Wy
PH)= 60l 0 0 0 0 0 =z w 0 0
(2,1) 0 0 0 0 0 2 0 wy 0
(2,2) 0 0 0 0 0 2t 0 0 Wy
(3,—1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2.5.3 Oveéreni definice

Zacneme s ur¢enim mnoziny Sy, pro n € N pevné. L, = n pouze pokud
nastaly samé uspéchy. Tomu odpovida trajektorie T' = ((0,0),(1, —1),(2, —

1),... ,(n,—l)). Aby nastal stav (x,i), kdex € {1,2,...,n—1}ai € {0,1,2,... 2},
potfebujeme alespon = 4 ¢ + 1 pokust. Tedy musi platit:

1<n—x—1.
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Mnozina Sy, bude tedy vypadat nasledovné:
Sy, ={(z,i):0<z<n;—1<i<min(z,n—z—1)} \ {(0,— 1)}
Mnoziny C7' pro pevné n € N definujeme nasledovné:
¢ = {(0,0)},
Cr={(xj): -1 <i<min(x,n —z — 1)} pro kazdé z = 1,2,... n.
Rovnost U?_, C = Sy, zfejmeé plati a rovnost
P(L,=z)=P(Y,€C})

vyplyva z konstrukce matice P(t) a mnozin C pro kazdé = € {0,1,...,n}.
K vypoctu rozdéleni L, lze tedy vyuzit vzorec (1.1)).

2.5.4 Vypocet rozdéleni
Potrebujeme mnozinu A,,, tedy stavy na které je potfeba presné n pokustu. To
budou stavy (z,n — z — 1) takové, ze plati:

r>n—x—1

n—1
x 2

Navic musi byt « > 1, protoze stav (0,0) nebude nikdy absorpéni. Protoze = € N,
dostévame tedy A, = {(z,i) : [%5] <2 <IA1 < zji =n—2z—1}, kde [-] znadf
horni celou ¢ast ¢isla. Pravdépodobnosti prechodu v matici P, (t) jsou nasledujici:

1) pe((x,i); (2,0)) = 2 pro vsechna (x,i) € Sy, \ A,,

6) pe((x,9); (y,5)) = 0 jinak.
Tvar matice P,(t) uvadime v piiloze ((A.10)).

Tvrzeni o velikosti mnoziny Sy, ndm da predstavu o slozitosti vypoctu rozde-
leni.

Tvrzeni 7. Pro velikost mnoziny Sy, plati:

2 . s
S| = nAOntL - pro n liché,
| Ynl -

2 7/
%6”, pro n sudé.

Diikaz. Potiebujeme zjistit, pro jaké z € {1,2,...,n} jsou mnoziny C?' ,plné*,
tedy C = {(x,) : —1 < i < zx}, a pro jakd = € {1,2,... ,n} nejsou C?  plné“,
tedy C7 = {(x,i) : =1 <i <n—ax — 1}. To zjistime z nerovnice:

n—1
i— 2 .

X
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Protoze tato  musi byt ptirozena, tak = < (n— 1) div 2. To se da rozdélit na dva
pripady podle parity ¢isla n. Tedy

pro x < ”?_1, pro n liché,
T < = pro n sudé.

Pro n liché dostaneme:

n—1

Syl =1C51+ 212+ >0 1CY]

=1 = n-;l

n—1

2 n
=1+) (z+2)+ > (n—z+1)
r=1 p=ntl
2

(n* +4n + 3)

ool =

1
:1+§(n2+8n—9)+
_n2+6n—1—1
-

Pro n sudé dostaneme:

n—2
p) n

Sy, | =1Ca1+ > 1C3 + > 1C3
x=1 m:%

n—2

=1+) (z+2)+ > (n—z+1)

r=1 x:%

1 2 1 2
:1+§(n +6n—16)+§(n +6n +8)
_n2+6n
=0

Jako posledni potrebujeme pocatecéni rozdélent:

(L,0,...... ,0), pokud n je liché,
—_————
ﬂ_nT _ n2+gn+171
0 (L,0,......... ,0), pokud n je sudé.
—_———
n2+6n 1

Mame vse pripravené k pouziti vzorce (1.1 pro vypocet rozdéleni L.

Priklad. Ukédzeme rozdéleni nahodné veli¢iny Lj. Stavovy prostor vypadé nésle-
dovné:

SYn = {(070)7(1’ - 1)7(170)7(171)7(27 - 1)7(2’0)’(37 - 1)}

Ten rozdélime na:
Cs ={(0,0)},
C% = {(17 - 1>7(17O)7(171)}7
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OS = {(27 - 1)7(27())}’
3 ={B. -1}

Absorpéni stavy budou Az = {(1,1),(2,0),(3, — 1)}. Matice pravdépodobnosti
prechodu bude mit nésledujici tvar:

(0,0) (1,-1) (1,00 (1,1) (2,-1) (2,00 (3,-1)

(0,0) 2 Wy 0 0 0 0 0
(1,-1) 0 0 24 0 Wy 0 0
(1,0 0 0 2y Wy 0 0 0
Py(t) = 0 0 0 1 0 0 0
(2,—-1) 0 0 0 0 0 2 Wy
(2,0) 0 0 0 0 0 1 0
(3,—1) 0 0 0 0 0 0 1

Jako posledni potfebujeme vektory U(C?) a pocatecni rozdéleni m3:

S
—~
8
~—

I
SO OO OO
S
—~
Q
w
~—

I
O OO = == O
S
—~
2
~—

I
SO = = O OO o
S
—~
2
~
I
_ o O O O oo
=
S w
I
SO O oo o

Napriiklad pro wy; = 1/2 = z pro kazdé t = 1,2,3 vyjdou jednotlivé pravdépo-
dobnosti nasledovné:

P(Ly = 0) = 0,125, P(Ls = 1) = 0,5, P(L3 = 2) = 0,25, P(Ly = 3) = 0,125.
Déle pro w, = 3/4 a z; = 1/4 pro kazdé t = 1,2,3 dostaneme vysledky:
P(Ly = 0) = 0,01562, P(L3 = 1) = 0,28125, P(L3 = 2) = 0,28125,
P(L; = 3) = 0,42188.
2.5.5 Porovnani

V ¢lanku Fu a Koutras (1994)) uvadéji pouze priklad retézce pro n = 3. Z toho
lze usoudit, jak by postupovali pro jakékoliv n € N a to miizeme porovnat s nasim
postupem. Mnozina stavi by vypadala nasledovné:

g;:{(x,i):()ﬁxgn;—lgigx}.

n

Velikost této mnoziny je |5’;n | = @ Takze rozdil nasi a jejich mnoziny je:

n2-1 : 4
— ,  pro n liché,
Sy, | =[Syl = {n;‘ )
o, pro n sudé.
Dosahujeme témér dvojnasobného zlepseni. Napriklad pro n = 1000 vychazi

Sy, | = 501500 a |Sy, | = 251500.
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Zaver

Nejdrive jsme v ivodu definovali pét ndhodnych veli¢in, jejichz rozdéleni jsme
chtéli spocitat. Potom jsme uvedli potfebnou teorii Markovovych fetézcu ke spoc-
teni jejich rozdéleni. Zavedli jsme novou definici pro vnofeni a uvedli vzorec
pro vypocet jednotlivych pravdépodobnosti vnorenych velic¢in.

U kazdé veli¢iny jsme zavedli Markoviv fetézec, ovérili platnost vnoreni,
ukazali jsme jak vypada matice pravdépodobnostni prechodu, uvedli priklad
pro pevné n a k a porovnali jsme velikost nasi mnoziny stavii s mnozinou
zavedenou v ¢lanku Fu a Koutras| (1994)). Vzdy jsme potvrdili, Ze ndmi navrzeny
postup je efektivnéjsi.
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A. Priloha

Zde uvadime matice, které jsme definovali v textu, jejichz rozméry jsou tak
velké, ze pro prehlednost jsme je umistili do ptilohy.
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