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Abstrakt: Grafické modely slizia na reprezentaciu pravdepodobnostnych vzta-
hov medzi ndhodnymi veli¢inami pomocou grafu . Ponikaji dobry spdsob na
vyjadrenie realnych situacii a preto sa casto vyuzivajui v strojovom uceni a Sta-
tistickom uvazovani. Cielom prace je popisat a implementovat spdsoby, ako gra-
fickym modelom odstranit z obrazu sum. Za graficky model zvolime faktorgraf,
v ktorom reprezentujeme ako vrcholy pixely v obraze a interakcie medzi nimi.
Pomocou algoritmov popisanych na grafe budeme hladat najpravdepodobnejsi
povodny obraz. Blizsie sa budeme venovat algoritmu belief propagation, ktory
je zalozeny na vzajomnom posielani sprav medzi susednymi vrcholmi. Teoretické
metody aplikujeme na obrazy so Sumom a porovname vysledky:.
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Uvod

Pri zachytavani obrazov ¢asto vznika nepriaznivy vedlajsi efekt — Sum. Jeden z
najzakladnejsich sposobov, ako ho odstranit, je pouzit filter, ktory sa snazi zbavit
sa Sum priemerovanim pixelov. Takto avsSak stratime iné vlastnosti obrazu.

V tejto praci pomocou grafickych modelov navrhneme a implementujeme zlo-
zitejsie metody. Grafické modely znazornuju vztahy medzi ndhodnymi veli¢inami
a Casto sa opieraju o predpoklad, ze vieme faktorizovat zdruzenda pravdepodob-
nost.

Model, ktory ndm pomoze rekonstruovat obraz, navrhneme podla sposobu
prezentovaného v [I]. Budeme vychadzat z Bayesovej vety a hladat budeme naj-
pravdepodobnejsi povodny obraz za podmienky zasumeného obrazu.

Pravdepodobnost budeme maximalizovat troma spésobmi. Prvy sa opiera o
konvexni optimalizaciu a vyuziva to, ze konvexné funkcie umoznuji jednoduchsie
hladanie minima. Druhy sposob je velmi jednoduchy, jedna sa o najmensie stvorce
ako Specialny pripad konvexnej optimalizacie. O nieco viac sa budeme venovat
tretej metdde. Pouzijeme algoritmus belief propagation ako v ¢lanku [2], ktory je
zalozeny na posielani sprav medzi vrcholmi grafu. Takisto pomocou ¢lanku [3]
navrhneme jeho zrychlenie diskrétnou Fourierovou transforméaciou.

V zavere prace ukdzeme vysledky rekonstrukcie réoznymi sposobmi. Pouzité
metody zhodnotime z viacerych hladisk. Do tivahy vezmeme rychlost algoritmu,
velkost obrazov, ktoré dokéazal spracovat, mnozstvo odstraneného sumu a podob-
nost s povodnym obrazom.

Vlastny prinos sa v prvom rade skladd z implementacie algoritmov. Dalej
sme spracovali podrobnejsie popis belief propagation a ostatnych metod. Takisto
dokazy vsetkych tvrdeni v tejto praci su povodné.



1. Zakladné pojmy

V tejto kapitole predstavime pojmy, ktoré nam poskytnui teoreticky zaklad
pre navrhnutie modelu pre rekonstrukciu obrazu a algoritmi, ktoré pouzijeme.

1.1 Pravdepodobnost

V tejto praci budeme obrazy rekonstruovat hladanim najpravdepodobnejsieho
obrazu. Na pixely v obraze sa budeme divat ako na ndhodné veli¢iny a nahodny
jav bude intenzita pixelu.

Budeme uvazovat pravdepodobnostny priestor (Q2,F,P), kde Q je konecn4,
neprazdna mnozina, F je systém vSetkych podmnozin €2 a P je pravdepodobnosta
funkcia P : F' — [0,1]. Ndhodnou veli¢inou nazveme zobrazenie X : Q@ — R také,
ze {w: X(w) <a} € F pre vsetky a € R.

Definicia. Pre nahodné veliciny X1, Xo, ..., X, nazveme
p(x) - P(Xl - xlaXQ = x27"‘7XTL = xn)

zdruzenou pravdepodobnostou. Potom definujeme p;(x;) = P(X; = x;) ako mar-
gindlnu pravdepodobnost.

Dalej si uvedieme Bayesovu vetu, pomocou ktorej navrhneme model pre re-
konstrukciu obrazu:

Veta 1 (Bayesova). Nech A,B si nahodné javy, také, Ze P(A) >0 a P(B) > 0.
Potom

pisy - PAPPE)

1.2 Konvexné a konkavne funkcie

Na hladanie najpravdepodobnejsieho obrazu pouzijeme aj konvexné funkcie.
Konvexné funkcie totiz umoznuji dobri minimalizaciu, s nimi sivisia aj konkavne
funkcie, ktord zas umoznuji maximalizovat. PouZijeme definicie a tvrdenia z [4].

Definicia. MnozZina C' sa nazyva konvexna, pokial pre kazZdé x,,x5 € C' a kazdé
AeER,0< AL 1 plati:
)\xl + (1 - )\)JIQ c C

Definicia. Funkcia [ sa nazjva konvexnd, pokial domf je konvexnd a pre kazdé
x1,x9 € domf a kazZdé N € R,0 <\ < 1 plati:

FOz 4+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(x).
Povieme, Ze funkcia f je konkavna, ak je —f konvexnd.

Definicia. Funkcia f sa nazgva log-konkdvna, pokial f(x) > 0 pre kaZdé x €
domf a funkcia log f je konkdvna. Funkcia f sa nazyva log-konvexna, pokial je
log f konvexnd.



Vyuzijeme nasledovné vlastnosti:
o Kazda afinna funkcia je konvexna a zaroven konkavna.

 Sucet konvexnych (konkdvnych) funkeif je opét konvexnd (konkavna) funk-
cia.

o Kazdé lokdlne minimum konvexnej funkcie je zaroven globalne minimum.
Podobne, kazdé lokdlne maximum konkavnej funkcie je zaroven globalne
maximum.

1.3 Grafy

Dalej uvedieme niekolko zékladnych pojmov tykajicich sa grafov, ktoré vyu-
zijeme. Pojmy definujeme ako v [5].

Definicia. Grafom rozumieme usporiadani dvojice (V,E), kde V je nejakd ne-
prazdna mnoZina a E je mnozZina dvojbodovych podmnoZin mnozZiny V. Pruky
mnoziny V' sa nazyvaji vrcholy a prvky mnoZiny E hrany grafu.

Definicia. Graf sa nazyva bipartitny, pokial mozZeme mnoZinu vrcholov rozloZit
na dve disjunktné podmnoziny Vi a Vo také, Ze kaZda hrana spdja vrchol z Vi
s vrcholom z V5.

Definicia. Cestou z vrcholu vy do vrcholu vy diZky t rozumieme postupnost
(1007 €1,V1,...,6¢, Ut)a

kde vy, vy, ..., vy s navzdjom rozne vrcholy grafu a pre kaZdé i =1,...,t je hrana
€; = {Uz‘—lﬂ)@'}'

Definicia. Strom je graf taky, Ze pre kazZdi dvojicu vrcholov vi,vs existuje cesta
z vy do vy a zdroven neexistuje cesta dizky aspon 1 taka, Ze vy = vy.

Definicia. Nech v je vrchol v strome. Povieme, Ze v je list, pokial md najviac
jeden susedny vrchol.

1.4 Grafické modely

Grafické modely slizia na vyjadrenie podmienok medzi ndhodnymi veli¢inami
pomocou grafu. Casto sa vyuzivaju v strojovom uceni, kedze pontikaji dobry
sposob modelovania skutocnej situacie.

Jednym z najpouzivanejsach, ktory si uvedieme ako priklad, je Bayesova siet
(Bayesian network). Tento model je orientovany acyklicky graf, v ktorom hrany
urcuju zavislosti medzi ndhodnymi veli¢cinami. Teda veli¢ina A je zavisla na veli-
¢ine B, ak v je v grafe hrana z vrcholu B do vrcholu A.

Dalsim ¢asto pouzivanym modelom je Markovovo ndhodné pole (Markov ran-
dom field). Tu je narozdiel od Bayesovej siete graf neorientovany a moze byt
aj cyklicky. V tomto grafe predstavuju vrcholy ndhodné veliciny a hrany opét
zavislosti, t.j. veli¢ina je zavisla na vSetkych svojich susedoch.
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Obréazok 1.2: Priklad Markovovho
pola. Velicina A je zavisla na veli-
¢inach B a C, B je zavisla na veli¢i-
nach A,C a D, C je zavisla na veli-
¢indch A a B a D je zavisla na B.

Obrazok 1.1: Priklad Bayesovej si-
ete. Velicina A je zavisla na velici-
nach B a C, C je zavisla na velici-
nach B.

Kedze tieto modely nebudeme pouzivat na rekonstrukciu obrazov, nebudeme
sa na nich blizsie pozerat. Bayesove siete totiz dobre nevyjadruju zavislosti pixelov
v obraze, susedné pixely su zavislé navzajom. Markovove polia sa sice vyuzivaju
na rekonstrukciu obraze, ale pre nase potreby si vystacime s faktorgrafmi, ktoré
predstavime v dalSej casti. Faktorgrafy nam totiz uz poskytujua faktorizaciu prav-
depodobnosti, ktoré potrebujeme pre maximalizaciu pravdepodobnosti obrazu.

1.4.1 Faktorgrafy a belief propagation algoritmus

Grafickym modelom, ktory aplikujeme, je faktorgraf. Faktorgraf je definovany
ako bipartitny graf, ktory reprezentuje faktorizaciu funkcie. V nasom pripade je
faktorizovana funkcia zdruzena pravdepodobnost.

Uvazme diskrétne nahodné veliciny Xy, Xs,...X,, s hodnotami v mnozine
H. Budeme predpokladat, ze sa zdruzend pravdepodobnost p(X; = z1,Xs =

To, ..., XNy =ay), kde z; € H (skratene p(xq,22, ... x,)) faktorizuje nasledujicim
sposobom:
1 M
p(l’l,l'g,...l’n) = EH fa(arga)a (11)
a=1
kde f1,fa, ... far st nezdporné funkcie, pre kazdua f, je arg, C {xy,...,z,} mno-

zina argumentov funkcie f,, a Z je normalizacna konstanta.

Vo faktorgrafe budeme mat dva druhy vrcholov — vrcholy premennych (resp.
nédhodnych veli¢in) pre kazdd premenni Xy, Xo, ..., X, ktoré budeme indexovat
¢islami 7 € {1,2,...,n}, a vrcholy faktorov pre kazda fi,fs,..., fu, tie budeme
takisto indexovat ¢islami a € {1,2,..., M}. Hrana medzi vrcholmi v; a vy bude
prave vtedy, ak v; bude vrchol premennej a vy vrchol faktoru také, ze premenna
reprezentovand vrcholom v, je argumentom funkcie reprezentovanej vrcholom vs.

Faktorgraf vyuzijeme na vypocitanie marginalnej pravdepodobnosti, teda pre
vypocitanie p(X; = h), pre ktort plati

p(X;=h) = z};np(:r;) (1.2)

1 M
= E Z H fzz(x)a (13)

reH™a=1
:177;:]1



Priklad. Faktorgraf pre zdruzent pravdepodobnost

P(21,22,23,24) = ;fl (21,22) fa(@a,23,24) f3(24)

vyzera nasledovne:

Zavedieme algoritmus belief propagation(sirenie viery), zna¢ime BP. Prevez-
meme ho z ¢ldnku [2], s tym rozdielom, Ze my namiesto Markovovho pola pou-
zijeme faktorgraf. Tento algoritmus je iteracny algoritmus zalozeny na posielani
sprav medzi vrcholmi premennych a vrcholmi faktorov a jeho cielom je dostat sa
do stabilizovaného stavu, v ktorom dostane kazdy vrchol premennej ako spravu
aproximaciu svojej margindlnej pravdepodobnosti.

Spravy si posielaju iba susedné vrcholy a mézu byt dvoch druhov:

« sprava od faktoru f, veli¢ine X;: sprava je vektor

mam(hl)
ma—>i<h2>

Ma—i (hK)
teda kazda zlozka odpoveda jedenj z moznych hodnot X;

o sprava od veliciny X; faktoru f: opat sa posle vektor, ktoré tentokrat zna-
¢ime
ni—m(hl)
ni—m(hQ)
Ni—sa = .

Ni—a (hK)

Jednym krokom algoritmu rozumieme vymenu sprav medzi vsetkymi susednymi
vrcholmi. Oznac¢ime mg)ﬂ(h) a ngla(h) Spravy v kroku t. Na zacdiatku sa kazda
sprava inicializuje nasledovne: ma 2i(h) = > falz) an, Ha( ) =1

TEO,

z;=h
Spravy v kroku ¢ + 1 potom vypocitame podla nasledujticich pravidiel:

1
mSd )= I mEh
ceN(i)\a

1) 1
my 5D (h) =Y ful@) [T nS2 (@) (1.4)
acoy Jezv(a)\z'

kde N(i) je mnozina susedov vrcholu i a vyrazom o, rozumieme mnozinu
vsetkych moznych hodnot, ktoré moéze nadobudat vektor argumentov funkcie f,,.

6



Podla tychto rovnic mézeme teda spravu od premennej faktoru interpretovat
ako prehlasenie o tom, c¢o jej o jej hodnote hovoria ostatné faktory a spravu od
faktoru premennej ako prehlasenie o relativnych pravdepodobnostiach, ze velic¢ina
je v jej roznych stavoch, zalozenych na faktore.

Povieme, sprava ngza(h) je v kroku t stabilna, ak ngs_)m(h) = ngza(h) pre kazdé
s > t. Rovnako pre m((fl)i(h). Algoritmus sa stabilizuje v kroku ¢, ak st v kroku ¢
stabilné vsetky spravy.

Algoritmus v idedlnom pripade prebieha dovtedy, kym sa nestabilizuje, teda
skonci vtedy, ked si vrcholy posielaji uz iba rovnaké spravy.

Zavedieme este pojem belief (viera), znacime b;(h), pre vrchol velic¢iny X;. Re-
prezentuje hodnotu, ktorou BP algoritmus aproximuje presnii marginalnu pravde-
podobnost. Pocita sa po ukonceni algoritmu, teda spravy uvazujeme v poslednom
kroku. Vyratame ju z nasledujtcej rovnice:

bi(h) o< [ masi(h), (1.5)

a€N (i)

kde o je symbol znaciaci, ze vsSetky belief sa musia normalizovat, kedze chceme,
aby aproximovali pravdepodobnost.
Ukazeme si priebeh algoritmu na nasledujicom priklade:

Priklad. Majme faktorizaciu p(z1,xe) = fi(z1,22)f2(x2), ndhodné veli¢iny nado-

bidaji hodnoty v {0,1}.
@i} f

Obréazok 1.3: Graf prikladu

Na tomto grafe bude prebiehat algorimus nasledovne:

0. Inicializacia:

= (1)l = (5) i = (5] 2= (200 T D).
(0) :<f1(0,0)+f1(1,0)> 0) :<f2(0)>
T2 NAOL + ALY (L)

Tu si vSimneme, Ze sa spravy vo vektore ni_,; a spravy vo vektore mso_,o
v tomto kroku stabilizuju — ani vrchol x, ani vrchol f5 totiz nemaji ziadne
susedné vrcholy.

o _ <f1<0,0>n§21 0 +f1<0,1>n§21<1>>
AR, (0) + A(1,1)R, (1)
N <f1<0,0)f2<0> + f1<0,1>f2<1>>
f1(1,0) f2(0) + f1(1,1) f2(1) )’
O <f1(070)n51’1(0) + f1<1,0)n521<1>> _ (fl(O,O) + f1(1,0)>
2 AR, 0) + ADRY, 1)) \A0.1) + fi(L1)



Kedze vektor sprav ms_,o je uz stabilny, v tomto kroku sa stabilizuje aj
n9_,1, ¢im sa stabilizuje my_,;. Dalej vieme uz zo stabilizacie nq_,1, ze st
stabilizované aj spravy v mq_.».

@ _ Q) f1(0,0) + £1(1,0)

No_yo = M 49 = (fl(()?l) + f1(171)>
boc(mlﬁl()) ( 1(0,0)/>(0) + f1(0,1) />(1
1 f2(0 0

Zo stabilizacie mi_,o mame stabilizaciu nsy_,o. Teda v algoritmus sa stabili-
(0)
my-1(1) f1(1,0) f2(0) + f1(1,1) fo
(0)
(1)

zoval uz v prvom kroku.
)= G -
(X1=1)
o (i) = (o0 TARD D) = ()

Este vypocitame belief:

Vo vSeobecnosti nemusime dostat presni marginalnu pravdepodobnost, ani
nemusime dostat stabilizdciu, ale ak je graf strom, tak sa to podari vzdy, co
dokazame v nasledujuicej vete.

Veta 2. Nech X1,X5,..., X, st diskrétne ndahodné veliciny, ktoré nadobiudaji
hodnoty v mnozine H a p(x) ich zdruZend pravdepodobnost takd, Ze jej faktorgraf
je strom. Oznacme d mazimalnu vzdialenost vrcholov v grafe. Potom sa algoritmus
belief propagation stabilizuje v kroku d — 1 a b;(h) < p(X; = h) pre kazdé i =
1,2,...,n a kaZdé h € H.

Dékaz. Oznacéme G faktorgraf pravdepodpbnosti p(x). Najprv ukdzeme stabi-
lizaciu. Vsimnime si, ze sprava m,_;(h) zavisi len na spravach posielanych v
podstrome M, ; vzniknutom z pévodného grafu odobratim vsetkych vrcholov, z
ktorych vedie cesta do a cez 7, okrem vrcholov a a 7. To je tym, ze graf G je strom
a vrchol a dostava spravy len od vrcholov z podstromu M, ;. Podobne, n;_,,(h)
zavisi len na spravach posielanych v podstrome J; ,, ktory vznikne z poévodného
grafu odobratim vsetkych vrcholov, z ktorych vedie cesta do ¢ cez a, okrem vr-
cholov a a i. Ukdzeme, Ze kazda sprava m,_;(h), resp. n;_.(h) sa stabilizuje po
[ — 1 krokoch, kde [ je maximalna dizka cesty v M, ; konciaca vrcholom ¢, v N; 4
konciaca vrcholom a. Tuto cestu oznacime C. Vezmime vrcholy a a i a ukazeme
indukciou podla I, Ze spravy m' P (h) a n{'32 (h) st stabilné. Najprv ukdzeme
stabilizaciu pre spravu m((zl;zl-)(h):

e [ =1:Toznamend, Ze a uz nema ziadnych dalsich susedov, teda m,_,;(h) =

fa(h) je konstantna.

» Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie pre vSetky spravy také, ze M, ., resp. N, ;,
ma maximalnu dlzku cesty mensiu ako . Z definicie:

mP(h) =3 fu@) [ n\52 ().

zeo% JEN(a)\i

Ti=



Strom N;,,j € N(a)\¢ je podstromom v M, ;, takze v nom musi byt dizka
najdlSej cesty C’ konéiaca vrcholom a mensSia ako [. Ak by nebola, tak z
toho, ze C' vzdy konci vrcholmi a a ¢, by sme pridanim vrcholu i k ceste
C" dostali cestu dlzky vacsej ako I v M, ;. Takze moézeme pouzit indukény

predpoklad na ny_:i) (x;), Cize tato sprava sa stabilizovala v kroku mensom

ako [ — 1. Teda mgl;ll)(h) m4 v sucine len stabilné spravy a je stabilnd.

(y . -1
Podobne ukaZeme pre spravu n 5 )(h):

e [ =1:To znamend, ze © uz nemé ziadnych dalsich susedov, teda v kazdom
kroku je ngza(h) =1

« Rovnako predpokladajme, Ze pre vsetky spravy také, ze M; ., resp. N, ;, ma
maximalnu dlzku cesty konciacu ¢, resp. 7, mensiu ako [, plati tvrdenie. Z

definicie:
-1 -2
nCS(h) =TT mE(h).
ceN(i)\a

Z rovnakych dovodov ako vyssie plati, ze v M, ; je maximalna dizka cesty
konciaca vrcholom 7 mensia ako . Podla indukéného predpokladu sa m,._,;(h)

stabilizovala v kroku mensom [ — 1, ¢ize mﬁlgf )(h) je stabilnd. Teda opét

ma ngl_ji) (h) v stcine len stabilné spravy a je stabilna.

Specidlne to plati pre vrchol na konci najdlhsej cesty v G. Cesta C' musi mat
di7ku d, teda sprava z tohto vrcholu sa stabilizuje po d—1 krokoch, ostatné spravy
sa stabilizovali bud po menej ako d — 1 alebo po d — 1 krokoch, teda celkovo sa
algoritmus stabilizoval po d — 1 krokoch.

Teraz ukédzeme druhtu ¢ast tvrdenia; vsetky spravy budeme uvazovat v kroku
d — 1. Urobime dokaz indukciou podla poc¢tu vrcholov stromu, ktory oznacime
k. Kedze v tomto pripade faktorgraf urcuje faktorizaciu pravdepodobnosti, graf
vzdy bude mat aspon dva vrcholy.

e k=2 : Ak m4a strom dva vrcholy, potom mame jeden vrchol premennej X; a
jeden vrchol faktoru fi. Vypocitame belief: by(h) o< mi1(h) = fi(h)

o indukcny krok: Vezmeme graf G s poc¢tom vrchlov £ > 2 a budeme predpo-
kladat, Ze tvrdenie vety plati pre grafy s poc¢tom vrcholom mensim ako
k. Najprv si prepiseme rovnicu (1.3) zdruzenej pravdepodobnosti tak, ze
zoskupime faktory, ktoré maju spolocné argumenty. Oznac¢me Fj, ; mnozinu
fe faktorov takych, ze vo faktorgrafe existuje cesta z vrcholu faktoru f, do
vrcholu faktoru f., ktora nevedie cez vrchol premennej X;.

Zafixujeme i. Pre a,c € N(i),a # ¢ st mnoziny F,; a F,.; disjunktné. Ak by
neboli, tak pre d € F,; mame cesty (i,a,...,d) a (i,c,...,d), ich spojenim
dostaneme cestu (i, a, . ..,d,...,c, i), Cojespors tym, ze faktorgraf je strom.
To ndm umoznuje prepisat p(X; = h) ako

pXi=h)oc 3 ]I 11 felo).

xEH;: a€N (i) fe€Fu;

T;=



Takisto pre kazdé j # i plati, Ze vsetky jeho susedné faktory (teda faktory,
ktoré maju x; za argument) si v prave jednej z mnozin Fy;, kde a € N(7),
¢o sa ukaze podobne. Preto mozeme dalej upravit:

pXi=h)oc T[> I fe(2)

aEN(i) :CEO'FH‘J' fCEFa,'L‘

Tu rozsirujeme znacenie o, na op pre nejaki mnozinu faktorov F, kde bu-
deme pocitat cez mozné hodnoty vsetkych vektorov zlozenych z argumentov
vsetkych faktorov v F'.

Rozlisime dva pripady:

1. Vrchol i nie je list: 7 faktorgrafu odoberieme vrchol ¢, ¢im sa G roz-
padne na stromy. Ku kazdému z tychto novo vzniknutych stromov opét
pridame kopiu vrcholu ¢ k faktoru, s ktorym predtym susedil, ¢im do-
staneme stromy s po¢tom vrcholom mensim ako k(vid obrazok), na
ktoré moézeme pouzit indukény predpoklad. Vezmime jeden z tychto
stromov, ozna¢me ho G’, a jediny susedny vrchol vrcholu ¢ v nom a
b(h) belief vypocitani z tohto stromu. Vsimnime si, ze G' = M, ; z po-
zorovania na zaciatku dékazu, teda m,_,;(h) je rovnakd v G’ rovnaka
ako v G. V tomto strome urcuje belief pravdepodobnost p/'(X; = h),
ktort vypocitame len z faktorov v M, ;. :

H ma%i<h) = ma%i(h) (8 p Z H fc
llGN(i) IEJF fceFa [3

Takie ak sa vrétime k povodnému stromu s k vrcholmi, dostaneme:

H Mai(h H Z H fe(ze) x p(X; = h).

aeN (i) a€N (i) TEOF, ; fc€Fq
Il—h

A

Obréazok 1.4: Priklad pouzitia IP na vrchol i, ktory nie je list

2. Vrchol i je list: Potom, kedZe mé ¢ len jeden susedny faktor f,:

bz(h) X Mg—si (h)

X Zfa( ) H Nj—a(T5)

ﬁf‘:’ﬁ JEN (a)\i
- Z fa(x) H H mcﬁj(l’j) (1.8)
weq jeN(a)\i ceN(j)\a
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Obréazok 1.5: Priklad pouzitia IP na vrchol i, ktory je list

Teraz pouzijeme indukény predpoklad na stromy G’, ktoré vzniknu

odobratim vrcholov ¢ a a. S pouzitim znacenia F; = U F, ; prepiSeme
cEN(j)\a
rovnicu zdruzenej pravdepodobnosti:

p(Xi=h)oc 3 ] fa(x)oc >° T fel@).

zeH a=1 r'eop. chFj
xi=h , 7
$j:$]'

V grafoch G’ teda plati pre vrcholy j, ktoré boli v pévodnom grafe
susedmi a:

[T mesj()) ocj(zy) oc Yo T fela')
ceN(j)\a x’eapj fec€F;

! —
$jfl‘]

Dosadime indukény predpoklad do rovnice (1.8):

> fa@) T 1T mesi(@) o 30 fal) TT >0 11 fe@)

2<0e JeEN(a)\i ceN(j)\a r€on jeN(a)\iz'cor; [EF;
' " :r; =x;

Oznadime F = JFj, rozndsobime [ Y T[] fe(2') a dosta-

JEN(a)\i JEN(a)\ia'eop; fEF;
x}zmj
neme:
Z fa() H Z H fe(2") o Z fa() Z H fe(@)  (1.9)
TE€T, JEN(a)\ix'eop, fcEF; T€oq ZeoF feeF
zi=h , z;=h Tj=x;

o< Y N 1 fo@) fulz) (1.10)

T€0a eop fceF
LE,L:h jj:m]-

o< >, ]I faw) (1.11)

YEOFRUfq fageFUf,
yi=h

x p(X; = h), (1.12)

¢o sme cheeli dokazaft.
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1.5 Diskrétna konvolucia a Fourierova transfor-
macia

V tejto casti predstavime pojmy, ktoré ndm umoznia zrychlit algoritmus belief
propagation. Tento spdsob zrychlenia prevezmeme z ¢lanku [3]. KedZe obrazy
budeme brat diskrétne po pixeloch, uvedieme iba diskrétne varianty.

Definicia (Diskrétna Fourierova transformécia). Nech f je funkcia definovand na
mnozine {—N, ..., N}. Diskrétnou Fourierovou transformdcie funkcie f rozumie-
me transformdciu postupnosti { f(k)}N__ 5 na postupnost { Xy, kde Xj, =

Ny f(n)efﬁk" . Vgrazom DFT(f) potom myslime vektor (X_y,..., Xn).

Z DFT( f) dostaneme spat f inverznou Fourierovou transforméciou. 7 [6]

vieme, ze f(k) = — Z X, AR,

Definicia (Dlskretna konvolicia). Pre redlnu funkciu f definovani na mnozine
{=N,...N} a redlnu funkciu g definovani na mnozine {0,... N} definujeme dis-
krétnu konvoliciu f a g nasleduticim sposobom:

= 3= fln = miglm)

pren € {—N,...N}.

Dalej budeme potrebovat diskrétnu verziu konvolu¢ného teorému. Uvedieme
si ho v nasledujtcej podobe s dokazom:

Veta 3 (Konvolu¢ny teorém, diskrétna verzia). Nech f je funkcia definovand na
mnozine {—N, ..., N} a g funkcia definovand na {0, ..., N}. Oznacme ¢' funkciu
taki, ze g'(n) = g(n) pren € {0,...,N} a g(n) =0 inak. Potom

DFT(f % g) = DFT(f)- DFT(q),

kde na pravej strane ndasobime vektory po zlozZkdch.

Dokaz. Ukazeme, ze k-ta zlozka na lavej strane sa rovna k-tej zlozke na pravej
strane pre k € {—N, ..., N}. Teda chceme:

N N ) N )
> 3 fln—m)g(m)e N = z FG)e VI 3 gl (m)eawiEm,
n m=—N

=—Nm=0

Budeme dalej upravovat pravi stranu:

N
Z f 6 2N+1 Z g 6 2Nﬂi1km

=—N
N 2mi 7. 2mi
_ S f(@)e S g (m)e ek
j=—N m=0
N 27 : N 27
— Z f(j)e_mkj Zg( e 2N+1km
j=—N m=0
N N omi )
= > X f()g(m)ezw=rhimtd),
j=—N m=0
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Kedze e~ zvi1k je primitivna (2N +1)-t4 odmocnina z jednej, plati e avaThmtd)

¢~ anTR(mt] mod (2N+1)) , kde ¢isla modulo 2N + 1 reprezentujeme ako —N, ..., N.
Urobime substitticiu n = m + j mod (2N + 1), takze j = n —m mod (2N + 1).
Kedze pre pevné m je j = n — m mod (2N + 1) bijekcia, touto substiticiou
preusporiademe poslednii sumu:

27 k

(7)glm)e™rkms)

WE

N
> fln—m)g(m)e Tt

¢o sme chceli dokazaf.

O
Tento teorém nam umozni zrychlif algoritmus belief propagation v Specidlnym
pripade. V dalsej kapitole ukdzeme, ze prave tento pripad odpoveda aplikacii
algoritmu na obraz. Majme faktor f, taky, Ze md len dve susedné premenné X;,X;
a faktor f, je funkciou rozdielu z; — x;. Veli¢iny maji hodnoty v H = {0,..., N}.
Ukéazeme, ze je mozné zapisat m, ,;(h1) ako diskrétnu konvoliciu. Oznaéime g
funkciu n;_,,, dosadime:

ma—)z hl Z f hl ) = (fa * g)(h1> (113)

hoeH
Plati teda, ze vektor sprav m,,; = (mq_i(0),...,me-;(N)) je rovny vektoru
((fa *n)(0),...,(fa * n)(N)). Vdaka konvoluénému teéremu mozeme namiesto

konvolicie pocitat Fourierovu transformaciu funkcii f, a g. Urobime to v nasle-
dujucich krokoch:

1. Urobime diskrétnu Fourierovu transformacie funkcie f,. Funkcia f, dostava
hodnoty v mnozine {—N, ..., N}, takze dostaneme vektor DFT(f) s 2N +1
prvkami.

2. Zadefinujeme ¢’ ako v zneni konvolu¢ného teorému a urobime diskrétnu
Fourierovu transformécie funkcie ¢’. Dostaneme vektor DFT(g’).

3. Vyndsobime bodovo DFT(f,) - DFT(g"). Konvoluény teorém nam hovori,
ze dostaneme DET(f,  g).

4. Inverznou Fourierovou transforméciou ziskame

(fax g) = ((Jax g)(=N),....(f x9)(0),..., (f * 9)(N)).

Ak vezmeme poslednych N + 1 prvkov (f, % g), dostaneme m,,_;.

13



2. Aplikacia na obrazy

V tejto kapitole predstavime pojem obraz a vysvetlime, ako pouzit na odstra-
nenie Sumu grafické modely.

2.1 Obraz

Matematicky sa da na obraz pozeraf viacerymi sposobmi, napriklad v spra-
covani obrazu sa obraz vnima ako funkcia. Pre nase potreby sa budeme na obraz
rozmerov m X n pozerat ako na pole rozmerov m X n s hodnotami v mnozine
{0...255}. Mnozina {0...255} reprezentuje mnozinu intenzit farby, kde 0 je
¢ierna farba a 255 je biela farba. Teda pre zjednodusnie sa budeme zaoberat
iba ¢iernobielymi obrazmi, pri viacfarebnom obraze sa ako obor hodnét pridaja
odtiene RGB.

Nés zaujimaji obrazy so Sumom. Sum mozeme popisat ako neziadany vedlajsi
efekt, ktory vznikol pri zachytavani obrazu a zakryva pévodné informacie.

2.2 Aplikacia grafickych modelov

Teraz navrhneme podla [I] sposob, ako odstranit Sum v obraze pomocou gra-
fickych modelov. Pévodny obraz, ktory hladdme, oznac¢ime T (true image) a zasu-
meny, ¢ize ten, ktory sme dostali, N (noisy image). Obe reprezentuji funkciu ako
v definicii vyssie. Nasou tlohou je najst T taky, Ze bude maximalizovat P(T|IN).
Tento vztah prepiseme pomocou Bayesovej vety nasledovne:

P(N|T)P(T)

P(TIN) = =5

(2.1)

kde P(IN) je pravdepodnost toho, ze dostaneme zasumeny obraz. Tato prav-
depodobnost nezavisi na pévodnom obraze, a preto sa nou nemusime pri maxima-
lizovani zaoberaft. Teda sme nas problém previedli na nasledujtci: Najst obraz T
taky, ze bude maximalizovat P(IN|T)P(T). P(N|T) zas urcuje podobnost obrazu
T s obrazom N.

P(T) uréuje, ako velmi je obraz podobny skutoénému obrazu - v iom majui
susedné pixely podobné intenzity, teda to vyzadujeme aj od hladaného T.

2.2.1 Reprezentacia faktorgrafom

Vztah P(N|T)P(T) budeme reprezentovat faktorgrafom. Na to potrebujeme
faktorizovat P(IN|T)P(T). V tomto pripade si ndhodné veli¢iny jednotlivé pixely
obrazov T a N, teda velic¢ina 7T; ; odpovedd pixelu na pozicii 4,j. MnozZina hodnot
je mnozina intenzit, teda {0,...,255}, podobne pre N; ;.

Budeme predpokladat ako v [I], Ze sa P(T) faktorizuje ako suéin funkcif
susednych pixelov a P(N|T) ako sicin pixelov v obrazoch N a T na rovnakych
poziciach. Takze pracujeme s nasledujticou faktorizaciou:

P(NIT)P(T) = [[  fltijitijer) - ftigtivig) T1 9tijmeg).  (2.2)

1=1,2,..., m—1 1=1,2,..., m
j j ,2,...,m

<
1
N
N
3

|

—

<
Il
—
N
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Teraz uz mozeme zostrojit graf.

Zacneme s tym, ze kazdy pixel pévodného obrazu zakreslime ako vrchol v grafe
a hrana bude vzdy medzi susednymi pixelmi. Potom k nim dokreslime vrcholy
reprezentujice pixely v zasSumenom obraze a tie spojime s vrcholmi pixelov na
rovnakej pozicii v hladanom obraze.

Obrazok 2.1: Vrcholy t; ; Obrazok 2.2: Vrcholy t; ; a n, ;

Nakoniec doplnime vrcholy reprezentujice faktory:

Budeme teda pocitat s predpokladom, ze vieme faktorizat pravdepodobnost
ako sucin funkcii susednych pixelov. To ale nie je mozné vzdy, ako ukazeme v
nasledujicom priklade. Hoci tento priklad neodpoveda realite, ukazuje, ze fakto-
rizacia len modeluje skutoc¢nost a ma svoje medze.

Priklad. Uvazujme ,obraz“ o rozmeroch 2 x 2 pixely, pixely ktorého nadobudaji
len hodnoty 0 alebo 1. Vyzera nésledovne:

11 | T12

Ta1 | T22

Predstavme si, ze pre tento obraz plati: ak je x1; + 212 + 91 + 22 = 0 mod

2, potom je P(x11,T12,T01,T22) = %, inak je rovna 0. Ukazeme, Ze potom nie je

mozné faktorizovat P(z11,212,%91,222) ako sidin
f1(€E11,$12)f2(I11,$21)f3($21,$22)f4($22,$12)

pre nejaké funkcie fi, fo, f3, f1

Dokaz. Ukézeme sporom. Nech

P($11,1’1275C217$22) = f1(5511,1'12)f2(513'1175521)f3($21,33'22)f4(117227$12)
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pre nejaké funkcie fi, fo, f3, f4. Vezmime stav, kde x1; = 0,210 = 1,291 = 1,299 =
0. Kedze sucet pixelov je 0, pravdepodobnost tohto stavu je 0. Teda tiez stucin
fi(z11,212) fa(x11,221) f3(291,299) = 0. To znamend, Ze aspon jeden z Cinitelov je
nulovy. Pre kazdy z ¢initelov ukdzeme, ze ak by bol nulovy, tak potom by mal
nulovi pravdepodobnost stav, ktory ju zo zadania mat nema.

e f1(0,1) = 0: stav 2173 = 0,212 = 1,297 = 1,299 = 1 ma nulovi pravdepo-
dobnost.

o f5(0,1) = 0: stav x13 = 0,212 = 1,291 = 1,299 = 1 ma nulovi pravdepo-
dobnost.

e f3(1,0) = 0: stav x17 = 1,215 = 1,297 = 1,299 = 0 ma nulovi pravdepo-
dobnost.

o f4(1,0) = 0: stav o137 = 1,212 = 1,291 = 1,299 = 0 mda nulovi pravdepo-
dobnost.

Vylucili sme kazdi moznost, teda pravdepodobnost nie je mozné v tomto pripade
faktorizovat.
m

2.2.2 Volba faktorizujtucich funkcii

Funkcie f a g budeme volit tak, aby sa ¢o najviac priblizili redlnemu rozde-
leniu susednych pixelov v obrazoch a zaroven sa s nimi dobre pracovalo. Zo [I]
vieme, ze susedné pixely maju vacsinou podobnu intenzitu, okrem miest, kde sa
nachadza na obraze hrana. Teda ak zakreslime hodnoty rozdielov susednych pixe-
lov do histogramu, dostaneme graf, ktory ma v nule vyrazné maximum a smerom
k vacsim rozdielom rychlo klesa.

7000 4

6000 4

5000 4

3000 4

2000

—200 -100 o 100 200

Obréazok 2.3: Priklad obrazu a jeho histogramu

Nasledujiice pozorovanie nam hovori, Ze pri volbe log-konkédvnych funkecii mo-
Zeme s obrazom, ktory dostaneme maximalizaciou, robit operacie ako je norma-
lizacia jasu alebo spriemerovat dve velmi pravdepodobné obrazy a dostat opét
velmi pravdepodobny obraz. Umozni ndm to skutoc¢nosf, Ze mnozina obrazov
maximalizujucich pravdepodobnost je konvexna.

Pozorovanie 4. Ak si funkcie P(N|T) a P(T) log-konkdvne, potom je log-
konkdvna aj funkcia P(T|N) a mnozina T e prokov mazimalizujicich P(T|N)
je konverna.
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Dékaz. Najprv ukadzeme, ze suc¢in P(IN|T)P(T) je log-konkavna funkcia. Mame
log P(N|T)P(T) = log P(N|T)+log P(T), sucet konkavnych funkcif je konkdvna
funkcia, teda P(IN|TP(T) je log-konkédvna.
P(N|T)P(T

Méame log P(T|N) = log (;()N)() = log P(N|T)P(T) — log P(N). Funkcia
log P(N) je konstanta, teda z rovnakého dovodu ako vyssie je aj P(T|N) log-
konkavna.

Ozna¢me P(T|N) ako f(T'). Vezmeme T1,T; € T4, a chceme ukazat, Ze pre
A€ [0,1] aj AXTh + (1 = N)Tz € Trpae. Vezmeme T3 ¢ T, Kedze f(T) € [0,1],
mame f(ATy + (1 — A\)Ty) > log f(AT1 + (1 — A\)T3). Z konkévnosti:

log f(AT1 + (1 = A)T3) > Alog f(T1) + (1 — A) log f(T3).
ZTs ¢ Thow:

Mog f(T1) + (1 = A)log f(T3) > Aog f(T3) + (1 — ) log f(T3) = log f(T3).

Dohromady: log f(AT1 + (1 — N\)Ts) > log f(T3) = f(NT1 + (1 — N)1y) > f(T5).
Teda AT} + (1 — N)T3) € Thaw @ Thae je konvexna.
[

Uvazovali sme nasledujice volby funkcii:

1) f= e vl g = e~(@=9?;  Dosadenim do ziskame nasledujici optimali-
zacny problém:

2
maximalizuj H e ltii—tige1l | p=ltij—tiv1sl . o=(tij—ni;)
1,

za podmienky 0 < ¢; ; < 255.
Ak urobime logaritmus ucelovej funkcie, tak dostaneme

log H e ltii—tigil | o= ltig—tivigl | o= (ti;—ni ) (2.3)
.3

==Y |t —tiger | + |ty — tivry | +(ti; — niy)? (2.4)
g

Funkcia Zi,j | ti,j — ti,j—l—l ‘ + | ti,j — tz‘+1,j ’ +(ti,j — ni,j)2 je konvexné, kedZe
je suctom konvexnych funkcii, teda ju mozeme minimalizovat pomocou kniznice
CVXPY. Do tejto rovnice pridame este parameter A > 0, ktory bude udavat, aka
vahu davame podobnosti so zaSumenym obrazom, ¢ize minimalizujeme

Doty = tigen |+ [y = tivag | +A Y (tiy — niy)?

i3 1,3
pre A > 0.
2) f=g=e ¥ V tomto pripade mdézeme rovnicu (2.3) riedit metédou
najmensich stvorcov.

Oznacime t vektor, ktorého prvky su pixely pévodného obrazu, zapisané po
riadkoch, teda t = (t11,t12,- - t1ms---stni1,tn2s -, tnm). Podobne oznacime
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n vektor obrazu so Sumom. Potom mame pre vhodne zvolené matice F' a G :
[Ft) = 325t — tije)? + (tij — tin)? a |Gt —nf| = 35 ;(ti; — niy)? Teda
chceme minimalizovat || Ft|| + A||Gt — n|| pre nejaky parameter A > 0. Parameter
A rovnako ako v prvom pripade udava vahu podobnosti so zasumenym obrazom.
Tento vyraz este rozpiseme:

e+ 6=l = | ()t )

¢o uz mozeme riesit ako problém najmensich stvorcov.

', (2.5)

3) Studentovo t-rozdelenie: Toto rozdelenie sa ¢asto pouziva, pretoze svojim
tvarom najviac pripomina histogram rozdielov susednych pixelov. Tato funkcia
avsak nie je log-konkavna, preto ju nebudeme pouzivat ako v prvom pripade.
Takze v tomto pripade budu nase funkcie:

I'(v+1)/2

) = alza) = L T/ T — )2 /) HD/2
f(zy) = g(z,y) \/HFO//?)(H( y)*/v) ,

kde I' je gamma-funkcia a v > 0 je parameter udavajuici stupen volnosti. Tento
parameter oplyvnuje tvar grafu, teda ho chceme zvolit tak, aby sa priblizil his-
togramu. My zvolime napriklad v = 10, touto volbou dostaneme graf podobny
histogramu.

2.2.3 Belief propagation

Obréazok 2.4: Pixel a jemu prislichajice funkcie

Teraz na popisany graf aplikujeme algoritmus belief propagation. Kazdému
pixelu, ktory nie je okrajovy, prislicha pat funkcii: fi, fo, f3,f4 pre susedné pixely
a funkcia g pre pixel v zasumenom obraze. Funkcie f; teda maju rovnaky predpis,
lisia sa len vstupmi — vstupom je pixel v strede a prislusny jemu susedny pixel.
Pre zjednodusenie budeme dalej poc¢itat len s vnitornymi pixelmi, pri okrajovych
by sme uvazovali o jednu f; menej. V nasej situacii je mnozina hodndét rovna
mnozine S = {0, ...255}, teda mnozine intenzit farby.
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Pri sprave z premennej do faktoru sa nedeje ni¢ zaujimavé, jednoducho sa
urobi stucin cez spravy od vsetkych faktorov, okrem toho prijimajticeho spravu.

Spravu z faktora do premennej si preberieme blizsie. Najprv si vSimneme, ze
faktor g posiela premennej pre kazdé s € S stéle rovnaki hodnotu g(s,n; ;). To je
sposobené tym, Ze hodnota n; ; je fixna - pochddza zo zaSumeného obrazu. Takze
sa budeme zaoberat len spravami od f;,i € {1,2,3,4}. Pre zjednodusenie oznac¢ime
premennt, do ktorej ide sprava, x a druhd premennd, ktord je argumentom, y.
Mame teda pre s; € S :

Mypa(s1) = Y fils1,52)ny5,(s2). (2.6)

s2€S

Ak zvolime f; ako funkciu rozdielu s; — s9, moézeme pouzif postup popisany
za konvoluénym teorémom pre f = f; a g = n,_y,, a pocitat spravu pomocou
DFT.

Takisto poznamenajme, ze v tomto pripade nie je graf strom, teda neméme za-
ruc¢entd presni marginalnu pravdepodobnost. Cize sa ju budeme snazit iba aproxi-
movat, ¢o je zvycajnym postupom v strojovom uceni. Nas postup je len teoreticky,
ale ako vidime v ¢lanku [2], dava dobré praktické vysledky.
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3. Implementacia

V tejto kapitole popiseme, ako sme implementovali uvedené algoritmy a uka-
zeme a porovname vysledky algoritmov na obrazoch. Vsetky programy st napi-
sané v programovacom jazyku Python. Programy sme testovali primarne na 10
obrazoch z databazy pre spracovanie obrazov, s rozmermi stran od 100 do 162
pixelov. Obrazy sme implementovali ako dvojrozmerné polia a pracovali s nimi
ako s maticami. Maticu pre zasumeny obraz ozna¢me N a pre povodny obraz T

3.1 Popis postupov

3.1.1 Konvexna optimalizacia

Na riesenie problému tymto spésobom sme pouzili kniznicu CVXPY, ktora
umoznuje konvexni optializaciu. Tato kniznica ndm umoznila takmer priamo-
¢iaru implementaciu. Pouzili sme prvii moznost volby funkcii f a g z minulej
kapitoly a popisany postup.

Funkciu f sme implementovali sticet totalnu varidciu riadkov, resp. stipcov
matice T, funkciu g sme implementovali ako Frobeniovu normu matic 7' — N.

Avsak narazili sme na problémy s pamétou — vicSie obrazy znamenaju viac
premennych a tie uz kniznica nezvladala.

Moznym riesenim by bolo rozlozit obraz na mensie casti, ¢im by sme ale
sposobili nezrovnalosti na okrajoch, podzdlz ktorych sme rozdelili obraz. Takisto,
ako ukazeme dalej, vysledky zéalezali od volby parametra .

Téato metdda sa ukazala byt pomerne rychla, priemerny ¢as spracovania obrazu
bol priblizne 6.7 sekundy.

3.1.2 Najmensie stvorce

V tom pripade sme pouzili postup popisany pre druhii moznost volby funkcii.
Kedze matice F' a G su riedke, vyuzili sme kniznicu SciPy, ktora ma naimple-
mentované operacie s riedkymi maticami.

Parameter A sme volili v intervale (0,2), teda tento parameter urcoval pomer
vah funkcii f a g. Najlepsie vysledky sme vypozorovali pre volbu A ~ 1.4.

Téato metdda bola najrychlesia, priemerny c¢as spracovania obrazu bol priblizne
0.2 sekundy.

3.1.3 Belief propagation

Pre porovnanie rychlosti algoritmu sme implementovali oba verzie algoritmu
— bez pouzitia DFT a s pouzitim DFT. V oboch pripadoch sme sa snazili znizif
pocet operacii tym, Ze sme namiesto poc¢itania sprav prvok po prvku sme nahradili
cyklus operaciami na maticiach.

Pouzili sme rovnaké funkcie ako pri konvexnej optimalizacii, opét z toho do-
vodu, ze sme mohli namiesto exponencialy pouzit logaritmus. Kedze tieto funkcie
v nasom pripade nadobtudaji len koneéne mnoho hodnot, pred pocitanim sprav
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sme ich predpocitali. Spravy od susednych funkcii f sme ukladali do Stvoroz-
merného pola M, kde stiradnice urcovali o ktory zo susednych faktorov sa jedna,
ktorej premennej prislicha a hodnotu premennej. Ako sme spomenuli skor, spravy
od funkcie g st konstatné a nemusime ich dalej pocitat.

Pri implementacie sme z praktickych dovodov pouzili o nieco odlisnu inicia-
lizaciu sprav ako v popise algoritme. Spravy n§0_)m zostali rovnaké, spravy m((l(ii
sme inicializovali na hodnotu 1. Touto tUpravou dostaneme rovnaké spravy ako
v popise, len o krok neskor. Spravy N od premennej faktoru sme v oboch pri-
padoch pocitali takmer rovnako. Pripomenme, ze sprava od faktoru f je stucin
sprav premennej od ostatnych faktorov, resp. sicet, ak poc¢itame v logaritmicke;j
skale. Trik spocival v spravnom posunuti pola M, tak, aby sme mohli vypocitat
N ako sucet. V oboch pripadoch sme pouzili 20 krokov algoritmu, pozorovanim
sme totiz zistili, ze pridavanim krokov uz nedochadzalo k viditelnym zmenam.

7 belief uré¢ime hodnotu pixelu nasledovne: najprv normalizujeme kazdy vek-
tor b;; = (b;;(0),b;;(1),...,b; ;(255)), kde 4,5 st indexy pixelu v obraze. Pixelu na
pozicii 4,7 v rekostruovanom obraze potom priradime hodnotu skaldrneho sucinu
b;;-(0,1,...,255).

Verzia bez DFT

V tomto pripade sme M pocitali ako bodovy suc¢in N a F', kde F' je ma-
tica moznych hodnoét funkcie f. Tu sme sa museli vysporiadat takisto s tym, ze
hodnoty blizke nule boli ¢asto nahradzované nulou, ktora sa rychlo sirila. To sme
vyriesili tak, ze sme ,,resetovali“ vektor spravy a nahradili ho spravou s rovnomer-
nym rozdelenim. Takisto sme museli normalizovat spravy, pretoze rychlo narastali
a vznikali privelké hodnoty.

V tomto pripade sme pouzili dve volby funkeii, konkrétne volby 1) a 3) popi-
sané v sekcii 2.2.2. Kedze Studentovo rozdelenie nie je exponencidla, prevod na
logaritmus bol pomalsi. Tato metdda bola najpomalsia, priemerny ¢as spracovania
obrazu pouzitim exponencial bol priblizne 417.4 sekundy, Studentovo rozdelenie
zvysilo ¢as na takmer polhodiny.

Verzia s DFT

Spravy M sme pocitali sposobom popisanym na konci sekcie 1.4. Kedze Fou-
rierova transformécia je v Pythone implementovand na mnozine {0,...,2N +
1}, museli zmenit poradie prvkov vo vektore. Teda namiesto usporiadania ako
v postupe na konci prvej kapitoly, t.j. —255,...,255, sme pouzili usporiadanie
0,...,255,—255,..., —1. Je ekvivalentné tomu pévodnému z cykli¢nosti primi-
tivnej odmocniny z 1.

Konvolucia nam avsSak zvysila paméatovia zlozitost, preto sme museli znizit
rozmery testovanych obrazov. Aby sme porovnali ¢asovi zlozitost, na rovnaku
vzorku sme pouzili aj verziu bez DFT. Priemerny c¢as spracovania bez DFT bol
74.75 sekundy, s DFT sa znizil na 51.80 sekundy, celkovo teda doslo k priblizne
1.5-nasobnému zrychleniu.
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3.2 Vysledky na obrazoch

V tejto sekcii ukazeme na priklade obrazov na konci kapitoly vysledky algo-
ritmov.

« konvexna optimalizacia: V tomto pripade ukazeme aj to, ako parameter
menil vysledok. Pri prilis nizka volba A sme prisli o hrany v obraze, prilis vy-
soka neodstranila Sum, ¢o odpoveda oc¢akavaniam — paramater totiz udava
vahu zasumenému obrazu. Experimentami sme zistili, Ze najlepsie vysledky
davala volba A =~ 150. Napriek tomu vidime, Ze sa Sum neodstranil tplne.

e najmensie stvorce: Tymto sposobom sme dostali najlepsie odstranenie
sumu, na druht stranu sme stratili iné vlastnosti obrazu, ako je kontrast a
ostrost.

« BF bez DFT, exponencialy: V tomto pripade sme dosiahli najlepsiu po-
dobnost povodnému obrazu. Vidime, zZe sa Sum neodstranil uplne, zachovali
sa hlavne tmavsie pixely.

o« BF bez DFT, studentovo rozdelenie: Ak vysledny obraz porovname
s predchadzajucou volbou funkcii, pozorujeme, Ze je obraz menej ostry.
Mensia ostrost avsak znamena lepsie odstranenie Sumu.

e BF s DFT: Tu vidime, zZe Sum sa odstranil najmenej zo vsetkych metod a
takisto doslo k najvicsiemu rozmazaniu hran oproti povodnému obrazu.

Dohromady sme kazdym spdsobom do istej miery dosiahli odstranenie sumu.

3.3 Porovnanie vysledkov

V tejto casti chceme porovnat kvalitu obrazov rekonstruovanych pomocou
roznych metod. Ich pouzitim sme casto stratili vlastnosti povodného obrazu ako
je jas a kontrast. Preto potrebujeme pouzit iny sposob porovnavanie ako je napr.
Frobeniova norma rozdielu obrazov. Tento problém nema jednoznacné riesenie,
kedze

My pouzijeme sposob uvedeny v ¢lanku [7]. Ozna¢me z a y vektory, ktoré
vznikni usporiadanim pixelov v dvoch porovnavanych obrazoch. Berieme do
uvahy tri vlastnosti obrazu — jas, kontrast a struktiru. Vyuzijeme tzv. SSIM
(structural similarity measurement) index. Po¢itame podla nasledujiceho vzorca:

SSIM(z.y) = l(z.y) - c(z,y) - s(z.y), (3.1)

kde [(x,y) je funkcia porovnévajica jas obrazov, c(z,y) je funkcia porovnavajica
kontrast a s(x,y) je funkcia porovnavajica struktiru. St vyskladané sa z prie-
merného jasu a rozptylu rozdielu obrazu a jeho priemerného jasu. St volené tak,
aby SSIM mal nasledujtce vlastnosti:

o SSIM(z,y) = SSIM(y,x)
e SSIM(z,y) <1
e SSIM(z,y) =1 x=y.
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Teda ¢im je hodnota SSIM blizsie k 1, tym viac sa obraz podoba pdvodnému
obrazu. Porovnavanie pomocou tohto indexu sme naimplementovali a kazdy re-
konstruované obrazy sme porovnali s jeho povodnym obrazom bez sumu. V ta-
bulke nizsie ukazeme SSIM index obrazov, ktoré sme dostali odstranenim Sumu.
V prvom stplei sa nachddzaji hodnoty pre obraz na konci kapitoly, v druhom
priemer spracovanych obrazov.

SSIM priklad | SSIM priemer
Obraz so Sumom 0.9006 0.8869
CVXPY, A =60 0.8471 0.8718
CVXPY, A =100 0.9043 0.9258
CVXPY, A =200 0.9498 0.9504
CVXPY, A =300 0.9224 0.9150
Najmensie Stvorce, A = 1.4 | 0.9543 0.9555
BP, exponencialy 0.9385 0.9227
BP, Studentovo rozdelenie | 0.9470 0.9532

Tabulka 3.1: Tabulka porovnania SSIM indexov

7 tychto vysledkov vidime, ze nasimi algoritmi sme dostali vzdy lepsi vysle-
dok ako pre zasumeny obraz. Takisto sa v podstate zhoduji s pozorovaniami v
predchadzajucej casti — kvalita obrazu odpoveda SSIM indexu. Najlepsi vysledok
sme dostali pre najmensie stvorce a BP pouzitim Studentovho rozdelenia.
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Obrazok 3.1: Povodny obraz Obréazok 3.2: Zasumeny obraz

Obrézok 3.3: A =60 Obrazok 3.4: A = 100

Obrazok 3.5: A = 200 Obrazok 3.6: A = 300
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Obrazok 3.8: Najmensie stvorce, A =
1.4

B
Obréazok 3.9: Belief propagation bez Obrézok 3.10: Belief propagation bez
DFT, exponencialy DFT, Studentovo rozdelenie

i el o "L

il

Obrazok 3.11: Pévodny  Obrazok 3.12: Obraz so  Obrazok 3.13: BP s po-
obraz sSumom uzitim DFT
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Zaver

V tejto praci sme popisali a implementovali tri sposoby, ako pomocou gra-
fického modelu rekonstruovat obraz. Kazdy z tychto spésobov bol v odstraneni
sSumu uspesny.

Hoci vysledky z hladiska kvalitu vysledného obrazu boli porovnatelné, teo-
reticky komplikovanejsie spésoby sa ukazali byt najmenej praktické. Najefektiv-
nejsou metdodou bola metdéda najmensich Stvorcov. Ta totiz zvladala aj obrazy
véacsich rozmerov a ¢asovo pracovala omnoho rychlejsie ako ostatné postupy.

Konvexnou optimalizaciou sme pre vhodne zvoleny parameter dosiahli dobré
vysledky v relativne rychlom case, avSsak nedokazali sme spracovat vécsie obrazy.

Pri rekonstrukeii cez belief propagation sme takisto boli obmedzeni velkostou
obrazu. Sice sme pri volbe Studentovho rozdelenia ako faktorizac¢nej funkcie do-
siahli podla SSIM indexu najlepsie vysledky, ¢as spracovanie sa pohyboval okolo
pol hodiny. Pouzitim DFT sa algoritmus o niec¢o zrychlil, ale boli sme schopni
spracovat len obrazy este mensich rozmerov ako povodne.
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