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Uvod

Meéjme konecnou abecedu ¥. Konec¢né posloupnosti prvku této abecedy, véetné
prazdné posloupnosti, budeme nazyvat slova. Na mnoziné slov zavedeme struk-
turu monoidu s binarni operaci zretézenim a neutralnim prvkem prazdnym slo-
vem.

Déle méjme monoidovy homomorfismus A: ¥* — ¥*. Slovo w € ¥* je pevnym
bodem homomorfismu h, pokud h(w) = w. Slovo w € ¥* je trividlnim pevnym
bodem, pokud h(a) = a pro kazdy znak a € 3, ktery se ve slové w vyskytuje.
Pokud pro kazdy homomorfismus takovy, ze slovo w je jeho pevnym bodem,
je slovo w jeho trividlnim pevnym bodem, pak fekneme, ze slovo je morficky
primitivni. Jinak fekneme, ze slovo w je morficky sloZené.

Napriklad, slovo acacabab je morficky slozené, jelikoz je netrividalnim pevnym
bodem pro h: h(c) = ac, h(b) = ab. Naopak slovo acacababa je morficky primi-
tivni.

Prvni polynomialni algoritmus, ktery testuje, zda pro dané slovo w existuje ho-
momorfismus takovy, ze w je jeho netrividlnim pevnym bodem, predstavil v roce
2009 Stépan Holub ve svém ¢lanku [I]. Vojtéch Matocha ve své bakalaiské praci [2]
poté zlepsil horni odhad ¢asové sloZitosti tohoto algoritmu na O(mn) pro slovo
délky n nad abecedou o velikost m.

Pozdéji T. Kociumaka, J. Radoszewski, W. Rytter a T. Walen [3] predsta-
vili novou verzi tohoto algoritmu, kterd méa ¢asovou slozitost O(n) pro slovo
délky n nezavisle na velikosti abecedy. Tuto verzi algoritmu popisi spolu s da-
tovymi strukturami, které jsou pro linearni casovou slozitost klicové. Soucasti
préace je i prilozena vlastni implementace této verze algoritmu spolu s vizualizaci
chodu algoritmu pro konkrétni vstupy.



1. Morficky rozklad

Nésledujici teorie je prevzata z [3]. Pro prehlednost budeme také pouZivat
stejné znaceni, jaké je pouzivano v tomto ¢lanku.

V této kapitole si predstavime zakladni definice spojené se slovem a pozicemi
ve slove.

1.1 Klicové znaky

Uvazujme slovo w délky n. Jednotlivé znaky ve slové budeme indexovat cisly
od 1 (prvni znak) do n (posledni znak), tedy w[i] bude znacit i-ty znak ve slové
a wli, j| = wlilw[i + 1] ... w[j]. Prazdné slovo budeme znadit e.

Definice 1 (Vyskyty znaku ve slové). MnozZinu indexi slova w, na kterych se vy-
skytuje znak a, budeme znacit Occ(a,w) nebo jednoduse Occ(a). Ddle definujeme
wla = | Oce(a, w)].

Mnozinu znakt abecedy X, které se ve slové w vyskytuji, budeme znacit
alph(w).

Definice 2 (Klicovy znak). Méjme F = (wy,...,wy) rozklad slova w, tedy
w = wy ... wg a bud e € alph(w) znak slova w. Pokud se znak e v kazdém fak-
toru (rozkladu F) vyskytuje nejugse jednou a pokud vsechny faktory, ve kterych
se znak e vyskytuje prave jednou, jsou shodné, pak rekneme, Ze e je klicovy znak

(rozkladu F).

Meéjme e klicovy znak rozkladu F' slova w. Takovy faktor, Zze se v ném e
vyskytuje pravé jednou, budeme znacit F,. VSimnéme si, ze takovy faktor je
jednoznacny, jelikoz vsechny faktory, kde se e vyskytuje, jsou podle Definice
stejné. Zaroven, pro kazdy klicovy znak takovy faktor existuje.

Definice 3 (Morficky rozklad). Bud F' = (wy,...,wy) rozklad slova w. Pokud
kazdy faktor rozkladu F' obsahuje alespon jeden klicovy znak, pak rekneme, Ze F' je
morficky rozklad slova w.

Definice 4 (Expanzni znak). Méjme rozklad F slova w a klicovy znak e. Pokud
se ve faktoru F, pred vyskytem znaku e nevyskytuje Zddny jiny klicovy znak, pak
rekneme, Ze e je expanzni znak (rozkladu F).

Tedy, klicovy znak je expanzni, pokud se ve faktoru vyskytuje nejvice na-
levo ze vSech klicovych znak. Mnozinu expanznich znaka morfického rozkladu F
slova w budeme znacit Er. Nyni, pokud si vezmeme homomorfismus h splnujici
h(e) = F. pro e € Er a h(a) = € pro a ¢ Ep, pak slovo w je pevnym bodem
tohoto homomorfismu.

Definice 5 (Standardni homomorfismus). Méjme néjaky morficky rozklad F
slova w. Homomorfismus h spliujici h(e) = F, pro vsechna e € Ep a h(a) = €
pro vsechna a ¢ Ep nazveme standardnim homomorfismem slova w (indukovanym
rozkladem F).



Stépan Holub ve svém ¢lanku dokézal ekvivalentni podminku pro to, kdy je
slovo morficky primitivni.

Tvrzeni 1 (Véta 1 z [1]). Slovo w je morficky sloZené pravé tehdy, kdyz existuje
néjaky jeho netrividlni morficky rozklad F, tedy kdyz existuje nejaky jeho morficky
rozklad, ktery md méné nezZ |w| faktori.

1.2 Okoli pismene

Definice 6 (Okoli pismene). Pro znak a € alph(w) definujeme jeho levé okoli 1,
ve slove w tak, Ze l,a je nejdelsi spolecny sufiz vsech prefixi slova w koncicich
znakem a. Ddle definujeme jeho pravé okoli r, tak, Ze ar, je mejdelsi spolecny
prefix vsech sufixi slova w zacinagjicich znakem a.

Okolim znaku n, myslime slovo 1,ar,. Velikost okoli budeme znacit

Ng = |na|7 la = |la|7 Te = |ra|'

h(b) h(b) h(c) h(b) h(c)
a b a a b a a ¢ a b a a ¢
-~ _— <
lb ry lc
Obrézek 1.1: Priklad zavedenych pojmi. Pro slovo abaabaacabaac je n, = a,

n, = abaa, n. = abaac. Slovo je morficky slozené, je netrivialnim pevnym bodem
homomorfismu h(a) = €, h(b) = aba, h(c) = ac.

Definice 7. Bud A = alph(w[i+1,j]). Pro0 <i < j < n definujeme a(i, j) jako
takovy znak z A, ktery se ze vsech znaki z A vyskytuje v celém slové w nejméné-
krat. 'V pripadé nejednoznacnosti vybereme ten znak, ktery se ve slové wli + 1, j]
vyskytuje nejvice vlevo.

1.3 Pozice ve slové

V této sekci se budeme vénovat pozicim ve slové. Pozici ve slové si lze pred-
stavovat jako mezeru mezi jednotlivymi znaky, mezeru pred slovem a mezeru
za poslednim znakem slova. Pro slovo w délky n budeme pozice ve slové ¢islo-
vat od 0 (pfed prvnim znakem) do n (za poslednim znakem). Tedy i-tou pozici
ve slové myslime mezeru za i-tym znakem slova.

Nyni si zadefinujeme dvé podmnoziny pozic ve slové, tzv. levé a pravé pozice.

Definice 8 (Levé a pravé pozice). Méjme néjaky morficky rozklad F slova w s
expanznimi znaky Er a odpovidajici standardni homomorfismus h. Levé pozice
morfického rozkladu F definujeme jako Lr = {i: |h(w[l,i])| < i}. Pravé pozice
morfického rozkladu F definujeme jako Rp = {i: |h(w[l,d])| > i}.

Definice 9. Trojici (E, L, R) nazveme korektni, pokud pro vsechny morfické roz-
klady F' slova w plati E CEp, L C Lr a RC Rp.



2. Algoritmus

Popis algoritmu a dikazy Tvrzeni 4| a @ jsou prevzaty z [3]. V této kapitole
se budeme detailnéji vénovat strukture a fungovani linedrniho algoritmu.

2.1 Struktura algoritmu

Nejprve se podivame na Holubovu verzi algoritmu.

Algoritmus 1: Holubtv algoritmus
Inicializujme trojici mnozin (£, L, R) = (0,0,0). Pomoci pravidel (a) — (e)
rozsitujme mnoziny do té doby, dokud uz zadné pravidlo trojici nezméni nebo

dokud E = alph(w).

(a) L:=LU{0,n}; R:=RU{0,n}

(b) if wli] € E then L:=LU{i—1}; R:= RU{i}

(¢) if w[i, j] = n, pro n&jaké a € E then R:= RU{i—1}; L := LU{j}
(

d) if w(i, j] = w[’, j'] = n, pro néjaké a € E then

if 1+ k € R pro ngjaké —1 <k < j—ithen R:= RU{i + k}
—if i+ k € L pro néjaké —1 <k <j—ithen L:=LU{i'+k}
(e)ifi<jandie L and j € R then £ := EU{a(i,j)}

if F # alph(w) then return w je morficky sloZené else return w je morficky
primitivni

Lemmata 4, 6, 7 a 8 z [1] davaji dohromady nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2 (Fakt 4 z [3]). Pokud korektni trojici rozsirime pouZitim jednoho z pra-
videl (a) — (e) z Algoritmu |1}, dostaneme opét korektni trojici.

Pokud se tedy pouzivinim pravidel (a) — (e) dostaneme do situace, Ze
E = alph(w), tak podle Definice [J] jsou vSechny znaky z alph(w) expanzni
pro vsechny morfické rozklady slova w, a tedy w je podle Tvrzeni [I] morficky
primitivni.

Kociumaka, Radoszewski, Rytter a Walen vylepsili Holubovu verzi algoritmu
tak, aby pocet pokust o vkladani prvka do mnozin L a R odpovidal O(n). Toho
dosahli zménou logiky operaci (a) — (e). To jim, spolu s pouzitim efektivnich
datovych struktur, umoznilo vytvorit linedrni verzi tohoto algoritmu.

Misto pravidel (a) — (e) se v druhé verzi algoritmu pouzivaji nova pravidla
(a")—(€'), kterd jsou podmnozinou pravidel (a)— (e) postacujici k sestaveni funké-
niho algoritmu. K formulaci novych pravidel budeme jesté potrebovat definovat
dalsi funkce a zavést nova znaceni.

Definice 10 (Predchidce a naslednik). Méjme A mnozinu celyjch cisel. Definu-
jeme predchidce v A a naslednika v A jako pred 4(zr) = max{y: y € A,y < x},
succa(r) = min{y: y € A,y > x}. Zdroven predpoklidame, Ze min ) = oo a
max () = —oo.



Pro expanzni viskyty Occ(E) = {i: w[i] € E'} budeme pouzivat znaceni succy
a predp namisto succoce(r) a predoee(p)-

Hlavni vylepseni Holubova algoritmu spociva ve zefektivnéni pravidla (d).
Toho je v druhé verzi algoritmu docileno tim, ze se ,zmensi“ okoli expanznich
znaku tak, aby nikdy nepresahovala pres jiné expanzni znaky (formalné viz nésle-
dujici definice). Tak bude kazdd pozice ve slové lezet v dosahu maximalné dvou
vyskyti expanznich znakt. Navic se pomoci pravidla (d') budou propagovat pouze
prvky z R na vybranych pozicich.

Definice 11 (Dosah indexu). Pro i € Occ(E) definujeme
left(i) = min {l,[,7 — predg(i) — 1}, right(i) = min {r,[),succg(i) — i — 1}.
Definice 12. Pro i € Occ(FE) definujeme
Viefe(1) = @ — pred (i) — 1, Ypigne(?) = pred (i + right () + 1) — 4.
Definice 13. Pro e € E definujeme

Viegr(€) = min {7y, (2): i € Occ(e)}, Vrignt(€) = max {Vpgne(2): @ € Occ(e)}.

Méné formdlné, funkce left (resp. right) tedy zmensuje okoli znaku tak, aby
nepresahovalo pres sousedni expanzni znaky.
Hodnota 7 (i) (resp. vrgne(7)) Tikd, jak daleko je od indexu ¢ ta pozice v mno-
ziné R, kterd je nejvice napravo v rdmci levého (pravého) dosahu indexu i. Hod-
nota Yep(e) (resp. Yrgni(€)) je pak minimum (maximum) pfes vSechny vyskyty
daného expanzniho znaku e.

R R R ) R R
e e €9
R0 Yian(€)
T ) Veight@)
) left(7) right(7) g
. - - .

Obrazek 2.1: Ilustrace zavedeného znaceni.

Nyni si predstavime pravidla (a’) — (¢’), kterd tvoii druhou verzi algoritmu,
a ukazeme si, ze pravidla (a’) — (¢’) skutecné tvori podmnozinu pravidel (a) — (e).



Algoritmus 2: Nova pravidla
Inicializujme trojici mnozin (E, L, R) = (0,0,0). Pomoci pravidel (a’) — (¢’)
rozsifujme mnoziny do té doby, dokud uz zadné pravidlo trojici nezméni.

) i []GEthenR RU{Z}

') if w[i] € E then R := RU {i —left(i) — 1}; L := L U {i + right(s)}

i ul] €  then R o= RU i~ 1 (i) + (o1}

¢')if i < jandsuccg(i) = jand pred; (j) = ¢ and {w[i+1],...,w[j]}NE =0
hen F = EU{a(i,j)}

if F # alph(w) then return w je morficky sloZené else return w je morficky
primitioni

Tvrzeni 3 (Fakt 5 z [3]). Pokud korektni trojici rozsirime pouZitim jednoho z pra-
videl (a') — (€¢') z Algoritmu[3, dostaneme opét korektni trojici.

Diikaz.
(a") provadi totéz, co (a).
(b') vynechava oproti (b) operaci vlozeni do mnoziny L.
(') pridava do obou mnozin R a L jeden prvek, v nékterych piipadech stejny
jako (c) (kdyz left(i) = Iy}, respektive right(i) = ryp), jindy jiny. Vsimnéme
si, ze v tom pripadé se ale do mnozin R, respektive L, pridava prvek, ktery
do téchto mnozin patii podle pravidla (b).
(d’ ) vklada do R jen nékteré z pozic které tam vklada (d).

Tedy do mnozin E, L, R se prldaJ1 vlivem (a’) — (€') pouze nékteré z prvki,
které by se tam pridaly vlivem (a) — (e).

[

Opét, pokud provadénim pravidel (a’) — (¢’) nastane situace, ze E = alph(w),
tak je slovo w morficky primitivni. Nésledujici Tvrzeni a Véta ovéruji spravnost

Algoritmu [2 a ukazuji, jak pomoci mnozin F, L, R ziskat morficky rozklad slova.
Priklad takového rozkladu ukazuje Obrézek [2.2]

Tvrzeni 4 (Lemma 6 v [3]). Pokud béh Algoritmu[g pro slovo w délky n skonct
s trojici (E, L, R), pak pro vsechna i,j takovd, Ze 1 < i < j < n, wli] € E a
J = succg(1), plati, Ze

1+ 'Ymght( [ ]) =j—1- ’Yleft( [J])

Diikaz. Nejprve si vSimneme, ze vgn(w(i]) a yien(w[j]) jsou koneéné. Hodnota
Yright(wlt]) je konecnd, protoze i € R. Hodnota 7,.pn(w[j]) je konecna, protoze
pozice j — 1 — left(j) lezi v R.

Pro spor budeme nyni predpokladat, ze pro néjaka ¢, j rovnost neplati. Nejprve
predpokladejme, ze i + Ypigne(w[i]) < j — 1 — yiep(wlj]). Necht u = i + right(i)
av=7j—1—ypu(w[j]). Dostavime dva pripady. Pro u < v muizeme provést
operaci (e) na v € L a v € R. Pokud zvolime u = pred; (v) a v = succg(u'),



dostéavame dvojici pozic u',v" € [u,v], kterd ndm umoziiuje provést operaci (€’),
tudiz béh algoritmu jesté neskoncil. Pro u > v je v € R ve sporu s definici
i),
Nyni predpokladejme, ze i+, gne (w[i]) > j—1—ien(w(j]). Pak pozice ve slové
i + Vright(wli]) € R je ve sporu s definicl e (w(j]).
]

Véta 5. Algoritmus[d sprdvné rozhodne, zda je slovo w morficky primitivni. Navic
bud F' = (w1, ..., W occ(k)), kde pro j =1,...,|Occ(E)| plati

wj = wli; — Yiep(W[i5]), 15 + Vrigne(wli))],

kde i; je j-ty nejmensi index z Occ(E). Pak F je morficky rozklad slova w.

Diikaz. Predpokladejme, Ze algoritmus skondéil s trojici (E, L, R).

Nejprve ukdzeme, Ze F je opravdu rozklad slova w. Podle Tvrzeni 4] na sebe
kazdé dva takto popsané sousedni faktory navazuji, ale neprekryvaji se.

Pokud si vezmu nejmensi index i takovy, ze w[i] € E, tak jelikoz uz neni mozné
provést pravidlo (¢'), tak predg(i) = 0. Protoze uz nelze provést pravidlo (d'),
tak vleﬂ(w[i]) = rYleft(Z.) =17— 1, a tedy 1 — yleﬂ(w[i]) =1.

Podobné, pokud si vezmu nejvétsi index i takovy, Ze wli] € E, tak jelikoz uz neni
mozné provést pravidlo (¢’), tak i 4 right(i) = n (protoze n € L z pravidla (a') a
i+right(i) € L z pravidla (¢)). A tedy Yrignt(w[i]) = Yrigni (i) = predz(n+1) —i =
n —1i, a tedy ¢ + Ypgne(w[i]) =i 4+n—i=n.

Nyni si ukdzeme, ze rozklad F' je morficky. K tomu staci ukazat, ze znaky z F

jsou klicovymi znaky rozkladu F'. Mé&jme znak e € E. Z definice 7 (w]i]) (resp.
Yright(W[i])) pro w(i] € E plyne, ze se znak e ve faktorech urcenych jinym znakem
nez e nevyskytuje.
Naopak, v kazdém faktoru rozkladu F' ur¢eném znakem e se znak e vyskytuje
pravé jednou, protoze pro wli] € E je w[i — yiep(wli]), i + Yrignt(w[i])] podslovo
slova w(i— Ly, 1+ 7w Ze stejného diivodu jsou vsechny faktory urcené znakem e
stejné.

Nakonec ovérime korektnost algoritmu. Pokud pro trojici (£, L, R) plati, ze
|E| < |alph(w)|, pak vyse popsany morficky rozklad ma méné nez |w| faktoru,
a tedy podle Tvrzeni [ je slovo w morficky slozené.

Z Tvrzeni[3|vime, Ze (E, L, R) je korektni trojice. Pokud plati, Ze | E| = | alph(w),
tak podle Definice |§| pro vSechny morfické rozklady F' slova w plati |Ep| =
|alph(w)|, a tedy kazdy morficky rozklad F' slova w mé |w| faktortu. Tedy podle
Tvrzeni [1] je slovo w morficky primitivni.

O

2.2 Efektivni verze

V Algoritmu [2| jsou operace (a’) — (¢/) provadény nedeterministicky, dokud
se trojice (E, L, R) neustali. Kociumaka, Radoszewski, Rytter a Walen ve svém
¢lanku predstavili efektivni deterministickou implementaci. V této verzi algoritmu
se pravidla uplatnuji lokalné mezi sousednimi expanznimi znaky. Nové prvky
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R R R R R R R R R
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ 1
0Oalb2a3adbbdabaea7c8a9 bl0all al2cl3
| l l l l l l l l l l l l |
L L L L L L
| | | | | |
h(b) h(b) h(c) h(b) h(c)

Obrazek 2.2: Algoritmus 2] pro slovo abaabaacabaac skonéi s mnozinou E = {b, c}.
Tedy slovo je morficky slozené a 7 (b) = Vrignt(b) = 1, Yiep(c) = 1, Ypigne(c) = 0.
Podle Véty [p| ziskavame homomorfismus h: h(a) = €, h(b) = aba, h(c) = ac.

vlozené do mnoziny R ovliviiuji své sousedni expanzni znaky, které poté mohou
generovat nové prvky R v dosahu jejich vyskyti. Sousedni expanzni znak pro
pozici @ se nachazi na indexu predg(i + 1), resp. succg(7).

Definice 14 (Volny interval). Mé&jme pozice i,j. Rekneme, Ze interval [i, j] je
volny, pokud mizZeme na dvojici (i, j) aplikovat pravidlo (¢') z Algoritmu [4

Volny interval tedy vzdy dokéze vygenerovat novy expanzni znak a(i, j). Volny
interval si mtizeme predstavovat jako tsek mezi pozici z L a pozici z R, ve kte-
rém se nevyskytuje zddnd jind pozice v L, zadna jina pozice v R a zadny znak z F.

Popis efektivni verze algoritmu.

Délku vstupniho slova w budeme znacit n. Algoritmus zacind s L = R =
{0,n}, E = 0 (tedy bylo provedeno pravidlo (a’)) a kon¢i, pokud uz nemuze byt
provedeno zadné z pravidel (b') — (€).

Pro kazdy expanzni znak e € E si uchovavame aktualni hodnoty ~.p(e),
Vright(€), zatimco hodnoty i (), Vrignt(2), left(é), right(z) pro i € Occ(E) podi-
tame vzdy, kdyz potfebujeme, pomoci dotazu na predchidce ¢i nasledniky (vice
v sekcich a . Pro kazdy expanzni znak e € E si také uchovavame mnozinu
jeho vyskyta ActiveSet(e) (vice v sekei[3.4), pro které by pravidlo (d') vygenero-
valo nové pozice v R.

ActiveSet(e) = {i € Occ(e): Vright(1) < Yrignt(€) V Viesr(3) > Yies(€) }-

Pravidlo (d') pfidava pro w[i] € E do mnoziny R pozice i — 1 — yp(w(i]) a
i + Vright(wlt]), a tedy po provedeni pravidla (d') na expanzni znak e plati

Vi € OCC(6)3 ’Ym'ght(i) = ’Ym'ght(e) A ’Yleft(i) = ’Yleft(e)-

V proménné IntervalsSet si udrzujeme seznam volnych intervali (vice v sekci .
Upravujeme ho vzdy po pridani prvkia do E, L, R.

Jedna iterace Algoritmu [3] vygeneruje pomoci metody Processinterval jeden
novy expanzni znak e (vice v sekci . Tento znak vygeneruje podle pravidel
(t') a (') neékolik novych prvkia R a L. Nové vlozené prvky do R nasledné zpu-
sobuji fetézovou reakei dalsi vkladani do R spojené s jinymi expanznimi znaky.
Kazdy prvek vlozeny do R mize diky pravidlu (d') ovlivnit vSechny vyskyty svych
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expanznich sousedil; expanzni sousedy, kterych se to tyka, vkladame do fronty
LettersQueue, kterd tetézovou reakci ridi. O vkladdani znakt do fronty se stara
metoda Propagate, kterd zaroven aktualizuje jejich hodnoty 7 a zajistuje, aby
do fronty nebyly pridavany zbytecné znaky. Pokud pro expanzni znak e plati
ActiveSet(e) # 0, pak se ur¢ité znak e vyskytuje ve fronté LettersQueue. Funkce
ProcessInterval také hlidé, zda se nezménil pravy dosah nékterého z levych ex-
panznich sousedii vygenerovaného expanzniho znaku.

Po probéhnuti metody ProseccInterval postupné odebirame z fronty LettersQueue
znaky e a do R priddvame nové prvky zptsobené pravidlem (d').

Algoritmus 3: Efektivni verze
L:=R:={0,n}; E:=10
IntervalsSet := {[0,n]}
while IntervalsSet not empty do
bud [i, 7] jakykoliv prvek z IntervalsSet
NewR := ProcessInterval(i, 5)
foreach k € NewR do Propagate(k)
while LettersQueue not empty do
e := dequeue(LettersQueue)
foreach i € ActiveSet(e) do
NewR = {i + vrgne(e), i — 1 — yiep(e) } \ R
R := RU NewR
foreach k € NewR do Propagate(k)
if F # alph(w) then return w je morficky slozené else return w je morficky
primitivni

Funkce Propagate(i)

e := wlpredg(i + 1)]; eg := w[succg(i)]

pridej ey, es do LettersQueue

pokud je to nutné, aktualizuj v,em(e1) a Yien(e2)

Funkce ProcessInterval(i, j)
e:=ai,j); E:= FEU{e}; NewR:= 0
foreach p € Occ(e) do

NewR := NewR U {p, p — left(p) — 1}

L := LU {p+right(p)}
NewR := NewR\ R; R := RU NewR
Vypocite] Yrgnt(€), Viest(€); pridej e do LettersQueue
foreach p € Occ(e) do

¢’ := wlpredg(p)]

if vigne(€’) > right(predg(p)) then

Yrignt(€') := max{predz(p’ + right(p’) + 1) — p': p’ € Occ(e')}

return NewR
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Tvrzeni 6. Algoritmus |3 sprdvné rozhodne, zda je slovo morficky primitiond.

Diikaz. Jedna se o prvni ¢ast dukazu Véty 8 v [3].

Pravidla (a'), (V) a () se v Algoritmu [3| aplikuji co nejdrive. Pravidlo (e’)
nelze pouzit, pokud je mnozina IntervalsSet prazdna. Pravidlo (d') nelze pouzit,
pokud je fronta LettersQueue prazdna. Tedy po skonceni béhu Algoritmu [3] jiz
nelze aplikovat zadné pravidlo (a')— (¢’). Tudiz podle Véty [5|funguje Algoritmus
Spravneé.

]
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3. Pomocné datové struktury

V této kapitole si predstavime pomocné datové struktury, které se v efektivni
verzi algoritmu pro dosazeni linearni ¢asové slozitosti pouzivaji. Problém Range
Minimum Query, ktery se vyuziva také v sekci Lowest Common Prefix, zde popi-
suji detailnéji nez ostatni problémy. Ty jsou zde popsany podobné podrobné jako
v ¢lanku [3].

3.1 Range Minimum Queries

Nejprve se budeme vénovat tomu, jak efektivné pocitat «(i,j). V zadaném
podslové slova w chceme najit znak, ktery se ve slové w vyskytuje nejménékrat.
Efektivni pocitani «(i,j) odpovida efektivnimu feseni problému RMQ (Range
Minimum Query), kdy v zadaném intervalu pole porovnatelnych objekt hleddme
minimalni prvek.

V nasem pripadé nahradime kazdy znak slova poctem jeho vyskyta a bu-
deme pracovat s takto vzniklou posloupnosti. Potfebovali bychom, aby (%, j)
bylo mozné pocitat pokazdé v konstantnim case po O(n) predzpracovani.

Definice 15. Méjme posloupnost cisel A = (ay,...,a,). Pro1 <i < j <n defi-
nujeme RMQ4 (4, j) = argmin{a;, ..., a;}. V pripadé nejednoznacnosti vybereme
libovolny takovy index.

Napriiklad, pro A = (5,2,3,5,6,4,1,2,7) plati RMQ,4(2,8) = 7. Pokud bu-
deme v Algoritmu (3| pouzivat RMQ k poc¢itani a3, j), tak musime zajistit, aby
vysledkem RMQ byl nejmensi takovy index. Jak uvidime v nasledujici sekci, volba
indexu v pripadé nejednoznacnosti zavisi na tom, jakym zptisobem zkonstruu-
jeme odpovidajici kartézsky strom. Pii konstrukei popsané v dikazu Tvrzeni [7]
naptiklad dostaneme vzdy nejvétsi takovy index, v tom pripadé mizeme najit
i nejmensi takovy index aplikaci postupu na otoc¢enou posloupnost.

Nésledujici postupy a dikazy jsou prevzaty z [4] a [5.

3.1.1 Kartézsky strom

Meéjme posloupnost celych ¢isel. Kartézsky strom této posloupnosti je binarni
strom majici nasledujici vliastnosti.

1) Hodnota kazdého uzlu je vétsi nebo rovna hodnoté jeho rodice.
2) Symetrickym (in-order) prochazenim stromu ziskdme ptvodni posloupnost ¢i-
sel.

Priklad takového stromu ukazuje Obréazek 3.1} Vsimnéme si, Ze pokud pro po-
sloupnost ¢isel postavime odpovidajici kartézsky strom, mizeme prevést problém
RMQ na jiny znamy problém, a to na problém LCA (Lowest Common Ancestor
— hledani nejnizstho spolecného predchudce).
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Obrézek 3.1: Kartézsky strom pro pole (5,2,3,5,6,4,1,2,7).

Definice 16 (LCA). Méjme bindrni strom C. Necht u,v jsou néjaké jeho uzly.
Potom LCA¢(u,v) je nejnizsi uzel (tj. uzel nejddle od korene), ktery md u i v
jako své nasledniky.

Tedy pro ziskani RMQ 4 (4, ) nejprve postavime pro posloupnost A kartézsky
strom C', a poté v C' najdeme nejnizsiho spole¢ného predchtdce uzli odpovidaji-
cich indextim 7, j v A. Bender a Farach-Colton ve svém ¢lanku [4] ukazali postup,
jakym lze pro posloupnost ¢isel postavit v linedrnim case odpovidajici kartézsky
strom a dokéazali tim nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7 (Lemma 7 v [4]). Pokud umime resit LCA problém v konstantnim case
po O(n) pripravé, umime také tesit RMQ problém v konstantnim case po O(n)
Priprave.

Diikaz. Méjme kartézsky strom C; pole A[l, ..., i]. Pro zkonstruovani stromu C;
si vSimneme, ze nové pridavany uzel ¢ + 1 musi patrit do cesty nejvice napravo
od kofene stromu. Vezmeme tedy uzel i + 1 a postupnym porovnavanim s uzly
z nejvice pravé cesty (nejprve s uzlem i, pak pripadné s jeho predchidcem, a tak
dale, az nakonec s uzlem, ktery ma mensi hodnotu nez uzel ¢ + 1 a je na nejvice
pravé cesté od korene nejdéle) zjistime, kam uzel ¢ + 1 patii. Kazdé takové po-
rovnani s uzlem 7’ zpusobi bud umisténi uzlu i + 1 do nejvice pravé cesty stromu
(kdyz hodnota uzlu i+ 1 je vétsi nez hodnota uzlu '), nebo odebréani uzlu i’ z nej-
vice pravé cesty (kdyz hodnota uzlu ¢ 4+ 1 je mensi nebo rovna hodnoté uzlu i').
Kazdy uzel navic mize byt do nejvice pravé cesty pridany nejvyse jednou a muze
z ni byt nejvyse jednou odebrany.

O

3.1.2 Farach-Coltoniiv a Benderiv algoritmus

Bender a Farach-Colton ve svém clanku [4] ukazali, jak lze problém LCA re-
dukovat zpét na specidlni pripad problému RMQ. Déale prezentovali algoritmus,
ktery tento specidlni pripad tesi. Nejprve se podivame na redukci problému LCA
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na specialni pripad problému RMQ.

Meéjme kartézsky strom C' s poctem uzli n. Eulerova cesta stromem C' je po-
sloupnost uzlia stromu, kterou ziskame, pokud si poporadé vypiseme kazdy uzel,
ktery navstivime béhem prohleddvani stromu do hloubky.

1) Vyrobime pole T[1,...,2n — 1], které bude postupné skladovat uzly navsti-
vené pri Eulerové cesté stromem C'.

2) Bud 4roven uzlu jeho vzdélenost od kofene stromu C. Vypocitame pole trovni
Ull,...,2n — 1], kde Uli] je troven uzlu T'[7].

3) Bud reprezentant uzlu v Eulerové cesté index jeho prvniho vyskytu v Eule-
rové cesté. Vypocitdme pole reprezentantti V[1,... n], kde V[i] je reprezentant
uzlu .

-
(@]
—
[\
—
[\l
w
W

Obréazek 3.2: Kartézsky strom pro pole A = (5,2,3,5,6,4,1,2,7) a odpovidajici
pole T', pole trovni U a pole reprezentanttt V. Pole T' formélné obsahuje uzly
stromu, v obrézku jsou misto nich pro prehlednost zobrazeny jejich hodnoty.

Kazdy z téchto krokid ma linearni casovou slozitost. Pro ziskdni hodnoty
LCA¢(u,v) si vSimneme nésledujicich skutecnosti:

1) Uzly v Eulerové cesté mezi u a v jsou T[V]ul,...,V[v]] (nebo naopak).

2) Index v T wzlu s nejmensi trovni z uzli v této ¢asti Eulerovy cesty je
RMQy (V]u], V]v]). Jedna se tedy o uzel T[RMQ (V[u], V[v])], coz je vysledek
LCA¢(u,v).
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Klicovou vlastnosti pole U je to, ze dva sousedni prvky se lisi pouze o jednotku.
To je zpusobené tim, ze pole U vzniklo prochazenim stromu do hloubky. Takto
vzniklému specidlnimu pripadu problému RMQ budeme tikat problém +1-RMQ.

Tvrzeni 8 (Disledek Lemmatu 3 v [4]). Pokud umime resit problém +1-RMQ
v konstantnim case s linedrni pripravou, potom umime r1esit i problém LCA v kon-
stantnim case s linedrni pripravou.

Diisledek. A tedy podle Tvrzeni [7] umime fesit i ptivodni problém RMQ v kon-
stantnim case s linearni pripravou.

Nyni se posuneme k tomu, jak fesit zminovany problém +1-RMQ pro nase
pole U. Budeme pouzivat tabulku ST (Sparse Table). Pro pole X[1,...,m] plati

ST[i][j] = argmin { X[i], X[i + 1], ..., X[i + 27 — 1]}

Velikost této tabulky je O(mlogm) a lze ji postavit v ¢ase O(mlogm) tak,
ze ST(i][j] = STi]lj — 1], pokud X[ST[i][j — 1]] < X[ST[i + 2/7"][j — 1]},
a ST[i][j] = ST[i + 2°~1[j — 1] jinak.

Nejprve si rozdélime nase pole U do bloku o velikosti log(N)/2, kde N je
velikost pole U. Definujeme pole A'[1,...,2N/log N|, kde A'[i] je minimalni prvek
i-tého bloku pole U. Déle definujeme pole B[1,...,2N/log N|, kde BJi] je index
v i-tém bloku pole U, na kterém se hodnota A'[i] vyskytuje. Pro A’ nyni mizeme
vytvorit tabulku ST v case O(N).

Nyni se podivejme na to, jak ziskat vysledek RMQ (7, 7). Indexy 1,7 mu-
zou byt bud ve stejném bloku tabulky U, nebo v jinych blocich tabulky U. Po-
kud ¢ < j jsou v jinych blocich tabulky, pak vysledek RMQ (i, j) ziskdme jako
index, na kterém se vyskytuje minimum z nésledujicich hodnot:

1) Minimum mezi i a koncem jeho bloku.

2) Minimum z hodnot ve vSech blocich mezi blokem, kam patii i, a blokem, kam
patii j.

3) Minimum mezi j a zac¢atkem jeho bloku.

Hodnotu 2) umime ziskat v konstantnim case pomoci tabulky ST jako
min { A'[ST[i][k]}, A'[ST[j — 2 + 1][K]},

kde k je |log(j — i)/, ale v kazdém prfipadé budeme potfebovat umét jesté vypo-
¢itat minimélni hodnotu uvnitt bloku.

Nyni miizeme vyuzit toho, ze pole U mé vyse zminovanou +1 vlastnost. Kazdy
blok pole U muzeme normalizovat, tj. odecist od vSech jeho prvki jeho prvni
prvek. Timto zptisobem miizeme kazdy blok reprezentovat posloupnosti ¢isel £1
o velikosti log(N)/2 — 1 (protoZe prvni prvek po takové dpravé bude ve vSech
blocich 0). Pocet takovych moznych posloupnosti je 298(N)/2=1 = \/N /2. Takova
uprava bloku ndm nezméni vysledky dotazit RMQ v ném provedenych.

Vytvoifme tedy O(v/N) tabulek, jednu pro kazdy mozny normalizovany blok,
a do kazdé z nich umistime vsech (log(N)/2)?> = O(log?(N)) odpovédi na do-
tazy RMQ uvniti bloku. Nakonec uz jen pro kazdy blok pole U zjistime, kterému
normalizovanému bloku odpovida. Dohromady tedy predpocitani vSech minimal-
nich hodnot uvnitt bloku bude mit ¢asovou slozitost O(v/N log*(N)) = O(N).
Vyse zminovany postup vede k néasledujicimu tvrzeni.
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Tvrzeni 9. Problém £1-RMQ lze Tesit v konstantnim case po O(n) predzpraco-
vand.

Dusledek. Podle Diisledku Tvrzeni [§| tedy umime fesit problém RMQ v konstant-
nim case po linearnim predzpracovani.

3.2 Longest Common Prefix

V této sekci bude nasim cilem najit zpisob, jak efektivné pocitat hodnoty
layTq Pro a € alph(w). Pripomenme si, ze [, (resp. r,) je maximélni velikost
podslova, které se vyskytuje bezprostfedné pred (za) vSemi vyskyty pismene a.

Definice 17 (Longest Common Prefix). Méjme slovo w délky n. Pro indexy i, j,
1 <i,j < n definujeme LCP(i,7) (ve slové w) jako délku nejdelsiho spolecného
prefizu slov wli,n] a w(j,n].

Nésledujici postupy a dukazy jsou prevzaty z [6] a [7].

3.2.1 Suffix Array

Suffix Array je lexikograficky sefazené pole sufixi slova. Prvky Suffiz Array
budeme reprezentovat indexy, na kterych ve slové zacinaji (viz Obrazek .
J.Kérkkainen, P.Sanders a S.Burkhardt publikovali v [6] algoritmus, ktery dokaze
toto pole pro slovo zkonstruovat v linearnim case.

a b e c e d a
1 abeceda 7 a

2 beceda 1 abeceda
3 eceda 2 beceda
4 ceda 4 ceda

5 eda 6 da

6 da 3 eceda

7 a 5 eda

Obrézek 3.3: Suffix Array slova abeceda je (7,1,2,4,6,3,5).
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3.2.2 LCP Array

Longest Common Prefiz Array je pole, do kterého ukladame délky nejdelsich
spole¢nych prefixi mezi kazdou dvojici po sobé jdoucich sufixt ze Suffiz Array
(viz Obréazek [3.4). V [8] byl publikovén Kasaitv algoritmus, ktery dokéze ze slova
a jeho Suffix Array postavit odpovidajici LCP Array, a to v linearnim c¢ase. Nyni
si ukdzeme, jak pomoci téchto struktur ziskat hodnotu LCP(i, j).

Tvrzeni 10 (Sekce LCP queries for arbitrary suffixes v [7]). Bud SA Suffiz Array
slova w a bud LA odpovidajici LCP Array. Pak

LCP(i, j) = LAIRMQ,(SA™'[d] + 1, SA™'[5])],

kde SA™' je inverzni pole k SA a SA™'[i] < SA™'[j].

Diikaz. Bud n délka slova w. Sufix w(i,n| zacinajici na indexu i ve slové w
se nachdzi na indexu SA™'[i] v poli SA. Kazdy spolecny prefix sufixit wli, n]
a w(j,n] musi byt spole¢ny prefix viech sufixtt mezi i-tou a j-tou pozici pole SA™!,
protoze je SA lexikograficky sefazené pole. Délka nejdelsiho prefixu spole¢ného
pro vechny tyto sufixy je minimum z intervalu LA[SA™'[i] + 1, SA™'[4]].

O

Obrézek 3.4: Slovo abeceda a jeho Suffiz Array SA, SA™" a LCP Array LA.

Jelikoz umime pole SA, SA™! a LA postavit v linedrnim ¢ase a hodnoty RMQ
umime pocitat po linearnim predzpracovani v konstantnim case, tak hodnoty [,
a 1,4, které ziskdme opakovanou aplikaci LCP na vsechny pozice z Occ(a), umime
vypocitat pro vsechny znaky slova celkem v linedrnim case.

3.3 Marked Ancestor Probem

V této sekci se budeme vénovat tomu, jak odpovidat na dotazy ohledné pred-
chidet a néslednik v mnozindch L, R, F z Algoritmu [3| Néasledujici postup je
prevzaty z [3].

Nejprve si definujeme Marked Ancestor Problem (problém oznaceného pred-
chiidce). Méjme strom 7' s n uzly, ve kterém kazdy z uzli muaze byt budto ozna-
ceny, nebo neoznaceny. Kazdy uzel v mizeme oznacit nebo se zeptat na prvni
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oznaceny uzel na cesté ke koteni stromu od v. Sekce 2 v [9] ukazuje, jak m oznaceni
a dotazi na prvni oznaceny uzel mtizeme provést v ¢ase O(n + m).

V nasem pripadé jsou mnoziny L, R, Occ(E) podmnoziny {0, ...,n} a jedinou
operaci, kterou na téchto mnozinach provadime, je vlozeni. Pokud jako strom T’
pouzijeme cestu délky n + 1, bude vlozeni do jedné z mnozin odpovidat oznaceni
odpovidajiciho uzlu v T'. Déle, dotaz na prvni oznaceny uzel na cesté ke koreni
bude odpovidat hledani predchiidce v mnoziné. Tim padem, pokud bude pocet
vloZeni do mnozin a dotazu na predchiidce a nasledniky O(n), potom bude celkova
casova slozitost vSech dotazii na predchiidce a nasledniky linearni.

3.4 Decremental-Maxima

Struktura Decremental-Maxima slouzi v efektivni verzi algoritmu pro spravu
mnozin ActiveSet(e) pro expanzni znaky e. Nésledujici postupy a dikazy jsou
prevzaty z [3].

Méjme pole celych ¢isel ¢[1,...,m| inicializované na t[i] = —oo pro vSechna
t=1,...,m. Chceme provadét nasledujici operace:

increasevalue(i, v): t[i] := max {v, t[i]};

max(): return max {ti]:i=1,...,m};

notmaximal(): return néjaké i takové, ze t[i] # max() nebo null, pokud takové
7 neexistuje;

reset(): t[i] := —oo pro vsechna i =1,...,m.

Tvrzeni 11 (Lemma 12 v [3]). Struktura Decremental-Mazima mize byt iniciali-
zovdna v linedrnim case tak, aby operace reset() probihala v linedrnim case a aby
vsechny ostatni operace probihaly v konstantnim case.

Diikaz. Budeme si udrzovat pole ¢, aktudlni maximum M a seznamy S, S’ prvki
z (1,...,m), kde kazdy prvek patii pravé do jednoho z téchto seznamu. Déale bu-
deme mit p[i] jako ukazatel na umisténi prvku i v jeho seznamu. Seznam S bude
obsahovat vSechny takové prvky, Ze t[i] = M. Operaci max() provedeme jedno-
duse vracenim hodnoty M. Operaci increasevalue(i, v) udélame tak, ze aktualizu-
jeme hodnotu ¢[i], pokud v > t[i]. Pokud v = M, pak pfesuneme i do seznamu S.
Pokud v > M, pak M := v, seznam S pripojime k seznamu S’ a v seznamu S
bude pouze prvek i. Operace notmaximal() vrati libovolny prvek seznamu S, po-
kud neni prazdny.

[]

Tvrzeni 12 (Lemma 13 v [3]). Vsechny operace se strukturami ActiveSet lze
dohromady provést v linedrnim case.

Diikaz. Méjme e € E. VSechna i € ActiveSet(e) muzeme rozdélit na takova, pro
kterd plati vpgne(i) > Yrigne(€), a takova, pro kterd plati vin(i) < vieg(e). Pro
kazdy pripad vytvorime vlastni strukturu Decremental-Maxima.

Vezméme si prvni piipad, tedy vyigne(7) > Vrgne(€) a m = | Occ(e)|. Pokazdé,
kdyz vkladame novy znak e do mnoziny FE, postavime strukturu Decremental-
Maxima tak, Ze provedeme nejprve operaci reset() a ndasledné operaci
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increasevalue() pro vsechna p € Occ(e) pomoci hodnoty 7, (p). Pro vSechna
pismena dohromady to lze podle Tvrzeni 11| udélat v linearnim case.

Strukturu je potreba aktualizovat ve chvili, kdy se pro néjaké p € Occ(e)
zméni hodnota 7 (p). To mize nastat pouze, kdyz je do mnoziny R vloZena
nova pozice ve slové, kterd je v pravém dosahu znaku e. Dohromady mame O(n)
takovych aktualizaci.

V poslednim cyklu metody ProcessInterval se muze stat, ze se diky vlozeni
nového expanzniho znaku e do E zmensi hodnota v,:(€’) pro néjaky jiny ex-
panzni znak €. V tom piipadé pro €' postavime strukturu znovu od zacatku
v ¢ase O(]| Occ(€')]). Pro znaky €], ..., €}, kterym se hodnota 7,4 (€;) zmensila
diky ptidani znaku e, plati, zZe kazdy vyskyt €} je predchidcem v E odpovidajictho
vyskytu e, a tedy

2 | Oce(e})] < | Ocele)].

Tedy postaveni struktur od zacatku trva pro kazdé nové pismeno e maximalné
O(] Occ(e)]), tedy O(n) celkem.

Operace notmaximal() se pouzije pro vybrani prvku z ActiveSet(e) v piikazu
foreach i € ActiveSet(e). Casovd slozitost operace notmaximal() je konstantni
a celkovy pocet kroku téchto cykli bude O(n), protoze kazdy prubéh ptrida néja-
kou pozici do R.

Druhy piipad, kdy vien(7) < vies(e) je podobny, misto maxima pouzivime mi-
nimum. V tomto pripadé také neni nikdy potieba prepocitavat strukturu od za-
catku. Vsechny operace se strukturami ActiveSet muzeme tedy provést celkem
v linedrnim case.

[]

3.5 Implementace mnoziny IntervalsSet

Nakonec si jesté ukazeme, jak je v [3] v efektivni verzi algoritmu implemen-
tovana mnozina IntervalsSet.

Mnozinu IntervalsSet si udrzujeme jako spojovy seznam volnych intervalii.
K tomu si navic uchovavame pro kazdou pozici ve slové ukazatel na takovy volny
interval, ktery na dané pozici ve slové konéi, pokud takovy interval existuje. Vzdy
muze pro kazdou pozici ve slové existovat maximalné jeden takovy interval.

Pripomenme, Ze volny interval je takovy interval, ktery zacind pozici ve slove,
ktera se nachazi v mnoziné L, a kon¢i pozici ve slové, ktera se nachazi v mno-
ziné R. Pricemz mezi témito pozicemi nesmi byt zadna jind pozice obsazena v L
ani R, a zaroven se mezi témito pozicemi nesmi vyskytovat zadny expanzni znak.

Kazdé pridani prvku do L nebo R miize zpiisobit nejvyse jedno odebrani
z mnoziny IntervalsSet a nejvyse jedno pridani do mnoziny IntervalsSet. Kazdé
pridani znaku e do mnoziny expanznich znaktu zpusobi nejvyse |w|. odebrani
z mnoziny IntervalsSet.

Vsechny operace spojené s mnozinou IntervalsSet tedy mohou byt implemen-
tované celkové v linedrnim case.
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4. Casova slozitost algoritmu

Nyni probereme celkovou ¢asovou slozitost Algoritmu 3]

Véta 13. Casovd sloZitost Algom'tmu@je linedrni.

Diikaz. Vybrani jednoho prvku ze seznamu IntervalsSet je mozné v konstantnim
case (|3.5)).

V metodé ProcessInterval umime novy expanzni znak najit v konstantnim
case (3.1)), stejné tak umime v konstantnim ¢ase priddvat nové prvky do mnozin
E,L,R (3.3). Prvkil do téchto mnozin pfidavdme celkem O(n).

Uprava seznamu IntervalsSet probihd vzdy po pridani prvku do F, L, R po-
moci dotazli na piedchiidce (resp. ndsledniky) v konstantnim case 3.5), do-
hromady v ¢ase O(n). Vsechny operace se strukturami ActiveSet dohromady pro-
bihaji v ¢ase O(n) (3.4).

V metodé Propagate pridavame do fronty LettersQueue pro kazdou z O(n)
novych pozic R maximélné dva expanzni znaky, dohromady v case O(n).

Odebrani prvku z fronty LettersQueue probiha v konstantnim case. Dulezité
je, ze po odebrani prvku z fronty se vlivem pravidla (d') nesnazime diky struk-
turam ActiveSet pridavat do mnoziny R zbytecné prvky, a tedy celkovy pocet
pridavanych prvka do R zustdva O(n).

O

Véta [5| ukazuje, jak jednoduse nalézt netrivialni morficky rozklad slova w,
které neni morficky primitivni, pomoci mnoziny £ a hodnot 7p(e), Yrign(€).
Casova slozitost zkonstruovani takového morfického rozkladu je ziejmé linedrn,
stejné tak i casova slozitost zkonstruovani odpovidajicitho standardniho homo-
morfismu.
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5. Implementace v jazyce Java

V priloze prikladam zdrojovy kod vlastni implementace algoritmu v jazyce
Java. Jazyk Java byl zvolen hlavné pro mnoznost snadného vytvoreni grafického
okna s vizualizaci algoritmu.

Implementace tiidy LCPArray je prevzata z [6] a [§]. Implementace tiidy
CartesianTree je pievzata z [4], [5] a [10]. Implementace tiidy DisjointSet je
z vetsi Casti prevzata z [11]. Implementace vSech ostatnich t¥id jsou moji vlastni
praci.

5.1 Datové struktury

Algoritmus je reprezentovan tiidou FixedPoint. Konstruktor umoznuje za-
pnout ¢i vypnout textovy vystup a zaznamenavani krokt pro vizualizaci. Samotny
béh algoritmu probihd v metodé MorphicFactorization().

Metoda MorphicFactorization() nejprve provede v metodé alphabetIni ()
inicializaci abecedy a pripravu slova, nasledné provede inicializaci pomocnych da-
tovych struktur v metodé structIni (), a nakonec spusti hlavni iteraci algoritmu,
tedy metodu mainIteration().

Pomocné datové struktury jsou reprezentovany v dalsich jednotlivych tridach.
Ttida CartesianTree reprezentuje Kartézsky strom, tiida LCPArray fesi Lowest
Common Prefix problém, tfida MAPStructure resi Marked Ancestor Problem
a tfida DecrementalMaxima obsluhuje mnoziny ActiveSet. T¥idu Visual obslu-
hujici vizualizaci podrobnéji probereme v nasledujici sekci. Ostatni tiidy jsou
pomocné. Detailnéjsi popis tfid a jejich metod je mozné nalézt v technické doku-
mentaci, kterd se nachézi v piiloze [A.2]

5.2 Vizualizace

Vizualizaci chodu algoritmu prikladam ve formé . jar souboru v ptiloze [A.3]
Vizualizace slouzi zejména ke snazsimu pochopeni pravidel pouzivanych v této
verzi algoritmu a k demonstraci systému, jakym se pravidla postupné uplatnuji.

Vizualizace chodu algoritmu je obsluhovana ttidou Visual. Kazdy krok algo-
ritmu je uloZeny jako jedna instance tiidy VisualisationStep, tfida Visual tyto
kroky zobrazuje. Pro tvorbu grafického rozhrani jsem pouzival knihovny AWT a
Swing. Pokud chceme pti béhu algoritmu uchovavat i data pro jednotlivé kroky
vizualizace, tak nedosdhneme linedrni casové slozitosti. Casovou slozitost algo-
ritmu je tedy potfeba mérit bez zapnutého zaznamenavani krokt pro vizualizaci.

K zadani vstupu slouzi textové pole oznacené textem Input word... (viz Ob-
razek . Ihned po zadani vstupniho slova probéhne algoritmus a zobrazi se
v textové podobé jeho vystup a v grafické podobé jeho prvni krok.

Textové pole oznacené textem Qutput... slouzi k vypsani textového vystupu
(viz Obréazek . V tomto poli je uvedeno, zda je testované slovo morficky pri-
mitivni, ¢i slozené, a pripadné se zde nachazi definice homomorfismu, jehoz je
vstupni slovo netrividlnim pevnym bodem.
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Input word...

abacacaaba

Obrazek 5.1: Textové pole pro vstupni slovo.

Qutput...

The word abacacaaba is morphically imprimitive.

b -= aba
Cc-=Ca

Obrazek 5.2: Textové pole pro vystup algoritmu.

Textové pole oznacené textem All steps (simple)... nebo All steps (detailed)...
vypisuje vSechny kroky, které algoritmus provedl (viz Obrézek. Moznost sim-
ple vypisuje kroky podle toho, ze které ¢asti algoritmu dany krok pochézi (me-
toda ProcessInterval nebo odebirani znaku z fronty LettersQueue). Moznost de-
tailed vypisuje jeden krok pro kazdé provedeni néjakého pravidla. Nad textem All
steps... je pak napsany ten krok, ktery je zrovna graficky znazornén. U kazdého
kroku je uvedeno, o kolikaty krok se jednd, jaké ¢asti algoritmu se krok tyka (jaka
se uplatnuji pravidla) a jakého znaku (pfipadné intervalu) se krok tyka.

Step 2/ 6: Process Interval (0, 10) - add new expansion letter b due to rule (e} and apply rules (b"}, (c’).

All steps (simple)...

Step 1/6: Begin - apply rule (37).

Step 2 /6: Process Interval (0, 10) - add new expansion letter b due to rule (e°) and apply rules (b"), ().
Step 3 /6: Dequeue letter b and apply rule (d°).

Step 4/ 6: Process Interval (3, 7) - add new expansion letter c due to rule (&%) and apply rules (b%), ().
Step 5/6: Dequeue letter c and apply rule (d’).

Step 6/6: End.

Obrazek 5.3: Textové pole pro detailni informace o jednotlivych krocich.

K pfepindni mezi jednotlivymi kroky slouzi tla¢itka First (prvni krok),
Previous (predchozi krok), Next (nésledujici krok) a Last (posledni krok). K pre-
pinani mezi moznostmi simple a detailed slouz tlacitko Details On/Off.

Graficky vystup zobrazuje jednotlivé znaky ve slové, jednotlivé pozice ve slove
a pripadné volné intervaly (viz Obrazek . Zvyraznéné znaky ve slové jsou ty,
které uz patri do mnoziny E. Pokud je znak zvyraznén zlutou barvou, tak s nim
algoritmus v aktualnim kroku pracuje. Zvyraznéné pozice ve slové jsou ty, které
uz jsou v mnozindch L (resp. R). Zluté zvyraznéné pozice ve slové jsou ty, které
algoritmus do mnozin L, R piidal v aktudlnim kroku. Céry pod slovem zobrazuji
aktudlni intervaly v mnoziné IntervalsSet. Céra nad slovem zobrazuje aktualné
zpracovavany volny interval. Posledni krok také znézornuje netrividlni morficky
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rozklad morficky slozeného vstupniho slova ¢i trivialni morficky rozklad morficky
primitivniho vstupniho slova.

B O N O O O O EEH O & HE

alblajcl|alc|alalbl|a
0N 0 O o O O O O O O &

Obréazek 5.4: Graficka reprezentace konkrétniho kroku algoritmu.

5.3 Testovani vykonu

Testovani vykonu obsluhuje tfida NewMainl. K dispozici jsou metody
TimeTestLength, TimeTestAlphabet a TimeTestBoth, které vypisuji vysledky
do textového souboru a metoda TimeTest, kterd vypisuje vysledky na standardni
vystup. K ziskani pfesného c¢asu se vyuziva metoda System.nanoTime ().

Pro nésledujici méfeni jsem pouzival metodu TimeTest. Testovani vykonu
vzdy probihalo na 5 ndhodnych slovech, vysledny cas je primérem casti béhu
algoritmu na jednotlivych slovech. Cervené hodnoty ukazuji celkovy ¢as béhu
algoritmu. Zelené hodnoty predstavuji ¢as pripravy slova a inicializace datovych
struktur, modré hodnoty predstavuji ¢as béhu hlavni iterace. Namérena data jsou
také prilozend v piiloze [A.4]

Obrézek ukazuje ¢as béhu algoritmu v milisekundach v zavislosti na délce
vstupniho slova, pricemz velikost abecedy byla fixni (20). Testovana byla slova
o délce n = {2000, 3000, . ..,62000}.

Obrézek ukazuje cas béhu algoritmu v milisekundach v zavislosti na ve-
likosti abecedy, pricemz délka slova byla fixni (10000). Testovany byly abecedy
o velikosti m = {5,105, ...,19905}.

Obrézek ukazuje ¢as béhu algoritmu v milisekundéach v zavislosti na délce
vstupniho slova, pricemz velikost abecedy byla podobné velika jako délka vstup-
niho slova. Testovana byla slova o délce n = {2000, 2200, . ..,9000}.

7 grafl je vidét, ze v prumérném pripadé je slozitost tohoto algoritmu pri-
blizné linearni vici délce slova, a to jak pri fixni velikosti abecedy, tak pri ros-
touci velikosti abecedy. Dale si mtizeme vSimnout, ze priprava datovych struktur
je Casové vyrazné narocnéjsi nez samotna hlavni ¢ast algoritmu. To odpovida
skutecnosti, ze po vétsiné pomocnych datovych struktur predstavenych v kapi-
tole |3 pozadujeme konstantni ¢asovou slozitost odpovédi na dotazy po linearnim
predzpracovani. Oproti mérenim, ktera provadél ve své bakalarské praci Vojtéch
Matocha [2], dosahuje tato implementace pri pevné velikosti abecedy horsich ab-
solutnich vysledkii. To poukazuje na vysokou multiplikativni konstantu, zpiso-
benou naptiklad jiz zminovanou naroc¢nou inicializaci datovych struktur.
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Obrézek 5.5: Doba béhu algoritmu v milisekundach v zavislosti na délce slova.
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Obrézek 5.6: Doba béhu algoritmu v milisekundach v zavislosti na velikosti abe-
cedy.
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a velikosti abecedy.
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Z.aver

V této praci jsem vysvétlil principy a fungovani linedrni verze Holubova al-
goritmu testujictho morfickou primitivnost slova. Dale jsem popsal pomocné da-
tové struktury pouzivané k dosazeni linearni ¢asové slozitosti. Nakonec prikladam
vlastni implementaci této verze algoritmu spolu s jeho vizualizaci v jazyce Java.
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A. Prilohy

A.1 Priloha 1 - zdrojovy kéd v jazyce Java

Zdrojovy kod implementace algoritmu v jazyce Java se nachazi ve slozce
FixedPoint\src.

A.2 Priloha 2 - technicka dokumentace

Technickd dokumentace ve formé standardniho Javadocu se nachazi ve slozce
FixedPoint\dist\ javadoc.

A.3 Priloha 3 - vizualizace

Spustitelny soubor FixedPoint. jar, ktery zobrazi okno s vizualizaci, se na-
chézi ve slozce FixedPoint\dist.

A.4 Priloha 4 - namérena data

Textové soubory s naméfenymi daty se nachézi ve slozce FixedPoint\test.
Data jsou ve formatu '{délka, celkovy ¢as béhu algoritmu v milisekundach, ¢as
béhu metody alphabetIni, ¢as béhu metody structIni, ¢as béhu metody
mainlteration}’.
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