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ABSTRAKT

Prace se zabyva kuzeloseCkami, jejich definicemi, syntetickymi a analytickymi
vlastnostmi. Je rozdé€lena do péti kapitol, z nichz prvni dvé popisuji kuzelosecky obecné,
dalsi tii jsou zaméfeny postupné na jejich konkrétni piipady, a sice elipsu, hyperbolu
a parabolu. Kazda kapitola obsahuje teorii pribézn¢ prokladanou navazujicimi ptiklady,
které jsou z vétSiny feSené dvéma metodami, konkrétné synteticky a analyticky. Nekteré
z ptikladii jsou doplnény o kratky komentai obsahujici shrnuti obou fesSeni. Pro lepsi
srozumitelnost a pochopeni jsou nékteré konstrukce doplnény ilustracnimi obrazky, které
jsou vSechny vytvotfeny v programu Geogebra.
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ABSTRACT

The work deals with conics, their definitions, synthetic and analytic methods. It’s divided
into five chapters, the first two describe conics generally, the next three are focused
gradually on particular examples, ellipse, hyperbola, parabola. Each chapter contains
theory continuously interlaced with follow-up examples, which are mostly solved by the
methods, synthetically and analytically. Some of the examples are added with a short
comment containing summary of both examples. For better comprehensibility and
understanding are some constructions added with illustrative pictures, which are all made
by program Geogebra.
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Uvod

Pro svou préaci jsem si vybrala téma ,,Analyticky a synteticky pohled na kuzelosecky*,
protoze se mi libila pfedstava, jak v jejim pribéhu ptifazujeme k rovnicim, které zname,
ptislusné konstrukce nebo naopak.

V préci predpokladame zékladni znalost kuzelosecek, ktera je potieba zejména v jejim
pocatku, kdy se v prvni kapitole budeme soustiedit na zavedeni jejich obecné rovnice,
ktera je studentim ze stfedni Skoly nejblizsi, a poté jejich blizsi specifikaci. Pro dalsi
zjednoduseni prace s piiklady jsem se rozhodla téZ zminit vyuziti transformaci, jako je
otoCeni a posunuti z analytického pohledu v souvislosti s kuzeloseCkami, které prevadeji
rovnice objektll na ,,zdkladni tvar* vzhledem k soustavé soufadnic, jejich vlastnosti
v téchto pfipadech zlstavaji neménné. Druhou kapitolou sezndmime cCtendie se
spolecnym definovanim vSech kuZelosecek. A v dalSich tfech kapitoldch zminime
postupné syntetické a analytické pojmy a véty tykajici se uz konkrétnich kuzelosecek a
jejich vlastnosti, které budeme prokladat ptiklady, jez s danymi vlastnostmi uzce souvisi.
Pticemz se postupné budeme zabyvat kuzeloseckami stfedovymi, poté vrcholovymi. Pro
lepSi srozumitelnost, at’ uz vét, nebo syntetickych konstrukci, vyuZijeme obrazky
vytvorené v interaktivnim pocitacovém programu Geogebra.

Pro snadnéjsi zadavani ptikladi nyni zavedeme oznaceni (S) pro syntetické feSeni, (A)
pro feseni analytické, které budeme od ted” vyuzivat. Hlavnim cilem mé prace je tedy
seznamit Ctendie s konkrétnimi priklady a jejich (S) a (A) feSenim. Nutno dodat, Ze v celé
praci, zadame-li konstrukci kuzelosecky, pak nam postaci navod k sestrojeni jejich boda
a konstrukci zakladnich jejich prvki, naptiklad osy, ohniska, vrcholy apod.

Toto nasledné shrnuti by mohlo slouzit studentim stfednich Skol pro prohloubeni jejich
znalosti a ziskéni jiného pohledu na danou problematiku nebo téz jako ucebni material
pro pfedmét Planimetrie, Synteticka geometrie, Linearni algebra a geometrie a Analyticka
geometrie.



1 KuZelosecky a jejich klasifikace

Diive nez zacneme analyzovat, jak se kuzelosecky sestrojuji a jaké maji vlastnosti,
uvedeme pro budouci zjednoduseni jejich rovnice a jak vznikaji.

Definice 1 ([10]): Kfivky vyjadiené algebraickymi rovnicemi ve tvaru

ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0, 1.1
kde alespon jeden z redlnych koeficientd a, b, ¢ je rizny od 0, se nazyvaji kuZelose¢kami.

Za kuzeloseCky tedy povazujeme vSechny objekty, které splituji podminky rovnice /.1.
KuzeloseCky v jejich obecné poloze budeme dale rozliSovat na singularni
(degenerovang, slozen¢), mezi které patii dvé piimky (redlné nebo imaginarni), bod nebo
kfivka neobsahujici Zadny redlny bod (tzv. imaginarni kruZnice), a regularni
kuzelosecky. [2, str. 104]

Priklady singularnich kuZelosecek:

e rovnobézné piimky:
x?+4xy+4y?—x—2y=0
(x+2y)(x+2y—1)=0,
e kiivka neobsahujici zadny realny bod:
x2+y24+1=0,
e bod:
x2+y?=0.

Déle se v praci zamétfime na kuzelosecky regularni, které nemaji v rovnici smiSeny ¢len
xy, tedy b = 0. Nize ukaZzeme, jak mizeme kteroukoliv rovnici kuzelosecky takto upravit
pomoci rotace.

Regularni kuzelosecky se déli z hlediska afinni geometrie na: elipsy, hyperboly
ktera v tomto déleni pfimo nefiguruje, jedna se totiz o specidlni metricky piipad elipsy.
KuzZelosecky se takto déli v souvislosti s jejich priseciky s nevlastni ptimkou jeji roviny,
na této ptimce lezi vSechny nevlastni body (body v nekonec¢nu) dané roviny. [2, str.104]

Definice 2 ([2, str.104]): Kuzelosecky d€lime na a) elipsu, b) parabolu, ¢) hyperbolu
podle toho, zda jejich pruseciky s nevlastni pifimkou roviny, ve které kuzelosecka lezi,
jsou a) komplexné sdruzené, b) splyvajici, c) redlné rizné.

1.1 KuzZelose¢ky v obecné poloze

Obecna rovnice kuzelosecky 7./ nam netikd nic bliz§iho o tom, o jakou kuzeloseCku se
jedna. Proto v matematice existuje pojem kanonicky tvar, jedna se o formu objektu, ve
které je prezentovan jednoznacné. Kazda jejich obecna rovnice ale nejde hned zékladnimi
operacemi na kanonicky tvar upravit. Nyni se tedy budeme vénovat zptlisobu, jak to 1ze
vzdy, a sice transformaci rotace neboli otoceni.



1.1.1 Kuzelosecky a otoCeni

S kuzeloseckami, které nemaji osy rovnob&zné s osami kartézské soustavy soutradnic, to
neni vzdy snadné. Osa x soustavy soufadnic s hlavni osou kuzeloseCky x spolu vzajemné
sviraji ur€ity thel ¢. Jakmile je zndm tento uhel, vztah mezi soustavami uréenymi témito
osami je nasledujici.

Véta 1([10]): (Obr. 1.1) Necht Oxy a Ox'y' jsou dva ortonormdalni souradnicové systémy
se spolecnym pocatkem, které spolu sviraji uhel @. Pro prevod mezi carkovanymi
souradnicemi na necarkované plati nasledujici transformacni rovnice

x =x"cos@ —y sing,
y = x"sing + y' cos .

Y v

Obrazek 1.1 - Uhel mezi soufadnicovymi systémy

Ve chvili, kdy je kuzelosecka zadana pouze obecnou rovnici kuzelosecky, tento thel z ni
nelze vycist a fesitel si musi poradit jinak, pomtzeme si substituci jako v [4, str.77-78].

Do rovnice 1.1 si za x, y doplnime vztahy platné z véty 1 a po Gpravach ziskame rovnici
Ax'2 4+ 2Bx'y' + Cy'* + 2Dx' + 2Ey' + F = 0, 1.2

kde

A = acos? @+ 2bsin ¢ cos @ + csin? @,

B = —asin ¢ cos @ + b(cos? ¢ — sin? @) + ¢ sin ¢ cos ¢,

C = asin? ¢ — 2bsin ¢ cos ¢ + ¢ cos? ¢,

D =dcosp + esing,

E =—dsing + ecos g,

F=f.

Pokud se chceme zbavit smiSeného ¢lenu xy, musime zvolit takovy thel otoceni, aby
B =0.



Dostavame se tedy k feSeni goniometrické rovnice
0 = —asin ¢ cos ¢ + b(cos? ¢ — sin? @) + ¢ sin ¢ cos @,

ktera je ekvivalentni s rovnici
1 .
b cos2¢ —E(a— c)sin2¢ = 0.

Predpokladame, ze b # 0, protoze vtu chvili by smiSeny c¢len jiz vrovnici /.7
nefiguroval. Zaroven sin 2¢ # 0, protoze z toho opét plyne b = 0, coz je spor. Tudiz
muzZeme rovnici upravit do tvaru

a—c 1.3
2b ’
ktera ma v intervalu (0, g) prave jedno feseni.

cotg2¢ =

K vytvofeni nové rovnice nam nyni sta¢i dosadit thel ¢ do vyjadienych koeficienta
AazF.

Nyni mizeme fict, Ze libovolnou kuzelosecku Ize ptevést na tvar, kdy B = 0 a tedy bez
Ujmy na obecnosti uvazujeme rovnici kuzelosecky ve tvaru

Ax? 4+ Cy? 4+ 2Dx+ 2Ey + F =0, 1.4
kde alesponi jeden z realnych koeficientti A, C je rizny od 0.

Takovou rovnici jsme jiz schopni pievést na kanonicky tvar pomoci elementarnich uprav
a zejména pomoci tzv. Gpravy na ¢tverec, kterou si nyni ukédzeme.

Pokud plati naptiklad, Ze 4, C # 0, pak si rovnici /.4 nejprve vhodné uspofadame na

Ax? 4+ 2Dx + Cy? + 2Ey = —F

A<2+D >+C(2+E>— F
X%+ yi+z)=-F.
Nyni upravime zavorky pomoci vzorce (a + b)? = (a® £+ 2ab + b?), hledame tedy

absolutni ¢len;

2 — 4,2

kvadratické ¢leny: a? = x?,a? = y?,

g x D E
smiSené Cleny: 2ab = X 2ab = =Y

2
- ATV SR _D 2 _ (D
absolutni ¢leny, které zjistujeme: (a =XxA2ab= ’ x) - b* = (ZA)

E\2

(azy/\Zabzgy)ﬁbZ:(E).

Nyni se vratime zpé&t k rovnici kuZelosecky a doplnime zavorky absolutnimi ¢leny.



Nesmime zapomenout, ze co pricteme, musime také odecist

A 2+D +<D)2 D2+C 2+E+(E)2 EZ— F
T \2a 44 Yy ret\2ce 4C

D\? E\? D? EZ?
A<X+—) +C(y+i) =—F+E+R

2 E)Z _ D*C+E?A—4FAC

D
A(x+ﬂ) +C(Y+E 4AC

Nyni celou rovnici vydélime pravou stranou, abychom na této strané ziskali 1

D\? E
arf)  chrE)
D2C + E2A — 4FAC ' D2C + E2A — AFAC

4AC 4AC

2
(8)  (+d)
D2 E? F D2 E? F

42T 34c~ 4 #ActTiczTC

2

2

=1.

s , , . . D
Nakonec ji jest¢ upravime pomoci substituce, necht je —m = A T NhEoo
D? E?2 F D? E? F L. .
a’ = — +——=- ab? = — + — — =, pak Ize tuto rovnici zjednodusit na
442 4AC A 4AC ~ 4C?  C

(x—m)* (y—n)?
a? + bz
ktery nazyvame kanonickym tvarem rovnice kuZzelosecky, v tomto piipad¢ konkrétné
elipsy, jak se dozvime pozdé€ji (str.6). Pro dal$i moznosti konstant A,C budeme
v Upravach postupovat podobn¢.

1

1.1.2 Kuzelosecky a posunuti

Je-1i kuzelosecka pouze posunutd, pak nastava pro feSeni jednodussi ptipad. Pro elipsu
a hyperbolu plati; necht’ stied kuzelosecek S = [m, n] a jeji osy, necht’ jsou rovnobézné
s osami kartézské soustavy soutadnic Oxy. V piipadé paraboly, necht’ vrchol V = [m, n]
a fidici pfimka s osou paraboly, které jsou na sebe kolmé, jsou rovnobézné s osami
kartézské soustavy soutfadnic Oxy. Potom pfichazi na fadu posunuti kartézské soustavy
soufadnic, které vytvaii novou soustavu Sx'y’ (Vx'y"), jejimz pocatkem je S, nebo V
o soufadnicich [m, n]. Pro shrnuti této transformace nyni uvedeme nasledujici vétu.

Véta 2 [6, str.78]]: Necht Oxy a Sx'y' (Vx'y') jsou dva ortonormalni souradnicové
systemy s ruznymi pocatky a rovnobéznymi osami. Pro prevod mezi carkovanymi
souradnicemi na necarkované plati nasledujici transformacni rovnice

x'=x—-m

y'=y-n



Potom napftiklad pro rovnici elipsy se sttedem S = [m, n]

(x—m)2+(y—n)2 _
a? b2

bude v kartézské soustavé souradnic Sx'y’ platit rovnice

1

x’ 2 y’ 2

a2t =t
Stejné tak 1ze najit takovy tvar pro kazdou posunutou regularni kuzelosecku. Pro kontrolu
a hlubsi pochopeni si uvedeme pozdéji jeden vyteSeny piiklad (Piiklad 1, str. 9), ktery
bude rovnou kombinovat ob¢ tyto transformace.



1.2 Rovnice kuzeloseéek

Jiz jsme se presveédcili o tom, Ze vyuzitim standardnich Giprav rovnic, zejména tzv. Upravy
na ctverec, a vhodné volby soutfadnicové soustavy lze ziskat kanonicky tvar rovnic
kuzelosecek. Maji-li stfed (vrchol) v pocatku a osy (osu a fidici pfimku) rovnobézné
s osami kartézské soustavy soufadnic, pak lze pro jednotlivé kuzeloseCky uvést tyto
kanonické rovnice a s nimi souvisejici orientaci vzhledem k soustavé soutadnic.

Elipsa
X2 2

y
;+ﬁ=1,a>b

~
N

8

L/

Obrazek 1.2 - Elipsa, kde a > b

Hyperbola
xZ y2
E - ﬁ = 1,a >b

SN

>
/

Obrazek 1.4 - Hyperbola, kde a > b

1.5

1.7

x? y? 1.6
ﬁ+§=1,a<b

/
N

Obrazek 1.3 - Elipsa, kde a < b

Al
/

Z2 2 1.8

=1l,a<b

X
b? a2

N
/.

Obrazek 1.5 - Hyperbola, kde a < b

Elipsu a hyperbolu nazyvame stfedovymi kuzeloseCkami.



Parabola

y? =2px,p>0 1.9 y? = =2px,p >0 1.10
y y

T I
Obrazek 1.6 - Parabola, kdep > 0 Obrazek 1.7 - Parabola, kde p < 0
x2=2py,p>0 1.11 x?=-2py,p>0 1.12

Y
Y
T
€T

Obréazek 1.8 - Parabola, kde p > 0 Obrazek 1.9 - Parabola, kde p < 0

Parabolu nazyvame vrcholovou kuZzeloseckou.



Priklad 1
Urcete typ kuzelosecky vyjadiené rovnici
x2—2xy+y*+4V2x—4=0

a prevedte ji na kanonicky tvar se stredem nebo vrcholem v pocatku (dle typu
kuzelosecky). [6, str. 82-83]

Pomoci vztahu /.3 vypocitame uhel otoceni

a—c 1-1
cot2¢ = b =_—2=0,

=7
Nyni abychom ziskali rovnici /.2, vyjadiime si jeji koeficienty
A= coszg— 2 sin%cos% + sinzg =0,
B =0,
C = sin2%+ 2 sin%cos% + coszg =2,
D =4vV2cos; +0 = 4,
E=—4/2sin7+0=—4,

F =—4.
Jejich dosazenim ziskavame
2y +4x' — 4y’ =4,

kterou jesté upravime doplnénim na ¢tverec

(y —1)?=-2 (x’ - %)

V tomto ptipadé€ se jedna o posunutou parabolu s vrcholem V = E , 1]. Abychom splnili

zadani, tak naslednym posunutim

x"'=x"+=
2
yll —_ yl + 1
ziskavame kanonicky tvar paraboly
yllz — _2xll
s parametrem p = —1 a s vrcholem v pocatku soustavy soutradnic.



Podotykdm, ze toto je jen struény navod, ktery c¢tendfe neseznamuje s podrobnym
vysvétlenim jednotlivych postupi. Dusledkem téchto skute¢nosti jsme opravnéni vzdy
u ptikladii v dalsich kapitolach uvazovat kuzelosecky se stiedem (vrcholem) v pocatku a
osami splyvajicimi s osami kartézské soustavy soufadnic.

1.3 KuZelosecka dana péti body
Priklad 2

(A) Urcete obecnou rovnici kuzelosecky, pokud zndme souradnice bodii M = [0,0],
N = [8,0], 0 =[0,6], P = [8,6], Q = [2,—2], kterymi prochdzi. [14]

Jak je patrno, rovnice kuzeloseCky 7.4 mé pét koeficientl, pro jejich zjiSténi si do dané
rovnice doplnime postupné za x, y soufadnice zadanych bodl a poté vyieSime soustavu
péti rovnic o péti neznamych

M:0+0+0+0+F =0,
N:64A+0+16D+0+F =0,
0:0+36C+0+12E+F =0,
P:64A+36C +16D + 12E+F =0,
Q:4A+4C+4D —4E+F = 0.

Z této soustavy ziskavame koeficienty F =0, E=-9, D=-16, C =3, A=4, a
tedy jeji obecnou rovnici 4x2 + 3y — 32x — 18y = 0.

Syntetické sestrojeni kuzelosecky péti body je predmétem projektivni geometrie. Pokud
by zvidavy ¢ténai chtél, pak podrobné feseni uvadeéji R. Piska, V. Medek v [2, str. 148].
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2 Spolecna definice kuZelosecek

Celé nasledujici kapitola je inspirovana [3, str.13-17].
Priklad 3

(A) Uréete rovnici mnozZinu bodi, které maji od bodu M = [m, 0] & -krdt vétsi vzddlenost
nez od primky d: x = 0, (¢ > 0,m € R).

Body X = [x, y] splituji podminku ulohy pravé tehdy, kdyz plati
|XM| = | Xd|

V(x—m)? +y? = elx|
tato rovnice je ekvivalentni s rovnici
(x—m)? +y? = 222,
(1—-e)x?-2mx+m?+y?2=0

piipad € = 1 vyreSime dodatecné zvlast. Jestlize se tedy € # 1, pak lze vytknout
(1 — £2) a nasledné celou rovnici vydélit tak, aby byla rovna jedné

2m m? m?
1—e2)[x2 = 2__ " 2 21
( g)(x 1—€2x+(1—€2)2>+y (1—¢e2)2 m
m \2
m \2 5 m \2 ,
(1—82) -m (1—82) -m
1—¢2

Provedeme diskuzi vzhledem k parametru ¢.

Diskuze: Pro jednodussi interpretaci provedeme par zmén v oznaceni. Necht

A=(1-e)aB=(

— — mz), ziskdvame rovnici
(1-¢€2)

()

B

A

y2
—=1, AB=#0
B *

pak pro danou rovnici plati:

e je-lie <1,potomplatisgn A =1,A4 € (0,1), proto sgn B = 1. Ziskana rovnice
urcuje, ze hledana mnozina bodu je elipsa.

e je-lie > 1,potomplatisgn A = —1,4 € (—o0,—1), proto sgn B = —1. Ziskana
rovnice urcuje, ze hledand mnozina bodi je hyperbola.

e je-lie =1, potom A = 0 dosadime do rovnice 2./ a ziskdvame rovnici paraboly.
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Nyni mame vSechny prostfedky k tomu uvést dalsi moznou definici kuzelosecek.

Definice 3: (Apolloniovska' definice kuZelosecek) V eukleidovské roving E2, necht’ F;
je pevny bod a d ptimka neprochazejici bodem F;. Potom pro kazdé ¢ > 0, existuje
mnozina bodl

¢ = {P,|PFy| = ¢|Pd|}.

Tuto mnozinu nazveme kuzelose¢kou ¢ s ohniskem F; a ptidruzenou fidici ptimkou d.
Konstanta ¢ je numericka excentricita kuzelosecky, vzdalenost p = €|F;d| je parametr
kuzelose€ky.

Potom podle velikosti excentricity € rozliSujeme kuZelosecky takto:

o £<1,cjeeclipsa,
e & =1, jeparabola,
e &> 1, cjehyperbola.

(S) Sestrojte mnozZinu bodu, ktera ma od daného bodu &-krat vétsi vzdalenost nez od
primky d.

S vhodnou siti kruznic a ptimek lze interpretovat vSechny kuzelosecky jako v obrdazku
2.1. Podle ptedchozi definice mizeme dany bod nazvat ohniskem F;. Vedeme-li
ohniskem F; kolmici o na pfimku d, potom dana kolmice je osou symetrie této
kuzelosecky. Prasecik kolmice o s ptimkou d nazveme D. Bod kuzelosecky na jeji ose
nazveme vrchol kuzelosecky A ,tento bod d¢li usecku F; D v poméru

|AF;| : |AD|=8:1=p:§,

kde p je jiz zminénym parametrem kuZzelosecky.

Obrazek 2.1 - Apolloniovska definice

! Apollonios z Pergy (3-2.st. p. n. 1.) fecky matematik, geometr a astronom, jeden z prvnich zaka Euklida.
Navézal na eleatskou Skolu a dovedl helénskou matematiku k vrcholu. Zna¢né pfedbehl svou dobu, kdyz
se zacal zminovat o asymptotach hyperboly. [16]
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Véta 3: Elipsa a hyperbola maji druhou osu symetrie 0,, a soucasn¢ ohnisko F,
s pfidruzenou fidici ptfimkou d,. Odpovidajici numerickd excentricita € a parametr p
zUstavaji nezménény.

Duikaz: Dokazujeme tedy, ze pokud ¢ je rizné od 1, potom kazda pfimka rovnobézna
s osou 04 protind kuzelose¢ku praveé ve dvou bodech. Necht' pro osu soumérnosti plati
01:y = 0 a pro fidici pfimku d: x = 0.

Ohnisko F; ma vtomto piipadé soufadnice E, 0]. A pro kazdy bod kuzeloseCky
P = [x,y] plati

|PF| = ¢|Pd],

rozepsanim ziskavame

2p  p*

2 2 2,.2
XC——x+ S +y =&
€ ez Y

2

2
(1 —e?)x? —?px + <Z—2+ y2> = 0.

VyfteSenim této kvadratické rovnice pro € # 1, ziskdvame pro x vzdy dv¢ feSeni

__1 P 2.2
X12 = m[;i\/Pz + (&2 - 1)}’2]- :

V piipadé hyperboly (¢ > 1) jsme tedy dokazali, Ze pro libovolné y € R dostavame par
odpovidajicich si boda Py, P, hyperboly se shodnou y-ovou soutadnici.

Pro elipsu (¢ < 1) musime brat v uvahu omezeni pro y plynouci z rovnice 2.2

——— <y < —.
g2 —1 e2—1
Cimz jsme dokazali, Ze pro kazdé y z tohoto intervalu, ziskdvame par odpovidajicich si
bodu Py, P, se shodnou y-ovou soufadnici.

Stfedy kazdé dvojice bodi kuZelosecky souméinych podle osy 0, maji shodnou x-ovou
soufadnici

p 2.3

%5 = e(1—¢€?2)

Osu o0, nazyvame vedlejSi osou kuZzelosecky, osu 0; prochéazejici ohniskem potom
nazyvame hlavni osou kuZelosecky.
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3 Elipsa

Pojmy definic a vét v nasledujici ¢asti, neni-li uvedeno jinak, vychdzi ze skutecnosti
popsanych v [1, str.31-40].

Definice 4: (Standardni definice elipsy) Mnozina vSech bodt, které maji od dvou
pevnych riznych bodu staly soucet vzdalenosti vétsi, nez je vzdalenost pevnych bodu.

Pevné body z dané definice jsou ohniska a znalime je F;, F,. Spojnice bodu elipsy
od ohnisek F; X, F,X se nazyvaji pravodice a zna¢ime je 1y, 1.

Pomoci vzdalenosti Ize tuto vlastnost pro mnozinu bodt X vyjadftit takto:

d

i

p/e

Obrazek 3.1 — Elipsa

01,0, jsou hlavni a vedlejSi osou clipsy a S je jejim stiredem. Hlavni (vedlejsi) osu
znac¢ime 2a (2b), potom hlavni (vedlejsi) poloosa je a(b). Pruseciky hlavni (vedlejsi)
osy s elipsou nazveme hlavnimi (vedlej$imi) vrcholy A, B (C,D). Dal§im dilezitym
pojmem je linedarni vystiednost (excentricita), od ted’ znafena jako e, ktera nové
oznacuje vzdalenost ohnisek od sttedu. Dusledkem hlubsiho pozorovani si mizeme
vS§imnout, ze v piipadé, kdy ohniska splynou v jeden bod, dostaneme kruznici. Potom
e = 0, tj. kruznice mé nulovou excentricitu a plati a = b.

Véta 4: Soucet privodicl bodu elipsy se rovna velikosti jeji hlavni osy.

Zde nardzime na tzv. charakteristicky trojuhelnik (obr. 3.2) elipsy, napt. AF,SC.
Vychdzime-li z kolmosti os a soumérnosti elipsy, potom je patrno z Pythagorovy véty, ze
poloosy a, b alinearni vystiednost e jsou vazany vztahem a® = b? + e?, z vlastnosti
tohoto trojihelniku také plyne a > b,a > e. Numericka vystfednost je vyjadiena

e y , v e V7 v o
vztahem € = —0 které vime, Ze je mensi nez jedna, nebot’ e < a.
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Obrazek 3.2 - Charakteristicky trojuhelnik elipsy

Véta 5 [3, str.16-17]: Apolloniovska definice, je-li numerickd vystfednost € < 1, je
ekvivalentni se standardni definici elipsy.

Diikaz: (Obr. 3.1) Chceme dokazat, ze soucet pritvodicu elipsy je konstantni, vyuzijeme
k tomu vztah 2.3, o kterém vime, ze konstantni je. Necht’ P;, P, jsou dva rizné body elipsy
soumérné podle osy 0,, pak plati

|P1F1| + |P Fy| = |PFy| + |PoFy,
pomoci vyjadieni z definice 3, miizeme tuto rovnici dale upravit
|PiFi| + |PFy| = e(|Pid| + |Ppdl),

dale uzitim upravy pro ureni sttedu X usecky P; P, ziskdvame

Pyd| + |P,d
”Cll |25:2P&:

> - konstantni.

p
1—¢2

Proto, je-li ¢ < 1, pak je standardni definice elipsy diisledkem definice podle Apollonia.
Hlavni osa a, vedlej$i osa b, parametr p a numerickd excentricita & jsou vazany
nasledujicimi vztahy

p p

— — — — pg — 2 _ K2
a—1_£2, b = T e—|SF1|—1_82—\/a b?,

-2 Rl =2 Sdl = 1yl = P =&
P="g e T T e1-2) T e

Potom z trojihelnikové nerovnosti pro trojuhelnik AF,F,P (F; # F,), kde P je
libovolnym bodem elipsy, plyne |F;F,| < |PF;| + |PF,]|.

Naopak, je-li elipsa ¢ déna standardni definici pomoci dvou rtznych ohnisek F;, F, a

|F1F2| i(),

konstanty 2a, mulZeme ndasledné¢ vypocitat linedrni excentricitu e = —

. . . a ., o b?
numerickou excentricitu & = -, délku vedlejsi poloosy b = va? — e?, parametr p = —a

2
vzdalenost jejiho stiedu S od fidicich pfimek d4, d, jako a: Ohnisko F; lezi mezi S a

pfidruZenou fidici ptimkou d;, i = 1,2. Potom kuZelosec¢ka ¢’ definovana podle Apollonia
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pomoci ohniska F;, fidici pfimkou d; a numerickou excentricitou ¢ sdili s ¢ ohnisko a
konstantu 2a, coz znamena ¢ = ¢'.

3.1 Bodova konstrukce a rovnice elipsy

3.1.1 Elipsa urend ohnisky a souctem priivodicii
Priklad 4

(S) Sestrojte body elipsy, zndte-li jeji ohniska Fy, F, a soucet privodicu jejich bodu.
[1, str32.]

Necht’ |PQ| je soucet pruvodici a tedy plati |[PQ| > |F,F,|. Zvolime-li na useéce PQ
libovolny bod R, pak kazdy spole¢ny prise¢ik M kruznic k,(F;, 1), kde r; = |PR|
a ky(F,1,), kde 1, =|QR| je bodem elipsy. Tyto body spliuji podminku
|FiM| + |F,M| =7 + 1, =|PR| + |QR| = |PQ|.

Dané dvé kruznice se protinaji ve dvou priseéicich vzdy, pokud plati r; < % |PQ| <,
nebo 1, < % |PQ| < r,. Kruznice se neprotinaji, jsou-li ndmi zvolena R dva rtzné body
useCky PQ. Naneseme-li od sttedu S tusecky F;F, napolopiimky SF;,SF, useCku
velikosti % |PQ|, dostaneme vrcholy A, B elipsy.

Pfi urCovani elipsy misto usecky PQ davame usecku AB, jejiz velikost je stejnd, piimo
na piimce F;F,, ato tak, aby |SA| = |SB| > |SF;|. Bod R pak volime na tse¢ce AB
libovolné. Volime-li specidlné R = S, tj. r; = r, = SA, pak se kruznice k;, k, protinaji
v bodech, které znacime C, D.

7
’
<

Obrazek 3.3 - Bodova konstrukce elipsy

ProtoZe kruznice k, = (F;,7y) a ky = (F,,1,) jsou soumérné podle piimky AB,
ke kazdému bodu M, elipsy, existuje nani s nim soumérné sdruzeny bod M, podle
ptimky AB. UZijeme-li ke konstrukci bodi elipsy kruznic k'; = (F,, 1), k', = (F1,132),
dostaneme body M3, M,.
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Vzhledem k tomu, Ze kruznice k’; (k",) je soumérna s kruznici k4 (k,) podle pfimky CD,
existuje naelipse ke kazdému jejimu bodu M;, kromé M; = C = D, které jsou
samodruzné, soumérné s nim sdruzeny bod M5 podle ptimky CD.
(A) Urcete rovnici elipsy, jsou-li dana ohniska F, =[—e,0],F, = [e,0] a soucet
privodicu jejich bodii 2a.
Potom stied elipsy S = [0,0], velikost excentricity zjistime jednoduchym vypoétem
|SFi| = |SF,| =e.
Pro velikost b? plati
b? = a? — e?.
Nyni mame vyjadfeny vSechny neznamé a muzeme dosadit do rovnice elipsy 1.5
(predpokladejme, ze a > b)
x2 2
St 1
a* a*-—e
S touto vhodnou volbou ohnisek se jesté setkame v dalSich ptipadech.
Konkrétne:

Napiste rovnici elipsy, jsou-li dina ohniska F;, = [—1,0], F, = [1,0] a soucet pritvodicii
Jjejich bodii je 2a = 6.

Jeji stted je opét v bodé S = [0,0]. Linearni excentricita je rovna e = |SF;| = |SF,| = 1.
Vypocitame si tedy velikost b?
b? =a*—-e?2=9-1=8.
Dosazenim ziskavame hledanou rovnici elipsy
X2 y?

!
CRA

Danou situaci i s jejim syntetickym feSenim nam blize popisuje obrazek 3.4.

P R Q |y

2a=6

Obrazek 3.4 - Priklad 4
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Pozn.: Dusledkem syntetického feseni je vlastnost elipsy, bez které bychom nesestavili
naslednou rovnici.

Definice 5 [4, str.8]: Bod X se nazyva vnéj§im bodem elipsy, jestlize |F, X| + |F,X| >
2a. Bod X je vnitinim bodem elipsy pravé tehdy, kdyz |F, X| + |F,X| < 2a.

Rovina je podle tohoto kritéria rozdélena na tii ¢asti
e mnozina vnitfnich bodu elipsy, které tvofi vnittek elipsy,
e mnoZina bodi elipsy,
e mnoZina vn¢jSich bodi elipsy, které tvoii vnéjSek elipsy.
3.1.2 Elipsa urcend ohnisky a bodem
Piiklad 5
(S) Sestrojte body elipsy, dané ohnisky F,, F, a bodem elipsy M.

Soucet vzdalenosti |F;M| + |F,M| je definovan jako soucet pravodi¢u, je tedy roven
hodnoté 2a. Tudiz pfrevedeme na syntetické feSeni predchozi lohy (Ptiklad 4, str 16).

(A) Urcete rovnici elipsy dané ohnisky F; = [—e,0],F, =[e,0] a bodem elipsy
M = [my,m;]. [5, str. 143]

Bod M je bodem elipsy, a tedy pro n¢j musi platit
m?  m3
=t =1
pri¢emz jak plyne z vlastnosti elipsy, se b? = a? — e?, kde e vypocitame jako velikost
usecky SF; (resp. SF,).
Pak pro a? dostaneme rovnici

m% m;
2 T3 2
a at—e

a po jeji uprave kvadratickou rovnici
(a®)? — a?(e? + m? + m3) —m?e? = 0.

Diskriminant bude vzdy kladny, takZe pfichazeji v ivahu dvé feseni aZ ,, je potieba dale
ovétit, zda kofeny vyhovuji (a? > 0). Poté podle pfislusného vztahu dopocitdime b?,
a opét si musime dat pozor na to, Ze i b? > 0, nakonec ve doplnime do rovnice elipsy.’

Konkrétné:

Urcete rovnici elipsy s ohnisky v bodech F; = [—1,0],F, = [1,0], ktera prochazi bodem

11

2 Pro zjednoduSeni neuvadim celé feSeni, pouze navod, podle kterého se lze jednoduse iidit, konec je
totozny s piedchozi tlohou.
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Lineéarni vystfednost e = 1, tudiz b?> = a? — 1. Elipsa ma tedy rovnici

2 2

X y
a2+a2—1_

1.

Prochazi-li elipsa danym bodem, pak mtizeme jeho soutadnice doplnit do rovnice za x, y.
Pro a? tedy musi platit

64
— 49 _
a2+(a2—1) 1

64
(az)z—a2(1+1+?)+1=0
9(a?)? —82a%>+9 = 0.

Kofeny dané rovnice jsou a? =29, a3 = g, knim ziskavdme piislusnd b? = 8,
b2 = — :—2. V druhém ptipadé je b2 zaporné, tedy ob& podminky splituje jen jeden koien.
Hledana rovnice elipsy je

X% y?

—+—==1L

9 8

Pozn.: Tento ptiklad bychom mohli i analyticky pievést na predchozi. Ob¢ jiz zminéna
feSeni jsou snadnd a i¢inna na procviceni odlisSnych analytickych vlastnosti.

3.2 Elipsa a primka
[15] Pro vzajemnou polohu elipsy a piimky rozliSujeme tfi rizné piipady.

e Piimka s elipsou nemaji zadny prisecik, nazyvame ji vnéjsi primkou elipsy.
e Piimka protina elipsu v jednom bod¢, nazyvame ji teCnou elipsy.
e Pfimka se protina s elipsou ve dvou riznych bodech, pak ji nazyvame seénou

elipsy. Secna, kterd je kolma na te¢nu s te¢nym bodem M se nazyva normala
v bodé M.

Uhel tvofeny polopiimkami MF;, MF,, kde M je te¢nym bodem, obsahujici stied elipsy
a uhel k nému vrcholovy oznacujeme jako vnitini dhly privodici, jejich vedlejsi uhly

naopak vnéjsi ahly priavodici.

v

Véta 6: Tecna elipsy pali vn&jsi thly privodi¢i bodd dotyku, s vyjimkou tecen
v hlavnich vrcholech elipsy.

Ditikaz: V libovolném bodé¢ elipsy M sestrojime osu t vn¢jSich uhla pravodi¢i M F;, MF,.
Poté najdeme k libovolnému z ohnisek, naptiklad F,, bod soumérné sdruZeny podle
sestrojené piimky ¢, nazveme ho Q. Dany bod Q je bodem polopiimky opacné
k poloptimce MF; a plati pro né MQ = MF,, takze F,Q = F{M + MQ = F;M + F,M =
2a.
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Zvolme na ose t jakykoliv bod R # M, potom body R, F;, Q urcuji vzdy trojuhelnik,
z trojihelnikové nerovnosti plyne RF; + RQ > 2a. Protoze bod Q je soumérny s bodem
F,, pak bereme v potaz rovnost ve tvaru RF; + RF, > 2a. Z toho plyne, Ze libovolny bod
R # M je vnéj$im bodem elipsy a tedy pfimka t nema s elipsou zadny jiny spole¢ny bod
rizny od M, coz spliuje definici te¢ny.

Diisledek 1: Tec¢na elipsy je ptimka, kterd ma s elipsou jediny spole¢ny bod, jejiz ostatni
body jsou vnéjsi.

Specialnim piipadem je vrcholova tec¢na, kterd je kolmé na hlavni osu elipsy.

Véta 7: Mnozina bodii soumérnych s ohniskem elipsy podle vSech teCen je kruznice se
sttedem ve druhém ohnisku o poloméru dvojnasobku velikosti hlavni poloosy 2a.

Takové kruznice se nazyvaji Fidici kruZnice elipsy a znacime je g, = (Fy,2a),
gZ = (FZ' 2(1)

Diikaz: (Obr. 3.5) Vezmeme-li v Gvahu naptiklad kruznici g; = (Fy, 2a), potom je nutné
dokazat, ze kazdy bod soumérné sdruzeny s ohniskem F, podle te¢ny elipsy je bodem
kruznice g;, a zéroven implikaci opacnou, tedy Ze kazdy bod kruznice g, je soumérné
sdruzen s ohniskem F, podle n¢jaké te¢ny elipsy.

Je-li bod Q soumérné sdruzeny s ohniskem F, podle te¢ny t, potom je |F;Q| = 2a aQ je
bodem kruznice g,.

Naopak pokud vime, Zze Q je bodem kruznice g,, potom osa usecky F,Q protina usecCku
F;Q v jejim vnitinim bod¢. Tento prisecik ozna¢ime M, pak plati 2a = |F;M| + |[MQ| =
|FyM| + |F,M| atedy bod M je bodem elipsy a t je te¢nou.

Pro ftidici kruznici g, by byl princip dikazu stejny.

Véta 8: Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tecny je kruznice
se sttedem ve stiedu elipsy a polomérem rovnym velikosti hlavni poloosy a.

Kruznice v = (S, a) se nazyva vrcholova (hlavni) kruZnice elipsy.

Diukaz: (Obr. 3.5) Opét dokazujeme dvé strany implikace. Nejprve necht bod P je pata
kolmice k spusténé z ohniska F, na tecnu t v bod¢ elipsy M. Jelikoz je tena t osou thlu
QMF,, kde bod Q je priusecikem fidici kruznice g; = (Fy, 2a) s kolmici k, pak bod P je
sttedem tise¢ky QF, a zaroveti stied elipsy S je sttedem usecky F; F,. Usecka SP je stfedni
ptickou v AF, F,Q atedy |SP| = %|F1Q| = a. Bod P tedy nalezi kruznici v = (S, a).

Obracené necht’ P je bodem kruZnice v, sestrojime bod Q tak, aby P byl stted F,Q.
Z konstrukce plyne, ze Q je bodem kruznice g,. Osa t usecky F,Q je tecnou elipsy a
proto P je patou kolmice z ohniska F, na te¢nu elipsy.

Nyni uvedeme piimé dusledky plynouci z vét 7 a 8.

Disledek 2: Mnozina vSech stfedi kruznic, které se dotykaji dané kruznice
g1 = (Fy,2a) aprochazeji jejim vnitinim bodem F, # Fj, je elipsa o ohniscich F;, F, a
hlavni poloose a.
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Diisledek 3: Pohybuje-li se pravy uhel tak, ze jedno jeho rameno stale prochazi jednim
ohniskem elipsy a druhé se dotykd elipsy, pak vrchol pravého thlu se pohybuje
po vrcholové kruznici elipsy.

Obrazek 3.5 — Ridici a vrcholové kruznice elipsy

3.2.1 Tecna elipsy danym smérem (rovnobéznd s piimkou)
Priklad 6

(S) K nenarysované elipse urcené ohnisky Fy, F, a hlavnimi vrcholy A,B vedte tecny
rovnobézné s danym smérem s. [1, str.36]

Body soumérné sdruzené s ohniskem F, podle hledané te¢ny lezi na fidici kruznici
g1 = (Fy,2a). Dale je-li zndm smér te¢ny, je zndm také smér piimky k ni kolmé. Jestlize
vedeme kolmici k ke sméru teCny ohniskem F,, pak na ni bude lezet i bod soumérné
sdruZzeny s timto ohniskem podle hledané te¢ny. Protoze bod soumérné sdruzeny
s ohniskem F, leZi jak na g4, tak na k, tudiz sestrojime jejich priniky a ziskame praveé
dva body Qq,Q,. Pata P kolmice spusténé z ohniska F, na hledanou te¢nu lezi podle
véty 8 na vrcholové kruznici v. Vysledna tecna t tedy prochdzi bodem P a je rovnob¢zna
se zadanym smérem. Bod dotyku T nalezneme jako prusecik tecny t s pfimkou
F1Q. Pro dalsi prisecik Q, provedeme konstrukci totozné.

Diskuze: ProtoZe k protind g, vzdy ve dvou riznych bodech, existuji dv€ rlizna feseni,
ktera jsou soumérné sdruzena podle stfedu elipsy. Spojnice dotykovych bodu Ty, T, obou
teCen tq, t, tedy prochazi stredem elipsy.
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Obrazek 3.6 — Te¢ny elipsy rovnobézné s danym smérem §

(A) Urcete rovnici tecny elipsy dané ohnisky Fy F, a hlavnimi vrcholy A, B rovnobézné
s danym smérem s = (u, v).
Pro nasi elipsu tedy plati
X% y?
; ﬁ =1, a,b # 0.
Tecnu elipsy lze popsat rovnici t:y = kx + q, kde smérnice teCny kA ma tvar k = E,
(k,q,u,v € R,u # 0).
Pomoci soustavy dvou rovnic si vyjadiime neznamou ¢
x?  (kx+q)?
ek
a b?
x?(a%k? + b?) + x(2a’kq) + (a%?q? — a?b?) = 0.

Chceme, aby méla piimka s elipsou pravé jeden spole¢ny bod. To nastane tehdy, je-li
diskriminant roven 0.

D; = 4a*k?q? — 4(a®k? + b?)(a?q* — a®b?) =0
q*(—a?b?) + (a*b?k? + a?b*) =0
D, = —4(—a?b?)(a*b?k? + a?b?) = 4a*b*(a’k? + b?)
+./4a*b*(a?k? + b?

Dosadim smérovy vektor S, dostavame rovnici te¢ny

t:y=%x+ a2(£)2+b2. 3.1
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Diskuze: Diskriminant D, je vzdy vétsi nez 0, tudiz pro q existuji vzdy prave dve feseni.
Z cehoz plyne, Ze rovnobézné s jakymkoliv smérem, kdy u # 0, existuji vzdy pravé dve
teCny.

Specidlni pripad nastane, je-li teCna rovnobézna s osou x, tedy je-li v = 0. V tomto
pripad¢ tecny budou prochdzet vedlej$imi (resp. hlavnimi, v ptipadé¢ b > a) vrcholy
C = [cy,¢;],D =[dy,d;] elipsy. Hledanda neznama gq,, se pak rovna y-ovym
soufadnicim téchto vrchold, tedy q; = ¢, a g, = ds.

Pozn.: Zatimco k nalezeni rovnice teCny nam postaci zakladni znalosti analytické
geometrie. Reseni syntetické vychazi z vlastnosti ¥idici a vrcholové kruznice. Podobné to
bude i v nasledujicim piiklade¢.

3.2.2 Tecna elipsy danym bodem

Véta 9 [4, str.19]: Rovnice

XoX YoY
@t =
je rovnici teény k elipse s rovnici
X% y?
Tt

v bod¢ dotyku T = [x,, yo].
piikladé€ pro bod obecny, proto tento diikaz uvadét nebudeme, ovSem pokud by o to Ctenar

stal, tak Pech [4, str. 17-19] toto odvozeni zminuje. Tuto vlastnost si dale zndzornime na
nasledujicim obrazku (obr. 3.7).

tx+2y-4=0

e:x?/4+y?/3=1

Obrazek 3.7 - Analyticky popis te¢ny elipsy danym bodem
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Priklad 7

(S) K nenarysované elipse urcené ohnisky Fi, F, a hlavnimi vrcholy A, B vedte danym
bodem M tecny. [1, str.35]

Body soumérn¢ sdruzené s ohniskem F, podle hledané tecny lezi na fidici kruznici
g1 = (F1,2a). Ma-li te¢na prochazet bodem M, pak musi byt vzdalenost ohniska F, a
bodu s nim soumérné sdruzeného podle te¢ny od bodu M stejnd, proto sestrojime kruznici
k(M,|MF,|). Prise¢ik Q kruZnice g; a kruZnice k je hledanym bodem soumérné
sdruzenym s ohniskem F,. Pata P kolmice spusténé z ohniska F, na hledanou te¢nu je
stted useCky F,Q a soucasn¢ musi padnout na vrcholovou kruznici v. Hledané tecny
vedeme body MP. Bod dotyku T je prisecikem tecny t s ptimkou F; Q. Pro ptipadné dalsi
praseciky kruznic g, a k se konstrukce povede stejné.

Obrazek 3.8 - Tecna danym bodem

Diskuze: Pocet tecen se odviji od polohy bodu M.

e Pokud je |[F;M| + |F,M| > |AB|, pak je M vn&jsim bodem elipsy a kruznice k
s kruznici g, protinaji ve dvou bodech Q,Q,, tudiz pravé dvé tecny ty,t,
prochazejici bodem M.

o Je-li |FiM| + |F,M| = |AB|, pak je M bodem elipsy a kruznice k se s kruznici g,
protinaji pravé v jednom bod¢ a soucasné tedy existuje pravé jedna tecna t, kterd
jim prochézi.

e Pokud |F;M| + |F,M| < |AB|, pak bod M lezi uvnitt elipsy a neexistuje prusecik
kruznic k a g, a ani Zadna tecna elipsy, ktera jim prochazi.

(A) Urcete rovnici tecny elipsy dané ohnisky F; F, a hlavnimi vrcholy A, B, prochazejict
bodem M.

V tomto ptikladé¢ nebudeme vyuZzivat rovnice z véty 9, ukdZeme si, Ze se d4 postupovat
také jinak nez pouhym dosazenim, pfi¢emz tato véta stejné plati pouze pro body elipsy.
Postup bude podobny jako u piikladu 6.
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Ptedpokladame tecnu ve tvaru t: y = kx + g, ktera jakmile prochazi bodem M[m, n], tak
pro ni plati

n=km+q— q=n—km.

Do rovnice 1.5 elipsy dosadime y = kx + q a dostaneme
x?  (kx+q)?
© e ra)y
a b?

x?(a%k? + b?) + x(2a’kq) + (a?q? — a?b?) =0

Chceme, aby méla pfimka s elipsou pravé jeden spolecny bod. To nastane tehdy, je-li
diskriminant roven 0.

D, = 4a*k?q? — 4(a?k? + b?*)(a%q* — a®b?) =0
q*(—a?b?) + (a*b?k? + a?b*) =0
Dosadim vztah platny pro g a dostdvame
(n — km)?(—a?b?) + (a*b?k? + a?bh*) =0
k?(a? —m?) 4+ 2mnk + (b> —n?) =0

D, = 4m?n? — 4(a? — m?)(b? — n?) = 4(a*n? — a?b? + b*m?)

1

—2mn + \/4(a?n? — a?b? + b?2m?) _—mn £ Va?n? — a?b? + b?m?
2(a? —m?) B a? —m?

k1,2 =

Tento vztah jiz nejde zjednodusit, tudiz ho dosadime do kone¢né rovnice te¢ny

—mn +Va?n? — a?b? + b?m? —mn + Va?n? — a?b? + b2m?
try = > > x+n-— > 5 m
a?—-m a?—-m
—mn + Va?n? — a?b? + b?m? 37
tiy = prR—— (x—m)+n .

Diskuze:

e Je-li bod M vné elipsy, pak a?n? + b>m? > a?b?, tudiz D, > 0 a existuji vzdy
prave dve feseni.
e Je-li bod M bodem elipsy, pak a’*n? + b?m? = a®b?, tudiz D, = 0 a existuje
jediné feSeni.
e Je-li bod M uvnitf elipsy, pak a’*n? + b*m? < a?b?, tudiz D, < 0 a tato tloha
nema feSeni.
Z rovnice je patrno, Ze ptimka prochazejici bodem M, je te¢nou v bodé M, kdyZ je tento
bod dvojnasobnym priiseCikem této piimky s elipsou. Tzn. soustava rovnic elipsy
s rovnici te€ny ma pravé jeden dvojndsobny koten.
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3.2.3 Tecna elipsy a délka hlavni poloosy
Priklad 8

(S) Sestrojte usecku o délce hlavni poloosy elipsy, ktera je urcena ohniskem F;, tecnou t
a bodem dotyku T, pokud vime, Ze jeji hlavni osa je rovnobéznd s primkou p. [7, str.39]

Nalezneme bod Q, ktery je soumérné sdruzeny s ohniskem F; podle zadané tecny.
Zaroven sestrojime rovnobézku s pfimkou p prochazejici ohniskem Fj, ktera je zaroven
hlavni osou elipsy 0. Druhé ohnisko F, nalezneme jako prusecik poloptimky QT s osou
paraboly o. Z véty 7 plyne, Ze Q je bodem fidici kruznice, jeho vzdalenost od F, je 2a,
proto staéi sestrojit stied S usecky F,Q, potom velikosti usecek |F,S| = |QS] je hledanou
délkou hlavni poloosy.

Diskuze:

e Je-li |[xtp| = |&F,Tt| potom se piimka QT s osou o protne v opa¢né poloroving
od t, nez v jaké lezi F;, nebo pfimo na te¢n¢, tudiz tato lloha nema feSeni.
e Je-li |&xtp| < |XF;Tt|, potom se pfimka QT s osou o protina ve vyhovujicim
pruseciku a uloha ma prave jedno feseni.
(A) Urcete velikost hlavni poloosy a elipsy, urcené tecnou t a bodem dotyku T, pokud
vime, Ze jeji hlavni osa je rovnobézna s primkou p.
Stejné¢ jako jsme v minulych ptikladech vyuzivali toho, Ze kazda elipsa jde
pietransformovat na elipsu, jejiz osy jsou rovnobézné s osami kartézské soustavy
soufadnic. Nyni tyto transformace vyuzijeme k tomu, ze bez Gjmy na obecnosti miizeme
piedpokladat, Ze zadana tecna je vyjadiena rovnici y = 0, jeji bod dotyku s elipsou je bod
dotyku T = [t1,0] a ohnisko ma soufadnice F; = [0, f;], kde t; # 0 nebo f; # 0.
Diilezité je, ze hlavni osa elipsy je rovnobézna s piimkou p:y = kx; k € R, do tohoto
tvaru lze pomoci transformaci prevést jakoukoliv pfimkou. V tomto piipad¢ bez ijmy na
obecnosti vyluCujeme tecny ve vrcholech elipsy.

V dalsim postupu se budeme tidit postupem z feSeni syntetického. Soufadnice bodu
soumérné sdruzeného jsou Q = [0,—f;]. Nyni ur¢ime obecnou rovnici piimky
prochézejici body T, Q. Ur¢ime jeji smérovy vektor Q—T), nasledné jeji normalovy vektor

—

n
QT = (t, f1) - A =(—fi,t).
Pfimka s normalovym vektorem 71 je dana rovnici
—fix+tiy+c=0.
Dale chceme, aby tato pfimka prochazela bodem T, tudiZ do ni dosadime jeho soufadnice
a ziskdvame rovnici ptimky prochazejici body T, Q
—fix+t;y+ f1t; = 0. 3.3

Hlavni osa protina osu soustavy soutadnic y v bodé F; a je rovnobézna s p, proto je jeji
rovnice

y =kx + fi. 3.4
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Soufadnice ohniska F, ziskame jako prasecik o s ptimkou QT, kdyz dosadime rovnici 3.4
do rovnice 3.3

—fix +ty(kx + f,) + fit; =0

_ _ —24fy
(tlk _fl)x —_ 2t1f1 - X = tlk —fll
poté dopocitam y
y=k —Zt_1f1 +f = _kt1f1__ f12,
tik — fi tik — f1
_ [—2t1f1 —ktify — f{ l
- F, = , .
thk—fi tk—fi

Nyni mame vSechny prostiedky k ur¢eni délky hlavni poloosy a, ktera je polovi¢ni z

|QF,|
1 1 -2t fi 2 —kt,f, — f2 2
E|QF2|=_\[< t1f 0) +< tifi — f _|_f1> =a

2 \\tik—fi tik — fi
_1 AfE(f2 +t2)
“=2 (tik — f1)?
_[ReEew
| (k= £)?

Diskuze: Necht’ [ je smérnice piimky F; T, potom je diskuze o feSeni nasledujici.
fi
t

e Je-lismérnice [l = < |k|, potom se dané ptimky protnou na opa¢né poloroviné

od teény t nez v jakém lezi ohnisko F;, nebo p¥imo na te¢né. Uloha tedy nema
feseni.
e Je-li smérnice |l = |%| > |k|, potom ma Gloha praveé jedno feseni.
Pozn.: Zde je mozno nasledné zkonstruovat dalsi body elipsy nebo jeji rovnici, tak jako
v priklad¢ 4.

3.2.4 Osova afinita mezi kruznici a elipsou [12]

%2

Obrazek 3.9 - Osova afinita mezi kruznici a elipsou
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Existuje nekone¢né¢ mnoho moznosti, jak zvolit osovou afinitu, my vybirame afinity dané
osami elipsy. Zvolime-li si osou afinity hlavni osu o, elipsy a smér afinity, ktery je na ni
kolmy. Potom se elipsa, ozna¢me ji v tomto piipadé e, zobrazi na kruznici e’ se stfedem
v S, ktery je soucasné stiedem elipsy, a polomérem |SA|. Zvolili jsme si pravouhlou
afinitu, tudiz bod C se zobrazi na C' tak, ze C' lezi na 0, a zaroven |SA| = |SC'|. Pokud
zvolime osou afinity osu o, elipsy, ziskdme kruznici e’ opét se stiedem S. Pravouhlou
afinitou se bod A zobrazi na A', ktery leZi na 0,. Polomér kruznice e’ je roven velikosti
vedlejsi osy elipsy, tedy |SC| = |SA'].

V osové afinité mezi kruznici a elipsou vzhledem k incidenci vzdy plati, Zze obrazem
teCny bude opét te¢na.

Priklad 9

(S) Naleznéte priiseciky elipsy dané jejimi osami a vrcholy s primkou p, kterd ji protina.
[12]

V této uloze je vhodné pouZit osovou afinitu, protoze elipsu, 1 kdyZ zndme osy a vrcholy,

neumime piesn¢ vykreslit. Proto si ji pfevedeme na kruznici, se kterou jiz tento problém

mit nebudeme.

Obraz piimky p v osové afinité nalezneme pomoci obrazu dvou bodl. Prisecik P piimky
p s osou 0; je samodruzny bod. Déle si zobrazim libovolny bod X dané pfimky na X'.
Piimka p’ prochazi body P a X'. Prise¢iky K', L' vzniklych obrazi poté promitneme ve
sméru osov¢ afinity na pfimku p. Dostavame body K, L, coz jsou hledané priseciky
piimky p a elipsy e.

(A) Urcete souradnice priisecikii elipsy s primkou p.

Hledany prusecik R = [r, s] musi, jak plyne ze zadani, vyhovovat rovnici elipsy

2 2

r S
2 pr=!
a zaroven rovnici

p:s=kr+q.

Pro nalezeni priseciku nam postaci vytesit tuto soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych,
nejlépe dosazovaci metodou

a? b?
(b% + a?k®)r? + 2kqa®r + (q%a®? — a®b?) = 0,
D = 4a?b?(b? — q* + k?a?).

r?  (kr +q)?
LUrta)

Ziskame x-ové soutadnice priseciki

—kqa? + ab\/b% — q% + k%a?
b2 + k?a? ‘

N2 =
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y-ové soutfadnice ziskame zpétnym dosazenim do p, a tedy

—kqa® + ab\/b? — q? + k?a?
51’2=k< q \/ q >+q

b? + k?a?
Diskuze: Pocet priseciki se odviji od hodnoty determinantu

e D > 0, potom je p seCnou a existuji dva pruseciky,
e D =0, potom je p teCnou a existuje jeden prusecik,
e D <0, potom je p vnéjsi ptimkou, prisecik neexistuje.

Pozn.: Pravé jsme se setkali s jednim ze zakladnich vyuZiti osové afinity. Za povSimnuti
stoji rozdilna obtiZnost té€chto dvou feSeni. Ackoliv kone¢né vztahy, plynouci z obecného
analytického feSeni, se na prvni pohled mohou zdat slozité, ve skutecnosti toto feSeni
nijak zvlast' obtizné neni. Naproti tomu syntetick¢ feSeni je vysokoskolskou latkou
prevysujici znalosti primérného stfedoSkoldka.

3.3 Oskulaéni kruzZnice elipsy

Definice 6: Kruznice, jejichz oblouky v okoli libovolnych bodi kuzelosecky nejlépe
nahrazuji kuzelosecku se nazyvaji oskula¢ni kruZznice.

Mezi nimi lze téz vypichnout pojem hyperoskula¢ni kruznice, kdy se jedna o oskulacni
kruznice, které nejlépe nahrazuji kuzelosecku v jejich vrcholech. Tyto objekty jsou jedny
ze zasadnich tykajicich se zejména rysovani kuzelosecek.

Piiklad 10
(A) Urcete rovnici oskulacni kruznice elipsy ve vrcholu A elipsy. [4, str.11-12]

Libovolna kruznice k, se stfedem mezi jejimi vrcholy a polomérem mensim, nez je
velikost jeji vedlejsi poloosy, kterd se dotyka elipsy ve vrcholu A, ji zhruba nahrazuje
v blizkém okoli tohoto vrcholu. Zvolime-li si takovou kruznici, jejiz osy se shoduji
s osami elipsy, pak miZeme rovnici této kruznice psat ve tvaru

(x =) +y* = (a+s),
pricemz S” = (s;0) je jeji sted.

Pro soufadnice X = [x, y] jejich spoleénych bodii s elipsou b?x? + a®y? = a?b? snadno
najdeme

b?x% + a?((a + s)* — (x — s)?) = a®b?
x%(b? — a®) + 2a%sx — a%*(a® — b*> —2as) =0

x%e? —2a’xs — a%(e? —2as) =0
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Kruznice k bude nejlépe nahrazovat elipsu v okoli vrcholu A ve chvili, kdy prusecik
A splyne s priseCikem X v jeden. Tedy ma-li dand kvadraticka rovnice dvojnasobny
koten. K tomu ndm postaci, aby jeji diskriminant byl roven 0, a sice

(as —e?)? =0.

2
To nastane pravé tehdy, kdyz s = =

—.
. e? b? . .
Kruznice o stiedu S; = (—: ; 0) a poloméru p; = (a —s) = — Je hledanou kruznici.

Pro kontrolu uvedeme i jeji rovnici

2

k:(x+ea—2)2+y2=(ﬁ) )

a
(S) Sestrojte oskulacni kruznice elipsy v jejich vrcholech. [1, str.38]

Nazveme-li E prusecik tecen elipsy ve vrcholu A. Potom kolmice z bodu E na ptimku AC
protind hlavni osu ve stfedu S; oskulaéni kruZnice ve vrcholu A. Z podobnosti
pravouhlych trojuhelnikit AAS;E a ASCA se vzajemné kolmymi pfeponami podle véty
UU plyne

ASy

SC . AS; _ b
AE As‘]'b a

2
atedy AS, = %. Zaroven lze si ovéfit vzdalenost |SS; |, protoZe plati
|SA| — |S1A] = |SS4],

b? e?
a——=—.
a a

Kolmici z E na AC sestrojime konstruktivné jako spojnici prisecikti kruznic opsanych
okolo A, resp. C polomérem b, resp. a.

N

Obrazek 3.10 - Oskulacni kruznice elipsy ve vrcholu A

Pozn.: Analytické feSeni mé v tomto pfipad€ navrch. Narysovanim oskula¢ni kruZnice si
muizeme potvrdit, Ze jsme jeji analytické vlastnosti odvodili spravng.
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4 Hyperbola
Pojmy definic a vét, neni-li uvedeno jinak, jsou inspirovany z [1, str. 40-44]

Definice 7: (Standardni definice hyperboly) Hyperbola je mnozina vSech bodu, které maji
od dvou pevnych riznych bodu staly kladny rozdil vzdalenosti mensi nez vzdalenost obou
pevnych bodi.

Pevné body znaceny F;, F, jsou ohniska hyperboly a spojnice F;X a F,X se nazyvaji
opét privodice 1y, 7;.

Pomoci vzdalenosti Ize tuto vlastnost pro mnozinu bodt X vyjadftit takto:

[IF X — |F,X|| = 2a < |F,F,|.

Obrazek 4.1 — Hyperbola

Ptimka, na které lezi obé ohniska, se nazyva hlavni osou, stfed ohnisek je stfedem
hyperboly. Pifimka na ni kolmd prochazejici sttedem naopak vedlejsi osou hyperboly.
Vzdalenost |AB| je velikost hlavni osy a znaéi se 2a, potom a nazyvame délkou hlavni
poloosy hyperboly. Body A, B jsou vrcholy hyperboly. Vzdélenost ohnisek od stfedu se
nazyva opét linearni vystiednost neboli excentricita a znaci se e. Pravouhly trojihelnik
ASBE (obr. 4.2) je charakteristicky trojuhelnik hyperboly, znéj plyne, Ze ¢islo

b =+e? —a? je oznaCovano jako délka vedlejsi poloosy hyperboly. Numericka
vystiednost je opét vyjadiena vztahem & = 2, tato vystfednost je vEtsi nez jedna, nebot’
e > a.

Véta 10: Je-li excentricita e = av/2, potom a = b a hyperbola se nazyva rovnoosa.

Dtikaz: Ziejmy z vlastnosti charakteristického trojithelniku hyperboly (obr. 4.2).
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Obrazek 4.2 - Charakteristicky trojihelnik hyperboly

Véta 11 [3, str.16-17]: Apolloniovska definice (je-li € > 1) je ekvivalentni se stantardni
definici hyperboly.

Diikaz: (Obr. 4.1)) K tomuto odvozeni vyuzijeme stejné vlastnosti jako ve vété 5 (str.15).
Tentokrat budeme dokazovat, ze pokud je € > 1, pak je rozdil privodict bodt hyperboly
konstantni. Jsou-li P;, P, razné body hyperboly soumérné podle osy o,, pak plati

||P1F1| - |P1F2|| = ||P1F1| - |P2F1||

2p
g2 -1

e||Pyd]| — |Pydl| = 2e - | Xy =

- konstantni.

V ptipad¢ hyperboly je opét standardni definice nasledkem definice podle Apollonia.
Vzijemné vztahy mezi velikostmi hlavni poloosy a, vedlejsi poloosy b, linedrni
excentricity e, numerické excentricity € a parametrem p jsou

€
a= P b= P e = |SF,| = p_1=\/a2+b2

g2 -1 €2 — 1 g2

-2 Rl =2 Sdl = sl = P =
P= e T T ez 1) e
S pomoci stejnych argumenti jako u elipsy mizeme fict, Ze kazda hyperbola zadana podle
standardni definice je totoZna s hyperbolou danou podle Apollonia.
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4.1 Bodova konstrukce a rovnice hyperboly
Priklad 11

(S) Sestrojte body hyperboly, znate-li jeji ohniska Fy, F, a rozdil velikosti privodicii jejich
bodii. [1, str.40]

(Obr. 4.3) Necht' |PQ| < |F,F,| je dany rozdil pruvodi¢i, potom body hyperboly
sestrojime jako pruseciky kruznic k; = (Fy,17), ky = (F,,13). Poloméry téchto kruznic
volime tak, aby platilo bud’ |r; — r,| = |PQ|, nebo |r, — 11| = |PQ].

Nejsnaze nalezneme vrcholy A4, B, pro které plati, ze jejich vzdalenost od stfedu tsecky
F,F, se rovna % |PQ|. Dalsi body hyperboly nalezneme systematicky tak, Ze na opa¢né

poloptimce k F,F; zvolime libovolny bod R a ohniskiim opiSeme kruhové oblouky o
polomérech r; = |AR|,r, = |BR]|, jejich pruseciky jsou hledanymi body hyperboly.

Obrazek 4.3 - Bodova konstrukce hyperboly

(A) Urcete rovnici hyperboly, jsou-li dana jeji ohniska F; = [—e, 0],F, = [e, 0] a stdly
rozdil pritvvodicii jejich bodu 2a.

Stied hyperboly je tedy S = [0,0], uréime velikost excentricity e
|SF,| = |SF,| =e
a pomoci délky hlavni poloosy a dopo¢itdme b?
b? = e? —a?.
Dosadime do rovnice /.7 (pfedpokladejme a > b) hyperboly

2 2

x y

=2 =1
a2 eZ_aZ

Obecné si je elipsa s hyperbolou v lecéem podobnd, prvni signal pro tuto podobnost je
napiiklad jejich rovnice. OvSem uZ z definice plyne, ze mnozina vSech prisecikl
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hyperboly s vedlejsi osou je prazdna, zatimco mnozina téchto prisecikl s elipsou je
tvofena pravé dvéma jejimi vedlejSimi vrcholy. Jednim z dalSich rozdild je to, ze
hyperbola se sklada ze dvou disjunktnich ¢asti, které se oznacuji vétve hyperboly. Pro
body X jedné vétve hyperboly plati |F, X| — |F,X| = 2a, zatimco pro body druhé vétve
plati |F,X| — |F, X| = 2a. [4, str. 26-27]

Definice 8 [4, str.27]: Bod X se nazyva vnéjSim bodem hyperboly, jestlize
||F1X | — |F,X || < 2a. Bod X je vnitifnim bodem hyperboly pravé tehdy, kdyz
||F1X | — |F,X || > 2a. Body, u kterych dochazi k rovnosti jsou body hyperboly.

Rovina je podle tohoto kritéria rozdélena na tii ¢asti

e mnozina vnéjSich bodi hyperboly, které tvoti vnéjsek elipsy. Soucasti této roviny
je stfed hyperboly.

e mnoZzina boda hyperboly.

e mnozina vnitfnich bodi hyperboly, které tvoii vnitfek hyperboly. Soucasti této
mnoziny jsou téz ohniska hyperboly.

4.2 Hyperbola a primka

Podobné¢ jako u elipsy pro vzajemnou polohu piimky s hyperbolou existuji tfi ptipady.
[8, str. 10]

e Pokud neexistuje zadny prusecik, jedna se o vnéjsi primku. Specidlnim ptipadem
vnéjSich primek jsou asymptoty hyperboly. Jejich vlastnostem se budeme
vénovat pozdéji (viz. Definice 10).

e Protinaji-li se v jediném pruseciku, pak pfimka muze byt te¢nou hyperboly, neni
to ale jednoznac¢né jako v ptipad¢ elipsy. Piimky maji téZ jediny prisecik
s hyperbolou, jsou-li rovnobézné s asymptotami.

e Pokud ma piimka s hyperbolou dva spolecné body, jedna se o secnu hyperboly.

Protoze nestaci definovat te¢nu pouze pomoci poctu prusecikl, uvedeme nyni jeji
definici, kterd uz je zcela jednoznacna.

Definice 9: Piimka, kterd ma s hyperbolou pravé jeden spolecny bod a jejiz ostatni body
jsou vngjsi, je teénou hyperboly. Kolmice na te¢nu prochazejici bodem dotyku je
normala hyperboly.

Definice 10: (Obr 4.4) Piimky prochazejici sttedem hyperboly S, svirajici s hlavni osou
uhel @, pro ktery plati tan ¢ = S, se nazyvaji asymptoty hyperboly. Asymptoty rovnoosé

hyperboly jsou na sebe kolmé.
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Obrazek 4.4 - Asymptoty hyperboly

Priivodi¢e bodu T hyperboly déli rovinu na dvé dvojice vrcholovych uhli. Dvojice

vedlejsi k vnéjSim hlim se nazyvaji vnitini ahly pravodici.
Véta 12: Tecna hyperboly puli vnéjsi uhly pravodici bodu dotyku.
Diikaz je mozno provést stejnym zplisobem jako ve vété 6 (str.19) u elipsy.

Disledek 4: Normala v bod¢ hyperboly pili vnitini thly privodi¢t bodu, v némz je
sestrojena.

Véta 13: Mnozina vSech bodi soumérné sdruzenych s jednim ohniskem podle tecen
hyperboly je kruznice o stfedu v druhém ohnisku. Tyto kruZnice g; = (F;,2a),
g2 = (F,, 2a) se nazyvaji Fidici kruznice hyperboly.

Diikaz: Opét dokazujeme dvé implikace. Zaprvé, pokud je Q bod soumérné sdruzeny
naptiklad s ohniskem F, podle n&jaké te¢ny t, pak je |F;Q| = ||F1M| — |QM|| =
= ||F1M| — |F2M|| = 2a, to znamena, ze Q leZi na g,.

Obracen¢ zvolime libovolny bod na kruznici g, a dokazujeme, Ze je soumérné sdruzeny
s ohniskem F, podle te¢ny hyperboly. Jelikoz je F, vnéjSim bodem kruZnice g4, je
zaruceno, ze Q # F,. Osa soumérnosti usecky QF, bud’ protina piimku QF;, nebo je s ni
rovnobézna.

V prvnim piipad¢ (obr. 4.5a) osa t UseCky QF, je ziejmé tecnou v bodé M a tedy véta
plati.

V druhém ptipadé (obr. 4.5b) kazdy bod R (R # S) osy usecCky QF,, nazveme ji u, je
vngjSim bodem hyperboly, protoze ||RF1| — |RF2|| = ||RF1| — |RQ|| < |F,Q| = 2a,
takZe u neni te¢nou hyperboly. V tomto pfipadé bod Q je nutné dotykovym bodem tecny
ke g4, protoze plati F;Q_ F,Q. Na fidici kruznici existuji dva takovéto body Q4,Q, a
k nim pfislusné asymptoty uq,u,, které nejsou teCnami. Ve chvili, kdy asymptoty
pfipojime jako vyjimecné piimky k tecnam, je tato véta dokazana.
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Obrazek 4.5 - Ridici kruznice hyperboly

Véta 14: Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohnisek na jeji teCny je vrcholova
kruznice v(S, a).

Diikaz: Je obdobny jako ve vété 8 (str. 20), pouze k nému doplnime asymptoty jako
v ptedchozi vété. Necht @, je soumérné sdruzeny s ohniskem F, podle dané teCny
(asymptoty) a zaroveh tedy bodem fidici kruznice g, (F;, 2a). Vime, ze F;Q; | F,Q, a
zaroven F;Q; je rovnobézna s u, (obr. 4.6), potom plati, Ze asymptoty jsou kolmé na
teCny vedené z ohnisek k vrcholové kruznici.

Obrazek 4.6 - Ridici a vrcholova kruznice hyperboly

4.2.1 Tecna hyperboly danym smérem (rovnobézna s piimkou)
Priklad 12

(S) K nenarysované hyperbole urcené ohnisky a vrcholy ved'te tecny danym smérem s.

[1, str.43]

Reseni je podobné s fesenim stejného prikladu pro elipsu (Priklad 6, str.21). Také zde
muzeme vyuzivat dva riizné zpisoby feSeni. ReSeni se ale 1isi zejména v diskuzi.
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Diskuze: Jestlize a definujeme jako thel, ktery svira libovolna piimka danym smérem §
s hlavni osou hyperboly, potom plati

e jelitga <tg e = (b:a), neexistuji zadné teny hyperboly danym smérem &,
vsechny tyto pfimky jsou jejimi vnéjSimi pfimkami.

o jelitga =tg e = (b:a), pak jako teCny najdeme pravé dveé asymptoty uy, u,.

o jelli tga>tge = (b:a), existuji vzdy pravé dvé tecny hyperboly danym
smérem S.

(A) Urcete rovnici tecny elipsy dané ohnisky F; F, a hlavnimi vrcholy A, B danym smérem
s = (u,v).

I zde je feseni podobné jako v ptikladu 6.

Necht te¢na t je vyjadiena rovnici ve tvaru
@)+
=(—)x
Y=\ q

y=kx+q
kde u,v,q € R,u # 0.

Toto vyjadieni dosadime do kanonické rovnice hyperboly 1.7 (pfedpokladejme a > b) a
postupné dopocitdme nezndmou q

’ 2
q1, = tVk?a? — b2 =+ (Z) a? — b2,

Rovnice tecny t je tedy nasledujici
(srov. s rovnici 3.1).

Diskuze: ReSeni se odviji od poctu feSeni pro nezndmou g, tedy moznosti urcit

2
odmocninu /(E) a? — b? asice tedy

L b 2 o . y
o je-li k =E<Z, potom (E) a’ —b* <0, a tedy neexistuji rovnice teCen
hyperboly rovnobéznych s danym smérem.
v b

o jeli k= — = -, potom je q = 0, potom jako hledané rovnice tecen najdeme

rovnice asymptot.
2
. b LA NIV
o je-llik= E > —, potom (5) a® — b? > 0 a ziskdvame dvé& rlizna feseni pro g, tedy

existuji pravé dvé rovnice tecen hyperboly rovnobéznych s danym smérem.
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4.2.2 Tecna hyperboly danym bodem
Véta 15 [4, str.34]: Rovnice

XoX YoV 1
az bz
je rovnici te¢ny k hyperbole s rovnici
x2 2
Yo _
@2 ot

v bod¢ dotyku T = [x,, yo].
Odvozeni této rovnice pro body hyperboly si 1ze opét dohledat v [4, str.32-34].

t:dx + 3y =16
12

h:x*/25-y*/16 =1

Obrazek 4.7 - Analyticky popis te¢ny hyperboly danym bodem
Priklad 13

(S) K nenarysované hyperbole urcené ohnisky a vrcholy vedte tecny danym bodem M.
[1, str.43]

Reseni je podobné s fesenim stejného prikladu pro elipsu (Piiklad 7. str.24). Také zde
muzeme vyuzivat dva riizné zpusoby feseni.

Obrazek 4.8 - Tecny hyperboly danym bodem
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Diskuze: Pocet tecen se odviji od polohy bodu M.

o Pokudje||F,M| — |F,M|| > |AB|, pak je M vn&j$im bodem hyperboly a kruznice
k s kruznici g, protinaji ve dvou bodech, tudiz pravé dve tecny t,, t, prochazejici
bodem M.

o Je-li ||F1M| — |F2M|| = |AB|, pak je M bodem elipsy a kruznice k se s kruznici
g1 protinaji pravé v jednom bod¢ a soucasn¢ tedy existuje praveé jedna tecna t,
ktera jim prochazi.

e Pokud ||F1M| — |F2M|| < |AB|, pak bod M lezi uvnité elipsy a neexistuje
prisecik kruznic k a g, a ani zadna tecna, ktera jim prochazi.

Je-li S = M potom te¢ny hyperboly splyvaji s asymptotami.

(A) Urcete rovnici tecny elipsy dané ohnisky F, F, a hlavnimi vrcholy A, B, prochazejici
bodem M.

I zde je teSeni podobné jako v ptikladu 7, proto si uvedeme pouze stézejni Casti pro
priabéznou kontrolu. Necht' tecna t je vyjadiena rovnici t:y = kx + q, kde k,q € R,
zaroven q =n — km. Toto vyjadieni dosadime do kanonické rovnice hyperboly 1.7
(ptedpokladejme a > b) a ziskavame

x2(b? — k?a?) — x(2a’kq) — (a®q? + a®b?) = 0.

Chceme, aby méla piimka s elipsou pravé jeden spolecny bod. To nastane tehdy, je-li
diskriminant roven 0.

D, = q* + b? — k?a® = 0.
Dosadim vztah platny pro g a dostdvame
k?(m? —a?) — 2kmn+ (n? + b?) =0,

D, = 4(a*n? + a?b? — b*m?),

mn + Va?n? + a?b? — b?>m?

m?2 — a2

12 =

Tento vztah jiz nejde zjednodusit, tudiz ho dosadime do kone¢né rovnice tecny

mn +vVa?n? + a?b? — b?m?

try = (x —m) +n. (srovnejte s rovnici

m? —a® 3.2)

Diskuze:

e Je-li D, > 0, pak je bod M vné hyperboly a existuji vzdy praveé dvé fesSeni.
e Je-li D, = 0, pak je bod M bodem hyperboly a existuje jediné feseni.
e Je-li D, <0, pak je bod M uvniti hyperboly a tato uloha nema feSeni.
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4.2.3 Asymptoty dané ohnisky a vrcholy hyperboly

Jiz zminované asymptoty jsou velice uzitecné pro konstrukci hyperboly, uréuji totiz
priblizny prubeh hyperboly, jeji vétve se k nim neustale piiblizuji, ale nikdy se neprotnou.
Asymptoty jsou pro oba typy hyperboly stejné, jen poloha hyperboly a vzhledem
k asymptotam lisi.

Priklad 14
(S) Sestrojte asymptoty k hyperbole dané ohnisky Fy, F, a vrcholy A, B. [1, str. 43]

Tato konstrukce vyplyva zvéty 14, pokud tedy sestrojime vrcholovou kruznici
v(S,p, |SA|) hyperboly a teény t;,t, kni prochazejici postupné kazdym z ohnisek.
Potom kolmice na dané tecny, prochazejicim sttedem hyperboly jsou hledané asymptoty
Uq, Uy,

(A) Urcete rovnice asymptot hyperboly dané ohnisky F; = [—e, 0], F, = [e, 0] a vrcholy
A= [—-a,0],B =]a,0].

. P v ‘s , b R RETE
Z definice asymptot vime, Ze svira s osou thel tan ¢ = o takové ptimky existuji vzdy
pravé dve. Jejich rovnice budeme uvazovat ve tvaru y = tkx, smérnici k lze vyjadrit
b R v s 1ye ; . VIRTIN Ry
vztahem k = —- K teSeni nam tedy postaci vyjadrit dané koeficienty oznacujici délku

hlavni a vedlejsi poloosy.

Pomoci obou ohnisek, nebo vrchold opét ur¢ime stted S = [0,0]. Znam-li vSechny tyto
body, potom jsme schopni ur€it velikost excentricity e = |SF;| a hlavni poloosy
a = |SA|. Posledni hodnota, kterou poticbujeme, je velikost vedlejsi poloosy

b =+vVe? — a?.
Ziskané hodnoty doplnim do rovnic asymptot

eZ _ a2
Uty =-———%,

eZ — a2
Uy Yy = ———X.
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4.2.4 Tecna hyperboly ddna bodem dotyku a jejimi asymptotami
Véta 16 [4, str. 40]: Usek teény omezeny asymptotami je palen bodem dotyku.

b t
uy y

Uz

Obrazek 4.9 - Véta ¢.13

Diikaz: (Obr.4.9) Necht’ rovnice hyperboly je

2 2

x* y
a? b?

potom rovnici teény s bodem dotyku v M = [m, n] Ize vyjadfit rovnici

=1,

mx ny
az bz 1
a asymptoty uy, U, charakterizuje rovnice
2 2

(y+%x)(y—%x)=z—2—z—2=0.

Nyni se pustime do vypoctu priseciki K,L asymptot ste€nou. Z rovnice tecny si
vyjadiime y
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Bod dotyku M je bodem hyperboly a proto plati a?n? — b?m? = a?b?. Pomoci tohoto
vztahu si lze vypocet prisecikl zjednodusit

a’b? 5 b*m b?
X+ ) =0
n

x

a*n? a’n?

a’b? x? —2a*b’*>mx + a*bh?> =0
x% —=2mx+a?=0.

Soucet kotentl této rovnice je podle Vietovych vzorct roven 2m, z ¢ehoz plyne, Ze x-ova
soutfadnice stfedu usecky je m. Timto jsme dokazali, Ze stfedem usecky K,L je bod
dotyku M = [m,n].

Priklad 15
(S) Sestrojte tecnu hyperboly, je-li dan bod dotyku M a asymptoty hyperboly. [4, str.41]

Nasledkem ptedchozi véty nam postaci pomoci stfedové soumérnosti sestrojit pticku,
jejiz krajni body lezi na asymptotach a zaroven je danym bodem piilena.

(A) Urcete rovnici tecny hyperboly, pokud zname bod dotyku M = [m,n] a rovnice
asymptot Uy 5. [8, str.31]

Bod dotyku je zaroven bodem hyperboly, nasim prvnim tkolem bude si trochu ptiblizit
o jakou hyperbolu se jedna. Z definice asymptot vime, ze jejich smérnice lze napsat
pomoci velikosti poloos hyperboly, z tohoto vztahu nyni ur¢ime, v jakém poméru dané
velikosti jsou
b
k= E - b = ka. 4.1

Necht [ = (M — 0), kde O je pocatek soustavy soufadnic, je smérnice piimky
prochazejici body M, 0. Dle této smérnice a jejimu vztahu ke smérnici asymptoty k
zjistime polohu zadaného bodu hyperboly vic¢i danym asymptotdm. Ta nam urcuje, zda
ma hyperbola hlavni osu vodorovnou nebo svislou, a podle toho zvolime odpovidajici
rovnici.

Necht' | < k, je jeji hlavni osa vodorovnd, tudiZ zvolime rovnici /.7, do které dosadime
vztah 4.1

2 2

x ye o
a2 (ka)?
Nyni dosadime soutadnice bodu M
m?  n?
— =1,
a? (ka)?
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x2 ~ y? .
n2 nz\
m? — F k2 (mz - P)
a tu nyni rozepiSeme podle vztahu z véty 15 (str.38)
mx ny 1
2 _n? k2 ( 2 _ n_z) o
mé—13 m# =17

Pro ptipad, kdy je | > k, potom je jeho hlavni osa svisla, a k ziskani vztahu pro poloosy
vyuzijeme rovnici hyperboly 1.8 a budeme postupovat stejné.

Pozn.: Pokud bychom nechtéli urCovat smérnici [, mizeme vyuzit vylu¢ovaci metodu a
vyzkouset rovnou obé moznosti. Ve Spatné ndm vyjde pro a pod odmocninou zaporné
¢islo.

4.3 Oskulaé¢ni kruZnice hyperboly

Vyznam a definici 6 oskulacnich kruznic jsme si jiz uvedli, nyni uvedeme piiklad, ktery
nam je piiblizi dale.

Piiklad 16 [1, str. 44]
(A) Urcete rovnici oskulacni kruznice hyperboly v jejim vrcholu.

Analytické feSeni je téméf totozné s feSenim elipsy, je vSak vhodné si uvédomit, Ze jeji
stied je jednim z jejich vnitinich bodd, a tedy stfed i cela oskulacni kruznice lezi na
opacné polopiimce k AS nez tomu bylo u elipsy. Rovnice oskula¢ni kruZznice hyperboly

ve vrcholu A je opét
e? b2\’
k: (x ——)? 2=(—].
(x——2)"+y <a>
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(S) Sestrojte oskulacni kruznice hyperboly v jejim vrcholu A.

V bodé A vztycime kolmici na hlavni osu 0, hyperboly, kterd je zdroven jeji tenou. Dana
teCna protind asymptotu u; hyperboly v bod¢ E. Dale v tomto bod¢ sestrojime kolmici
k asymptoté€ u,. Prisecik kolmice k s hlavni osou 0, je sttedem S; oskula¢ni kruznice.

2
Z podobnosti trojthelnikéi AS,AE a AEAS plyne, ze |S,A| = ”; coZ nam zarovei

potvrzuje piedchozi analytické odvozeni.

Uz

Obrazek 4.10 - Oskula¢ni kruznice hyperboly ve vrcholu A
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5 Parabola
Pojmy vét a definic této kapitoly, neni-li uvedeno jinak vychazi z [1, str.45-50].

Definice 11: (Standardni definice paraboly) Parabola je mnozina bodi, které maji od
pevného bodu a dané piimky stejnou vzdalenost.

Pevny bod zna¢ime F a nazyvame ho ohniskem paraboly a pifimka d je jeji Fidici
primkou. Spojime-li libovolny bod paraboly s ohniskem a zaroven jim vedeme kolmici
na fidici pfimku, potom tyto dvé¢ spojnice FX,Fd oznacujeme jako privedice 7y, 7,
paraboly.

Pomoci vzdalenosti Ize tuto vlastnost pro mnozinu bodt X vyjadftit takto:

|FX| = |Fd| = p.

p/e
Obrazek 5.1 -Parabola

Véta 17 [3, str. 16-17]: Apolloniovska definice (je-li € = 1) je ekvivalentni se stantardni
definici paraboly.

Dikaz: (Obr. 5.1) V ptipadég, Ze € = 1 je ocividné, Ze Apolloniovska definice je totozna
se standardni definici paraboly. Pro libovolny bod paraboly X tedy plati |FX| = €|Fd| =
|Fd| = p je parametr paraboly.

5.1 Bodova konstrukce a rovnice paraboly

5.1.1 Parabola ur¢ena ohniskem a fidici pfimkou

Priklad 17

(S) Sestrojte body paraboly, znate-li jeji ohnisko F a ridici primku d. [1, str.45]

Spustime kolmici o z daného ohniska F na fidici pfimku. Prisecik této kolmice s fidici
pifimkou ozna¢me jako D. Z definice vime, Ze parabola je mnoZina bodi, které maji
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stejnou vzdalenost od ohniska a fidici pfimky, tudiz stfed V usecky FD je bodem
paraboly, tento bod nazveme vrchol paraboly.

Dale vedeme rovnobézku s fidici pfimkou v libovolném bodé R polopiimky VF
a sestrojime kruznici k = (F,|DR|), potom existuji dva jejich pruseéiky M;, M,, které
jsou dal§imi body paraboly.

Obrazek 5.2 - Bodova konstrukce paraboly

Kolmice na tidici pfimku prochazejici ohniskem je osa paraboly o.

Pokud bychom sestrojili rovnobézku s pifimkou d prochéazejici ohniskem, tak pro
priseciky s kruznici k, v obrazku znacené jako N;, N,, prokazatelné plati |FN;| =
|FN,| =p.

Piiklad 17
(4) Urcete rovnici paraboly dané ohniskem F = [g, 0] a ridici primkou d: x = — g.
Spocitame vzdalenost |Fd|, abychom ziskali parametr p

|Fd| = |§+ g| =p.
Dosadime do rovnice /.9 paraboly

y? = 2px.

Konkrétne:
Napiste rovnici paraboly, je-li dana ohniskem F = [3,0] a Fidici primkou d: x = —3.

Velikost parametru p je potom rovna

p=|Fd|l=|3+3|=6.
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Dany parametr dosadime a ziskavame rovnici
y? = 12x.

Definice 12 [4, str.44]: Bod X nazveme vnéjS§im bodem paraboly, kdyz |XF| > |Xd|,
jestlize je X vnitFnim bodem, pak plati |XF| < |Xd]|.

Parabola déli rovinu na tii ¢asti:

e vn¢jsi body paraboly tvoii vnéjSek paraboly,

e Dbody paraboly,

e vnitini body paraboly tvofi vnitfek paraboly, jeho soucasti je téz ohnisko
paraboly.

5.1.2 Parabola ur¢end ohniskem a dvéma riiznymi body

Priklad 18
(S) Sestrojte parabolu, je-li dano ohnisko F a dva riizné body paraboly M, N. 9, str.23]

Nejprve nalezneme fidici pfimku, body paraboly od ni maji stejnou vzdalenost jako od
ohniska, proto sestrojime postupné kruznice k; = (M, |MF|),k, = (N, |NF|). Ridici
piimku ziskame jako spolecnou te¢nu kruznic ki, k,. Zbytek konstrukce je totozny
s bodovou konstrukci paraboly.

Diskuze: Mnozina feSeni se odviji od poctu a typu prusecika kq, k, plynouci ze vzajemné
polohy bodu M, N, F.

e Pokud |MF|+ |NF| < |[MN|, pak maji kruznice jediny vnitini dotyk a jejich
jedina te¢na prochazi ohniskem, coz je spor s definici a tloha nema feseni.

e Pokud |[MF|+ |NF| = |[MN|, pak maji kruznice jediny vné&jsi dotyk a existuji tii
jejich te¢ny, z nichZ jedna prochazi ohniskem. Uloha m4 tedy dvé feseni.

e Pokud |MF|+ |NF|> |MN|, pak maji kruznice dva rizné praseciky a lze
sestrojit dvé spolecné te¢ny, které jsou zaroven dvéma vyhovujicimi feSenimi.

(A) Urcete rovnici paraboly, je-li dano ohnisko F = [0,0] a dva ruzné body paraboly
M = [m,n],N = [m,—n]. [9, str. 29]

Vsimnéme si, jak jsou situovany body paraboly. Pokud vime, ze jsou body M, N vzajemné
riazné a zaroven plati |[MF| = |NF|, jedna se o body soumérné sdruzené podle osy
paraboly. Je ziejmé Ze stied a soucasné priseCik useCky MN s osou paraboly ma
soufadnice S = [m, 0], tudiz, s ohledem na polohu ohniska, je osa paraboly o shodna
s osou x kartézské soustavy soutadnic.

Nyni vypocteme délku pravodich

IMF| = |[NF| = {m? + n2.
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Tedy i jejich vzdalenost od Fidici pfimky musi byt rovna vm? + n?. Pro fidici ptimku d,
ktera je kolma na osu paraboly o, plati

d:x =m++m?+n?,
Parametr p je roven
p=|FD| = |m +ym? +n2|.

Nyni jsme jiZ schopni dosazenim ziskat kone¢né tvary rovnic, které jsou dva.

e Je-li m < 0, pak ma rovnice paraboly tvar

5 m +vVm? + n?
y =—2(m+ m2+n2) X — :

2

e Je-li m > 0, pak ma rovnice paraboly tvar

— Jm?2 73
y2=2|m—\/m2+n2|<x—m r; +n>.

Rozsireni:

Je ocividné, Ze dané feSeni nam usnadnila vhodna volba bodu paraboly, tudiz jsme ani
nemuseli délat diskuzi feSeni. Nyni struéné naznacime postup, ktery je mozné pouzit
kdykoliv. Jedna z moZnosti je totiz analyticky popsat feSeni, které jsme jiz vyuzili
synteticky. Budeme tedy hledat rovnici fidici pfimky jako rovnici spolecné tecny dvou
kruznic.

Jsou-li M = [my,m;],N = [ny,n,] body paraboly, a ohnisko F = [0,0], vytvoiime
rovnice kruznic

ki (x —m)? + (y —mp)? = |MF|?,
ka: (x —my)? + (y —np)? = INF|?
Necht’ rovnice tecny je ve tvaru
tty=kx+gq,

pak miiZeme tento tvar doplnit do rovnic kruZnic a ziskdme soustavu, ze které vyjadiime

......

obdobné jako tieba v priklad€ 17. Dalsi zjiSténi bychom museli opét zohlednit v diskuzi
vzhledem k soufadnicim boda F, M, N.

Pozn.: Syntetické feSeni plyne z definice paraboly. Analyticky obtiZznost Glohy z4visi na
poloze danych bodd.
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5.2 Parabola a primka
Pro vzajemnou polohu paraboly s pfimkou rozliSujeme nésledujici moznosti. [9, str 10]

e Protinaji-li se ve dvou bodech, potom je pifimka se¢nou paraboly.

e Protinaji-li se v jednom bodé¢, potom rozliSujeme dalsi dva ptipady, bud je to
secna rovnobézna s osou paraboly, nebo se jedna o jeji tecnu.

e Pokud nemaji zadny spole¢ny bod, jedna se o vnéjsi primku paraboly.

Definice 13: Piimka, kterd ma s parabolou pravé jeden spolecny bod a jejiz ostatni body
jsou vngjsi, je te€nou paraboly. Specidlni je tecna prochézejici vrcholem paraboly,
nazyvame ji vrcholova te¢na. Kolmice na te¢nu v bod¢ dotyku je normala.

Necht' M je bodem paraboly, potom vnéjsi ihel pravodi¢i oznac¢ime thel, v némz lezi
bod D, prisecik tidici pfimky s osou paraboly, a k nému vrcholovy uhel. Jejich vedlejsi
uhly nazyvame vnitini Ghly pravodica.

Véta 18: Tecna puli vn¢jsi uhly pravodicta bodu dotyku.

Diikaz: Pokud t je osa vnéjSich uhll priivodic¢h bodu M a vedeme timto bodem kolmici
na Fidici pfimku, pak jejich prisecik oznac¢ime Q. Z definice plyne |MF| = |[MQ|, tudiz
je Q soumérné sdruzeny s F podle dané tecny a pro libovolny jiny bod R ptimky ¢ plati,
7ze |RF| = |RQ|. Zvolime-li bod R rtizny od M a patu kolmice z R na fidici ptimku
ozna¢ime X. Protoze X # Q, je |RQ| > |RX]|, atedy |RF| > |RX|, tudiz kazdy bod R #
M lezici na pfimce t, je vn¢jSim bodem, ¢imz je splnéna definice tecny.

Disledek 5: Vrcholova te¢na je kolma na osu paraboly a zaroven zadna te¢na neni
rovnobézna s osou paraboly.

Disledek 6: Normala v bod¢ paraboly puli vnitini thly pravodic¢t bodu, v némz je
sestrojena.

Véta 19: Mnozina vSech bodii soumérné sdruzenych s ohniskem podle tecen paraboly je
jeji tidici ptimka d.
Ditikaz: (Obr. 5.3) O tom, Ze pokud je déna te¢na, pak bod @, pata kolmice vedené z bodu

dotyku tecny na fidici pfimku, je bodem soumérné sdruZzenym s ohniskem podle dané
teCny jsme se presvedcili jiz v ditkazu piedchozi véty 18.

Naopak necht’ Q je libovolnym bodem fidici pfimky, osa soumérnosti t usecky QF
a kolmice v Q kfidici pfimce jsou vZdy rtiznobéZné. Jejich prisecik M je bodem

v

paraboly a protoze t ptli vnéjsi uhly privodici, je te€nou paraboly.
Véta 20: Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohniska na tecny paraboly je vrcholova

tecna v paraboly.

Ditikaz: (Obr. 5.3) Necht’ M je bodem paraboly riiznym od vrcholu V. Sestrojime tecnu t
v bodé¢ M. Déle spustime z ohniska F kolmici na danou te¢nu a jeji patu oznacime P.
Necht’ Q je prisecik této kolmice s fidici pfimkou d, pak plati |PF| = |PQ|. D je pata
kolmice osy paraboly na fidici ptimku, pak téz plati, Ze vrchol V je vzdy stfedem usecky
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DF, tudiz spojnice VP je stfedni pfickou v pravothlém trojuhelniku QDF a zaroven tedy
plati ze VP||QD. Cimz jsme dokazali, Ze P lezi na vrcholové te¢né.

Opacné je-li P bodem vrcholové te¢ny, pak spojnice PF protind fidici pfimku v bodé Q,
ktery je soumérné sdruzeny s ohniskem podle te¢ny t. Z toho plyne |FP| = |QP|, QF je
kolma na t a tedy P je patou kolmice spusténé z ohniska F na tecnu t.

d v

Obrazek 5.3 - Vlastnosti fidici pfimky a vrcholové teény
5.2.1 Tecna paraboly danym smérem (rovnobézna s danou piimkou)

Priklad 19

(S) K nenarysované parabole urcené ohniskem F a Fidici primkou d vedte tecnu
rovnobéznou s danym smérem s. [1, str. 48]

Nejprve vedeme ohniskem piimku k, kterd je kolma na dany smér S. Prusecik této
kolmice s fidici pfimkou paraboly oznacme Q. Potom Q je bodem soumérné sdruzenym
s ohniskem podle hledané te¢ny, kterou tedy sestrojime jako osu usecky QF. Bod dotyku
ziskame jako prusecik kolmice bodem Q na fidici pfimku s tecnou t.

Obrazek 5.4 - Te¢na rovnobézna s danym smérem §
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Diskuze:

e Neni-li smér § rovnob&zny s osou paraboly, pak existuje pravé jeden prisecik Q
a tedy danym smérem lze sestrojit prave jednu tecnu.

e Pokud je smér S rovnob&zny s osou paraboly, pak neexistuje prisecik jeji kolmice
a fidici pfimky, tedy ani tecna s ni rovnob&zna.

Ke konstrukci bychom mohli vyuzit téZ vlastnosti vrcholové tecny.
(A) Urcete rovnici tecny paraboly urcené ohniskem F = [5,0] a ridici primkou

p v s ’ v
dix = — 3 rovnobézné s danym smérem s = (u, v).

Reseni je téméf totozné s analytickym fesenim u elipsy a hyperboly. Smérnice teény je
dana vztahem k = E, (u,v € R,u # 0) , potom uvazujeme rovnici te¢ny paraboly ve

tvaru t:y = kx + q. Hleddme nezndmou q pomoci dosazeni do kanonické rovnice
paraboly.

Pro g existuje jediné fesSeni a sice q = %. Rovnice teény danym smérem S m4 vzdy tvar

iy = (g) X+ %
u
Diskuze:

e Je-li v = 0, potom uloha nema feseni.
e Je-li v # 0, potom ma uloha vzdy pravée jedno feSeni.

5.2.2 Tecna paraboly danym bodem
Véta 21[9, str.12]: Rovnice
Yoy = pXo +px;p >0,
je rovnici teény k parabole s rovnici
y? = 2px
v bod¢ dotyku T = [x,, yo].

Pro ostatni typy paraboly se rovnice tecny vytvoii podobng&. Odvozeni této véty pro
body paraboly 1ze opé&t nalézt v souboru [4, str.47-49].
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tty=-0.25x-1 -
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Obrazek 5.5 - Analyticky popis teCny paraboly danym bodem
Priklad 20

(S) K nenarysované parabole urcené ohniskem F a ridici primkou d vedte danym bodem
M tecny. [1, str. 47]

Zbodu M zkonstruujeme kruznici k = (M,|MF|). Prasec¢ik této kruznice s fidici
piimkou d oznacme @Q, tento bod je soumérné sdruzeny s ohniskem podle hledané tecny.
Tecnu t sestrojime jako osu usecky FQ. Dotykovy bod paraboly s tecnou je prasecikem
kolmice k fidici pfimce prochazejici bodem Q s te¢nou t.

Obrazek 5.6 - Tecna paraboly danym bodem

Diskuze:
e Pokud |MF| > |Md]|, pak je M vn&j$im bodem paraboly a kruznice k protina fidici
ptimku ve dvou riznych bodech Q) ,. Existuji tedy dvé rlizné tecny.
e Pokud |MF| = |Md|, pak je M bodem paraboly a kruznice kse dotyka fidici
piimky v jednom bodé¢, tudiz existuje prave jedna tecna.
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e Pokud |[MF| < |Md|, pak je M vnitinim bodem paraboly a kruznice k nema
s fidici pfimkou zadny spole¢ny bod, feseni tedy neexistuje.
Nebo Ize pro feseni vyuzit vrcholové te¢ny.
(A) Urcete rovnici tecny paraboly, dané ohniskem F = E' 0] a ridici primkou d: x = —g

prochazejici bodem M[m,n].

Budeme postupovat podobné jako u predchozich kuzelosecek. Necht’ tecna t je vyjadiena
rovnici t:y = kx + q, kde k,q € R., zaroven q = n — km. Toto vyjadieni dosadime
do kanonické rovnice paraboly /.9 a ziskavame

k?x? + 2x(kq —p) + q*> = 0.

Chceme, aby méla piimka s hyperbolou praveé jeden spolecny bod. To nastane tehdy, je-
li diskriminant roven 0.

D, = —2kgp + p? = 0.
Dosadim vztah platny pro g a dostdvame
2k?pm — 2kpn+ p? =0,

D, = 4p?(n® — 2pm),

Diskuze: Pocet feseni se odviji od hodnoty determinantu D,.

e Je-li D, > 0, pak mé uloha dvé feSeni, tedy existuji pravé dvé te€ny paraboly
prochazejici vnéjSim bodem M.

e Jelli D, =0, pak m4 uloha pravé jedno feSeni. Bod M je bodem paraboly
a prochazi jim pouze jedna tecna.

e Je-li D, <0, pak dana tloha nema feSeni. Bod M je vnitinim bodem paraboly
a tim neprochazeji zadné jeji tecny.

5.2.3 Parabola dana tecnami a body dotyku

Definice 14[9, str.5]: Necht’ je v libovolném bodé M paraboly sestrojena tecna t. Patu
kolmice z bodu M na osu o paraboly ozna¢ime M', prusecik teény t s osou 0 oznacime K
a pruse¢ik normdly k dané te¢né s osou paraboly N. Potom use¢ku KM' nazyvame
subtangenta (Cervend) a useCku M'N subnormala (modrd).
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Obrazek 5.7 - Subtangenta a subnormala paraboly

ul

= — e —————
B
=z

Véta 22 [4, str.53]: Subtangenta je pulena vrcholem a délka subnormaly je konstantni a
rovna parametru paraboly.

Diikaz: (Obr. 5.7) Obé& tvrzeni plynou z vlastnosti zdkladnich geometrickych tutvart.
Usetka KM, lezi na te¢né paraboly, Q je bodem soumérné sdruzenym podle ohniska
paraboly, potom z vlastnosti teCny plyne, ze thlopticky ¢tyfuhelniku KFMQ jsou na sebe
vzajemn¢ kolmé a jeho protilehlé strany jsou vzdjemné rovnobézné. KFMQ je tedy
Ctverec nebo kosoétverec. Odtud plyne |KP| = |PM| a protoze PV ||MM', je
|KV| = |VM'|. CimzZ je dokézana prvni polovina tvrzen.

Ctytthelnik FNMQ je téZ rovnobéznik, tedy |QF| = [NM|, dale pravouhly trojuhelnik
AFDQ je shodny s trojahelnikem ANM'M podle véty UU. Mame tedy téz dokazano, Ze
IM'N| = |DF| = p.

Véta 23 [4, str.53]: Primka, kterd spojuje prusecik dvou tecen paraboly se stiedem
spojnice jejich bodii dotyku je rovnobézna s osou paraboly.

Obrazek 5.8 - Véta ¢.23
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Dutikaz: (Obr. 5.8) Priisecik tecen t;,t, ozna¢ime R, jejich body dotyku s parabolou
postupné T, T,, paty kolmic z bodt dotyku T, T, na fidici pfimku znac¢ime Q4, Q,. Te¢na
t; je osou useCky FQ,, stejné tak t, je osou F Q,. Z toho plyne, ze |RQ,| = |RF| = |RQ,],
a proto sestrojime-li kruznici k = (R, |RF|), pak na ni leZi vSechny tfi tyto body Q;, @5, F.
Bodem R ved’'me rovnobézku s s osou paraboly, kterd je kolma na usecku Q,Q,, tétivu
kruznice k. Kolmice na tétivu prochdzejici sttedem kruznice protind tétivu v jejim stiedu
U. Primka s protina strany lichobézniku Q;Q,T;T, v bodech U, S. Protoze s||Q1T;||Q2T>
je usecka US stfedni pricka jiZz zminéného lichobéZniku, odtud plyne, ze S je sttedem
useCky T;Ts.

Priklad 21

(S) Sestrojte parabolu, jsou-li dany jeji dve riizné tecny ty,t, a body dotyku Ty,T,,
(T, £ T,). [13]

Necht R je prasecikem teCen t;, t, a soucasn¢ Ty, T, Z R. Pak sestrojime stied S useCky
T, T,, ptimka s prochazejici body R, S je podle véty 23 rovnobézna s osou paraboly. Dale
sestrojime rovnobezky s ptimkou s prochazejici body T;, T, oznaime je q4, q,. Pokud
zobrazime tyto pfimky soumérné¢ podle ptislusnych tecen, pak ziskame privodice, jejichz
spole¢nym prusecikem je ohnisko F. Nyni zobrazime ohnisko v osové soumérnosti podle
prislusnych tecen, ziskavame body Q4, Q-, o kterych vime, ze lezi na fidici pfimce. Tudiz
jsou dany vSechny objekty potiebné k bodové konstrukei paraboly (Piklad 17, str.48).

Diskuze: Parabola nema zadné vzajemné rovnobézné teCny, tudiz existuje vzdy prave
jeden jejich prisecik. Soucasné piimky soumérné piimky ke g,.q, se protinaji pravé
v jenom bod¢. Parabola je tedy dédna jednoznacné.

(A) Urcete rovnici paraboly, jsou-li ddny rovnice jejich tecen ti;:—ax + by =0,
ty:ax + by = 0,(a,b € R), a knim prislusné body dotyku s parabolou T, = [ty,t,],
T; = [ty, —t2].

VyfeSenim soustavy rovnic t;,t, ziskame prusecik teCen R = [0,0]. Dale necht’
M' = [t;,0] vznikne kolmym pramétem bodu T; na osu paraboly o0:y = 0.

Z véty 22 plyne, ze V = [%1, O] je vrchol paraboly. Déale necht’ n je normadla v bod¢ T,
paraboly k te¢né t; a jeji rovnici uvazujeme ve tvaru
—bx—ay+c=0,
doplnénim bodu T; dopocitame konstantu ¢
—bt, —at, +c =0 - ¢ = bt; + at,.
Jeji konecna rovnice je tedy

—bx — ay + bt; + at, = 0.
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Oznacime-li N prisecik normaly n s osou paraboly o, miizeme jeho soutfadnice snadno
dopocitat, dosadime-li y = 0 do rovnice normaly

—bx — 0a + bt; + at, =0,

a
bx=bt1+at2 —>x=t1+Et2,

ziskavime N = [t; +2t,,0].

Z véty 22 dale plyne, ze [M'N/| je velikost parametru p

IM'N|=p = \[(tl -t +%t2)2 —-0%2 = |%t2|.

Nakonec vSe dosadime do rovnice paraboly.

e Je-lit; > 0, pak jsou T;, T, vpravo od pruseciku R a rovnice

-4

at,
b

y* =2 |
je hledanou rovnici paraboly.

e Je-lit; <0, pakjsou Ty, T, vlevo od priseciku R a rovnice
(+-3)
72

Pozn.: Dany piiklad uvadime zejména, abychom si ukézali vyuziti vét 22 a 23.
V analytickém feSeni vychazime opét z vhodné volby zadanych tecen.

at
yt=-2|—"

je hledanou rovnici paraboly

5.2.4 Parabola a rovnostranné trojuhelniky

Priklad 22

Rovnostranné trojuhelniky o stranach 1, 3,5, ..., 2n — 1 jsou umistény postupné na jedné
primce, nazveme ji 0. Dokazte analyticky i synteticky, Ze vrcholy Ay, co nelezi na primce
o lezi na parabole, tak jak je na obrazku 5.9, a jejich vzddlenosti od ohniska jsou
celociselnée. [11]
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Obrazek 5.9 - Parabola a rovnostranné trojuhelniky

(A)[11] Zvolme si kartézskou soustavu soutradnic tak, ze stfed nejmensiho trojuhelniku
lezi v pocatku této soustavy. Potom vrchol A; mé4 x-ovou soutadnici 0, y-ovou lze
vypocitat pomoci Pythagorovy véty a tedy 4; = [O, g]
Nas n-ty trojuhelnik ma zakladnu o velikosti 2n — 1, nyni ziskdme jeho soufadnice.
Vzdalenost vrcholu A, od osy x je rovna souctu zakladen vSech n trojuhelnikd, od

kterého je nutno odecist polovinu zakladny prvniho a n-tého trojihelnika

1 2n—-1 n(1+4+2n-1)—-1-2n-1)
R 2

x, =n(n—1).

Vzdalenost od osy y spocitame opét pomoci Pythagorovy véty

2n — 1\2 12n2 —12n+3
Yn = (2"_1)2_( 2 )z 4

V3
2

Yn = (2n - 1).

Mnozina vrcholt trojuhelniku je tedy popsana soufadnicemi A,, = [x,, ¥, ]. Vyjadiime si
tedy n pomoci y,

V3 2v/3y, +3

o= @n=1) > n=""0
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a doplnime ho do rovnice x,,

_ 2V3y, +3 (2\/§yn +3 1) _ <2\/§yn + 3> <2\/§yn +3-— 6)

n 6 6 6 6

1

=—(12y% -9).

Upravou této rovnice ziskivame rovnici paraboly
1
2 — -
y 3 (x + 4).

Vrchol paraboly je v bod¢ V = [—i, 0] a jeji parametr p = % Pomoci toho parametru
ziskame ohnisko F = [2,0].

Pro vzdalenost bodi paraboly od ohniska |A, F| plati

2

|AnF|=j(xn—§)2+(yn—o>2= (nn-1-2) +{@-0%),

A, Fl=n?—n+ 1.
Tato hodnota je pro vSechna ptirozena Cisla n celoCiselna.

(S) Sestrojime-li teCnu v bodé A4, ktera svird s osou paraboly 60°, z vlastnosti sttidavych
uhll vime, ze dand teCna s rovnobézkou p; prochézejici bodem A;, ktery je zaroven
jednim z pravodict tohoto bodu, svira téz tihel 60°. Déle zobrazime pfimku p; soumérné
podle tecny, tim ziskame prtvodic p,, jeho prisecik s osou paraboly je ohnisko F. Dany
bod F je zaroven vrcholem rovnostranného trojuhelniku.

Nejmensi ohniskova vzdalenost je tedy zaroveil stranou nejmensiho rovnostranného
trojihelniku a sice 1.

Déle chceme ovéfit, zda ohniskova vzdalenost je skuteéné pro vSechna n celociselna.
Aplikujeme Pythagorovu vétu na trojuhelniky AFS;A,,i = 1,..n, kde §; jsou stredy
zakladen trojuhelnikd, abychom ziskali |F A, |, coz je ohniskova vzdalenost. Nejprve vSak
musime ziskat obecné odvozeni velikosti odvésen téchto trojuhelniki.

Velikost odvésny |S;A,| je souc¢asné vyskou rovnostranného trojuhelniku a proto

1 2 /3(2n—1)2
IS:4,| = \/(Zn _1)2— (E(Zn _ 1)) - #
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Dale vzdalenost |FS;| je rovna souctu velikosti zdkladen vSech n trojuhelniki, ale
tentokrat od n¢j odec¢itame celou zakladnu prvniho trojuhelniku, ktery lezi na opacné
poloptimce a polovinu posledni zdkladny, tedy

2n—1_2n2—2n—1
2 2

=n(n—1)—1.

Nyni mame v§echny prosttedky pro vypocet piepony |FA,|

IFA,| = (n(n—1)—E . -

2
1)2 . <‘/3(2n - 1)2) _ \[4714 —8n3 +12n% — 8n + 4

|FA,| =yn*—2n3 +3n2 —2n+1=/(n? —n+1)2=n> -n+1.

Tato vzdalenost je pro vSechna n celoc¢iselna.

N : 1172

Obrazek 5.10 - (S) Parabola a rovnostranné trojuhelniky

Pozn.: Tento piiklad uvadime téméf na zdvér, protoze se naprosto odliSuje od vSech
pfedchozich. Jednd se o vlastnost paraboly, kterd neni tolik zndma, zaroven v jejim
dilkkazu vyuZivame spoustu uzitecnych postupt, naptiklad vlastnosti tecny.

5.3 Oskulaéni kruZznice paraboly

Narozdil od pfedchozich dvou kuZelose¢ek ma parabola jen jednu hyperoskulacni
kruZnici, na jeji rovnici a konstrukci se nyni podivame.

Priklad 23 [1, str. 50]

(A) Urcete rovnici oskulacni kruznice paraboly v jejim vrcholu V.
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Postup je opét stejny jako v predchozich dvou kuZelosetkach. Resime soustavu rovnic
kruznice k: (x — s)? + y? = s? a paraboly dané rovnici y? = 2px. ProtoZe pozadujeme
kruznici ve vrcholu paraboly, tak jeji vrchol V =[0,0] musi byt jejich jedinym
prasecikem.

To nastane v ptipadé
x2—=2x(p—5s)=0,

tedy kdyz s = p.

Rovnice oskulaéni kruznice paraboly v jejim vrcholu mé tedy tvar
(x—p)*+y*=p*

(S) Sestrojte oskulacni kruznici paraboly.

Reseni tohoto ptikladu je po pfedchozim analytickém odvozeni opravdu trivialni. A sice
pokud vim, ze jeji polomér je roven parametru p, sestrojim kruznici ve vrcholu V' s danym
polomérem, prusecik této kruznice s polopiimkou VF je hledanym stfedem oskulacni
kruZznice.

Obrazek 5.11 - Oskula¢ni kruznice paraboly
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Zaveér

Cilem prace bylo postupné prolozit zakladni teorii kuzelosecek piiklady a seznamit
Ctenafe s dvéma rlznymi pohledy na jejich vyfeSeni pomoci syntetickych, nebo
analytickych metod. CimZ jsme docilili propojeni poéetnich fesenich se syntetickymi
konstrukcemi.

Zaroven jsme v praci ukazali vyuziti geometrickych transformaci, které jsme nejprve
vysvétili a procviCili na piikladu, a dale jsme jej uzivali jak pro vhodnou volbu
kuzelosecek, tak i1 pro vhodnou volbu jinych objektii, napt. v ptikladé 8 (str.26-27).
ptisluSnému ovéteni uvedli ve vztahu ekvivalence.

U kazdé ze zékladnich kuZzeloseCek jsme zminili nékolik ptikladi, ztoho Ctyfi typy
a jejich feSeni se objevili u kazdé jednotlivé, tudiz mohou ¢tenaii ptipadné porovnavat
konecné vysledky téchto tloh, naptiklad te€ny v obecném bod¢ nebo oskula¢ni kruznice
ve vrcholech kuzelosecky atd. V pribéhu prace jsme zminili ptiklady jednoduché tykajici
se zékladnich vlastnosti jako jsou naptiklad bodové konstrukce nebo sestaveni rovnic
kuzeloseéek, ale téz piiklady, jejichZ FeSeni neni na prvni pohled jednoznacné. Casteéné
specialnim piikladem je ptiklad 22 (str.57-59), ktery nam téz nastiiiuje, jakym smérem
by bylo mozné praci dale rozsifovat o vice takovychto specifickych ptikladi.

Teoreticky bychom jeji obsah mohli téz obohatit napiiklad ivodem do teorie rovinnych
kiivek, mezi které se kuZzeloseCky ftadi, fezy rovinného kuzele nebo historickou
souvislosti. Z praktického hlediska v praci samoziejmé neuvadime mnozstvi zajimavych
vypoctl a konstrukci, jimiz bychom mohli praci rozsifit. TéZ bychom mohli doplnit
naptiklad zadani ptikladii k procviceni
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